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Graphes

Pour simplifier, on ne considère ici que des graphes simpliciaux.

Définition

Un graphe simplicial est un couple G = (V ,∼), où

V est un ensemble non vide dont les éléments sont les sommets du graphe ;

∼ est une relation dans V telle que
I ∀v ∈ V , v 6∼ v (antiréflexivité)
I ∀v , w ∈ V , v ∼ w ⇒ w ∼ v (symétrie).

Si v ∼ w , on dit que les sommets v et w sont voisins.

• •
v w

Fig. 1: Sommets voisins

• On dit qu’un sommet est isolé s’il n’a pas de voisin.
• On dit qu’un graphe est fini s’il n’a qu’un nombre fini de sommets.
• On dit qu’un graphe est localement fini si chacun de ses sommets n’a qu’un nombre
fini de voisins.
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Graphes

Pour simplifier, on ne considère ici que des graphes simpliciaux.
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Définition

Un graphe simplicial est un couple G = (V ,∼), où
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Graphes

Pour simplifier, on ne considère ici que des graphes simpliciaux.
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Le laplacien

Soit G = (V ,∼) un graphe simplicial, localement fini et sans sommet isolé.

On considère
l’espace vectoriel RV formé de toutes les fonctions f : V → R. Le laplacien du graphe G
est l’endomorphisme ∆G : RV → RV défini par

∀f ∈ RV ,∀v ∈ V , ∆G (f )(v) = f (v)− 1

deg(v)

X
v∼w

f (w) =
1

deg(v)

X
v∼w

(f (v)− f (w)) .

où deg(v) désigne le degré , i.e., le nombre de sommets voisins de v .

Remarque

Le laplacien n’est jamais injectif car toutes les fonctions constantes sont dans son noyau.

Deux sommets v et w du graphe G = (V ,∼) sont dans la même composante connexe s’il
existe une châıne de sommets v = u0, u1, . . . , un = w avec uk ∼ uk+1 pour 0 ≤ k ≤ n− 1.
Si Gi = (Vi ,∼) sont les composantes connexes du graphe G , on a

RV =
Y

i

RVi et ∆G =
Y

i

∆Gi .

On dit que le graphe G est connexe s’il n’a qu’une seule composante connexe.
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Le laplacien

Soit G = (V ,∼) un graphe simplicial, localement fini et sans sommet isolé. On considère
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où deg(v) désigne le degré , i.e., le nombre de sommets voisins de v .

Remarque

Le laplacien n’est jamais injectif car toutes les fonctions constantes sont dans son noyau.

Deux sommets v et w du graphe G = (V ,∼) sont dans la même composante connexe s’il
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Exemple : les graphes finis

Supposons G fini.

Alors RV est un espace vectoriel de dimension finie.
Comme ∆G n’est pas injectif, il n’est pas surjectif.
On vérifie que ∆G est auto-adjoint pour le produit scalaire défini par

∀f , g ∈ RV , 〈f , g〉 =
X
v∈V

deg(v)f (v)g(v).

En effet, quels que soient f , g ∈ RV , on a

〈f , ∆G (g)〉 =
X
v∼w

f (v) (g(v)− g(w))

=
1

2

 X
v∼w

f (v) (g(v)− g(w)) +
X
v∼w

f (w) (g(w)− g(v))

!
,

et donc

〈f , ∆G (g)〉 =
1

2

X
v∼w

(f (v)− f (w))(g(v)− g(w)) = 〈∆G (f ), g〉.
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Exemple : les graphes finis (suite)

On a en particulier

∀f ∈ RV , 〈f , ∆G (f )〉 =
1

2

X
v∼w

(f (v)− f (w))2.

On en déduit que si G est fini et connexe, alors le noyau de ∆G est réduit aux fonctions
constantes (ce qui peut aussi se montrer en utilisant le principe du maximum) et que son
image est

Im ∆G = (Ker ∆G )⊥ = {f ∈ RV :
X
v∈V

deg(v)f (v) = 0}.
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Exemple : La châıne à un bout

On prend G = (V ,∼) avec V = N et n ∼ m ⇐⇒ n = m ± 1.

• • • • • · · ·

Fig. 2: La châıne à un bout

On a

∆G (f )(n) =

(
f (0)− f (1) si n = 0,

f (n)− f (n−1)+f (n+1)
2

si n ≥ 1.

Le noyau de ∆G est réduit aux fonctions constantes et ∆G est surjectif.
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Exemple : La châıne à deux bouts

On prend G = (V ,∼) avec V = Z et n ∼ m ⇐⇒ n = m ± 1.

• • • • •· · · · · ·

Fig. 3: La châıne à deux bouts

On a

∆G (f )(n) = f (n)− f (n − 1) + f (n + 1)

2
.

Le noyau de ∆G est de dimension 2 (suites arithmétiques n 7→ C1 + C2n) et ∆G est
surjectif.
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Exemple : La châıne à deux bouts
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On a

∆G (f )(n) = f (n)− f (n − 1) + f (n + 1)

2
.

Le noyau de ∆G est de dimension 2 (suites arithmétiques n 7→ C1 + C2n) et ∆G est
surjectif.
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Exemple : l’arbre triadique
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Fig. 4: L’arbre triadique
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Exemple : l’arbre triadique (suite)

Un arbre est un graphe connexe qui ne contient pas de cycle de sommets voisins.

L’arbre triadique est l’arbre dont tous les sommets sont de degré 3.
Fixons un sommet v0 de l’arbre triadique.
Un bout est un chemin qui va vers l’infini en partant de v0 sans jamais revenir en arrière.
L’ensemble Ω des bouts est non dénombrable.
À tout bout ω ∈ Ω , on peut associer une fonction harmonique hω défini de la manière
suivante. On commence par poser hω(v0) = 1. Partant de v0 quand on passe à un
sommet voisin dans la direction du bout ω, la valeur de hω est multipliée par 2. Quand
on va dans une autre direction que celle du bout, on divise la valeur de hω par 2.
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Exemple : l’arbre triadique (suite)
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Fig. 5: Fonction harmonique associée à un bout
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Exemple : l’arbre triadique (suite)

- ω

•

•

•v0

v

a

b

p

Fig. 6: hω(v) = 2b−a

On a

∀ω, ω′ ∈ Ω, lim
v→ω′

hω(v) =

(
+∞ si ω′ = ω,

0 si ω′ 6= ω.

On en déduit que les fonctions hω, ω ∈ Ω, sont linéairement indépendantes.
Le noyau de ∆G est donc de dimension non dénombrable.
Ici encore, on voit facilement que ∆G est surjectif.
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Exemple : l’arbre triadique (suite)

- ω

•

•

•v0

v

a

b

p

Fig. 6: hω(v) = 2b−a

On a

∀ω, ω′ ∈ Ω, lim
v→ω′

hω(v) =

(
+∞ si ω′ = ω,

0 si ω′ 6= ω.
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Exemple : un graphe infini 3-régulier sur lequel les fonctions harmoniques
sont constantes

Il existe des graphes infinis, dont tous les sommets sont de degré 3, sur lesquels les seules
fonctions harmoniques sont les fonctions constantes (voir [Tro-1998]) comme celui-ci :

Fig. 7: Un graphe 3-régulier
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Surjectivité du laplacien

Le résultat suivant a été obtenu en collaboration avec Tullio Ceccherini-Silberstein
(Rome) et Józef Dodziuk (NYC).

Théorème (CCD-2011)

Soit G = (V ,∼) un graphe simplicial connexe, infini et localement fini. Alors son
laplacien ∆G : RV → RV est surjectif.

Plan de la démonstration :
on munit RV de sa topologie prodiscrète et on démontre les deux points suivants

Im ∆G est dense dans RV ,

Im ∆G est fermé dans RV ,

qui impliquent Im ∆G = RV .
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La topologie prodiscrète

La topologie prodiscrète sur RV est la topologie obtenue en munissant R de sa topologie
discrète et en prenant la topologie produit sur RV =

Q
v∈V R.

La topologie prodiscrète sur RV est métrisable. En effet, fixons un sommet v0 et notons
Bn l’ensemble des sommets à distance ≤ n de v0. On a V =

S
n∈N Bn et Bn ⊂ Bn+1 pour

tout n. Alors
∀f , g ∈ RV , d(f , g) =

X
n∈N

αn

2n+1
,

où αn = 0 si f et g cöıncident sur Bn et αn = 1 sinon, est une distance qui induit la
topologie prodiscrète sur RV .
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Démonstration de la densité de l’image

Notons Fn l’ensemble des fonctions f ∈ RV dont le support est contenu dans Bn et
considérons l’application linéaire δn : Fn → Fn définie par

∀f ∈ Fn,∀v ∈ V , δn(f )(v) =

(
∆G (f )(v) si v ∈ Bn

0 sinon.

En utilisant le principe du maximum, on montre que δn est injective. En effet, si
f ∈ Ker δn, on a

∀v ∈ Bn, |f (v)| =

˛̨̨̨
˛ 1

deg(v)

X
v∼w

f (w)

˛̨̨̨
˛ ≤ 1

deg(v)

X
v∼w

|f (w)|,

ce qui implique que si v ∈ Bn vérifie |f (v)| = M = max |f |, alors |f (w)| = M pour tout
w ∈ V tel que v ∼ w . Donc |f | est constant sur Bn+1. Or, on peut trouver un sommet
qui est dans Bn+1 mais pas dans Bn puisque G est infini. Par conséquent, f est
identiquement nulle.
Comme Fn est de dimension finie, l’injectivité de δn implique sa surjectivité. On en déduit
que, quels que soient g ∈ RV et n ∈ N, on peut trouver f ∈ Fn tel que ∆G (f ) cöıncide
avec g sur Bn. Donc Im ∆G est dense dans RV .
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∀f ∈ Fn,∀v ∈ V , δn(f )(v) =

(
∆G (f )(v) si v ∈ Bn

0 sinon.

En utilisant le principe du maximum, on montre que δn est injective. En effet, si
f ∈ Ker δn, on a

∀v ∈ Bn, |f (v)| =

˛̨̨̨
˛ 1

deg(v)

X
v∼w

f (w)

˛̨̨̨
˛ ≤ 1

deg(v)

X
v∼w

|f (w)|,
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Suites projectives d’ensembles

Rappelons qu’une suite projective d’ensembles (Xn, un)n∈N est la donnée d’une suite
d’ensembles Xn munis d’applications un : Xn+1 → Xn.

X0
u0←− X1

u1←− X2
u2←− X3

u3←− . . .

La limite projective de la suite projective (Xn, un) est l’ensemble lim←−(Xn, un) formé de
toutes les suites (xn)n∈N telles que xn ∈ Xn et xn = un(xn+1) pour tout n ∈ N.
La limite projective peut-être vide même si les Xn sont tous non vides.
Cependant, si toutes les applications un sont surjectives et X0 6= ∅, alors il est clair que
lim←−(Xn, un) 6= ∅ (prendre des antécédents successifs d’un élément x0 ∈ X0).
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Un lemme à la Mittag-Leffler

Lemma 1

Soit (Xn, un)n∈N une suite projective d’ensembles. On suppose que les Xn sont tous des
espaces affines non vides de dimension finie sur un même corps K et que les applications
un : Xn+1 → Xn sont toutes affines. Alors on a lim←−(Xn, un) 6= ∅.

Démonstration.

Pour n ≤ m, soit γnm : Xm → Xn l’application définie par

γnm = un ◦ un+1 ◦ . . . ◦ um−1.

Pour n fixé, les sous-espaces affines γnm(Xm) ⊂ Xn avec m = n, n + 1, . . . , forment une
suite décroissante. Comme ils sont de dimension finie, cette suite se stabilise (elle devient
constante pour m assez grand).
Posons X ′n =

T
n≤m γnm(Xm). L’application un induit par restriction une application

u′n : X ′n+1 → X ′n.
Les propriétés de stabilité ci-dessus permettent de montrer que X ′0 est non vide et que les
applications u′n sont toutes surjectives.
On en déduit ∅ 6= lim←−(X ′n, u

′
n) = lim←−(Xn, un).
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γnm = un ◦ un+1 ◦ . . . ◦ um−1.
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Un lemme à la Mittag-Leffler (suite)

Remarque

Le lemme qui précède devient faux si l’on supprime l’hypothèse que les Xn sont de
dimension finie. Pour s’en convaincre, on peut prendre par exemple, dans l’espace de
Hilbert

`2(N) = {(ai )i∈N : ai ∈ R et
X
i∈N

a2
i <∞},

les sous-espaces affines

Xn = {(ai )i∈N ∈ `2(N) : a0 = a1 = · · · = an = 1}

avec pour un : Xn+1 → Xn l’inclusion. On a alors

lim←−(Xn, un) =
\
n∈N

Xn = ∅.
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Démonstration de la fermeture de l’image

Soit g ∈ RV dans la fermeture de ∆G (RV ).

Alors, pour tout n ∈ N, il existe fn ∈ RV tel que g et ∆G (fn) cöıncident sur Bn.
Considérons, pour tout n ∈ N, le sous-espace affine Xn ⊂ RBn+1 défini par

Xn = (∆
(n)
G )−1(g |Bn ),

où ∆
(n)
G : RBn+1 → RBn est l’application linéaire induite par ∆G .

On a Xn 6= ∅ puisque fn|Bn+1 ∈ Xn. De plus, Xn est de dimension finie puisque RBn+1 est
un espace vectoriel de dimension finie.
L’application de restriction RBn+2 → RBn+1 induit une application affine un : Xn+1 → Xn.
D’après le lemme, on a lim←−(Xn, un) 6= ∅.
Choisissons un élément (xn)n∈N ∈ lim←−(Xn, un).

On a xn ∈ RBn+1 . De plus, xn+1 cöıncide avec xn sur Bn+1 pour tout n ∈ N. Comme
V = ∪n∈NBn+1, il existe f ∈ RV (unique) tel que f |Bn+1 = xn pour tout n.

On a (∆G (f ))|Bn = ∆
(n)
G (xn) = g |Bn pour tout n puisque xn ∈ Xn. Comme V = ∪n∈NBn,

il en résulte que ∆G (f ) = g .
Cela montre que ∆G (RV ) est fermé dans RV pour la topologie prodiscrète.
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où ∆
(n)
G : RBn+1 → RBn est l’application linéaire induite par ∆G .
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Cela montre que ∆G (RV ) est fermé dans RV pour la topologie prodiscrète.
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Remarques finales

Remarque

La même démonstration nous donne la surjectivité de L = ∆G + λ Id : RV → RV pour
tout graphe simplicial infini, localement fini, et connexe G et toute fonction
λ : V → [0, +∞) sur l’ensemble V des sommets de G . En effet, L est linéaire et, pour
f ∈ RV et v ∈ V , l’égalité L(f )(v) = 0 implique

|f (v)| =

˛̨̨̨
˛ 1

(1 + λ(v)) deg(v)

X
v∼w

f (w)

˛̨̨̨
˛

≤ 1

(1 + λ(v)) deg(v)

X
v∼w

|f (w)| ≤ 1

deg(v)

X
v∼w

|f (w)|,

ce qui montre que L vérifie aussi le principe du maximum.

Remarque

Dans [CC-2009], on avait déjà obtenu la surjectivité de ∆G dans le cas particulier où G
est le graphe de Cayley d’un groupe infini de type fini. On distinguait deux cas dans la
démonstration suivant que G est moyennable ou non, en faisant appel au théorème du
Jardin d’Éden pour les automates cellulaires linéaires [CC-2006] dans le cas moyennable
et au théorème spectral de Day dans le cas non-moyennable.
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