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Introduction

Cette thése est consacrée a1’ étude locale des “systéme locaux” de coefficients p-adiques
sur une courbe. Soit K un corps de valuation discréte complet, de corps résiduel k parfait
de caractéristique p > 0. La nature des coefficients p-adiques sur Spec(K) dépend de la
caractéristique de K : en inégales caractéristiques, ce sont des représentations p-adiques
du groupe de Galois absolu G de K ; en égale caractéristique, ce sont des F-isocristaux
surconvergents sur Spec(K) (c’est-a-dire des systémes d’équations différentielles sur 'an-
neau de Robba, muni d’une structure de Frobenius). Ce travail a pour but de développer et
d’étudier les constantes locales (conducteurs et facteurs epsilon) des coefficients p-adiques
dans les deux cas.

Le schéma d’étude est le méme en égale ou inégales caractéristiques. D’abord, on associe
a un “systéme local” p-adique un module de Deligne (appelé aussi (¢, N, G )-module par
Fontaine). Puis, si le corps résiduel de K est fini, on en déduit par linéarisation du Frobenius
une représentation de Weil-Deligne de K, et donc des facteurs locaux en suivant la méthode
classique tracée par Deligne et Tate pour les coefficients (-adiques [De73|, [Ta79|. Cette
approche tannakienne, due a Fontaine, est bien connue en inégales caractéristique; elle
est a la base de la théorie de Hodge p-adique. On se propose ici de la calquer en égale
caractéristique. Pour ce faire, on utilise le théoréme de monodromie p-adique démontré
par André, Mebkhout et Kedlaya, et on définit le module de Deligne d’un F-isocristal sur
Spec(K), comme étant I'espace des “hypersolutions” de l'isocristal.

Le module de Deligne et a fortiori les invariants locaux définis par le formalisme tan-
nakien sont en général difficiles d’acces. C’est pourquoi on aimerait bien leur trouver une
interprétation directe. On attaque ce probléme en deux étapes. D’abord, on passe du cas
d’inégales caractéristiques au cas d’égale caractéristique par une “déformation cyclotomi-
que” appelée corps des normes, due a Fontaine et Wintemberger [Win83|. Une partie
importante de ce travail consiste & suivre les constantes locales le long de cette défor-
mation. Le reste du travail se situe en égale caractéristique. Il s’agit alors de donner des
interprétations directes, différentielles ou géométriques, des constantes locales.

Cette stratégie est beaucoup plus simple a réaliser pour le conducteur. Commencons
donc par ce cas. En égale caractéristique, on dispose d’un invariant différentiel d’'un F-
isocristal qui a été défini par Robba, Christol et Mebkhout sur le modeéle des équations
différentielles classiques, & savoir 'irrégularité p-adique. L’interpretation différentielle du
conducteur de Swan est essentiellement due & Matsuda en rang 1 et & Tsuzuki dans le cas
général. Tsuzuki & démontré le résultat suivant [Tsu98a|, [Tsu98b] : il y a une équivalence
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tannakienne entre la catégorie des F-isocristaux surconvergents unités' sur Spec(K), et la
catégorie des représentations p-adiques continues de G ayant monodromie finie; sous
cette correspondance l'irrégularité p-adique d’un F-isocristal est égale au conducteur de
Swan de la représentation associée. On étend ce résultat au cas général en démontrant que
lirrégularité d’un F-isocristal vaut le conducteur de Swan du module de Deligne associé,
cf. [An02a, 7.1.2|, [Mat02, 8.6] et (partie 1, 4.10).

Dans la premiére partie de cette thése, je développe 'aspect “déformation cyclotomique”
pour les conducteurs. Supposons K de caractéristique 0 et soit V' une représentation de
de Rham de Gk. Je démontre que la suite des conducteurs de Swan de la restriction de
V le long de la tour p-cyclotomique de K est stationnaire, et elle vaut le conducteur de la
représentation de Weil-Deligne induite par V sur le corps des normes. Grace au résultat de
Matsuda-Tsuzuki, j’en déduit que cette limite est l'irrégularité de ’équation différentielle
p-adique associée a V' par Berger [Berg02].

Pour le facteur epsilon, les deux aspects du travail sont nouveaux. En inégales caracté-
ristiques, je stabilise les facteurs epsilon p-adiques pour une représentation de de Rham V'
de Gk le long de la tour p-cyclotomique. Plus précisément, je démontre que pour un bon
choix des caractéres additifs (relativement a la tour p-cyclotomique), la suite des facteurs
epsilon de la restriction de V' le long de la tour p-cyclotomique de K est stationnaire, et
que sa limite est le facteur epsilon sur le corps des normes (partie 2, 2.4.2).

La partie la plus difficile de ce travail est 'interprétation différentielle du facteur epsilon
en égale caractéristique. Supposons désormais K d’égale caractéristique et notons Og
I’anneau des entiers de K. L’idée qui a guidé ma recherche et qui reste pour l'instant
inachevée, est la suivante. En utilisant le principe local-global de Katz-Gabber pour les
F-isocristaux surconvergents, démontré par Matsuda [Mat02], la question se raméne a
une formule du produit pour les facteurs epsilon pour les F-isocristaux surconvergents sur
une courbe lisse au-dessus d’un corps fini. C’est un analogue de la formule du produit pour
les faisceaux étales f-adiques, conjecturée par Deligne et démontrée par Laumon en 1984
[Lau87|. Je dégage I'analogue p-adique de cette formule (partie 2, 5.3.9) et je le démontre
pour les F-isocristaux unités de rang 1 (partie 2, 5.3.15), et pour les F-isocristaux unités
finies (partie 2, 5.3.16).

Pour attaquer la formule du produit p-adique dans le cas général, ma stratégie inspirée
de ’analogue ¢-adique, consiste & établir un “principe de la phase stationnaire” sur la droite
affine A}C. Pour ce faire, il est nécessaire de travailler avec des coefficients plus généraux,
a savoir les FDf-modules de Berthelot. La premiére étape est purement locale. Soient Q¢
un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique O et de corps résiduel k, .
un relévement de Spec(Ok) en un O¢-schéma formel formellement lisse. Dans des travaux
récents et inachevés [Cr04a], [Cr04b’], Crew reprend la définition de I’anneau D! des
opérateurs différentiels arithmétiques de Berthelot sur .. Il développe aussi un formalisme
tannakien pour les FDf-modules holonomes. Je reprend en détails cette étude. L’anneau
Dt est une limite inductive sur le niveau m € N, d’anneaux 13(/778 Je construit et j’étudie

~(0
I’anneau @;)Q des microdifférentielles arithmétiques de niveau 0 (partie 2, section 4.4). Je

Lunit-root en anglais
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propose aussi une définition de ’anneau @(;% des microdifférentielles de niveau m (partie
2, 4.4.9) pour lequel je n’ai pas encore un théoréme de structure. En m’inspirant de ’ana-
lyse algébrique ([Kas83|, [Mal91] et [Sab02]) et de la théorie formelle des opérateurs finis
[Lop04], je propose une définition de la micro-localisation (ou la transformée de Fourier lo-

cale) pour un ﬁj(g()@—module, et un énoncé conjectural de la phase stationnaire locale. Cette
approche, généralisée au niveau supérieur, pourrait aussi fournir une interprétation, ana-
logue au cas f-adique, du facteur epsilon en tant que “déterminant” du Frobenius agissant
sur la transformée de Fourier locale.

Ce texte est composé de deux parties indépendantes avec une bibliographie commune.
La premiére partie reproduit mon article [Mar04] publié¢ dans Documenta Mathematica 9
(2004). Elle contient le théoréme de comparaison entre le conducteur de Swan et 'irrégu-
larité en inégale caractéristique.

La deuxiéme partie est divisé en cing chapitres. Le premier chapitre est introductif,
il contient les rappels et le formalisme concernant les représentations de Weil-Deligne et
leurs constantes locales. Il se termine par le calcul du facteur epsilon pour un caractére
d’Artin-Schreier.

Le deuxiéme chapitre traite de la déformation au corps de normes des facteurs epsilon.
Dans la derniére section on donne les applications aux facteurs epsilon d’une représentation
de de Rham.

Le troisiéme chapitre est consacrée aux F-isocristaux sur un corps local d’égale carac-
téristique, appelés aussi (¢, V)-modules. On démontre 1’équivalence tannakienne entre la
catégorie des (i, V)-modules sur ’anneau de Robba et la catégorie des modules de Deligne.
Dans la section 3.4, on fait le lien avec le théoréme de classification de Tsuzuki pour les
(¢, V)-modules unités. Le section 3.5 contient des rappels sur des objets d’algebre linéaire
introduits par Crew |Cr04a, §5|, rebaptisés ici modules de Crew. Leurs utilité sera claire
dans la section 4.3. Enfin, dans la section 3.6, on définit les constantes locales associées a
un F-isocristal.

Le quatriéme chapitre ébauche I’analyse micro-locale pour les Df-modules arithmeé-
tiques. On commence par des rappels de calcul différentiel. Puis dans la sections 4.3, on
esquisse le théoréme de classification de Crew pour les FDf-modules holonomes. Dans la
section 4.4, on construit les microdifférentielles arithmétiques de niveau 0. La microlo-
calisation est introduite dans 4.5. On termine par I’énoncé de la conjecture de la phase
stationnaire locale (4.5.8).

Le cinquiéme chapitre concerne la formule du produit pour les F-isocristaux surconver-
gents sur une courbe. Aprés des rappels sur les F-isocristaux et leurs fonctions L, on énonce
la conjecture de la formule du produit (5.3.9) et on la démontre pour les F-isocristaux uni-
tés de rang 1 (5.3.15), et pour les F-isocristaux unités finies (5.3.16).






Premiére partie

Irrégularité et Conducteur de Swan
p-adiques



1. Introduction

Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, de corps rési-
duel k parfait de caractéristique p > 0, et K une cloture algébrique de K. On note G le
groupe de Galois de K/K et I le sous-groupe d’inertie. Fontaine a défini une hiérarchie
sur les représentations p-adiques de Gy (i.e. les Qp-espaces vectoriels de dimension finie
munis d’une action continue de G) : représentations de de Rham D rep. semi-stables D
rep. cristallines. Le théoréme de monodromie p-adique affirme que toute représentation de
de Rham est potentiellement semi-stable, i.e. sa restriction a un sous-groupe ouvert de
Gg est semi-stable. Le but de cet article est I’étude d’invariants numériques qui mesurent
le défaut de semi-stabilité de représentations potentiellement semi-stables. Une telle re-
présentation est entiérement décrite par son module de Weil-Deligne Dy (V). Celui-ci est
muni d’une action de Gg dont la restriction & U'inertie se factorise par un quotient fini.
Fontaine [Fon79]| définit les conducteurs de Swan et d’Artin de V, notés respectivement
sw(V) et ar(V), comme étant les conducteurs de Swan et d’Artin de Dy (V). Dans un
travail récent [Berg02], Berger associe a toute représentation de de Rham V' une équation
différentielle p-adique Nggr (V) munie d’une structure de Frobenius. A une équation diffé-
rentielle p-adique M munie d’une structure de Frobenius, Christol et Mebkhout [ChMe01|
associent un invariant entier irr(M), l'irrégularité de M.

Pour tout n € N, soient u, le groupe des racines p"-iémes de I'unité dans K et
K, = K(up). Pour une représentation p-adique V de Gg, on note V,, sa restriction au
sous-groupe Gal(K /K,). Le résultat principal de cet article est le suivant.

THEOREME 1.1. Pour toute représentation de de Rham V de Gy, on a

irr(Ngr(V)) = nkg_lw sw(Vy).

Le théoreme 1.1 est ’analogue en caractéristique zéro d’un théoréme de Tsuzuki en
caractéristique p > 0. Soit £ un corps de valuation discréte complet, de caractéristique p et
de corps résiduel parfait. Dans [Tsu98a|, Tsuzuki montre que la catégorie des représenta-
tions p-adiques de Gg = Gal(E*P/FE) dont I'inertie agit par un quotient fini (monodromie
finie), est équivalente a la catégorie des p-V-modules étales sur un corps valué £7(E) de
caractéristique 0, d’anneau d’entiers hensélien et de corps résiduel E (voir §4.8 pour la
définition). Puis dans [Tsu98b|, il démontre I’égalité entre le conducteur de Swan de la
restriction & I'inertie d’une telle représentation et l'irrégularité du V-module correspondent.
Dans la démonstration de 1.1, on se rameéne, par la théorie du corps des normes, au cas d’un
corps de valuation discréte complet d’égale caractéristique p > 0. Cependant, on ne peut
pas appliquer directement le résultat de Tsuzuki, car dans notre cas, ’action de l'inertie
ne se factorise pas par un quotient fini. La stratégie de la démonstration consiste a décrire
la représentation de Weil-Deligne en termes de I’équation différentielle de Berger, puis de
reprendre une partie de la preuve de Tsuzuki (l'induction de Brauer). Comme corollaires
du théoréme 1.1, on en déduit un résultat analogue pour le conducteur d’Artin (cf. 5.7) et
I’égalité entre un polygone de Newton de pentes p-adiques et une limite de polygones de
Newton de pentes de Swan (cf. 5.9).



2. CONDUCTEURS 15

Quand cet article a été déja achevé, 'auteur a recu une prépublication de P.Colmez
|Col03] dont le résultat principal est une formule pour sw(V') en termes d’une filtration sur
Dgr (V). Les deux travaux sont indépendants et les méthodes utilisées semblent différentes.

Cet article est une partie de la thése de doctorat en mathématique que je prépare
a 'université de Paris 13, sous la direction d’Ahmed Abbes. Je tiens ici & le remercier
pour son soutien constant tout le long de ce travail et ses lectures attentives des versions
préliminaires de ce texte. Je remercie également le referee qui, par ses remarques, a amélioré
ce manuscrit.

Notations. Soient k& un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k) (resp.
W, = W, (k)) Panneau des vecteurs de Witt infinis (resp. de longueur n > 1) et K, = Fr W
le corps des fractions de W. On note | - | la valeur absolue de K, normalisée par |p| = p~*
et o0 ’endomorphisme de Frobenius agissant sur k, W,, W et K,. On fixe une extension
finie K/K, totalement ramifiée et une cloture algébrique K de K. On note Oz la cloture
intégrale de Ok dans K, k son corps résiduel, O¢ le complété p-adique de Oz et C=FrOc.
Pour toute extension finie L de K,, contenue dans K, on note Oy, son anneau d’entiers,
kr, son corps résiduel et L, = Fr W(kp). Pour tout n € N; soient u, le groupe des racines
p"-iémes de 1'unité dans K et L, = L(u,). On note Lo, la réunion des L, pour n € N,
Hp = Gal(K/Ly) et T = Gal(Loo/L). Soit x : Gk — Z le caractére cyclotomique.
Une représentation galoisienne p-adique (ou une Qp-représentation galoisienne) est un Q-
espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action linéaire et continue de Gg. On note
Repg, (Gk) la catégorie des Qp-représentations de G-

2. Conducteurs

On note Beis et Bgy = Beis[X] les anneaux des périodes de Fontaine associés a K
(cf. [Fon94a]). Soient N : By — Bt la Bers-dérivation qui envoie X sur —1 et ¢ le
Frobenius agissant sur Bes et Bgt. Ces applications vérifient Ny = ppN. Ces anneaux
sont munis d’une action continue de Gg, commutant avec ¢ et N. Soit L/K, une extension
finie contenue dans K. On note G, = Gal(K/L). On rappelle que BgL = BSHLS = Ly (cf.
[Fon94b, 5.1.2] et [Fon94a, 4.2.5]).

Pour tout V' € Repg, (Gk ), Fontaine définit

Dcris(v) = (Bcris ®Qp V)GK et Dst(v) = (Bst ®Qp V)GK-

Ce sont des K,-espaces vectoriels de dimensions inférieures ou égales & la dimension de
V sur Qp. Le Frobenius de Bes induit un endomorphisme o-semi-linéaire ¢ : Deyis(V) —
Deis(V'), appelé Frobenius. L’espace Dg (V) est muni d’'un Frobenius ¢ et d’un endo-
morphisme Kj-linéaire N, vérifiant Ny = ppN. On rappelle que V est dite cristalline
(resp. semi-stable) si dimg, Deis(V) = dimg, V' (resp. dimg, Dt (V') = dimg, V). Elle est
dite potentiellement cristalline (resp. potentiellement semi-stable) s’il existe une extension
finie K'/K telle que la restriction de V' & G- est cristalline (resp. semi-stable). On note P
le corps K ®x, Fr W(k). C’est le complété p-adique de I'extension maximale non-ramifiée
K™ de K dans K. Le groupe d’inertie absolu de K est canoniquement isomorphe a Gp, le
groupe de Galois absolu de P. Dans la suite, pour tout V € Repg, (Gk), on considére la
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restriction de V' a I comme une représentation p-adique de Gp. Par [Fon94a, 5.1.5], une
représentation V' est cristalline (resp. potentiellement cristalline, resp. semi-stable, resp.
potentiellement semi-stable) si et seulement si sa restriction & Ix est cristalline (resp.
potentiellement cristalline, resp. semi-stable, resp. potentiellement semi-stable).

Soit V' une représentation p-adique potentiellement semi-stable de dimension n. Fon-
taine définit Dy (V) = lim,,, <Gx (Bst ®q, V)G,, ou la limite est prise sur les sous-groupes
ouverts G’ de Gk (cf. [Fon94b, 5.6.4]). C’est un K2 -espace vectoriel de dimension n,
muni d’une action semi-linéaire de Gg. Si L/K est une extension galoisienne finie telle
que V' est semi-stable comme représentation de Gp, alors (Bg ®q, V)GL est un L,-espace
vectoriel de dimension n et I’action de Gg se factorise par Gal(L/K). On a un isomor-
phisme de représentations Dpst (V) = K" @1, (Bst ®q, V)“L . Par conséquent la restriction
Dypst (V)1 est une représentation linéaire de Ik qui se factorise a travers le sous-groupe
d’inertie de Gal(L/K).

DEFINITION 2.1. [Fon79, 7.4.7] Soit V une représentation p-adique potentiellement
semi-stable. Les conducteurs de Swan et d’Artin de Dy (V)7 sont aussi appelés conduc-
teur de Swan et d’Artin de V' et notés respectivement sw(V') et ar(V).

Si G agit par un quotient fini Gal(L/K) sur V, alors Dyt (V) = K3" ®q, V et sw(V)
et ar(V') coincident avec sw(Gal(L/K),V) et ar(Gal(L/K), V') respectivement.
Pour une représentation V potentiellement semi-stable, on considére aussi la variante

arcris(V) = ar(V) + dimKa Dst(V) — diInKa Dcris(v)-

3. Théorie de Hodge p-adique et (¢,')-modules

3.1. Les anneaux. On pose Og = liinneN(W”[[T]H%D’ qui est aussi la complétion

p-adique de W[[T]][%] C’est un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique
0, absolument non ramifié, de corps résiduel k(7). Son corps de fractions Og[1/p] est
canoniquement isomorphe &

+oo
5:{ Z ap,T"

n=—oo

an € Ka, (an), ez bornée et nEIEloo lan| = 0} )
On pose

+o0
= { Z a,T" € 5’30 < p < 1 vérifiant nEmw|an|p" = O} ,
n=—o0
I'anneau des séries dans £ qui convergent sur une couronne {z € C|p < |z|s < 1} pour un
réel 0 < p < 1. Pour tout s € £T, on note vi(s) = inf,ecz vk, (a,) la valuation de Gauss.
On rappelle que cette valuation sur £ est discréte et que 'anneau de valuation Og¢t est
hensélien, de corps résiduel k(7)) (cf.[Mat95, §2]).

On note aussi o 'endomorphisme x — 2P de O /pOz. Soit R (cf. [Fon90, §A3.1.1])
la limite projective du systéme

- = Og/pOg —— O /pOg —— O /pOx — O /pOx.
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C’est une k-algeébre intégre, parfaite de caractéristique p. On dispose de la description
suivante : R = {(z™), |z € Oc, (DY = 2™} on, a droite, la multiplica-
tion est donnée composante par composante et la somme par la formule (z +y)(") =

1My, 400 (2T 4y (Fm) P Tannean R est complet pour la valuation (non-discréte)

définie, pour tout = € R, par vi(z) = vo(z(?), ou vg est la valuation de C normalisée
par vc(p) = 1. Le corps Fr R est algébriquement clos (cf. [Fon90, A3.1.6]). On rappelle
que W(R) = lim W, (O%/pO%), o les applications de transition sont la composition

des morphismes de troncation et du Frobenius o de O%/pOz. C’est une W (k)-algebre.
Le groupe G, agit par fonctorialité sur W(R) et W(Fr R). On appelle ¢ le Frobenius de
W (R) (resp. W(Fr R)). On fixe une fois pour toutes un élément € € R tel que £(®) =1 et
e £ 1. Pour tout z dans R, on note [z] son relévement de Teichmiiller dans W (R).

On vérifie facilement que ((¢(™),0,...,0) — 1)p = 0 dans W, (O%/pO%). On en déduit,
pour tout n € N, un morphisme continu W |[T]/T?" — W, (O%/pO%), qui envoie T' sur
(&™,0,...,0) — 1 et w € W sur o "(w). D’ott un morphisme continu de WW-algébres
WI[T] — W(R), qui envoie T dans [¢] — 1. Comme [¢] — 1 est inversible dans W (Fr R), on
obtient un homomorphisme continu de W-algebres W[T][%] — W (Fr R), qui se factorise
par complétion p-adique en

WT](z] W(Fr R)

A

O¢
L’homomorphisme ¢ est injectif car i(p) # 0. En inversant p, on obtient i : £ — Fr W(Fr R).

LEMME 3.2. [Fon90, A3.2.2] Les anneauz i(E) et i(E') ne dépendent pas du choiz de ¢.
Ils sont stables par les actions de G, et du Frobenius ¢ sur W(Fr R). Les actions induites
de Gy, et de ¢ sur & et £ sont données par

Vge Gk, gT)=T+1)X9 -1, oT)=(T+1)"-1.
L’action de G, se factorise par I'k, .

On rappelle briévement la construction du corps des normes (cf. [Win83, §2.2]). L'ex-
tension maximale modérément ramifiée de K dans K, est finie. Soit nq le plus petit
entier tel que Ko /K,, soit totalement sauvagement ramifiée. On choisit une uniformi-
sante u de K,,. Pour tout n > ny, le Frobenius de Ok, , /uOk,., se factorise a travers
Ok, /uOk, C Ok,.,/uOk,,,. Soit A\, : Ok, ,/uOk,., — Ok, /uOf, le morphisme
ainsi défini. On pose O, = liinneN Ok, /uOk, , ou les applications de transitions sont
les Ap. C’est un anneau de valuation discréte, complet, de corps résiduel canoniquement
isomorphe au corps résiduel de K., qui est une extension finie ¥’ de k. Il ne dépend pas
du choix de u. Soit Ex = Fr Og,.. Par fonctorialité de la construction, on associe & K une
cloture séparable ER” de Ex et Gal(E%"/Ef) est canoniquement isomorphe a Hg. Pour
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tout n > ny, on a un diagramme commutatif

OKn+1/uOKn+1C—> O?/UO?

)
OKH/UOKHC% OK/UOK

Comme R = lim
«—n

Ex — FrR.

Soient £™ I’extension maximale non-ramifiée de £ dans Fr W (Fr R) et Of son anneau
d’entiers. Par fonctorialité de la hensélisation, Gg, et ¢ agissent sur £™. L’inclusion ¢ :
Og — W(Fr R) induit, par réduction modulo p, un isomorphisme canonique entre les
corps résiduels de Og et Eg, . Par conséquent, Gal(E™/€) est canoniquement isomorphe a
Hg,. Soit L une extension finie de K,. On pose £, = (5nr)HL. C’est une extension finie
non ramifiée de &. Elle est munie d’actions naturelles de 'y, et de ¢ . Pour L/K, finie
galoisienne, £y, est muni d’une action naturelle de Gal(Lo/K,). On note Og, I'anneau de
valuation de £r. On note k7 le corps résiduel de Ef, et L' = Fr W(k% ). Si L est absolument
non-ramifié, alors k7 = ky, et L' = L, = L (cf. [CL, Ch.IV, Prop.17]). Dans ce cas le corps
&1, ala description simple suivante.

>ny O%/uO%, on en déduit des applications injectives Og, — R et

LemMME 3.3. Soit L/K, une extension finie non-ramifiée. Il existe un isomorphisme
canonique 1, = € @k, L, compatible avec l'action de I'1, et du Frobenius. Pour L/K, finie
galoisienne, cet isomorphisme est compatible & l'action de Gal(Lso/Ky).

DEM. L’anneau £ ®g, L est un corps car K, est algébriquement fermé dans & et
p est inversible. Comme L = L, C FrW(Fr R), linclusion ¢ s’étend, par linéarité, en
i, : €®k, L — FrW(FrR). L’'image de cette application est contenue dans £r. On a
|iL(5 QK, L) : 5| = |]€L : k‘| = ’EL : EKa| = |8L : 5|, donc iL(g KK, L) =&r. O

PRrOPOSITION 3.4. [Fon90, A2.2.1] Soient T une uniformisante de Er, et m un reléve-
ment dans Og, . Il existe un unique isomorphisme continu de L'-algébres, 1 : E — &L
qut envote T sur .

DEM. L’anneau Og, est de valuation discréte, complet, absolument non-ramifié. C’est
donc un anneau de Cohen (cf. [EGA, IV 19.8.5]). Par [EGA, IV, 19.8.6(ii)] il existe un
isomorphisme ¢ : Og,, — Og, relevant I'isomorphisme k7 (7)) — Er qui envoie T' sur 7.
On note w =7 — Y(T') € pOg, . Soit s =3 ., a,T" € Og,,. On écrit

m m

Y ant =) an(W(T) +w)" =) an (’Z) Y(T) " =
n=0 n=0 n=0 =0

ol j = n — . Pour tout j € N, on pose s; = Z;L:Og Ajyi (]J{Z)T’ € Og,,. On définit 1, (s)

Y neo GnT" + ijo ¥(sj)w?, qui converge p-adiquement car w € pOg, et limy,_,_o a, = 0.
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L’application 95 est un isomorphisme Og¢,, — Og,, qui envoie T sur 7. On la prolonge en
un isomorphisme &7, — &p. L’unicité est évidente. O

Soient O?} I’hensélisé strict de Ogy dans W(Fr R) et £ son corps des fractions. Par
fonctorialité de la hensélisation, Gg, et ¢ agissent sur £ ™ Comme plus haut, I'inclusion
canonique (’)Z}; < W(FrR) induit un isomorphisme Gal(ET™/ET) = H,. Soit L une

extension finie de K,. On pose & = (™). C’est une extension finie non ramifiée de
£, de corps résiduel Er. Pour L/K, finie galoisienne non-ramifiée, on démontre comme

dans le lemme 3.3, qu'il y a un isomorphisme canonique, £ ®g, L = SZ, compatible avec
laction de Gal(Loo/K,) et du Frobenius.

PROPOSITION 3.5. [Mat95, Prop. 3.4| Soit T une uniformisante de Er. Il existe un
relévement w de ™ dans (’)52 tel que sous l'isomorphisme . : Err — Er, on ait wﬂ(é’z,) =

&l

On note
“+o00
R = { Z anT" | an, € Ky, 3pc €]0,1] t.q. Vp €pe, 1], lim |a,|p" = O} .
n—+oo
n=-—00

On munit cet anneau d’une action du Frobenius et de I', en posant :
o(T)=(1+T) —1etVyelg,, ~(T)=1+T)X" -1,

On pose t =log(T + 1) € R, qu’on note aussi abusivement log[e], bien qu’il n’appartienne
pas & W(Fr R). On a une inclusion £ C R compatible avec les actions du Frobenius et de
Ik,

Pour toute extension finie L/ K,, on pose R, = R ®@gt 6’2. On vérifie que cet anneau est
integre. C’est une extension étale finie de R. On le munit du Frobenius produit tensoriel des
Frobenius sur R et sur 52. Si L/ K, est galoisienne finie, alors le groupe Gal(Lso/K,) agit

sur Ry, en agissant sur R a travers le quotient I'g, et sur 82 via son action naturelle. On

a Rfal(Lm/(Ka)‘X’) = R. On vérifie facilement que log % € R et pour tout v € 'k,
(M _
log % € R. On prolonge les actions de ¢ et Gal(Lq,/K,) a 'anneau des polynomes
Rr[X] par
1+T)P -1
on(X) =pX —i—log(T]))

(1+T)X" —1
e

On notera formellement X = log T". On désigne par R[1/t] (resp. R[log T'][1/t]) le localisé de
R (resp. R[logT)) en t. Dans la suite, on considérera souvent sur Rp[1/t] et Rp[log T][1/t]
laction du sous groupe I';, de Gal(Loo/K,). On vérifie que (cf. |Berg02, Prop. 3.3|)

(Rpllog TI[1/t)"* = La.

Vv € Gal(Loo/Ka), v(X)=X +log



20

Soit L/ K, une extension finie galoisienne, on a R = R®g, L’. Si on prend un relevement

mE Ez d’une uniformisante de Ey,, satisfaisant la proposition 3.5, alors 1, se prolonge en
un isomorphisme ¥, : Ry — Rp.

3.6. Le théoréme de comparaison de Berger. Un (¢, I')-module sur Og, (resp.
Ek) est un Og,.-module de type fini (resp. un Ex-espace vectoriel de dimension finie) muni
d’une action semi-linéaire et continue de I'y et d’un endomorphisme ¢ semi-linéaire par
rapport au Frobenius de Og,. (resp. £x) commutant entre eux. On dit qu'un (¢, I')-module
M sur Og,. est étale si 'image ¢ (M) engendre M sur Og, .

Pour tout (¢, I")-module M sur £k on peut choisir un réseau stable par ¢ et I'y, qui
est donc un (¢, I')-module sur Og,.. On dit qu'un (¢, I')-module M sur £k est étale s’il
existe un réseau M de M stable par 'k et ¢ qui est étale. On note @Fg&( la catégorie dont
les objets sont les (¢, I')-modules étales et les morphismes sont les applications linéaires
commutant avec ¢ et I'. Dans [Fon90|, Fontaine construit une équivalence de catégories
entre Repr (Gk) et @Ff;tK. On rappelle sa construction briévement. On note £ e completé
p-adique de £"". Pour toute Q,-représentation V' de G, on considére le Ex-espace vectoriel

P H
D(V) = (8% g, V) ,
g . Le foncteur D définit une équivalence de catégories entre Repg, (Gk) et A .

“ muni des actions semi-linéaires de I i et de ¢ . C’est un objet de

THEOREME 3.7 (Cherbonnier-Colmez). [ChCo098, III 5.2 Soit V' € Repg, (Gk). La

famille des sous—é’}}—modules de type fini de D(V') stables par ¢ et ' admet un plus grand
élément DT (V) et on a

D(V) =&k @ Df (V).

Pour toute représentation p-adique V' de G g, Berger définit DLg(V) = RK®i DI (V) et
K
DlTog(V) = Rk [log T| @1 D (V) avec les actions évidentes de ¢ et I'x (cf.[Berg02, §3.2]).
K
Soit L/K une extension galoisienne finie. Le module D(V|g, ), est muni naturellement
d’une action de Gal(Lo/K). Par le théoréme 3.7, on obtient une action de Gal(Lo/K)

sur DT(WGL) et donC sur DT (‘/|GL) et DIQg(WGL)'

rig
THEOREME 3.8 (Berger). |[Berg02, 3.6] Soit V' est une représentation p-adique de G .
On a des isomorphismes canoniques :

Desis (V) = (DI

LN/ et Du(v) = (D] (V)[1/e) "

Soit L/K wune ertension galoisienne finie. Alors les isomorphismes Deis(Via,) =

(Dl (Vian)[1/) et Dy(Vig,) = (D]

' . L. .
log(Viap)[1/t]) ~ ci-dessus, sont équivariants pour
les actions naturelles de Gal(L/K).

REMARQUE 3.9. Dans [Berg02, 3.6], l'assertion sur ’équivariance par rapport a
Gal(L/K) n’apparait pas. C’est une conséquence immédiate de la démonstration. On I’a
mise en évidence pour I'importance qu’elle jouera dans la suite.
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4. Equations différentielles p-adiques

Soit Q712 /K le module des différentielles continues de R sur K,. C’est un R-module

libre de rang 1 de base j‘f—}:l = %. Soient L/K, une extension finie et L’ lextension

finie non-ramifiée de K, qui lui est associée dans la section §3.1 (au dessus de Lemme
3.3). Comme R — Ry est étale finie et L'/ K, est finie, on a un isomorphisme canonique
Q%L/L, = RLOR Q%Q/Ka. On étend la dérivation d: R — Q%/Ka en d: RllogT| — Q%Q/Ka,
en posant d(logT) = +dT. Le corps des constantes de Ry [1/t] et de Rp[logT] est L.

On appelle équation différentielle p-adique (ou module & connexion) sur Rx un R k-
module de présentation finie muni d’une connexion. On démontre qu’un tel module est
forcement libre (cf. [An02b, Prop. 2.3]). Une équation différentielle p-adique est dite uni-
potente (resp. quasi-unipotente) si elle est extension itérée d’équations différentielles tri-
viales (resp. s'il existe une extension finie L/K telle que M ®x, R soit unipotente). On
dit qu'une équation différentielle p-adique M est munie d’une structure de Frobenius si elle
est munie d’'un endomorphisme ¢y, : M — M, p-semi-linéaire, horizontal, tel que @ (M)
engendre M sur Rg.

4.1. Equation différentielle p-adique associée a une représentation de de
Rham. Soit V une représentation galoisienne p-adique de Gg. On rappelle que Berger

démontre que pour tout = € Diig(V)[l/t], la limite lim,_1qp ;((:)):91” existe (cf. [Berg02,

§5.1]). On note cette limite v(x). L’application x — t~!v(z) ® jfl—fl définit une connexion

Vv: DI (V)[L/t] = D, (V)[1/1] @R s,

Soit V' une représentation de de Rham de dimension n. On rappelle que Berger montre
qu’il existe un unique sous-Rpg-module libre de rang n de DIig(V)[l/t] stable par t~1v.
On 'appelle Ngr(V'). Il est stable par I'action du Frobenius et de I'x (cf. [Berg02, §5.4
et §5.5] ou [Berg04, 1V.4]). On vérifie qu'il est une muni d’une structure de Frobenius.
Par construction, on associe & un morphisme de représentations de de Rham V; — V5, un

morphisme d’équations différentielles p-adiques Ngr (V1) — Ngr(V2).

THEOREME 4.2 (Berger). [Berg02, 5.20] On a un foncteur additif V. — Ngr(V),
de la catégorie des représentations p-adiques de de Rham de Gy, dans la catégorie des
équations différentielles p-adiques sur R munies d’une structure de Frobenius. Ce foncteur
associe 4 une représentation de dimension n une équation différentielle de rang n. C’est
un ®-foncteur ezacte et fidéle. L’équation Ngr(V') est quasi-unipotente si et seulement
st la représentation V' est potentiellement semi-stable. L’équation Ngr(V') est unipotente
(resp. triviale) si et seulement s’il existe n tel que la restriction de V a Gy, soit semi-stable
(resp. cristalline).

On étend Vy en une connexion Vy sur Difog(V) et Nar(V) ®r, Ri[logT], en posant
Vv (logT) = 4.

Soit M un module & connexion sur Ry. On vérifie aisément que la dimension sur L’
des sections horizontales de M ®g, Rp[logT] est inférieure ou égale au rang de M. Si
on a l’égalité on dit que M est triviale sur Rp[logT]. Le module M est unipotent si et

seulement si M est triviale sur R [log T'.
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COROLLAIRE 4.3. Si V est cristalline (resp. semi-stable), alors
v
Deris (V) @k, K' = (DL (V)[1/t]) " = (Nar(V))VV

/D™ = Nar(V) @r,e RicllogT)TY)

(resp. Dgt(V) @, K' = (Dirog

DEM. Le théoréme 3.8 implique que Deis(V) = (D! (V)[l/t])FK. Par définition de

rig

Vv, ona (Dl (V)[1/0) < < OF,(V)[1/0)"". Car si € (DI (V)[1/8) *, alors v(x) =
hm'y—JdFK ;((fy)):f 0. D’autre part, par définition, on a aussi, (NdR(V))VV -

v v
(Diig(V)[l/t]) Y. On vérifie facilement que la dimension sur K’ de (DLg(V)[l/t]) Y est
inférieure ou égale & dimg, V. Comme V est cristalline, dimg, V' = dimg, Deis(V) =

dimgr (Ngr(V))VV. D’ot les premiers isomorphismes. Le cas semi-stable est analogue. [

THEOREME 4.4 (André, Kedlaya, Mebkhout). [An02a, 7.1.5|/[Ked04, 1.1][Meb02,
5.0-23] Tout module & connezion sur Ry, admettant une structure de Frobenius est quasi-
unipotent.

4.5. Rappels sur lirrégularité d’une équation différentielle p-adique. On
rappelle brievement la définition de I'indice d’une équation différentielle p-adique intro-
duite initialement par Robba (cf. [ChMe01, §2.3] et [ChMe02, §14]). Soient C' un corps
et v un endomorphisme d'un C-espace vectoriel V. On dit que u admet un indice si
Keru et Cokeru sont de dimension finie et on appelle indice de u lentier x(u,V) =
dime Keru — dime Coker u. On note A = {3°F% a,T" € R}. C'est la sous-algébre de R
des séries convergentes sur le disque ouvert. On note ;4 l'inclusion de A dans R et et y*
la troncation ) _;a,I" — 3 na,I" de R sur A. Pour tout nombre naturel n, on
note abusivement v, (resp. ") l'inclusion de A®" dans R®" (resp. la projection de R®™
sur A9™). Soit M un module & connexion sur R de rang n. On choisit une base de M.
Soient & = TdiT et G la matrice de la dérivation V¢ : M — M par rapport a cette base.
Soit u le Ky-endomorphisme T% — G de R®"™. On dit que M admet un indice généra-
lisé sur A si v ou oy admet un indice. Ceci ne dépend pas de la base choisie. On note
X(M, A) = x(yTouoys, A¥™). Si deux modules & connexion sur R, M’ et M” ont un indice
généralisé, alors pour toute extension M de M’ par M" X(M, A) = X(M', A)+Xx(M", A).

THEOREME 4.6 (Christol-Mebkhout). Soit M une équation différentielle p-adique ayant
une structure de Frobenius. Alors M admet un indice généralisé sur A.

DEM. L’existence d’une structure de Frobenius implique la solubilité de M et que
ses exposants sont non-Liouville (cf. [ChMe01, §2.5]). Le corps de constantes K, est de
valuation discréte donc maximalement complet. C’est donc un cas particulier de [ChMe02,
Th. 14.11]. O

Pour une équation différentielle p-adique M munie d’une structure de Frobenius, on
appelle irrégularité de M et on note irr(M), U'indice généralisé (M, A).

REMARQUE 4.7. 1. Soient L/K, une extension finie et M un module libre de rang r
sur R ®g, L muni d’'une connexion. On considére M comme une équation différentielle



4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-adiques 23

p-adique sur R de rang rdimg, L. Si M admet un indice généralisé, on pose irr(M) =

(dimg, L) 'X(M, A).

2. Soit M une équation différentielle p-adique sur Ri. On choisit un élément 7 dans O+
K

comme dans 3.5. Via les isomorphismes ¢, : Rgr — R et Rgr & R @k, K', on peut

définir l'irrégularité de M. On vérifie que ceci ne dépend pas du choix de 7.

3. L’indice généralisé coincide avec la définition d’indice sur £F de Tsuzuki dans [Tsu98b,
§1](cf. [Mat02, §8]).

4.8. Equations quasi-unipotentes. La catégorie des équations différentielles p-adi-
ques quasi-unipotentes est tannakienne neutre. On rappelle ici des constructions classiques
(cf. [An02a] et [Mat02]). Soit k((T))*?" une cloture séparable fixée de k((T)) (dans la sec-
tion 5 on suppose k((T))*" C Fr R). Soit E/k((T)) une extension séparable finie contenue
dans k((7))*". On note kg son corps résiduel, Gg = Gal(k((T))*”/E) et Ig le sous-groupe
d’inertie. On pose E(E) = (E™)9E, £1(E) = E(B) N E™ et R(E) = R ®¢t E1(E). Bvi-
dement, si F est égal au corps de normes Ej, associé & une extension finie L/K, alors
EEL) = &, EN(EL) = 5} et R(EL) = Rpr. Les propriétés qu’on a rappelées dans les
sections précédentes pour &y, 5}:, R, en dehors de 'action de I',, sont aussi valables pour
E(E),EN(E),R(E). Soient F/E une extension galoisienne finie et M un R(E)-module a
connexion unipotent sur R(F'). On considére le Fr W(kp)-espace vectoriel des sections
horizontales

Sp(M) = (M ®g(p) R(F)[logT7)V.
On le munit d’une action semi-linéaire de Gal(F/FE) et d’un endomorphisme nilpotent
de la facon suivante. Pour tout g € Gal(F/E) et € M ®gg) R(F)[logT], on pose
g(x) = (Id ® g)(z). On considére sur M ®@p gy R(F)[log T] I'application Id ® N, out N est
la R(F)-dérivation de R(F)[logT] qui envoie log T sur 1. Cette application commute avec
Paction de Gal(F'/E). Les diagrammes suivantes sont commutatifs :

M @) R(F)[log T] —> M @g ) R(F)[log T] @, O /P W (k)

Id ®gl i Id®g®dg

M @g(p) R(F)log T| —> M @g g R(F)[log T] @r,, Q%F/FrW(kF)

et

M @g(p) R(F)log T| —~ > M @g g R(F)[log T] @r,, Ok, JFe W (kp)

lld@N ild@N@Id

M @p () R(F)[log T] — > M @p(g) R(F)10g T @rp Uk pwin)

On en déduit sur Sp(M), une action de Gal(F/E) et un endomorphisme, qu’on note
Ng,. (v, commutant entre eux. On vérifie facilement que Ng,.(pr) est nilpotent. On peut
résumer ces données en disant que Sp(M ) est une Fr W (kp)-représentation semi-linéaire du
schéma en groupes Gal(F'/E) x Gg, ou Gal(F'/E) est considéré comme schéma en groupes
constant. La dimension de Sgp(M) sur Fr W(kp) est par construction égale au rang de M.
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Inversement, soit V une Fr W (kp)-représentation semi-linéaire de Gal(F'/E) x G,. On note
Ny I’endomorphisme nilpotent de V' associé a ’action de G,. On pose

Mp(V) = {x €V rrw(ip) R(F)log 7] (\jvgveegﬁi‘ilf{fg jgv()x()x):jo } .

PROPOSITION 4.9. Sous les hypothéses ci-dessus, Mp(V) est un R(E)-module libre de
rang égal o la dimension de V.

DEM. Comme R(F) = E(F) Ret(p) R(E) et ET(E) est un corps on vérifie que
a Gal(F/E

(V @pew ) RED = (V Dy o) €1 EN ™ @) RIE).
Comme Gal(ET(F)/ET(E)) = Gal(F/E), on en déduit par un raisonnement classique (cf.

[CL, Ch.X Prop.3]) que (V ®pw(kp) R(F))Gal(F/E) est un R(E)-module libre de rang
égal a la dimension de V. On définit un isomorphisme

f 1 (V @pw gy ROF))EEE) s Mp(V),

en posant f(> v ®a;) =), Z;:& (—l)iN{",(vl) ® fay(log T)", oul 7 est un entier tel que
Ny, = 0. L'application inverse g : Mp(V) — (V ®@prw (k) R(F))SUE/E) ost induite par la
projection R(F)[log T|] — R(F') qui envoie logT" en 0. En fait, par construction gf = Id et
pour conclure il suffit de montrer que g est injective. Soit x = >, v ® (Z?:o a; (logT)").
Supposons que g(z) = > ;v ® agy = 0. La relation (Ny @ Id +1d ® N)(x) = 0 équivaut a

(%) Vi=0,....d, ZNV(UI) ® i) = — Zvl ® (i + 1)1,
1 1

Comme ), vy ®ag; = 0, en appliquant Ny @ Id +1d @ N, on obtient Y, Ny (v;) ® ag; = 0.
D’ou par (%), >, v ® ag; = 0. Ainsi, par récurrence, on montre z = 0. O

On munit Mg (V) de la connexion induite par d : R(F)[logT] — Q%Q(F)/Frw(kﬂ et la
connexion triviale sur V. Par construction, il est quasi-unipotent. Les inclusions naturelles
Sp(M) C M ®@pp) R(F)logT] et Mp(V) CV ®@pw (k) R(F)[log T]

induisent par linéarisation des isomorphismes

Sr(M) @rew (k) R(F)log T] — M @r(r) R(F)[log T1,

Mp(V) @rg) R(F)logT] =V @ w (k) RIF)[log T]
compatibles aux structures supplémentaires. On en déduit que le foncteur Mp est un quasi-
inverse de Sp. o

On introduit une variante de ces équivalences apres extension des scalaires & K. On

rappelle que le produit R(E)z = R(E) ®@p w (k) K est intégre car Fr W(kg) est algébri-
quement fermé dans R(E). Pour une extension galoisienne E/k((T)), on étend linéairement

l'action de l'inertie I(E/k(T))) a R(E)f- Si F)/E est une extension galoisienne finie, alors
R(F)IF(F/E) = R(E)%. Tout module & connexion M, libre de type fini sur R(E), provient
par extension des scalaires, d'un module M’, libre de type fini sur R(E) @p, w (k) L, ot L

est une extension finie de Fr W(kg) contenue dans K. On peut donc parler d’irrégularité
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de M (cf. Rem.4.7-1 et 4.7-2). Soit M un module a connexion sur R(E)z, unipotent sur
R(F)z. On pose

Sk(M) = (M @r(p), R(F)gllog Y.

C’est une représentation linéaire de I(F/E) x G,. De facon analogue a ci-dessus, le foncteur
> est une équivalence de catégories entre modules & connexion sur R(E)z, unipotents
sur R(F)z et représentations linéaires sur K du schéma en groupes I(F/E) x G4. Un

quasi-inverse est donné par

M) = { €V o RPIlog| (9 SHT/E) o) = )

Pour tout R(E)-module a connexion M, on considére son extension des scalaires

M ®pwk) K comme module & connexion sur R(E)g. Il est évident que
Sp(M @mwky) K) = Sr(M) @pw(ky) K, ot on ne considére sur Sp(M) que Paction
du sous-groupe I(F/E) x G, de Gal(F/E) x G,.

La proposition suivante est une variante d’une proposition de Tsuzuki [Tsu98b|.

ProrosiTION 4.10. [An02a, 7.1.2] Soient M un R(E)-module & connexion quasi-
unipotent et F/E une extension galoisienne finie telle que M soit unipotent sur R(F).
Alors lirrégularité de M est égale au conducteur de Swan de la représentation Sp(M) du

groupe d’inertie [(F/E).

DEM. Comme le conducteur de Swan et l'irrégularité ne varient pas par extension
des scalaires on peut tensoriser avec K. L’équivalence S% induit un isomorphisme entre
le groupe de Grothendieck des R(E)z-modules & connexion, unipotents sur R(F)3 et le
groupe de Grothendieck des représentations de I(E/F)x G, sur K. Dans ce dernier la classe
d’une représentation V de I(E/F) x G, est égale a la classe de sa restriction a I(F/E).
Comme le conducteur de Swan et I’irrégularité se factorisent par le groupe de Grothendieck,
il suffit de vérifier qu'ils se correspondent par S%.. Dans cet isomorphisme I'induction d’une
représentation correspond & 'oubli de structure pour le module & connexion correspondant.
Le conducteur de Swan et I'irrégularité varient de la méme fagon par rapport a 'induction
et & l'oubli respectivement. On peut, en appliquant le théoréme d’induction de Brauer
(cf. [Ser67, §10]), se réduire au cas de dimension 1. Soit M un module & connexion sur
R(E)% de rang 1, unipotent sur R(F)z. On considére la représentation S = Sp(M) de
I = I(F/E). Soit A l'extension finie de QQ,, obtenue en ajoutant les racines m-iémes de
I'unité, ou m est 'exposant du groupe I. Par un autre théoréme de Brauer (cf.[Ser67, §12.2,
Th.24]), il existe une représentation So de I sur A telle que S = Sy ®a K. On note A’ C K
Pextension non-ramifiée de A de corps résiduel kr. On rappelle que Tsuzuki [Tsu98Db|
associe a Sy un module & connexion D(Sp) sur A/ QFr W (k) ET(E), d’irrégularité égale au
conducteur de Swan de Sy (en fait le cas de dimension 1 est da & Matsuda [Mat95]). On
vérifie que D(Sp) = (So @A (A Spyw (k) ET(F)))I, avec la connexion induite par celle de
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ET(F). Comme S est de rang 1, on a My(S) = (S @5 T\’,(F)?)I. On termine par,
_ I
Mp(S) = (So @a K @pewier) (E1(F) @gis) R(E)) )

I P
= (So @A N Orew (o) £ (F)) DN @ w gt (B) (K Orrw (i) R(E))
=~ DI(Sp) DWW @ w il (B) RIE) R

5. Preuve du théoréme 1.1 et corollaires

Soient V une représentation p-adique de G et L/ K une extension galoisienne finie. On
rappelle (cf. §3.6) que les modules D(Vig, ), D'(V|g, ) et Df,
naturelle de Gal(Lo/K). Pour tout x € Diig(V‘GL)[l/t] et g € Gal(Loo/K), gt 'v(z)) =
x(9) " 1w(g(x)). Pour V de de Rham, on en déduit une action de Gal(Loo/K) sur
Nar(Vig,). On munit les modules D(V), D(V), DI (V) et Ngr(V) de I'action de
Gal(Lo/K) via le quotient I'g.

(Vi) sont munis d'une action

LEMME 5.1. Soient V' une représentation p-adique de Gg et L/K une extension ga-
loisienne finie. On a des isomorphismes canoniques :

i) D(Vig,) 2 &L ®g, D(V) ;

ii) DY (Vig,) = €] ®z1 DH(V);

iii) DI, (Via,) = R ®r, Diy(V) 5

w) pour V de de Rham, Nqr(V|c,) = R @ry Nar(V).

Ces isomorphismes sont compatibles avec les actions de Gal(Loo/K).

DEM. i) On a une application E-linéaire injective D(V) — D(V|g, ), compatible a
laction de Gal(Loo/K ). Comme dimg, D(V) = dimg, D(V|g,) = dimg, V/, elle induit un
isomorphisme £, ®¢, D(V) = D(V|g, ) équivariant pour I'action de Gal(Le/K). ii) est une
conséquence du Théoréme 3.7. iii) se déduit directement de ii). iv) L’injection Nggr (V') C

DY, (V)[1/4] entraine que Ry, @r  Nar(V) € R ®r, Dfi, (V)[1/t] = DL, (Vig, )[1/1]. Cest

un sous-R-module stable par ¢~'v, par I'unicité de Nar(Vig, ) il est égal a Ngr(V|g, ). O

Soit V' une représentation potentiellement semi-stable de Gg. Choisissons une exten-
sion galoisienne finie L/K telle que la restriction de V' a Gr, soit semi-stable. Soit L'/K,
Iextension finie non-ramifiée associée a L dans la section §3.1 (au dessus de Lemme 3.3).
On considere le L'-espace vectoriel des sections horizontales

Sk, (Nar(V)) = (Nar (V) @y Rillog TV,

L’action de Gal(Loo/K) sur Ngr(V) @, RrllogT| commute avec la connexion par la
définition méme de cette derniére (cf. §4.1). On en déduit une action semi-linéaire de
Gal(Loo/K) sur Sg, (Ngr(V)). La restriction de cette action au sous-groupe Gal(Loo/Koo)
correspond via identification Gal(E;/Ex) = Gal(L/K~) & action décrite au §4.8.
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PROPOSITION 5.2. Soient V' une représentation galoisienne p-adique de Gg et L/K
une extension galoisienne finie telle que la restriction de V' a G soit semi-stable. 1l existe
un isomorphisme canonique

(5.1) Nar(V) @ry RillogT] = Ds(Vig, ) ®1, RillogT].

Le groupe Gal(Loo/K) agit sur le deur membres de (5.1) : a gauche comme décrit plus haut
et a droite diagonalement, par son quotient Gal(L/K) sur Ds;(V|q,) et par son action na-
turelle sur Rp[logT]. L’isomorphisme (5.1) est équivariant pour cette action. Il est aussi
horizontal ot on considére a droite la connezion triviale sur Dg;(V|q, ). De fagon équiva-
lente, en prenant les sections horizontales, on un isomorphisme canonique Gal(Lqo/K)-
équivariant

(5.2) Se; (Nar(V)) = Dst(Vi,) @, L.

Par conséquent, laction de Gal(Loo/K) sur Sg, (Nar(V')) se factorise par son quotient fini
Gal(L ®r, L'/K). Le conducteur de Swan de V' est égal a sw(I(L®r,L'/K), Sk, (Nar(V))).

DEM. Par le corollaire 4.3, on a un isomorphisme
Dst(Vig,) ©r, L' = (Nar (Vig,)) @, Rellog T])"".

Il est équivariant par rapport a l'action de Gal(Ly,/K) car il est le composé de Iisomor-
phisme équivariant du théoréme 3.8 avec une inclusion naturelle. Cette action se factorise
évidemment par Gal(L ®r, L'/K). Le lemme 5.1-iv) donne un isomorphisme, Gal(Lqo/ K)-
équivariant,

(Nar(Vie,) ®r, Rollog TV = (Ngr(V) ®r, RillogT))Y" =Sk, (Nar(V)).

Ceci montre (5.2). L’isomorphisme (5.1) suit en tensorisant (5.2) par Rp[log7] au des-
sus de L' et en composant avec 'isomorphisme canonique Sg, (Ngr(V)) ® 1 Rp[logT] =
Nar (V) ®@ry RillogT]. O

REMARQUE 5.3. Un résultat analogue a la proposition 5.2 a été démontré par N.Wach
pour les représentations sur un corps absolument non-ramifié, qui sont de de Rham et de
hauteur finie (cf. [Wa96, A5 et B1.4.2|).

Soit L/K une extension galoisienne finie quelconque contenue dans K. Pour tout n € N,
on note G, = Gal(L,/K,) et I, son sous-groupe d’inertie. Pour n € N, la restriction
induit un monomorphisme de groupes f,, : Gn41 — Gy. Soit n(L) le plus petit entier tel
que K, (1) contienne l'intersection de L avec K. Pour n > n(L), f, est un isomorphisme
et le groupe G, est canoniquement isomorphe & Gal(E;/Eg). Par abus on note encore
fn : Gal(Er/Ex) — G, cet isomorphisme. Le lemme suivant est une reformulation d’un
résultat classique de Sen (cf. [Sen69, Lemma 1, pg. 40] et [Win83, 3.3.2] ).

LEMME 5.4. Pourn assez grand la filtration de ramification supérieure et inférieure de
G, est stationnaire et correspond via [’isomorphisme f, a la filtration de ramification de
Gal(EL/EK)
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DEM. On utilise ici une définition différente du corps de normes mais équivalente
a celle donnée dans le paragraphe 3.1. On considére la limite projective d’ensembles
@neN Ok, , ou les applications de transitions sont les normes. Cet ensemble est iso-
morphe & Op, muni de la multiplication composante par composante et de la somme
donnée par la formule suivante. Si @ = (2n),cy €t ¥ = (Yn),ey appartient a Og,
alors (z +y),, = limm— 400 Ni,, /i, (Tm + Ym). On note G = Gal(Ep/Eg). Soit m € Ef,
une uniformisante. Comme (L, /K), -, est cofinal dans I’ensemble des sous-extension fi-
nies de Lo, /K, on peut écrire 7 = (Tn),>, avec m, € Ly. Soit n’ > n(L) un en-
tier tel que Loo/L, soit totalement ramifiée. Pour tout n > n’ , Tp_est une uniformi-
sante de L,. Pour tout ¢ € G et n > n/, on pose i(g) = ic(g) = vg,(g(7) — 7) et
in(9) =i, (fn(9) = vL, (fn(9)(m) — m). On doit montrer que i(g) = lim,— 4o in(g). En
fait,

i(g) = v, (9(m) = ) = vi,,((9(m) = 7)) =
— i (A N, (o) = 7)) =

= lim wvg ,(Np,/o,(9(m0) —m))

n'<n—+oo

= dim vi((gm) ) = limiag)

On rappelle qu’on a noté Vi, = Vg .

LEMME 5.5. Soit V wune représentation potentiellement semi-stable. La suite
(sW(Vi))nen est stationnaire.

DEM. Par définition sw(V,) = SW(DpSt(Vn)UK
Dpst (Vi) — Dpst(V)|GKn, qui est un isomorphisme car Dpgt(V;,) et Dpgt (V) ont la méme

dimension. Donc Dpst<vn)\lz<n ~ Dpst(v)\lxn et 'action de Ik, se factorise par I,,. Par le
lemme 5.4, pour n assez grand, le conducteur sw(Dpgt (V) 1, ) est constant. O

). On a un monomorphisme évident

Soit V' une représentation de Gy qui devient semi-stable sur L. Pour un entier n
assez grand, on considere Dpgt(V;,) = K3 @ Dgt(V|q, ) comme K}'-représentation semi-
linéaire de Gal(Er/Eg) via l'isomorphisme f,. Cette représentation ne dépend pas de n. Sa
restriction a l’'inertie est linéaire. Dans la suite on la considére comme une représentation
de Gg, et on la note D53, (V). Par le lemme 5.5,

(5.3) sw(Dg (V) = lim_sw(Va).

pst

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. Par le théoréme de monodromie p-adique la
représentation V' est potentiellement semi-stable. Soit L/K une extension galoisienne
finie telle que V|g, soit semi-stable. On choisit un entier n assez grand de fagon que
G, = Gal(L,/K,) soit isomorphe & Gal(Ey/Eg) avec leurs filtrations de ramifications.
Donc D32 (V) = Dpst(Vi) et sw(Dpg (V) = sw(I(Ln/Kp), Dst(Via, ). Par la proposi-
tion 5.2, on a un isomorphisme Sg, (Nar(V)) = Dst(V|q,, ), équivariant par rapport a



5. PREUVE DU THEOREME 1.1 ET COROLLAIRES 29

action de Gal(L,,/K). D’oi1, par restriction, I'égalité de sw(I(Ly,/Ky), Dst(Via, )) et de
sw(I(EL/Ek), Sg,, (Nar(V))). Comme E;, = Ef,, ce dernier est égal a I'irrégularité de
Ngr(V), par la proposition 4.10. O

LEMME 5.6. Soient V' une représentation galoisienne p-adique de G, L/K une ez-
tension galoisienne finie telle que Vig, soit semi-stable et n' le plus petit entier tel que
Ky 2 (L®r, I')NKu. Alors :

i) Pour tout n > n', Dg(Vy,) = Dgt (Vi) = (Ngr(V) @, Ri[logT])VV.
ii) Pour tout n > n', Deis(Vn) = Deris(Vi) = (Ngr(V))VV.

DEM. On pose D = Dg(V|g,). i) On considére Iisomorphisme (5.1) (prop. 5.2),
D ®r, RrllogT] = Ngr(V) ®r, RrllogT]. En prenant les sections horizontales et
les points fixés par Gal(Lo/Ks), on obtient Dg (V) = (D®y, L’)Gal(L‘X’/K‘X’)
(Nar(V') @Ry RillogT))VV. Pour m > n/, de facon analogue, on obtient Dg(V;,) =
(Nar (V) @ Ri,, [logT])VV. Comme Hg, = Hg, on a R = Rk, en tant qu’anneaux.
D’ou Dyt (V) = Dgt(V,). ii) Par la proposition 5.2,

(Nar(V))¥Y = (Mg, (D ®1, L))

Vg € Gal(Loo/Koo), g(z) =z,
—{zeDoy, RillogT]| (Np®Id+1d® N)(z) =0,
(Id®d)(z) =0
Vg € Gal(Loo/Ko), g(z) =2, |
! (Np @ 1d)(x) ha } = Do (Vi)

On conclut comme dans i). 0

:{:UED(X)L&L/

COROLLAIRE 5.7. Soit V une représentation de de Rham de Gg. Alors :
lim ar(V;) = irr(Ngr(V)) + rg(Ngr(V)) — dimgs (Nqr(V) @z, Rk [log T])VV

n——+o00
et
lim arcris(Vn) = il“I‘(NdR(V)) + I'g(NdR(V)) — dimK/ (NdR(V))vV.

n—-4o0o

DEM. Soit L/K une extension galoisienne finie telle que V|g, soit semi-stable.
On pose D = Ds(Vg,). On rappelle que dimp, DIE/E) —  dimg, DEE/K) car
HY(Gal(kp/k), GLy(Ly)) est triviale (cf. [CL, Ch.X, Prop.3]). On a ar(V) — sw(V) =
dimz, D — dimz, D'/ = dim;, D — dimg, D5 = dimg, V — dimg, Dg (V) =
rg(Ngr(V)) — dimg, Dgt (V). Par le théoréme 1.1 et le lemme 5.6-i) on obtient la premiére

formule. On en déduit facilement la deuxiéme en utilisant la définition de arqs(V) et
5.6-ii). O

REMARQUE 5.8. Le corollaire 5.7 généralise un résultat de Berger (cf. Th. 4.2 et
|[Berg02, Th. 5.20|) : 'équation Ngr (V') est unipotente (resp. triviale) si et seulement
si V' est semi-stable (resp. cristalline) sur K, pour n assez grand. En effet V' est semi-
stable (resp. cristalline) sur K, si et seulement si ar(V,) = 0 (resp. areis(Vn) = 0).
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L’équation Ngr(V) est unipotente (resp. triviale) si et seulement si rg(Ngr(V)) =
dimgs (Ngr (V) @ Ric[logT))VV (resp. rg(Ngr(V)) = dimgs (Ngr(V))VY) et dans ce
cas on a aussi irr(Nggr(V)) = 0.

Soit M une équation différentielle p-adique ayant une structure de Frobenius. Dans
[ChMe01|, Christol et Mebkhout associent a M une décomposition en somme directe
indexée par les rationnels, la décomposition par les pentes p-adiques. C’est un théoréme
profond de la théorie que la hauteur du polygone de Newton associé a cette décomposition
est égale a l'indice Y(M, A).

COROLLAIRE 5.9. Soient V' une représentation galoisienne p-adique de G et L/K
une extension galoisienne finie telle que la restriction de V' a G, soit semi-stable.

i) On a un isomorphisme Gal(Er/Ek)-équivariant,
D;gt(V) = K;lr K SEL(NdR(V))-

i) Sous lisomorphisme du i), la décomposition de K" ®r Sg, (Nar(V)) induite
par les pentes p-adiques de Nqr(V), correspond a la décomposition par les pentes

de Swan de D3 (V') (cf. [Kat88, Ch. 1]). Par conséquent, on a l’égalité des poly-

gones de Newton associés.

DEM. On déduit l’assertion i) par restriction de l'isomorphisme (5.2) (prop.5.2) a
Gal(Loo/Koo). Pour ii), soit Nar(V) = @4eqNar(V), la décomposition par les pentes
p-adiques. On pose Dy = K3 @1 Sg, (Nar(V),). Cest un facteur directe de D5 (V') de
dimension égal au rang de NdR(V)q. C’est stable par ¢ et N. Par la proposition 4.10, on
a sw(Dg) = irr(Nar(V),) = qrgNar(V), = gdimgm Dy. Pour conclure il suffit de mon-
trer que toute pente de Swan de D, est égale a ¢. Soient s une pente de Swan de D, et
Dy s # 0 sa partie isopentique de pente s. Par [Kat88, Lemma 1.8] D, est stable par
Gal(Er/Ek). Comme ¢ et N commutent avec Gal(Er,/Eg ), 'unique pente possible pour
©(Dy,s) et N(Dys) est s. Comme Dy, est maximal de pente s, on a ¢(Dgs) € Dy, et
N(Dy,s) € Dy s. On en déduit que Mg, (D s) est un sous-module différentiel de NdR(V)q
muni d’'un Frobenius. Donc Mg, (Dg s) a comme seule pente ¢. Par 4.10,

sdimpnr Dy s = sw(Dyq,s) = irr(Mg, (Dqs)) = qrg My, (Dgs) = gdimpnr Dy 5.
D’ou s =gq. O
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Notations et conventions

0.1. Dans toute cette partie, K désigne un corps de valuation discréte complet. On
note Ok l'anneau de valuation de K, mg son idéal maximal et k& son corps résiduel qu’on
supposera parfait de caractéristique p > 0. On note v la valuation de K normalisée par
Vi (K*) = Z. Soient K*P une cloture séparable de K, k*P le corps résiduel de K*P (qui
est une cloture séparable de k), Gk (resp. Gi) le groupe de Galois de K*°P sur K (resp.
k5P sur k) et Ik le groupe d’inertie de K ; de sorte qu’on ait une suite exacte

1 Ig Gg Gy, 1.

On note o le Frobenius absolu de k%P, défini par o(x) = zP.

0.2. Sauf mention explicite du contraire, on sous-entend par module sur un anneau un
module & gauche.

0.3. Pour un anneau commutatif A, on note W(A) 'anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans A. Pour tout endomorphisme f de A, on notera encore f I’endomorphisme
de W(A) déduit par fonctorialité.

0.4. Soient GG un groupe, A un anneau commutatif, M un A-module. Supposons que
G agit a gauche sur A par des automorphismes d’anneaux. On dira que M est muni d’une
action semi-linéaire de G s’il est muni d’'un homomorphisme p: G — Auty (M ) tel que
pour tout v € G, a € Aet m € M, on a p(y)(am) = vy(a)p(y)(m).

Si A est muni d’'un endomorphisme ¢, on dit qu'un homomorphisme de groupes f: M —
N est un morphisme o-linéaire si pour tout m € M et a € A, on a f(am) = o(a)f(m).
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CHAPITRE 1

Représentations de Weil-Deligne

1.1. Représentations de Weil, Weil-Deligne et caractéres additifs

1.1.1. On désigne par K un corps de valuation discréte complet, et on reprend les
notations (0.1). On suppose de plus le corps résiduel k de K fini de cardinal ¢ = pf. On
note ||| = ¢7V5@ la valeur absolue d'un élément = de K.

L’automorphisme F* = 0~/ est un générateur topologique de G, qui 'identifie & Z, et
induit ainsi un homomorphisme v: G — Z. On appelle groupe de Weil de K* sur K et
on note Wi le sous-groupe de G image inverse de Z par v. Cette définition ne dépend pas
du générateur topologique de Gy, choisi. On appellera Frobenius géométrigue tout élément
de Wg qui reléve F*.

Pour toute extension finie L de K, W, est un sous-groupe d’indice fini de Wi ; si de
plus L/K est galoisienne, alors Wy, est distingué dans Wg et le quotient s’identifie au
groupe de Galois de L sur K.

Dans toute cette partie, C' désigne un corps de caractéristique 0.

DEFINITION 1.1.2. On dit qu’une représentation de Wy dans un C-espace vectoriel de
dimension finie est une représentation de Weil si elle est triviale sur un sous-groupe ouvert
de Ix. On notera Rep(Wk) la catégorie abélienne des C-représentations de Weil de K.

PROPOSITION 1.1.3. Supposons C' algébriquement clos et soit (V, p) une C-représenta-
tion irréductible de Weil de K. Alors il existe un caractére non ramifié x: W — C* et une
C-représentation (V,p') de Wi qui se factorise par un quotient fini, tels que p = p' ® x.

DEM. On note W = p(Wk) et p l'inclusion W — GL¢(V). On a la suite exacte
1——Ig/IxNKerp—W —Z/v(Kerp) —1.

Le groupe I = I /Ix NKerp est fini. Si v(Kerp) # 0, alors W est fini et 1’assertion est
démontrée en prenant p' = p et x trivial. Sinon, le groupe W est une extension de I par
Z. On choisit un Frobenius géométrique de Wi et on note ¢ son image dans W. Si n est
Pordre du groupe Aut([), alors pour tout = € I, on a ¢"z¢~" = x. On en déduit que ¢"
appartient a Z (W), le centre de W. On note H le sous-groupe de W engendré par ¢". 1l
est isomorphe a 7Z, distingué dans W et d’indice fini (en effet, le quotient W/H est une
extension de I par Z/nZ). Par le lemme de Schur, la restriction de p & H se factorise a
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travers un caractére Y :

P
H—2 GLo(V)
N
C’*
Soient Z = X(¢"), z une racine n-ieme de 2, y le caractére de Wy définit par x(g) = 2*\9) ;
donc x(g) = X(g), pour g € H. On prend p' = px L. O

1.1.4. La théorie du corps de classe local fournit un isomorphisme, dit de réciprocité,
entre le plus grand quotient abélien Wf(b de Wk et K*, normalisé de sorte que la classe d’un
Frobenius géométrique corresponde & une uniformisante de K. On note rx: W — K*
I’homomorphisme obtenu en composant la projection canonique de W sur Wf(b avec l’iso-
morphisme de réciprocité. Se donner une C-représentation de Weil de K de rang 1 revient
a se donner un homomorphisme localement constant K* — C*. Un tel homomorphisme
est classiquement appelé quasi-caractére. Il est dit non ramifié ’il est trivial sur O% ; il
correspond alors & une C-représentation de Weil non-ramifiée de rang 1.

DEFINITION 1.1.5. Une C-représentation de Weil-Deligne de K est la donnée d’une re-
présentation de Weil (V p) de K, munie d’une application C-linéaire N: V — V nilpotente,
telle que pour tout w dans Wk, on ait

p(w)Np(w) ™" = ¢ N,

On note Repo(WDk) la catégorie des C-représentations de Weil-Deligne de K, les mor-
phismes étant les applications linéaires qui commutent aux actions de Wx et V.

1.1.6. Une C-représentation de Weil de K est une représentation de Weil-Deligne en
prenant N = 0. On identifie ainsi Rep-(Wg) & une sous catégorie strictement pleine de
Repc(WDg ). Le foncteur (V, p, N) +— (Ker N, pger v), de Repo(WDk) dans Repe(Wk),
est un adjoint & droite de 'inclusion et aussi un quasi-inverse a gauche.

1.1.7. Soit I" un groupe commutatif. On note I', (resp. I'ye) le sous-groupe de I' des
éléments d’ordre p (resp. une puissance de p). On appelle caractére additif de K a valeurs
dans I' un homomorphisme localement constant du groupe additif de K dans I', K étant
muni de la topologie induite par la valuation vg. Un tel homomorphisme se factorise
par I'pee (en fait par I') si K est de caractéristique p). On s’intéresse surtout aux cas
I' =Qp/Z, et T' = C*. Dans le second cas, on notera pip=(C) = Iy et pp(C) =TI, On
note Hom.(K,T") le groupe des caractéres additifs de K a valeurs dans T

Soit 1 un caractére additif non-trivial de K & valeurs dans I'. On appelle codifférente
de 1 et on note D(q/))fl, I’idéal fractionnaire de K défini par,

DY)~ = {z € K | ¥y € O, ¢(xy) = 1}.
L’inverse de la codifférente, noté D(v)), est appelé différente ; on prolonge cette définition

en posant D(1x) = (0), ou 1x est le caractére trivial. On appelle ordre de 1) et on note
d(1), 'entier

d(v) = vi (D(y)) = sup{n € Z| y(my") = 1}.
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1.1.8. L’action de K sur lui méme par multiplication induit une action de K sur
Hom (K, T') qui en fait un K-espace vectoriel.

La dimension de Hom.(K, Q,/Z,) sur K est inférieure ou égale a 1. En effet, le groupe
additif de K, muni de la topologie induite par la valuation v, est un groupe topologique
commutatif localement compact. Le dual de Pontryagin K de K est le groupe des homo-
morphismes continus de K dans le groupe topologique R/Z. L’action de K sur lui méme
par multiplication fait de K" un K-espace vectoriel, qui est de dimension 1 par dualité de
Pontryagin (cf. [Pon66, Ch.6 §40 Th.52|) . L’inclusion canonique Q,/Z, C R/Z identifie
Hom,(K,Q,/Z,) & un sous-K-espace vectoriel de K, ce qui prouve notre assertion.

La dimension de Hom. (K, C*) sur K est inférieure ou égale & 1. En effet, on peut se
borner au cas ott C' est algébriquement clos, puis se ramener a I' = Q,,/Z,, en choisissant
un isomorphisme de Q,/Z, sur pp=(C).

ExempLE 1.1.9. Si K est de caractéristique 0, il est une extension finie de ), et un
caractére additif non-trivial de K & valeurs dans Q,/Z,, est obtenu en composant la trace
de K a Q, avec la projection canonique :

tI‘K/@p
_—

K Qp — QP/ZP'

La différente de ce caractére est égale a la différente de I'extension K/Q,.
1.1.10. Supposons K de caractéristique p. Il existe alors un homomorphisme canonique
k — Ok inverse a gauche de ’homomorphisme de reduction O — k. On désigne par Qk Ik
Pespace vectoriel des différentielles de K/k, et par d: K — Q}( Ik la dérivation canonique.
Observons que Q}( Ik est un K-espace vectoriel de dimension 1 car k est parfait.
Il existe un homomorphisme canonique, Og-linéaire,
Resy,: Q}(/k — k,

appelé résidu, défini par la propriété suivante : pour toute uniformisante 7 de K et tout
entier m, Resg(7™dn) = 0py,—1, O Oy, —1 est le symbole de Kronecker.
Il existe une application canonique, notée abusivement
VK Q%(/k; — Z U {400},

définie par la propriété suivante : pour tout a € K et toute uniformisante m de K,
vi(adr) = vi(a).

On observe que tout caractére additif K — Q,/Z, se factorise par le sous-groupe
%Zp /Z,, de Q,/7Zy,, qui est canoniquement isomorphe & F),.

LeMME 1.1.11. [Lau87, Rem. 3.1.3.6] Supposons K de caractéristique p. L’ application
de Q}(/k dans Hom.(K,Fp) qui associe a w le caractére additif

Yo T = R, (Resk(fnw)),
est un isomorphisme. L’ordre de 1, est égal 4 vi(w).

DEM. I est évident que w +— 1, est un homomorphisme. Si v, est trivial, alors pour
tout a € k et pour tout entier n, Resy(an"w) = aResi(1"w) € Ker(try g, ), ot 7 est une
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uniformisante de K. Donc pour tout entier n, Resy(7"w) = 0; d’ott w = 0. Cela montre
Pinjectivité ; la surjectivité suit de (1.1.8). L’assertion sur l'ordre de 1), est évidente. O

PROPOSITION 1.1.12. [Ta67, 2.2.1] La dimension de Hom. (K, Q,/Z,) sur K est égale &
1. La dimension de Hom. (K, C*) sur K est inférieure ou égale a 1; si C est algébriquement
clos, elle vaut 1.

DEM. Cela résulte de (1.1.8) et (1.1.9) si K est de caractéristique 0 et de (1.1.8) et
(1.1.11) si K est de caractéristique p. O

1.1.13. Soit ¢: K — C* un caractére additif non-trivial d’ordre d. Par (1.1.12), I’ho-
momorphisme

®(¢): K — Hom (K, C™),

qui associe a n le caractére x — ¢(nz) est un isomorphisme. Si n € K, alors d(®(¢)(n)) =
d+vi(n). Donc ®(¢) envoie Ok dans le sous-groupe Hom (K/ml_(d, C*) de Hom,(K, C*).
On note abusivement cette restriction

O(¢): O — Hom(K/m[_(d,C’*).

On vérifie facilement que c’est un isomorphisme. Pour tout n < —d, 'homomorphisme
composé de ®(¢) avec la restriction res, : Hom (K/ml_(d, C’*) — Hom (m}‘(/m[_{d, C*) a pour
noyau

Ker (res, 0 ®(¢)) = {n € Ok | (%) = 1} = m"D(¢) " = m" "
On obtient ainsi un monomorphisme
D, (4): O /mz" ™" — Hom (ml /m*, C*)

entre groupes de méme ordre, donc un isomorphisme. Pour résumer, on a le diagramme

K 'Ok Ok /my ¢
(o) |2 ¢(¢)iz Pn(4) ll

resy

Hom,(K,C*) <—3H0m(K/m]}d,C’*) Hom(m”K/m;(d,C*)

1.2. Constantes locales

1.2.1. Soit (V, p) une C-représentation de Weil de Wx. On note sw(V') (resp. ar(V))
le conducteur de Swan (resp. Artin) de la restriction de p & I (cf. [Ser67, §19]). Si F* est
un Frobenius géométrique de Wy, on pose,

L(V,t) = dete (1 — tp(FH) V<) e O[].

Cette série formelle ne dépend évidemment pas du Frobenius choisi.



1.2. CONSTANTES LOCALES 39

1.2.2. Soit p une mesure de Haar sur K a valeurs dans C' (cf. [De73, 6.1]). Pour tout
z,y € K,on a

w(z +yOk) = [yl g (Ok).

Donc p est déterminé par pu(Ok), et si ¢/ est une mesure de Haar sur K, il existe a € C*,
tel que u' = ap.

DEFINITION 1.2.3. [De73, 3.3-3.4.3] Soient x: K* — C* un quasi-caractére, ¢: K —
C* un caractére additif non-trivial, 4 une mesure de Haar sur K & valeurs dans C' et 7w une
uniformisante de K. On appelle facteur epsilon de (x, ¥, pu) 'élément de C* défini par

X(W)d(w)qd(w)ﬂ((’)z() si y est non-ramifié ;
fK* X Y si y est ramifié.

e(x, ¥, p) = {

Cela ne dépend pas du choix de 'uniformisante .

1.2.4. Pour une catégorie abélienne A, on notera Gr (A) son groupe de Grothendieck.
C’est le groupe abélien libre engendré par les objets de A modulo la relation suivante :
pour toute suite exacte courte 0 — V' — V — V/ — 0de A, [V] = [V'] + [V"], ou [V]
désigne le générateur associé & V. On appelle C-représentation virtuelle de Weil de K un
élément de Gr (Repo(Wk)).

THEOREME 1.2.5. [De73, Th.4.1| Soient ¢b: K — C* un caractére additif non-trivial
et u une mesure de Haar sur K a valeurs dans C. Il existe un unique homomorphisme

e+, ¥, n): Gr(Repo(Wk)) — C*

vérifiant les conditions suivantes :
(1) pour tout a € C* et toute C-représentation virtuelle de Weil X\ de K, on a

e\, ap) = a®™ e (X, 1, p);

(2) pour toute extension séparable finie L de K contenue dans K5P, pour toute C'-
représentation virtuelle de Weil A de L de rang 0, on a

s(IndVVgIL( A, p) =e(\ o tTL/K,H)7

ot on a noté try i la trace de L a K et Ind%f A la C-représentation virtuelle de Weil de
K induite par A ;

(3) si V est de rang 1, de quasi-caractére associé x: K* — C*, alors e([V],1, u) est la
constante (x, ¥, pu) définie dans (1.2.3).

REMARQUE 1.2.6. i) Dans loc.cit. Th. 4.1, le corps C' est supposé algébriquement clos.
On montre immeédiatement par descente galoisienne que cette hypothese est superflue (cf.
aussi loc.cit. Th. 6.5).

ii) Si A est de dimension zéro, £(\, 1, ) ne dépend pas de p en vertu de (2) ; on le notera
e(A, ). Pour V€ Repo(Wk), on notera simplement e(V, v, u) au lieu de e([V], ¢, p) et
on 'appellera facteur epsilon de la C-représentation de Weil V.
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1.2.7. [De73, 8.12| Soit (V,p, N) une C-représentation de Weil-Deligne de K. On
note abusivement par V' la C-représentation de Weil-Deligne (V,p, N) et par V° la C-
représentation de Weil (V, p). Soit F* un Frobenius géométrique de Wg. On définit les
conducteurs d’Artin et de Swan de V' par les formules :

ar(V) = sw(V°) 4 dime V — dime (Ker N)'%,
sw(V) = sw(V°).
On appelle fonction L de V et on note L(V,t), la série formelle définie par
L(V,t) = dete(1 — tp(F*)|(Ker N)Y<) ™' e O[1].

Pour un caractére additif non-trivial ¢»: K — C* et u une mesure de Haar sur K a valeurs
dans C, on pose

eV, ) = (V7 4, p)deto (—p(F*)
On définit aussi le facteur epsilon modifié par la formule

oV, u) = £(V., p)detic (—p(F*) | (Ker N)'F).

Ces définitions ne dépendent pas du choix du Frobenius géométrique F*. Lorsque N = 0,

elles coincident avec les définitions données plus haut pour une représentation de Weil
(cf. 1.1.6, 1.2.1 et 1.2.5).

(V1 J(Ker N)’K)) .

1.3. Formulaire

1.3.1. On pose Uk (0) = O} et pour tout entier n > 0, Ug (n) = 14+m’,. Soit x: K* —
C* un quasi-caractére. On note ar() le plus petit nombre naturel tel que Uk (ar(x)) C
Ker x; c’est le conducteur d’Artin de la C-représentation de Weil de rang 1 associée a x.

1.3.2. Soient x: K* — C* un quasi-caractére et 1¢p: K — C* un caractére additif non-
trivial. On note c¢ la partie entiére de # et ¢t = ar(x) — ¢ > c. Pour tout y,z € K tels

que vi(y) > ¢t et vi(z) > ¢, on a

X(1+y+2)=x(1+y)x(1+2).

En effet, la relation est évidente si x et non ramifié ; sinon, VK(1+yyZ+Z) > ar(x) > 0 et par

suite
I1+y+=z )
1+y+2+yz

= x(1+yx(1+ Z)X<1 + %) B
= x(1+y)x(1+2).

On en déduit un homomorphisme

M(1+y+2) = x(+yx+2)x(

Y:m‘j; m%(X) — C

cd(y) — x(1+uy).
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11 existe un élément a € K* tel que :

(1.3.2.1) Vy € K|2vi(y) Z ar(x),  x(1+y)=1v(ay)

On peut le construire de la fagon suivante. Soient 7 € K une uniformisante et ¢'(z) =
Y04z de sorte que d(¢') = —ar(x). Par 1.1.13, il existe a’ € O, tel que X(y) =
Y'(a’y). On prend alors a = 7~#0)=4¥)g’ On appelle un élément a € K* satisfaisant
(1.3.2.1) une ¢-jauge de x. On vérifie que vi(a) = —ar(x) — d(v), que sa classe dans
K*/Uk (c) est uniquement déterminée et que tout élément de cette classe est une -jauge
(cf. 1.1.13).

PropoOSITION 1.3.3. [DH81, §1.2] Soient x: K* — C* un quasi-caractére, p: K — C*
un caractére additif non-trivial et a une Y-jauge de x. On note 1 le quasi-caractére trivial
de K.

(1) Siar(x) = 2c est pair, on a

(0 - k] ¥) = ¢°2

(2) Siar(x) =2c+1 est impair, on a

e(x] — [kl ) = ¢ 3 ¥(af)

BEUK (c)/Uk (c+1)

ot 3 est un relevement de 3 dans Uk(c).

PROPOSITION 1.3.4. [De73, 85 (5.4) et (5.5.3)] Soient V une C-représentation de Weil
de K, ¢: K — C* un caractére additif non-trivial et p une mesure de Haar sur K a valeurs

dans C.
(1) Pour tout a € K*,
e(Vila ),p) = detV(a)g"™ DMV e(V, oy, p),
eo(Vo(ar ), p) = detV(a)g"™ @ Veg(V, ), ),
ot det V(a) désigne la valeur en a du quasi-caractére associé a det'V.
(2) Si (W, p) est une C-représentation de Weil de K non ramifiée, alors
(VoW ) = detp(FVHAIET (v gyttt
E()(V ® ‘/Vﬂ/%,u) —  det p(F*SW(V)-i—(d(w)—H) dimV)EO(‘/’ w7ﬂ)dimW;
ot F* est un Frobenius géométrique de Wi . En particulier,
W, th,m) = det p()g I (O Y
€O(I/V; %M) —  det p(F*d(w)+1)(—1)diqud(w)dimW,LL(OK)dimW.
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1.4. Un exemple : le facteur epsilon d’un caractére d’Artin-Schreier

1.4.1. Dans cette section, on supposera K de caractéristique p, et on reprend les
notations de (1.1.10). Soient u € K de valuation strictement négative et premiére a p, et
L l'extension de K obtenue en ajoutant une racine x du polyndéme X? — X — u. Clest
une extension galoisienne de dégré p totalement ramifiée; on note Gal(L/K) son groupe
de Galois. Le choix de  détermine un isomorphisme Gal(L/K) = F,. En effet, pour tout
g € Wk, on a gr —x € Fp. Donc '’homomorphisme Wx — Fp,, g — gr — x se factorise par
un isomorphisme Gal(L/K) = F,. Pour tout b € K*, on pose [u,b) = ri'(b)z —z € Fp, ot
7 est I'isomorphisme de réciprocité rx: W& — K* (1.1.4). On pose pour tout b € K*,
dlogb = b~1db € Q}(/k.

PROPOSITION 1.4.2. [CL, XIV §5 Prop. 15| Pour tout b € K*, on a

[u,b) = try/p, (Resk (udlog b)) :

1.4.3. On supposera désormais que C contienne une racine primitive p-iéme £ de 1.
On note x: K* — C* le quasi-caractére b — &%) On sait que ar(y) = —vg(u) + 1, cf.
[Ser61, 4.4]. On reprend les notations de (1.3.2) : on note ¢ la partie entiére de ar(x)/2 et
¢t =ar(x) — ¢; par conséquent, vi(u) = —c —cT + 1.

Pour tout w € Q}(/k\{O}, on pose O,: K — C*, b %O on ¢, K — F, est le
caractére additif associé & w par (1.1.11).

LEMME 1.4.4. Soient w € Q}(/k\{O}, a € K tels que du = —aw. Alors a est une
0.,-jauge de x (1.3.2.1).

DiEM. Par (1.1.11) et (1.4.2) il suffit de vérifier que pour tout y € K, avec v (y) > c*,

[u, 1 +y) = tr/w, (Resk(Hy)) = tTy/m, (Resk(—ydu)) = Yy (ay).

Par hypothése, L/K est totalement (sauvagement) ramifiée et donc ¢t > ¢ > 1. On a
(1+y) ' =302 (-1)"y" On a

Resy, (u(1+ y) 1dy Z Resy, ((—1)"y"udy),

et v ((=1)"y udy) > net — ¢, qui est > 0 pour n > 1. D'oit Resp(u(l+y) 'dy) =
Resy(udy). Donc il suffit de montrer que

tri/F, (Resy,(udy)) = tri/F, (Resy(—ydu)).
On a Resy(udy + ydu) = Resy(d(uy)) = 0. O

PROPOSITION 1.4.5. Soient m une uniformisante de K et w = adm, avec o € K*. On
note du = u'dw. On a

E(bd o [1K]7 Hu}) _ chtrk/]yp (Resk (udlog %)) Zgtrk/ﬂzp(Resk(u(ﬁfl)d,@)))
B
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ot la somme est prise relativement aur 3 € Uk (c)/Uk(cT) et B est un relevement de 3

dans Uk (c).
DEM. Soit a € K* une 6,,-jauge de x. Par (1.3.3), on a

e~ [kl 0) = ¢° Y
8

B

oil les sommes sont prises relativement aux 3 € Ug(c)/Uk(c") et 3 est un relévement de
B dans Uk (c). Par (1.4.4), on peut prendre a = —a~'u/, d’ou

(@) — [, @) = trgye, (Resy(aw — udlog a))
= try/F, (Resk (—du + udlog %))

= try/r, (Resk (u dlog %)) ,
et
Yo (a(B—1)) = [u, B) = tryr, (Resg(a(6 — 1)w — udlog 8))
= try/F, (Resk(—(6 — 1)du — udlog f3)) .
On a udlog @ = uf~LdB = 123 (~1)"u(B — 1)"dB = S5 (—1)"u(B — 1)"(8 — 1)dr.
Sin > 2, alors vi ((—1)"u(8 —1)"(8 — 1)) > 0. D’ou
Resy(udlog 3) = Resg(udf — u(B — 1)dp).
Par conséquent,
try/r, (Resp(—(8 — 1)du — udlog B)) = tryr, (Res(—(8 — 1)du — udf + u(B — 1)d3))
= try/r, (Resg(—d(u(B — 1)) +u(B — 1)dp))
= try/r, (Resg(u(B —1)dB3)).






CHAPITRE 2

Facteurs epsilon et corps des normes

2.1. Rappels et compléments sur le corps des normes et sur la ramification

2.1.1. Comme dans le premier chapitre, on désigne par K un corps de valuation dis-
créte complet, & corps résiduel fini, et on reprend les notations de (0.1) et (1.1). A partir de
(2.1.5) on supposera K une extension finie de Q. Soit L une extension séparable finie de
K. On note Dy, /i la différente de 'extension L/K, ey /i I'indice de ramification et try, /g
(resp. N k) la trace (resp. la norme) de L dans K. Soient m,t deux entiers. Pour que
trp /g (my) C mt., il faut et il suffit que [CL, Ch.III §3, Prop.7]

m}" C DZ/letK = DZ}KmiL/Kt.
Par conséquent,

tr/ i (m)

m m+vL(Dr/k)
(2.1.1.1) trp g (mp) = mpt /] .

ou tL K(m) = |:
’ / €L/K
(Pour tout nombre rationnel x, on a noté [z] la partie entiére de z.)

2.1.2. Supposons L contenue dans K*°° et notons Homy (L, K Sep) I’ensemble pointé
des K-plongements de L dans K*¢°P. Pour v € Homg (L, Ksep), on pose [Win83, 1.1.1]

i) = min (v (1(2) — ),

ot v/ est 'unique valuation de K®P prolongeant vi,.
LeEMME 2.1.3. [Win83, Prop. 2.2.1| Sotent L/K une extension séparable, totalement

ramifiée, cyclique de degré une puissance de p et v(L/K) le plus petit saut de ramification
supérieure. Alors pour tous x,y € L, on a

p—1

Vi (Npyk(z+y) — Nk (z) = Npji(y)) = min(vi(z),vi(y)) + v(L/K).

DeEM. 1l suffit de traiter le cas min(vy(z),v(y)) = 0, qui est un cas particulier de
[Win83, Prop. 2.2.1-(i)]. O

2.1.4. |[CL, Ch.V §3] Soient L/K une extension séparable, totalement ramifiée, cy-
clique de degré p et ¢ le nombre de ramification inférieure. La fonction d’Herbrand ¢ de
L/K, est donnée par

b(z) =

T si —1<ax<yq;
i+plx—i) siz>i.

45



46 2. FACTEURS EPSILON ET CORPS DES NORMES

Donc i est aussi le saut (unique) de la ramification supérieure de L/K. Quand il n’y a
aucun risque de confusion, on laissera tomber les indices L/K dans la notation Ny k-
Pour tout entier ¢ > 0, suivant les notations de (1.3.1), on a, cf. [loc. cit. Prop. 4],

N(UL((c))) CUk(c) et N(Ur(¢¥(c)+1)) C Uk(c+1).
On en déduit un homomorphisme
N(e): Ur(¥(c))/UL(¥(c) + 1)—Uk(c)/Uk(c+ 1).
Pour ¢ < i, N(c¢) est un isomorphisme de Ur(c)/Ur(c+ 1) vers Uk(c)/Uk(c+ 1), cf. [loc.

cit. Cor. 1-2 de Prop. 5|. Par conséquent, pour tout ¢ < 4, la norme induit un isomorphisme
[loc. cit. Cor. 6 de Prop. 5]
(2.1.4.1) O3 JUL(c) = O3 Uk (c).

On avy(Dr k) = (i+1)(p—1), cf. [loc. cit. Lemme 3]. Donc, compte tenu de (2.1.1.1),
on obtient

(2.1.4.2) exc = vie(p) = vic (bry xe (1)) [(i + Db 1)] > Pl

1.
p p

2.1.5. On supposera désormais K une extension finie de Q. On désignera par Ko /K
une Z,-extension ramifiée, i.e. une extension galoisienne ramifiée de groupe de Galois I
isomorphe a Z,. Comme tout sous-groupe non-trivial de Z, est d’indice fini, I’extension
maximale non-ramifiée Ky de K dans K., est finie. Pour r > 0, on note K, l'unique
extension de Ky dans K, de degré p”, 1,: K — C* le quasi-caractére trivial et on pose
Or = OKN my = mg,, Ur = UKT-

L’extension K /K est arithmétiquement profinie dans le sens que pour tout nombre
réel u, le sous-groupe de ramification supérieur I'* de I" est d’indice fini. On peut alors
définir une fonction de Herbrand, W /x, par la formule [Win83, 1.2.1]

” (@) x si —1<z<L0;
xTr) =
Koo/ K S0 rvldv si x> 0.

On note (), oy la suite strictement croissante des nombres de ramification supérieure
de lextension Ko /Ky. Ce sont des entiers par le théoréme de Hasse-Arf. On définit la
suite (in),cy des nombres de ramification inférieure de I'extension K, /K, en posant i, =
Vi /i (vn). Cest une suite strictement croissante d’entiers. Pour tout r > 0, ig, ..., %1
sont les nombres de ramification inférieure de l'extension K,/Kj; en particulier, i, est le
nombre de ramification (inférieure) de K,11/K,.

2.1.6. Soit Ex le corps des normes associé a l'extension Ko, /K, cf. [Win83, §2]. C’est
un corps de caractéristique p, complet pour une valuation discréte. Son corps résiduel est
canoniquement isomorphe a celui de Kj; on note gy son cardinal. On rappelle qu’en tant

qu’ensembles, Ex = @Kr, la limite étant prise suivant les applications normes. Pour
T
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T = (Tn)pey €6 ¥ = (Yn)pen dans Eg, I'addition et la multiplication sont définies par
r+y = (Zn)neNy ou 2z, = ml—i>I-Ii-loo NKm/Kn (-Tm + ym)a

Ty = (xnyn)neN-
Pour y = (yYn),en € Exes VE. (¥) = VK, (Yn), pour tout n > 0.

2.1.7. Dans la suite de ce chapitre, par extension algébrique de K, on sous-entend
une extension de K contenue dans K*P. Pour des extensions algébriques L et F' de K, on
notera L - F' la plus petite extension de K contenant L et F. Pour toute extension finie
L de K on posera Lo, = Ky - L; c’est une Zjy-extension de L et le corps des normes Ej,
de Lo /L est une extension séparable finie de Ex. La formation du corps des normes est
fonctorielle et la limite inductive de Ep, pour L variant parmi les extensions finies de K,
est une cloture séparable de Ef, qui sera notée ER". Le groupe de Galois G agit par
fonctorialité sur EXT, identifiant Gal(K>P/K) au groupe de Galois de ER® sur Ex. Pour
tout r assez grand (il suffit que K, contienne L N K,), la restriction induit une bijection
d’ensembles pointés Homg, (L - Kyg1, Ksep) — Homg, (L - K, Ksep). On en déduit, par
fonctorialité, une bijection d’ensembles pointés

(2.1.7.1) fr: Homg, (EL,E?D) — Homg, (L . KT,KSQP).

Si de plus L/K est galoisienne, alors ces bijections sont des isomorphismes de groupes et
pour tout v € Gal(Er/Ek), on a

(2.1.7.2) Npg, ok, © fri1(v) = fr(V) o Npg, oy /1K, -
LEMME 2.1.8. [Win83, 3.3.2] Soient L une eztension finie de K et v: Ef, — E%P un
Ex-plongement. Alors
ey e (V) = M i, (1:07).

2.1.9. L’extension finie L/K est dite admissible (par rapport & K) si LN Ky = K
et si L - Ky est ’extension maximale non-ramifiée de L dans L,,. Dans ce cas, pour tout
r >0, L-K, = L,. Onremarque que, quitte & remplacer L et K par des extensions finies
contenues respectivement dans Lo, et K, on peut toujours supposer 'extension L/K
admissible.

2.1.10. Pour tout entiers ¢,r > 0 tels que 7, > ¢, on a un morphisme de suites exactes
courtes induit par la norme (2.1.4),

1——=Uppi(e) —= Ky — K7 /Ura(c) —1

oo

11— U(c) K; K /Uy(c) 1

Pour c fixé et r variable, ces diagrammes définissent une suite exacte courte de systémes
projectifs. Par passage a la limite, on obtient la suite exacte

(2.1.10.1) 1— lln Ur(c) — lin K — lln K /U (c).

ir2>c ir>c ir2>c
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De facon analogue, on dispose de la suite exacte courte de systémes projectifs :

1—— (Ur(c+ 1))z'T>c - (UT(C))ioc — (Un(0)/Ur(c + 1))ir>c —1,

les morphismes de transition étant induits par la norme. Par passage a la limite, on obtient
la suite exacte

(2.1.10.2) 1 — lim Uy(c+1) — lim U,(c) — lim U,(c)/Ur(c+ 1).
ir>c ir>C ir>C

LEMME 2.1.11. Soit ¢ > 0 un entier.
(1) La limite projective lim U,(c) est canoniquement isomorphe a Ug, (c).
ir>C
(2) Le systéme projectif (Kff/Ur(c))irZC est constant, i.e. les applications de transition
sont des isomorphismes. La suite (2.1.10.1) est exacte a droite et s’identifie a

1 HUEK(C) HE}( HE}}/UEK(C) —1.

(3) Le systeme projectif (Up(c)/Up(c+ 1)), .. est constant. La suite (2.1.10.2) est
exacte a droite et s’identifie a

1——>Ug,(c+1) —=Ugg(c) —= Ug,(c)/Ug,(c+1) — 1.

DEM. En tant que groupes, Ej. = lim K7, cf. (2.1.6). Montrons (1). Par fonctorialité,
reN
on a un monomorphisme canonique lim U, (¢) — Ugy (c). Montrons qu'il est surjectif. C’est
ir>c
évident si ¢ = 0. Supposons ¢ > 0. Soient x = (2;),cy € Ug (¢), et ¥y = (yr),eny € M,
tels que x = 1 + y. Pour tout entier r > 0,

vic oy = 1) = vie,( lim N, jae,(1+9n) =1) = lim_vi, (N, e, (1+9) = 1).

Appliquant le lemme 2.1.3, compte tenu que v(K,/K,) = v(K,4+1/K,) = v, tend vers
I'infini avec r, on voit qu’il existe un entier s, tel que pour tout n > r > s, on a
Ve, (N e, (14 yn) = 1) = Vic, (9) = Vi (y) = ¢ Done pour tout r > s, z, € Uy (c), et
par (2.1.4), cela vaut aussi pour tout r tel que i, > ¢. D’ou z € lim U, (c) et I’assertion est
ir>cC
démontrée. Montrons (2). On remarque d’abord que le systéeme (U, (c)); - ne vérifie pas
la condition de Mittag-LefHler ; donc I'exactitude & droite de (2.1.10.1) n’est pas une consé-
quence du critére usuel [EGA, III 0.13.2]. Comme la suite (2.1.10.1) est exacte, on obtient
par (1), un monomorphisme Ej. /Ug, (¢) — lim K7 /U, (c). Supposons d’abord ¢ = 0. Pour
ir>C
tout 7, la valuation v, induit un isomorphisme de K;/U,(0) sur Z et les applications de
transitions induisent l'identité de Z. D’ott un monomorphisme E7 /U (0) — Z, qui est un
isomorphisme car la classe d’une uniformisante est envoyée sur 1. Ceci montre (2) dans le
cas ¢ = (0. Supposons ¢ > 1. Les applications normes induisent, pour tout entier r tel que
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iy > ¢, le diagramme commutatif

1 ——=U11(0)/Upta(e) —= Ky /Upga(€) —= K7 /U1 (0) —1

| | |
U (0)/U (0 K /Un(e) K7 /U+(0)

On vient de voir que N” est un isomorphisme. Comme 7, > ¢, N’ est un isomorphisme,

cf. (2.1.4). Tl est alors de méme pour N et le systéme projectif (K /U,(c)), - est constant.

1 1

Pour r tel que %, > ¢, on note pr, le monomorphisme composée
pr, : B /Un, (¢) = lim K3 /Uy (c) = K3 /U, (c).
ir>C
La restriction de pr, & Ug, (0)/Ug, (c) se factorise par U,(0)/U,(c) C K}/Uy(c); on en
déduit le diagramme

00— UEK (0)/UEK (C) - E;{/UEK (C) - E;{/UEK (0) —0

)

0 K7 /U (c) K7 /Ur(0) ——0

U-(0)/U;(c)

On a démontré que la fleche de droite est un isomorphisme (cas ¢ = 0). Celle de gauche
I’est aussi, car elle est injective et les deux groupes sont finis de méme cardinal égal a
(qo— 1)q8_1. Donc 'application du milieu est un isomorphisme et on a démontré ’assertion
(2). La démonstration de (3) est analogue a celle de (2). O

2.2. Tours admissibles de caractéres additifs

2.2.1. Conservons les hypotheses de (2.1.5) et considérons un corps C' algébriquement
clos de caractéristique 0. Il sera commode de noter j, le plus petit entier supérieur ou
égal a %ir ; on appelle (j,), oy la suite des nombres de ramification inférieure modifice de
Ky/K.

Soient n < —d et r > 0 des entiers. Le groupe m?/m; ¢ est fini d’ordre g5 " %. Si
Jr > —n—d, alors il est annulé par p. En effet, par (2.1.4.2), e, > —n—d; d’ou pour tout
r €m?, pr € m-% De plus, sous les mémes hypothéses, il résulte de (2.1.3) que la norme
Nk, .1 /K, Kr41 — K, induit un homomorphisme de groupes
(2.2.1.1) N:m! /m & — ml/m
En effet IV est un isomorphisme car les groupes sont finis de méme cardinal et N est injectif
compte tenu que vk, ., = Vi, © N, /K, -

Soit ¥: K — C* un caractére additif d’ordre d. On note 1: K/m;{d — C* sa réduction
(sid = +o0, on pose m;(d = K). Par abusLon notera encore ¢ la restriction de 1) a m’}(/m;(d
pour tout n < —d. Si j, > —n —d, on a P, (mP/m; 1) C u,(C).

DEFINITION 2.2.2. On dit qu'une suite (1), .y de caracteres additifs ¢, : K, — C*
est une tour admissible si elle vérifie les conditions suivantes :
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i) il existe un entier s > 0, tel que pour tout r > s, d(¢,) = d(vs) = d;
ii) pour tout n < —d et r > s tels que j, > —n — d, le diagramme

_ E’V‘Jrl
m:“LJrl/mr-ic-ll — mp(C)

4
v

m;!/m 4 ——— 11y (C)
est commutatif. On appelle d 'ordre de la tour.

REMARQUE 2.2.3. Il est clairement suffisant de vérifier la condition 2.2.2-ii) pour tout
r>setn=—j —d.

DEFINITION 2.2.4. Soit (1), une tour admissible d’ordre d. On lui associe un carac-
tere additif Yoo : Ex — pp(C) d’ordre d comme suit. Soit x = (), .y € Ex, ot z, € K.
On pose

VYoo(z) = Pp(z,), pourr > s tel que j, > —vg, (z) —d.

Par la définition d’une tour admissible, ¢, (z,) appartient & u,(C') et ne dépend pas de 7.
On vérifie immédiatement que 14, est un caractére additif d’ordre d. On 'appelle la limite
de la tour (Yr),cn-

PROPOSITION 2.2.5. Soient s un entier positif, : Ky — C* et 0: Ex — p,(C) des
caracteres additifs de méme ordre d. Alors il eviste une tour admissible (Yr),cy telle que

Yoo = 0, s = 1), et pour tout r > s, d(¢,) = d.

DEM. Comme v et  ont méme ordre, si 'un de deux est trivial I'autre aussi et dans
ce cas I’énoncé est évident. Supposons ¢ et 8 non-triviaux. On prouve d’abord qu’il suffit
de construire une tour admissible (¢,.),cy telle que 9, = 1), et pour tout r > s, d(3,) = d.
En effet, si (¢r),cy est une telle tour, par (1.1.12) il existe a = (a,),cy € Ex tel que
0(z) = Yoo (az). Comme tho et 6 ont le méme ordre, a appartient a O et par conséquent,
ar € Oy, pour tout 7 € N. On considére la tour (¢;.), oy, définie par

Ur(z) = {wr(x) si0<r<s;

Ur(arx) sir>s.

Par construction (1), ¢y est la tour admissible recherchée.

Il reste a construire la tour admissible (¢;),..y. On procéde par récurrence sur 7. On
choisit d’abord, pour tout entier r > 0, une base ¢, € Hom.(K,,C*), telle que ¢s = ¢ et
que pour tout r > s, ¢, ait ordre d; ¢’est toujours possible par (1.1.13). Pour tout 0 < r < s,
on peut prendre 1), = ¢, la condition 2.2.2-ii) étant vide. On suppose donnée, pour h > s,
une tour finie (1;)g<;<p, avec s = ¥, d(p;) = d pour s < i < h, et satisfaisant a la
condition 2.2.2-ii) ; on doit définir un caractére additif ¢ 1 d’ordre d tel que la condition
2.2.2-1i) soit vérifiée pour r = h et n = —jj, — d, cf. (2.2.3). Avec les notations de (2.2.1),
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il faut que la restriction de ¢, a m,:ihl_d /m,:_fl, se factorise comme suit :

: Eh 1
— 5 —d —d +
mhi}i /™y > up(C)

o

Soit 711 = P—jy—a($nt1) " (0 N) € Opyr/mi ., cf. (1.1.13). La restriction de ¢, o N a
m;ﬁ;l / m,:ﬁl est non triviale car d(v) = d et N induit un isomorphisme de m;ﬁ;l / m,:frll
vers m, “1 /m; ¢, cf. (2.2.1.1). On en déduit par (1.1.13) que 7,4 € (Ohﬂ/mi’;l)*. On

O

choisit np41 € Oy, relevant 7, et on prend ¥p41 = P(dpi1)(Mhr1)-

PROPOSITION 2.2.6. Soient (¢: K, — C*), .y une tour admissible de caractéres ad-
ditifs et L/K une extension finie admissible (2.1.9). Alors la suite de caractéres additifs
(¢r =y 0 trLr/Kr)reN est une tour admissible et oo = Voo © tTg, /B, -

DEM. On note n (resp. n,) I'idéal maximal de O, (resp. Or,) et (jr(Loo/L)), ey la
suite des nombres de ramification inférieure modifiée de Lo, /L. Il resulte de (2.1.8), qu’il
existe s € N, tel que pour tout 7 > s, v, (Dr,/k,) = Ve, (D, /Ex) €t €L, /Kk, = €r; /Ex-
Pour tous entiers m < —d et r assez grand, considérons le diagramme

tr
m —d r+1 t(m) t(—d)
(2.2.6.1) o /n ——m Y fm
NL’!“"I/LTl J/NKH—I/KT

—d S t(m t(—d
r

ot les homomorphismes horizontaux sont induits par la trace try /., les homomorphismes
verticaux sont induits par les normes et t(m) = tg, /g, (m), cf. (2.1.1.1). Montrons d’abord
que (2.2.6.1) est commutatif. On note L'/K la cloture galoisienne de L/K dans K5P.
Quitte a remplacer L', L par des extensions finies contenues respectivement dans L, Lo,
on peut supposer L’'/L admissible, puis, quitte a remplacer K par une extensions finie
contenues dans K, on peut supposer a nouveau L/K admissible; donc L, = L - K, et
L, =L"L,=L"K,. Legroupe Gal(L, /L)) s'identifie par restriction a Gal(L,y1/L,) et
a Gal(K,4+1/K,) ; par conséquent la restriction de NL'TH/L’T a Lyy1 (resp. K1) est égale
a Np,,,/r, (resp. Nk, . /k,). On pose, pour r > 0, F, = Homg, (LT,KSGP) (resp. F =
Homg, (Er,EX’)). On rappelle qu'on dispose d’une bijection f,: F — F, cf. (2.1.7.1).
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: m = m —d : :
Soient » € n"} | et T sa classe dans n" ;/n 7. Si 7 est un entier assez grand, on a

Nk, oo/, (trr1(T)) = Nk, k, (Z fr+1(7)($))

yeF

= NL;+1/L’II‘(Z m)

yeF

= Z Ny, (W)

yeF

=> W, /1 (@) (par 2.1.7.2)

yeF

= Z fr(V(Np,yy/n, () =t (Np, /1, (T)).

yeF

Ceci montre la commutativité de (2.2.6.1).

On note mq, (resp. ny) l'idéal maximal de Og, (resp. Og, ). Pour tout n < —d, le
groupe m'% /m3 ¢ est la limite du systéme projectif (m?/m_9) > —n_d- Suivant les applica-
tions normes. Le diagramme commutatif (2.2.6.1) définit par passage a la limite un homo-
morphisme n? /n7% — mégm) /méE;d) qui est I’homomorphisme induit par la trace trg, /g, -
Soit d 'ordre de la tour admissible (¢.), .. Avec les notations de (2.2.1), pour tout n < —d,
Papplication ¢, : m§ /mgi — 11,(C) est la limite projective des 1,.: m”/m-4 — 1,,(C).
Par la définition de ordre et par (2.1.1),

d(¢,) = max {n € Z|tr(n, ") C m;d(dfr)} =—vp, (DLl/KT (wr)) .

Quitte & agrandir s, on a d(,) = d et d(¢,) est égal & dr, = Vi, (Dg, /r,) +€E, /B, d- Pour
conclure, il suffit de vérifier que pour m < —dp, et r > s tel que j,(Loo/L) > —m — dp, le
diagramme

¢r+l
r+1/nr+1

lNLTJrl/Lr
nt/n; dr = up(C

commute. Quitte & agrandir encore s le diagramme précédent s’insére dans le diagramme
commutatif

— om dL tr1+1 t(m w1+1
Gy Wy /0 > m /mr+1 »(C)
lNLr-H/Lr lNKr-H/Kr

_ tr, r
o, nf?/n;dL —_— mfn(m)/m;d — 1p(C)

On a déja démontré que le carré de gauche commute et celui de droite commute par
I'admissibilité de (1), cy, ce qui achéve la preuve. O
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REMARQUE 2.2.7. C’est évident que les résultats de cette section restent vrais pour des
caractéres additifs a valeurs dans Q,/Z,. Les définitions 2.2.2 et 2.2.4 gardent un sens aussi
pour les caracteres additifs & valeurs dans un groupe abélien quelconque et la proposition
2.2.6 reste vrais. Par contre la proposition 2.2.5 n’est pas vrais en général. Cette remarque
ne sera pas utilisée dans la suite.

2.3. Stabilisation des facteurs epsilon

2.3.1. Conservons les hypotheéses et les notations de (2.1.5) et de (2.2.1). L’image de
Wg, par l'isomorphisme canonique (2.1.7)

Gg, — Gal(K*P/K)

est contenue dans Wi ; on la note W (K*P/K,). La suite (W, ),y est une suite decrois-
sante de sous-groupes de Wy (1.1.1) ; leurs intersection coincide avec W (K5P/K,).

Soit V' = (V, p) une C-représentation de Weil de K. On pose, pour tout r > 0, p, =
Pwx,» Ve = (V,pr). On définit une C-représentation de Weil de Ef, notée Voo = (V, poo),
par

PIW (K5eP /K oo)
_—

oot Wi, — W(K*P/K,,) GL(V).

On appelle Vi la déformation de V au corps des normes. C’est évidemment un fonc-
teur exact de Repo(Wk) dans Repq(Wg, ); on note encore A — Ao 'homomorphisme
Gr (Repo(Wk)) — Gr (Repo(Wg,)) induit sur les groupes de Grothendieck. Il résulte
de (2.1.8) que la suite (ar(p;)),cy est stationnaire de limite égale & ar(po); voir aussi
[Mar04, 5.4 et 5.5].

Soient L /K une extension finie et V' une C-représentation de Weil de L. On vérifie que

LNKs:K
(ndlf V) = Iy (vi)

En particulier, si L/K est admissible, on a (IndEVVIL‘ V)oo = Ind%ﬁf‘ (VOO).
L
Soient (V, p, N) une représentation de Weil-Deligne de K. Pour tout » > 0, on note V,
la C-représentation de Weil-Deligne (V, p,, N) de K,. On définit la déformation de (V, p, N)

au corps des normes, notée abusivement Vo, comme la C-représentation de Weil-Deligne
(V, poos N) de Ex.

2.3.2. Soit x: K* — C™ un quasi-caractére. Pour tout entier » > 0, on note y, =
X° Nk, /K et Xoo: By — C7 le quasi-caractére défini par Xoo((2r),en) = Xr(7r) = Xo(20)-
Soient V'(x) (resp. V(xr), resp. V(Xoo) ) la C-représentation de Weil de K (resp. K,
resp. Ex) de rang 1 associée a x (resp. X, resp. Xoo). On a alors V(x)eo = V(xoo) €t
V(x)r = V(xr), pour tout 7 > 0. On en déduit que la suite (ar(x,)),cy est stationnaire de

ar(Xoo)
2

limite égale & ar(xoo). On note ¢ la partie entiére de et ¢ = ar(xo0) — ¢, de sorte

que ¢ = ¢ si ar(xoo) est pair et ¢t = ¢+ 1 sinon.
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LEMME 2.3.3. Soient x: K* — C* un quasi-caractére, (Vr: K, — C*) oy une tour
admissible d’ordre d de caractéres additifs non-triviauz et, pour r > 0, a, € K, une ,.-
jauge de x, (1.3.2). Il existe alors un entier s > 0 tel que pour r > s,

Narv) U, (c)

—d—ect
N(ay41) —a, € m,,d ¢

ot on a noté N la norme N, /i, Krp1 — Ky

DEM. Pour tout entier » > 0, on choisit une uniformisante 7, de O, telle que N (m,41) =
7. Soit s tel que pour r > s, ar(x,) et d(1),) soient constants. Si ar(xs) = 0, alors, pour
r > s, m ¢ est une 1),-jauge de x, et le lemme est évident. On suppose ar(ys) > O.
On déduit la premiére équation de la deuxiéme en divisant par a,. Si y € O,41, alors
v, (N(1+y)—1—N(y)) > jr, cf. (2.1.3). Donc pour 7 > s, tel que j, > ar(x,) = c+ct,
et pour y € O,4; de valuation vg, , (y) > ¢ >0, on a

Vrr1(ar1y) = xrp1(14+9) = (N1 +y))

)

= Xr(l =+ N(y))
= ¢r(arN(y))

Par définition de tour admissible, pour r et ¥ comme ci-dessus, on a

Yri1(ari1y) = Uy (N(ar-l—l)N(y))‘

Donc, quitte & agrandir s, pour tout 7 > s et tout y € O,41 de valuation vg, ., (y) > ct,
on a ¥, ((ar — N(ar41))N(y)) = 1. Pour conclure il suffit de prouver que

Ur((ar — N(aps1))me") = {1},

Soit z € m¢. On pose m = v, (2) et z = ax’™, ot a € OF. Par (2.1.4.1), il existe 3 € Or 1
tel que N(8) = a(1 + u), avec u € m¥r. Si on prend y = A7, alors N(y) = N (87" ,) =
z + zu. Comme i, > j. > ¢+ cT > ¢, alors

1/17"((6% - N(ar+1))z) = wr((ar - N(ar-i-l))N(y))lpr((ar - N(ar_,_l))zu)_l =1L
O

PROPOSITION 2.3.4. Soient x: K — C* un quasi-caractere et (), une tour admis-
sible de caractéres additifs non-triviaux. Alors il existe un entier positif s tel que pour tout
r>s,0na

6([)(7“] - [1T]a¢7“) = 5([Xoo] - DEK]?QX)OO)

DEM. Soit s tel que pour r > s, ar(x,) et d(¢,) soient constants. L’énoncé est évident
si xs est non ramifié. Pour tout r > s, soit a, € K, une ¥,.-jauge de x,; la classe a,
de a, dans K;/U,(c) est uniquement déterminée (1.3.2). Par le lemme 2.3.3, quitte a
agrandir s, on a, pour 7 > s, N(Gy+1) = @y. On en déduit par (2.1.11-2), un élément
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oo = (Gr),>s € E}/Urg(c). Soit ass € Ej un relévement de @o.. Montrons que ao
est une Yoo-jauge de Yoo. D’aprés (1.3.2), on peut supposer que a, = (@so), ; pour tout
r > s, a; est une Y,-jauge de x; et N(ar41) = a,. Soit y = (yr),cy € Ex, de valuation
VEK(y) > C+. On a,

Xoo(1+y) = x0((1 +¥)o) = Xo( lm Ni, /i, (1+yr)) = lim xp(1+ye) = lm r(ary,).

Comme N (ar4+1Yr+1) = arYr, ¥r(aryy) est constant égal & Yoo (acoy), cf. (2.2.4). Par (1.3.3),

8([Xoo] - [1EK]7wOO) = Q(C) Z ;ﬁzgzzg;,

BeU(e)/U(ct)
ot U(c)/U(c") désigne Ug,. (¢)/Ugy (cT) et 3 est un relévement de 3. En vertu de (2.1.11-3),
pour tout r assez grand, I'application Ug, (c)/Ugy (cT) — U.(c)/U.(c"), B +— B, est un

isomorphisme et comme woo(aooﬁ)xoo(aooﬂ)fl = i/Jr(arﬁr)Xr(arﬂr)*l, la proposition s’en
suit. O

On note C' la C-représentation de Weil triviale de rang 1.

THEOREME 2.3.5. Soient V = (V,p) € Repa(Wk) et (¢r),cy une tour admissible de
caractéres additifs non-triviauz. Alors il existe s tel que pour tout r > s, on a

e([Vr] = dim VI[C], ¢r) = e([Vao] — dim V[C], 1o).

DEM. On peut supposer V irréductible. Par (1.1.3), C' étant algébriquement clos, on
ap=p v, o0up: Wk — GLc(V) est une représentation qui se factorise par un quotient
fini et v: Wx — C* est un caractére non-ramifié. On pose V/ = (V, p’). On se donne, pour
tout » > 0, un Frobenius géométrique F;' de Wi, et un Frobenius géométrique de Wg,,
qu’on note F. En appliquant (1.3.4-2), on obtient

e([Vy] — dim V[C), ¢, = v, (Flarten)td@a) dimVOy o ([y7] — dim VO], ),

Par (2.3.1) la suite (ar(p)),cy est stationnaire de limite égale a ar(pl,). Par définition
la suite (d(¢r)),cy (resp. (Y(F))),cn ) est stationnaire (resp. constante) de limite égale
A d(1oo) (resp. Yoo(FZ) ). Donc, quitte a changer les notations, on peut supposer que
p: Wik — GLc(V) se factorise par un quotient fini G. Par le théoréme d’induction de
Brauer [De73, Prop.1.5|, on écrit

V]=dimV[C]= ) n(Vi)Indf (Vi - [C)),
H<G,Vy
ou H (resp. V) varie parmi les sous-groupes de G (resp. les C-représentations de H de
rang 1) et les n(Vy) sont des entiers. Par linéarité du facteur epsilon, on est ramené a
démontrer le théoréme pour les représentations virtuelles de la forme Ind%f (V] = [C)),
ou L est une extension finie de K et V est une C-représentation de Weil de L, de rang
1, qui se factorise par un quotient fini H de Wr. Comme on s’interesse a la restriction de
Ind%f ([V]—1[C]) a Wk, pour r assez grand, quitte a remplacer K par une extension finie
dans K., on peut supposer L N K, = K. On vérifie que

W, w Wr.
Resyy, " Indy < ([V] — [C]) = Indy/ " Resy - ([V] = [€)),
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en utilisant le cas particulier suivant du théoréme de Mackey :

LeEMME 2.3.6. [Isa94, Ch.5, Pr.(5.2)|. Soient G un groupe fini , H < G et V une C-
représentation de H. Si S < G tel que HS = G, alors Resé Ind% V = IndgmH Res%ﬂH V.

D’ou, par 1.2.5-(2),
e(Resyy " Indy ([V] = [C]), ¥r) = e(Indyy " Resy " ([V] = [C]), ¥r)
= €(RQS%2‘KT (V] = [C]), ¥ o trpk, k. )-

On note x: L* — C* le quasi-caractére associé & V. Quitte & remplacer L et K par une
extension finie contenue respectivement dans Lo, et K, on peut supposer L/K admissible
(2.1.9), donc L - K, = L,. Avec les notations de (2.3.2), on a

w,
E(Reswir (VI =1[C]), ¥ o trp, jk,) = e([xr] = [Le],90r 0 trp, /K, )
Par 2.2.6 et 2.3.4, il existe un s € N, tel que pour r > s, on a

E([Xr] - [17’]71/]7“ OtrLr/Kr) = E([Xoo] - [1EL]7¢oo OtrEL/EK)-

On note V(x~) la C-représentation de Weil de E7, de rang 1, associée & xoo. Par (1.2.5),
on a

E([Xoo] - [1EL]7¢00 OtrEL/EK) = E(Indng ([V(Xoo)] - [C])7¢m)7

et par (2.3.1), Indggf ([V(xeo)] = [C]) = (Ind%f (V] - [C’]))OO, ce qui achéve la preuve.
g

2.3.7. Pour toute mesure de Haar v, sur Ex, on note v, I'unique mesure de Haar sur
K, telle que v, (Ok,) = Voo (Ory )-

COROLLAIRE 2.3.8. Soient (V,p, N) une C-représentation de Weil-Deligne de K,
0: Ex — pp(C) un caractére additif non-trivial et voo une mesure de Haar sur Ex. On se
donne une tour admissible de caractéres additifs (Vy),cy telle que Yoo = 0 (2.2.5). Alors il
existe un entier s > 0 tel que pour tout r > s, on a

5(%7¢T7VT) = 5(V00aeayoo)
60(Vm¢r,l/r) = 50(V00797V00)'

DEM. Supposons d’abord N = 0. On a alors
e(Vys o vy) = ([V3] — dim V[C], b, )e(C, oy, 1) ™Y
= &([Vi] = dim VIC], ) v (O, )™ Vg .

Par construction, d(¢,) se stabilise & d(0) et v,.(Ok, ) est constant égal & V(O ). On
conclut en appliquant le théoréme 2.3.5. Pour le cas général, il suffit de remarquer que
det(—p(F*)|V En /Ker NT5n) se stabilise en det(—p(F%)|VIEx /Ker NEx), ou F* (resp.
FZ% ) désigne un Frobenius géométriques quelconque de Wy, (resp. Wg,. ). L’assertion pour
€ s’ensuit. O
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2.4. Applications aux représentations de de Rham

2.4.1. Dans cette section, on suppose que C contienne K*P. On pose K, = Fr W(k) et
on note K} son extension maximale non-ramifiée dans K*P et By ’anneau des périodes
des représentations semi-stables de G.

Soit V' une représentation galoisienne p-adique, i.e. un Q,-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action linéaire et continue de Gi. On pose

Dpst(V) = lim (V ®q, Ba)?
G'<Gk

ou la limite est prise sur les sous-groupes ouverts de Gi. C’est un K "-espace vectoriel de
dimension inférieure ou égale a la dimension de V' sur @Q,. Il est muni d’une action

p: Gg — AutKa (Dpst(V)),

semi-linéaire par rapport a l’action naturelle de G sur K", d'une application o-linéaire
équivariante ¢: Dpgt (V) — Dpst (V) et d’un endomorphisme nilpotent équivariant N tels
que Noy = ppoN (cf. la premiére partie de cette thése [Mar04, §2], pour plus de détails).

Suivant Fontaine et Perrin-Riou [PR95, App. C.1.4], on muni Dy (V') d’une action
linéaire p de Wik en posant

Vw e Wi, plw) = plw)p ™).

Le triplet (Dpst(V),p, N) est une K}"-représentation de Weil-Deligne de K qu’on note
abusivement Dpg (V).

Soient ¢: K — C* un caractére additif non trivial et g une mesure de Haar sur K a
valeur dans C. On pose

8(‘/: 1[)7 ,LL) = 5(Dpst(v) ®K§r 07 sz)v ,LL)

Ces définitions prennent tout leur intérét dans le cas d’une représentation de de Rham
V ot on a dimpur Dyt (V) = dimg, V.

Pour tout entier » > 0, on note V;. la restriction de V' a Gk,. Comme, Dy (V;) =
Dpst (V) wy, » on obtient par (2.3.8), le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.4.2. Soient V' une représentation de de Rham de Gk, Dpst(V) la
déformation au corps des normes (2.3.1) de Dps(V'), 0: Ex — 11, (C) un caractére additif
non-trivial et v, une mesure de Haar sur Ex a valeurs dans K} (u,(C)). On se donne
une tour admissible de caractéres additifs (1,),cy telle que Yoo = 0, cf. (2.2.5). Alors il
existe un entier positif s, tel que pour tout r > s,

E(W‘?¢T7VT) = €(DpSt(V)OO ®K};‘r K;,lr(,up(c))aeﬂ/oo)a
50(‘/;71/)7’7”7‘) = 50(Dpst(v)oo ®K§r Kgr(ﬂp(c))797 Voo)~
Anticipant sur les définitions du chapitre 3, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.4.3. Soient K la Zy-extension cyclotomique de K, V une représenta-
tion de de Rham de Gk, Nar(V') le (¢, V)-module de Berger associé a V |Berg02, 5.20],
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0: Ex — pp(C) un caractére additif non-trivial et vo une mesure de Haar sur Ex a valeurs
dans K" (1, (C)). Alors, avec les définitions de (3.6.4), on a

(2.4.3.1) WD(Ngr(V)) = Dpst (V) o
(2.4.3.2) e(Dpst (V) ®xor K& (1p(0)), 0, v00) = e(Nar(V), 0, voo)
et de méme pour £g.

DEM. Dans la premiére partie, cf. (partie 1, 5.3), on a noté D35 (V) la représentation

semi-linéaire de G, obtenue a partir de Dpst(V)|Gai(kser/K..) Via I'isomorphisme cano-
nique Gal(K*P/Ky) = Gg,. Par (partie 1, 5.9-1), on a S(Ngr(V)) = Dy (V) en tant
que K}"-modules de Deligne de Eg, cf. (3.2.4) et (3.3.16.1). En recopiant (2.4.1), on peut
considérer D35 (V) (resp. S(Ngqr(V)) ) comme une K;*-représentation de Weil-Deligne de
Ex ; elle est alors égale a la déformation au corps des normes Dpgt (V) de Dy (V) (resp.

a WD(Ngr(V)) ), d’out (2.4.3.1). On en déduit immeédiatement (2.4.3.2). O



CHAPITRE 3

F-isocristaux sur un corps local

3.1. Les anneaux de fonctions

3.1.1. Dans tout ce chapitre, K désigne un corps de valuation discréte, complet de
caractéristique p > 0, & corps résiduel k parfait. A partir de la section 3.6, on supposera
k fini de cardinal ¢ = pf. On reprend les notations de (0.1). On fixe une uniformisante de
K, ce qui détermine un isomorphisme Ok = k[T]. Par extension finie séparable de K, on
sous-entend une extension finie contenue dans K*°P. Pour une telle extension L, on notera
Op, son anneau d’entiers, kz, (resp. my) le corps résiduel (resp. I'idéal maximal) de Of, et
G, le groupe de Galois de K sur L.

3.1.2. Soient h > 1 un entier tel que k contienne un sous-corps de cardinal® p” qu’on
note IF, et A une extension finie de Q, de corps résiduel F. On pose C = A Q) W (k).
C’est un corps de valuation discréte complet de corps résiduel k. On note O¢ (resp. m¢)
Panneau des entiers de C' (resp. I'idéal maximal de O¢), vo la valuation de C' normalisée
par vo(C*) = Z et ||z|| = p~"¥c¢®) la valeur absolue d’un élément z € C. On munit C
de I'endomorphisme o¢ = Idy ® o, otl o est "endomorphisme de Frobenius de W (k). Le
sous-corps de C' fixé par o¢ est A. On dit que o¢ est un Frobenius d’ordre h de C. Les
corps C et A apparaitront dans la suite comme des corps de coefficients.

3.1.3. Pour tout nombre rationnel 0 < p < 1, on pose

mmmz{zyﬂn

nez

Vn€Z,a, €C, Vo €lp, 1], lim |a,|p" = o}
n—=+oo

Panneau des séries convergentes sur la couronne [p, 1] & coefficients dans C. C’est une C-
algeébre topologique qui est un espace de Fréchet pour la topologie donnée par la famille

des normes a,T"|| , = sup apl|p™, pour p < p/ < 1. On Pappelle anneau des
nez ) nez llanllp p<p

fonctions analytiques sur la couronne [p, 1[. On appelle anneau de Robba, et on note R, la
réunion des A([p, 1[) pour p dans un voisinage (a gauche) de 1,

R = lim A([p, 1]).
p<l

C’est une C-algebre topologique pour la topologie limite inductive.

1] est usuel de poser ¢ = p". Nous n’utilisons pas cette notation pour éviter toute confusion avec le
cardinal de k dans le cas ol ce dernier est fini.

59
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3.1.4. On pose

gt = {ZanT" S R‘ I eRt.qVneZ, |a < b} :
nez

C’est un corps dit corps des fonctions surconvergentes bornées. 11 est muni de la valuation
discréte donnée par vi(d_,cz anT") = min,ez ve(an). On note [|-||; = p~ 1) la norme
associée a vy, dite norme de Gauss. L’anneau des entiers Og; de ET est hensélien. Son corps
résiduel est canoniquement isomorphe a k[T], donc & O par 'isomorphisme Ok = k[T
fixé dans (3.1.1). L’anneau Ogt est une O¢[T][T~1]-algébre et s’identifie & un sous-anneau
du complété de Oc[T][T~!] pour la topologie (m¢)-adique.

On appelle Frobenius d’ordre h de £ un relévement oc-linéaire et continu & Ogt du

h

Frobenius o”: z — 2P" de K. Un tel homomorphisme se prolonge évidemment de facon

unique a £7. T’homomorphisme o¢-linéaire continu de £ envoyant T sur (1 + T)? " 1 est
un exemple naturel de Frobenius d’ordre h. Un autre exemple est obtenu en envoyant T
sur TP". Tout Frobenius de &£ se prolonge de fagon unique en un endomorphisme continu
de R, cf. [Mat02, 2.2|; on 'appelle Frobenius de R. Dans la suite, on fixe un Frobenius
ogt d’ordre h de £T, qui laisse stable le sous-anneau O¢[T] de Ogi; on notera or son
prolongement a R.

3.1.5. Pour A un des anneaux R ou £T, on note 6}4 e le A-module des différentielles

continues de Asur C, d: A — 5\2}4 e, la dérivation canonique. Par construction C' s’identifie
au corps des constantes Ker(d) de A. Par universalité, il existe un morphisme o 4-linéaire
doa: 9}4 /c QL e qui rend commutatif le diagramme

d A
11444%>S]h/c

ldJA

d A
f14444>51h/c

TA

3.1.6. Par la définition de Frobenius, la série or (T)/T?" appartient & 1+ mcO¢|[T].
Donc la série log(or (T)/T?") appartient & O¢[T]. Soit R[X] 'anneau des polynémes en

une variable & coefficients dans R. On prolonge o et d: R — 9713 /¢ en un homomorphisme
d’anneaux o : R[X]| — R[X] et une C-dérivation d: R[X] — R[X] ®r 6712/07 en posant

or(T

or(X) = "X +10g 20,
dr
dX = —.
T

Dans la suite, on désignera par logT la variable X. On appelle monodromie de R[logT],
et on note N: R[logT] — R[logT], la R-dérivation qui envoie logT en 1. On a Nog =
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plorN. On définit, de facon analogue, un anneau £f[log 7] muni d’un Frobenius, d’un
opérateur de monodromie, et une dérivation d: Ef[log T] — ETlog T| @ ¢+ Qét/c-

3.1.7. Soit L une extension finie séparable de K. On note C}, 'extension finie non-
ramifiée de C de corps résiduel ky,. Elle est unique & isomorphisme unique prés. En fait Cf,
est isomorphe & C' @ () W (kL), car C et Fr W (k1) sont linéairement disjoints sur Fr W (k).
Comme Og; est hensélien de corps résiduel K, il existe une extension finie, séparable et
non-ramifiée €T(L) de ET de corps résiduel L elle est unique & isomorphisme unique pres.
L’injection canonique k < L détermine un homomorphisme W (k) «— &£T(L) qui rend
commutatif le diagramme

W (kr)—— £1(L)

W (k) &t

On a donc un homomorphisme injectif C';, — ET(L) fonctoriel en L, qui prolonge celui de
C dans &T.
On pose R(L) = R ®gt ET(L); c’est une extension étale finie de R, donc Q%Q(L)/CL =

R(L) ®r ﬁ%z /¢ Comme ET est hensélien, les Frobenius ot et op s’étendent de fagon
unique a £T(L) et R(L) respectivement, cf. [Mat02, 2.2].

3.1.8. On pose C™ = lim €', ou la limite est prise sur toutes les extensions L/K finies

et séparables contenues dans K*°P. On note Cmr le complété p-adique de C™, il s’identifie &
C ®w k) W(k*P). On munit C™ de D'action de G produit tensoriel de 'action triviale sur
C' et de l'action naturelle sur W (k*P) via Gx — Gal(k*P/k). Le groupe de cohomologie
H} . (Gal(k*°P /k), W (kP)) est trivial, cf. [Ser68, III-33]. On en déduit que, pour toute

extension séparable finie L de K, le sous-corps de O™ fixe par G, est
AHI‘ G nr G
(™) = (et =Cu

Le Frobenius o¢ de C' s’étend de facon unique & C™ et par continuité a cnr ; on le note en-
core o¢. On pose EM = li_r)nST(L), ou la limite est prise sur les extensions finies séparables
de K. Suivant [Cr04a], on note

By = lim R(L) et B=DByllogT]
L/K

ou la limite est prise sur les extensions finies séparables de K. On appelle B 'anneau des

hyperfonctions. Par construction, les anneaux T, By et B sont des C™-algébres. On a

Q%O/Cm = lim Q%Z(L)/CL = BydT, et de méme pour M. On définit une C™-dérivation
L/K

d: B— B®g, ﬁ%so/cm en posant dlogT = dTT.
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3.2. Modules de Deligne

DEFINITION 3.2.1. Un ¢-module sur C' est un C-espace vectoriel de dimension finie M
muni d’une application oc-linéaire injective ¢: M — M. Comme M est de dimension finie
et o¢ est un isomorphisme, ¢ est isomorphisme o¢-linéaire, qu’on appelle Frobenius de M.
Un morphisme de ¢-modules sur C' est une application linéaire commutant aux Frobenius.
On désigne par ®M (C) la catégorie des p-modules sur C.

3.2.2. La catégorie des p-modules sur C' est équivalente & la catégorie des F-isocristaux
sur Spec(k)|C, au sens de [Bert96a, (2.5.8)].

DEFINITION 3.2.3. Un (¢, N)-module sur C' est un p-module M sur C, muni d’un
endomorphisme N du C-espace vectoriel sous-jacent & M, tel que

Nogp=p'poN.

Comme M est de dimension finie, NV est nilpotent. On appellera N ’opérateur de mono-
dromie de M. Un morphisme de (¢, N)-modules sur C' est un morphisme de ¢-modules
commutant aux opérateurs de monodromie. On désigne par ®Mi,(C) la catégorie des
(¢, N)-modules sur C.

DEFINITION 3.2.4. [Fon94c, §1] (1) Un C™-module de Deligne de K est la donnée

d’un énr—espace vectoriel V' de dimension finie muni des structures suivantes :
i) une action semi-linéaire continue de G triviale sur un sous-groupe ouvert de I ;
ii) un endomorphisme N: V — V nilpotent et équivariant ;
iii) une application oc-linéaire ¢: V' — V injective et équivariante telle que

NO(p:phgooN.

(2) Un C™-module de Deligne de K est la donnée d’un C™-espace vectoriel V' de
dimension finie muni des structures suivantes :

i) une action semi-linéaire discréte de G, i.e. telle que le stabilisateur de tout élément
de V soit ouvert dans G ;

ii) un endomorphisme N: V — V nilpotent et équivariant ;

iii) une application o¢-linéaire p: V' — V injective et équivariante telle que

Nop=p"poN.

(3) Soit L une extension finie galoisienne de K. Un Cr-module de Deligne de K est la
donnée d’'un Cp-espace vectoriel V' de dimension finie muni des structures suivantes :

i) une action semi-linéaire de Gal(L/K);

ii) un endomorphisme N: V' — V nilpotent et équivariant ;

iii) une application oc-linéaire ¢: V' — V injective et équivariante telle que

Nogp=p'poN.

Dans chacun de ces cas, on appelle N (resp. @) l'opérateur de monodromie (resp. le

Frobenius) de V.

Un morphisme de modules de Deligne de K est une application linéaire équivariante
qui commute aux Frobenius et aux opérateurs de monodromie. On note Del¢, (Gal(L/K))
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la catégorie des C'r-modules de Deligne de K, Delgn: (G ) la catégorie des C™-modules de

Deligne de K, et de méme pour C™. On vérifie aisément que ces catégories sont abéliennes
et A-linéaires.

REMARQUE 3.2.5. Fontaine a introduit les modules de Deligne pour un corps local K
d’inégale caractéristique [Fon94c, §1]. Il appelle (¢, N, Gk )-modules les C"-modules de
Deligne de K et p-modules de Deligne les C™-modules de Deligne de K. On uniformise ici
la nomenclature en raison du role similaire que ces objets joueront dans la suite.

EXEMPLE 3.2.6. On note C™ (1) le C™-module de Deligne (C™, p~"0¢,0) de K. Pour
tout C™-module de Deligne (V, ¢, N) de K et tout entier n, on note V(n) le C*-module

~

v p ", N). De méme pour les C™-modules (resp. C-modules) de Deligne de K.

3.2.7. Soient L une extension galoisienne finie de K, C™ Pun des corps C™ ou cnr
L’extension des scalaires V — V ®¢, C™ induit un foncteur

— ®c, C™: Delc, (Gal(L/K)) — Delz,, (Gx)
définit comme suit : soit (V, ¢y, Ny/) € Delg, (Gal(L/K)), on muni W = V ®¢, C™ de
I'opérateur de monodromie Ny = Ny ® Id, du Frobenius ¢w = ¢y ®q, oc et de I'action
semi-linéaire diagonale de G . On vérifie facilement que (W, o, Ny) est un C™-module
~ G
de Deligne de K. Comme (C™)

De fagon analogue, ’extension des scalaires de C"" 3 C™ induit un foncteur de com-
plétion [Fon94c, 1.2.1]

= C,, ce foncteur est pleinement fidéle.

@: Delcrlr (GK) I Delanr (GK)

ProrosiTION 3.2.8. [Fon94c, Prop 1.2.2| (1) Soient C™ lun des corps C™ ou énr,
V un C™-module de Deligne de K. Il existe une extension galoisienne finie L/K et un
Cr-module de Deligne W de K, tel que W ®c¢, C™ > V. On dit que V est trivialisé par
L et que W est une descente de V a L.

(2) Le foncteur Co est une équivalence de catégories. Un quasi-inverse est donné par

Déco: Delz,, (Grx) — Delenr (G ),

ot, pour tout C™ _module de Deligne V', Déco(V') est le sous-ensemble de V' formé des
éléments de stabilisateur ouvert.

DEM. (1) Soient V un C™-module de Deligne de K et vy, ...,v, une base de V. Par

définition, le stabilisateur de vy, ..., v, est un sous-groupe ouvert de Gg. Il existe donc
un sous-groupe ouvert distingué H de Gx qui stabilise les éléments vy, ..., v,. Soient
L= (Ksep)H et W le sous-C'r-espace vectoriel de V' engendré par v1,...,v,. Comme N et

 sont équivariants, W est stable sous leurs action et c’est clairement un Cp-module de
Deligne de K tel que W ®¢, C™" 2 V.

Supposons maintenant que V' soit un C™_module de Deligne de K, J un sous-groupe
distingué ouvert de I qui agit trivialement sur V' et L/K une extension galoisienne finie
telle que J = I,. L’action de G, sur V se factorise a travers Gal(k*P/kr). On prend W =
Y Gal(k*?/kL) - Cest un Cp-espace vectoriel muni d’une action semi-linéaire de Gal(L/K)
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et d’applications N et ¢ déduites de celles de V. Comme HL  (Gal(k*P/kr), GL,(C™))
est trivial [Ser68, 111-33], on a W ®¢, C™ 2 V.

(2) I est évident que Déco(V) = W ®¢, C™ et que Déco est un foncteur. Le reste de
I’assertion s’ensuit facilement, en raisonnant comme dans [Fon94c, 1.2.3]. O

3.2.9. Soient C™ P'un des corps C™ ou C™ et V un C™-module de Deligne de K. Par
hypothese, ’action de Ix sur V est linéaire et se factorise par un quotient fini. On peut
donc définir son conducteur et ses pentes de Swan, cf. [Kat88, 1.2-1.6]; ces définitions ne
dépendent pas du quotient choisi. On appelle ces invariants le conducteur et les pentes de
Swan de V' ; on note le premier sw(V).

3.3. (¢, V)-modules

DEFINITION 3.3.1. Un (¢, V)-module sur R est la donnée d’un triplet (M, V,¢) ou :

i) M est un R-module libre de type fini;

i) V: M —- M ®p ﬁ%z/c est une connexion;

iii) ¢: M — M est un Frobenius horizontal, c’est-a-dire une application og-linéaire
telle que ¢ (M) engendre M sur R et telle que le diagramme suivant commute :

¥ L i pQRdor

MLM(@RQ%Q/C

On note @M (R) la catégorie des (¢, V)-modules sur R, les morphismes étant les ap-
plications linéaires horizontales commutant aux Frobenius. On notera abusivement M au

lieu de (M, V, ).

3.3.2. On définit de méme qu’en (3.3.1), les notions de (¢, V)-module sur £f, ou
sur £T(L), ou sur R(L) (pour une extension séparable finie L de K), ou sur By (3.1.8).
On notera respectivement ®M (EV), ®M(ET(L)), ®M(R(L)) et ®M (By) les catégories des
(p, V)-modules sur ces anneaux.

On appelle aussi ®M (ET) (resp. ®M(R) ) la catégorie des F-isocristauz surconvergents
(resp. analytiques) sur Spec(K)|C.

DEFINITION 3.3.3. Un (¢, V,N)-module sur R[logT] est la donnée du quadruplet
(M7V7SO7NM) ou :
i) M est un R[logT]-module libre de type fini;

~

i) Vi M - M ®g Q%z/c est une connexion ;



3.3. (¢, V)-MODULES 65

iii) o: M — M est un Frobenius horizontal, c’est-a-dire une application og-linéaire
telle que ¢ (M) engendre M sur R[logT] et telle que le diagramme suivant commute :

MLM(X)RQ%Q/C

#’J iw@dan

iv) Npr: M — M est une N-dérivation de M (i.e. une application additive telle que,
pour tout m € M, « € RlogT], on a Njy;(am) = N(a)m+aNy;(m) ), qui soit horizontale
et telle que

NMogozphgooNM.

On appelle Nys Uopérateur de monodromie de M. On note @M (R[logT]) la catégorie
des (¢, V, N)-modules sur R[log T, les morphismes étant les applications linéaires horizon-
tales commutant aux Frobenius et aux opérateurs de monodromie. On notera abusivement
M au lieu de (M, V,p, Npy).

3.3.4. On définit de méme qu’en (3.3.3), les notions de (¢, V, N)-modules sur £ [log 77,
ou sur £7(L)[log T, ou sur R(L)[log T] (pour une extension séparable finie L de K), ou sur
B (3.1.8). On notera respectivement ®M (ET[log T]), ®M (ET(L)[log T]), ®M (R(L)[log T))
et ®M (B) les catégories des (¢, V, N)-modules sur ces anneaux.

3.3.5. On donne dans ce numéro une variante équivariante de la définition (3.3.4), qui
sera cruciale pour la classification des (p, V)-modules sur R. Soient L/K une extension
galoisienne finie, (M, ¢, V, Njs) un (¢, V, N)-module sur R(L)[log T]. Une donnée de des-
cente sur M est la donnée d’une action semi-linéaire p de Gal(L/K) sur M, commutant &
p et & N et qui soit horizontale au sens semi-linéaire, c’est-a-dire que pour tout v dans
Gal(L/K), le diagramme suivant commute

o .
M —— M 31 Q%Q(L)/CL

p(v)l ip(v)®d'y

o .
M —— M ®r(1) U1y /0,

ol dry: (AZ%Q( Ly (Al%z( L)/Cy est ’application ~-linéaire induite par universalité de l'ac-
tion de « sur R(L). On note ®M(R(L)[logT])4s la catégorie des (¢, V, N)-modules sur
R(L)[logT|] muni d'une donnée de descente, les morphismes étant les morphismes de
(¢, V, N)-modules qui sont équivariants par rapport aux données de descente. De méme,
on définit, mutatis mutandis, les catégories ®M (ET(L)[log T])as et ®M (B)gs.



66 3. F-ISOCRISTAUX SUR UN CORPS LOCAL

3.3.6. On résume dans le tableau suivant les anneaux introduits avec leurs opérateur
de monodromie et leurs corps des constantes :

] Anneau \ N \ Kerd ‘
R ou &F 0 C
R(L) ou ET(L) 0 Cr

Rllog T] ou ET[log T N#0| C
R(L)[logT] ou ET(L)[logT] | N #0| Cp
By 0 cnr

B N#0| C™

3.3.7. Soit M un (¢, V)-module sur R. On note MV le C-espace vectoriel Ker V des
sections horizontales de M. On montre facilement que la dimension sur C' de MV est
inférieure ou égale au rang de M et cet espace hérite de M d’une structure de ¢p-module
sur C cf. (3.2.1). Ceci définit un foncteur additif et exact a gauche

(3.3.7.1) (=)V:®M(R) — ®M(C)
(M,V,p) — (MY, p)
De méme, on a
(3.3.7.2) (-)V:®M(R(L)) — ®M(Cy)
(3.3.7.3) (=)V:dM(By) — OM(C™)
3.3.8. Soit M un (¢, V,N)-module sur R[log T]. De facon analogue a (3.3.7), le C-

espace vectoriel MV des sections horizontales de M hérite d’une structure de (p, N)-
module. On en déduit un foncteur additif, exacte & gauche,

(3.3.8.1) (—)V: M (R[logT]) — ®Mipe(C)
On montre que pour tout (¢, V, N)-module M sur R[logT], la dimension de MV sur C

est inférieure ou égale au rang de M sur R[log 7.
De méme, on a

(3.3.8.2) (—)V: ®M(R(L)[logT)) — ®M0g(Cr)
(3.3.8.3) (5)V:BM(B) — DM eq(C™)
3.3.9. Un (¢, V)-module sur R est dit R-soluble s’il admet une base de sections ho-

rizontales. Pour un tel module M, I'inclusion de MV dans M induit par linéarisation un
isomorphisme de (¢, V)-modules

(3.3.9.1) MY ®cR — M;
en particulier, on a dimg MY = rg M. On note ®M(R)** la sous-catégorie pleine de
®M (R) des modules R-solubles. La restriction du foncteur (3.3.7.1) des sections horizon-
tales & ®M(R)™ est une équivalence de catégories dont un quasi-inverse est :
(3.3.9.2) — Q¢ R: BM(C) — BM(R)™

(Ma @) — (M Je} Ra IdM & d7 2 ®UC J'R)
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EXEMPLE 3.3.10. On note R(1) le (¢, V)-module R-soluble (R, p~"oRr,dr). Pour tout
(¢, V)-module (M, @, V) et tout entier n, on note M(n) le (¢, V)-module (M,p "¢, V).

3.3.11. On dit qu'un (¢, V)-module M sur R est unipotent si M est une extension
itérée de (v, V)-modules R-solubles. On dit que un (¢, V)-module M sur R est quasi-
unipotent s'il existe une extension galoisienne finie L/ K telle que M ®% R (L) soit unipotent
comme (¢, V)-module sur R(L). On vérifie que :

(1) M est unipotent si et seulement si rg(M) = dime (M @ R[logT])Y.

(2) M est quasi-unipotent si et seulement si rg(M) = dimenr (M @z B)Y .

THEOREME 3.3.12 (Monodromie p-adique [An02a],[Ked04],[Meb02]). Tout (¢, V)-
module sur R est quasi-unipotent.

3.3.13. Soit L/K une extension galoisienne finie. Le foncteur des sections horizontales
(3.3.8.2) induit un foncteur :

(3.3.13.1) (—)V: @M (R(L)[logT]),, — Delc, (Gal(L/K))
(M, ¢, V,Narsp) +— (MY, 0, Narjarvs pas)
De méme, (3.3.8.3) induit un foncteur :

(3.3.13.2) (=)V: ®M(B)gs — Delenr (G)

3.3.14. On a un foncteur d’extension des scalaires :
(3.3.14.1) — @r B: DM (R) — ®M (B)gs
qui envoie (M, V, ) sur le quintuplet
(M @R B, ®pp 05,V @1d +1d ® d,Idps @ N;1dps @ p).

Soit (M, V, @, Nas; p) € ®M(B)gs. D’apres la définition de B, on a (Ker N)° = R ; donc
(Ker Np;)9% est un R-module. Il hérite de M d’une connexion et d’un Frobenius. $'il est
projectif et de type fini sur R, il est libre et appartient donc & ®M(R). Dans ce cas, on
pose

(3.3.14.2) Desg r(M) = ((Ker Nar)“%, V, )
De la méme fagon, pour toute extension galoisienne finie L de K, on a
(3.3.14.3) — @R R(L): ®PM(R) — ®M (R(L)[logT])as
qui envoie (M, V, ) sur le quintuplet
(M @r R(L)logT), ¢ @gr or, V@ Id +1d ® d,Idps ® N;Idy ® p)

Soit (M, V, ¢, Nar; p) € ®M(R(L)[log T))qs. Si le R-module (Ker Nps)9% est projectif de
type fini, on pose

(3.3.14.4) Desg (r)pog1/=(M) = ((Ker Njg) %5 7 o) € oM (R)
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LEMME 3.3.15. (1) Les foncteurs (3.3.14.1) et (3.3.14.3) sont pleinement fidéles.

(2) Pour tout M € ®M(R), le (p,V)-module Desg g (M @ B) est défini et canoni-
quement isomorphe a M.

(3) Pour tout extension finie et séparable L de K et tout M € ®PM(R), on a
Desr (1)1og 71/R (M ®r R(L)[log T]) = M.

DEM. Il est évident que ces foncteurs sont fidéles. Soient M un (¢, V)-module sur R,
et M = M ®g B l'image de M par (3.3.14.1). Il est clair que Desp g (M ®r B) est défini et
canoniquement isomorphe a M. Comme les morphismes dans ®M (B)4s sont compatibles

a la monodromie et aux données de descentes, le foncteur (3.3.14.1) est plein. Idem pour
(3.3.14.3) et Desg(r)(10g 7]/R (M @R R(L)[log T}). O

3.3.16. On pose S le foncteur composé :

(3.3.13.2)

22D, an(B)as L2, Delone (Gic)

(3.3.16.1) S: ®M(R)
Il résulte du théoréme de monodromie p-adique (3.3.12) que pour tout M € ®M(R), la
dimension de S(M) est égale au rang de M.

Pour une extension galoisienne finie L de K, on note ®M (R)r, la sous-catégorie pleine
de ®M(R) des modules qui sont unipotents sur R(L). On pose Sy, le foncteur composé :

(3.3.14.3) (3.3.13.1)

(3.3.16.2)  Sp: ®M(R)L TM (R(L)[log T])as Delc, (Gal(L/K))

Par construction, pour tout M € ®M (R), la dimension de S,(M) est égale au rang de M.
Soit M € ®M (R). L’inclusion Sz, (M) C S(M) induit par linéarisation un monomorphisme
de C™-modules de Deligne

SL(M) ®¢, C™ — S(M)

qui est un isomorphisme puisque les deux membres ont méme dimension. Par suite Sy, (M)
est une descente de S(M) a L, cf. (3.2.8). On a donc un diagramme de foncteurs commutatif
(3 isomorphisme prés)

(3.3.16.3) M (R) —2

Delc’nr (GK)
M(R); > Dele, (Gal(L/K))

On appelle usuellement S(M) l'espace des cycles proches de M. On se propose dans la
suite de cette section de montrer que S et Sr sont des équivalences de catégories et de
construire des quasi-inverses.

3.3.17. Soit L/K une extension galoisienne finie. On définit d’abord les foncteurs
M : Delgn (G) — ®M(ED),
Mp: Delg, (Gal(L/K)) — ®M(ET),
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par

= nr Vg € Gk, gx) =x
V%ﬂ\/-’(v):{JUEV®OM5T [IOgT]‘ (szv(ggﬁii(I(zl)@N)(x):O }

v frew e | S SHYRAT, }

On vérifie facilement que pour tout Cr-module de Deligne W de K, on a
M(W @¢, C™) 2 M (W)

LeEMME 3.3.18. Soient L/K une extension galoisienne finie et (W, Ny, pw) un Cr-
module de Deligne de K. s
(1) On a rg M, (W) = dime, W ; donc My, est un foncteur exact.

(2) L'inclusion M,(W) C W ®¢, ET(L)[log T), induit par linéarisation un morphisme
(3.3.18.1) i: ML(W) ®g1 ENL)log T] — W ®¢, (L) [log T

de M (ET(L)[log T))as, qui est en fait un isomorphisme. En particulier, M (W) est uni-
potent sur ET(L).

DEM. Pour alléger les notations, on pose G = Gal(L/K) et U = W ®¢, £T(L). Mon-
trons (1). D’abord on définit un isomorphisme de £-espaces vectoriels

Fr(Wae, /L) — ML (W)

en posant f(D v ® a;) = > Z:;& (—1)iN€V(vl) ® ozl(logz’iilT)l, ou 7 est un entier tel que
Ny, = 0. L’application inverse g: ML(W) — (W ¢, & (L))G, est induite par la projection
EN(L)logT] — ET(L) qui envoie logT en 0. Par construction, on a gf = Id. Donc il
suffit de montrer que g est injective. Soit z = ) , v ® (Z?:o a;(log T)"). Supposons que

g(z) =, vy ® ap; = 0. La relation (N ®Id +1d ® N)(z) = 0 équivaut &

(3.3.18.2) > Nw(w)@aiy=—=> v (i+ Doy Vi=0,...,d
l l

Comme ), v;®ag,; = 0, en appliquant Ny ®Id+Id® N, on obtient >, Ny (v;) ® g = 0.
D’ou par (3.3.18.2), >, vy ® aj; = 0. On en déduit par récurrence que z = 0.

Pour terminer la preuve de (1), il suffit de montrer que dimg: (W ®¢, ET(L))G =
dimg, W. On pose n = dimg, W. Comme Gal(£T(L)/ET) = G, l'ensemble pointé de
cohomologie non-commutative H'(G, GL,,(ET(L))) est trivial [CL, Ch.X Prop.3]; donc

. G .
dimgs (W ®¢, ET(L))” = dimg: () (W @¢,, EN(L)) =n.

Montrons (2). Posons B = ET(L)[logT]. Comme B est un anneau de polynémes &

coefficients dans un corps, en tensorisant (3.3.18.1) par Fr B au dessus de B, on obtient un
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diagramme commutatif

M(W) ®¢1 B i W &g, B

|

— ] Id
M (W) ®gt Fr B —22

w Koy, Fr B

On va montrer que ¢® pId est injective ; donc par (1) ¢’est un isomorphisme. Par conséquent
i est injective et son conoyau est un B-module de torsion qu’on note (. Comme i est
horizontal, le module ) est muni d’une connexion; on montre facilement que ceci force

Q@ a étre nul. Montrons l'injectivité de i ® g Id. Soit z = Z;n v; ® a; un élément non-nul

du noyau de i ®p Id, de longueur minimale m. On peut supposer a,, = 1. L’élément
|G|z — deGg(x) appartient au noyau de i ® g Id et a pour longueur m — 1, ce qui méne
a un contradiction. O
3.3.19. Soit L/K une extension galoisienne finie. On définit des foncteurs :
M: DQICnr (GK) — @M(R),
My, : Delg, (Gal(L/K)) — ®M(R),

par

. _ Vg € Gk, g(x) =
v M<V)_{“”€V®C”B' (Ny ®1d +1d ® N)(z) =0

_ Vg € Gal(L/K), g(x) =«
W +— Mp(W) = {Jj € W®c, R(L)[logT] ’ (N @1d +1d @ N)(z) =0 |-
On vérifie facilement que pour tout Cr-module de Deligne W de K, on a
MW ®c, C™) = Mp(W)

LEMME 3.3.20. Soit W € Del¢, (Gal(L/K)).

(1) Linclusion M (W) C My (W) induit par linéarisation un isomorphisme canonique
de @M (R)

MpL(W) ®et R — Mp(W).

(2) On arg M, (W) =dime, W, donc My, est un foncteur ezact.

(3) L’inclusion Mp,(W) C W ®¢, R(L)[logT], induit par linéarisation un morphisme
(3.3.20.1) Mp(W) @r R(L)[logT] — W ®¢, R(L)[logT]
de ®M (R(L)[logT1)as, qui est en fait un isomorphisme. En particulier, Mp(W) est uni-
potent sur R(L), ou de fagon équivalente, My, se factorise par ®M(R)r.

DEM. Montrons d’abord (1). On pose G = Gal(L/K). Comme M}, est exact, on
peut supposer W simple, donc Ny = 0, M (W) = (W ®¢, 5T(L))G et Mp(W) =
(W ®c, R(L))G. On doit montrer que

(W @c, 1) @ R = (W ¢, R(L))C
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On pose U = W ®¢, ET(L). Comme R(L) = ET(L) ®¢t R, il suffit de montrer que
U @gt R = (U ¢t R)C.

On a la suite exacte
G G G G
0—>U ®5TR—>(U®5TR) —>(U/U ®5TR) .

Donc on peut supposer U% = 0; il suffit de montrer que (U ®g; R)G = 0. Soient v, ..., v,
une base de U sur £ et v = S vi®a; € (U gt R)G. Pour tout g € G, on a

n

Z(Ui —g(vi)) ® a; = 0.

i=1
En prenant la somme sur g € G, on a

n

0=>" <i(vz —g(vi)) ® az’) = Z(’G\Uz‘ - Zg(vz’)) ® a;.

geG =1 i=1 g€G
Pour tout i, on a 3 5 g(vi) € U% =0, dott v = 0.
Les assertions (2) et (3) sont des conséquences immeédiate de (1) et (3.3.18). O

THEOREME 3.3.21. Les foncteurs S et M (resp. Sy, et Mp) sont des équivalences des
catégories quasi-inverses l'une de ’autre. De plus, on a un diagramme commutatif de fonc-
teurs (& isomorphisme prés)

M

(3.3.21.1) M (R) Delen (Gr)

T_@chnr
My,

@M (R)1, = Del, (Gal(L/K))

S

DEM. La commutation du diagramme a déja été montrée. Il suffit de montrer I'assertion
pour Sy, et My, car tout (i, V)-module sur R est quasi-unipotent (3.3.12), tout C™-module
de Deligne admet une descente (3.2.8)-(1), et le foncteur d’extension des scalaires —®¢, C™"
est pleinement fidele (3.2.7). Posons B = R(L)[logT]. Soit M un objet de ®PM(R)p.
L’inclusion S (M) C M ®g B induit par linéarisation un morphisme de ®M (B)gs

(3.3.21.2) SL(M)®c, B— M ®r B

qui est un isomorphisme par (3.3.9.1), car M unipotent sur R(L) par hypothése. En com-
posant les isomorphismes (3.3.20.1) et (3.3.21.2) on obtient

ML(SL(M)) Rr B = SL(M) Koy, B = M ®r B.

En appliquant la descente Desp /g on obtient un isomorphisme My, oSy, =5 1d, cf. (3.3.15).
Soit W un Cp-module de Deligne de K, en composant les isomorphismes (3.3.21.2) et
(3.3.20.1) on obtient

Sp(Mp(W)) ®c, B—> Mp(W)®r B~ W ®¢, B.
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En prenant les sections horizontales on obtient un isomorphisme Sy, o My, = Id. O

REMARQUE 3.3.22. On note ®M (B)39! la sous-catégorie pleine de ®M (B)gs des objets
B-solubles et effectifs, i.e. les modules M admettant une base de sections horizontales et tels
que Desg, g (M) soit défini et de rang égal au rang de M. Il est utile de résumer la classifi-
cation du théoréme précédent par le diagramme de foncteurs commutatif (& isomorphisme

prés)

DM (B)}
Dy ( )eHWB
AB S M
DM (R) Delenr (Gg)
M

ou les trois couples des foncteurs opposés sont des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de 'autre.

3.3.23. Analytification. On ne dispose pas en général de théorémes de classification
pour les (¢, V)-modules sur £ analogues a (3.3.12) et (3.3.21). Toutefois, on peut consi-
dérer le foncteur d’extension des scalaires — ®gt R: ®M(ET) — O®M(R), et attacher des
C™-modules de Deligne de K aux (i, V)-modules sur £T. Suivant [Cr04a, 4.1], on appelle
le foncteur — ®¢+ R foncteur d’analytification. On verra que c’est un foncteur essentielle-
ment surjectif, cf. (3.3.25) et [Tsu98c, 4.2.1]. C’est évident qu’il est fideéle, mais il n’est
pas plein en général, comme le montre I’exemple ci-dessus.

EXEMPLE 3.3.24. Les groupes Ext(lI)M(gf)(ET(l),ET) et Ext(le(R) (R(1),R) ne sont pas
isomorphes. Soit R un des deux anneaux £ ou R. Considérons d’abord des modules a

connexion sur R, sans donnée de Frobenius. Crew observe |Cr04a, pg. 28| que ’ensemble
des extensions Extlv(R, R) du module & connexion trivial R de rang 1 par lui-méme, est

égal & Hj,(R) := Coker(R < ﬁ}%/c). Or dimc HY5(R) = 1 et dime H)p(ET) = +oo.
Ceci montre en particulier que I’extension des scalaires — ®¢+ R n’est pas pleinement fidéle
entre les catégories des modules a connexion. Pour conclure on construit I’exemple suivant ;
supposons pour simplifier que o(T) = TP. Soit M un Ef-espace vectoriel de base e, ep. On
le muni de la connexion V(er) = 0, V(es) = 3, TP e1 ® 4 et du Frobenius ¢(e1) =
p~ler, w(ea) = —Tey + ey. On vérifie facilement que M est un (¢, V)-module sur £,
extension de £7(1) par £T. Comme la différentielle Y 77" ® 4L n’est pas intégrable dans
ET, M n’est pas une extension triviale de £7(1) par £ en tant que module & connexion et a
fortiori en tant que (o, V)-module. Par contre, comme >, 77" ® dTT est intégrable dans
R, Panalytification M ®g; R de M est R-soluble. Donc S(M ®¢iR) = (M ®¢i R)Y @ C™
muni de la monodromie triviale, de ’action semi-linéaire triviale de G et du Frobenius
induit par le Frobenius de M. Par construction les pentes du Frobenius sont 0 et 1, donc

par Dieudonné-Manin on a

Co(S(M ®¢i R)) = C™(1) @ C™
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en tant que ¢-modules sur Cmr, mais aussi comme C™-modules de Deligne de K, car la
monodromie et I'action de Gk sont triviales. Comme Co et S sont des équivalences, on
conclut que M ®g+ R est une extension triviale de R(1) par R dans ®M(R).

COROLLAIRE 3.3.25. On a un triangle commutatif (4 isomorphismes prés) de foncteurs

dM (R) # Delcnr (G )

—®5TRT %

dM(ET)
Par conséquent, le foncteur d’extension des scalaires — g1 R est essentiellement surjectif.
Le foncteur M est pleinement fidéle, mais il n’est pas essentiellement surjectif.

DEM. Soient V' un C™-module de Deligne de K, L/K une extension galoisienne finie

trivialisant V' et W une descente de V' a L (cf. 3.2.8). On a M(V) = ML(W) et M(V) =
My (W), cf. (3.3.17). Donc le diagramme commute par le lemme 3.3.18-(2). Le foncteur

M est pleinement fidéle car M est une équivalence et — ®g+ R est fidele. Il n’est pas
essentiellement surjectif car sinon — ®g+ R serait une équivalence. U

3.4. (¢, V)-modules unités

3.4.1. On dit que un (¢, V)-module M sur T est unité? si le p-module sous-jacent
est unité, i.e. s’il existe un sous-Ogi-module M’ de M, stable par ¢, tel que [Mat02, 5.2] :

(1) M =& o, M;
(2) la linéarisation Ogr ®4_, M'—M’ de ¢ est un isomorphisme.

Un (¢, V)-module M sur R est dit unité s’il existe un (¢, V)-module unité M sur £F
tel que M = M@gt R.

On dit qu'un module de Deligne est unité si le p-module sous-jacent est un ¢-module
unité.

On note ®M (ET)" (resp. ®M (R)™) la sous-catégorie pleine de ®M (ET) (resp. PM(R) )
dont les objets sont unités. De méme, l'exposant “ pour une catégorie de modules de
Deligne désignera la sous-catégorie pleine dont les objets sont unités.

3.4.2. On rappelle qu’on a noté A le sous-corps de C' des éléments fixés par o¢, cf.

(3.1.2). On note Rep/g\f(GK) la catégorie de A-représentations de G'x & monodromie géo-
métrique finie, i.e. telle que la restriction de l'action & Ix se factorise par un quotient
fini.

THEOREME 3.4.3. [Tsu98a] Le foncteur D1: Repif(GK) — OM(ENY défini par
nr ~ G
DY(V) = (V @, &M @cm O
est une équivalence de catégories.

Les énoncés qui suivent, relient les théorémes 3.4.3 et 3.3.21.

2unit-root en anglais
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3.4.4. Soit (D,p,N) un C"-module de Deligne unité. La relation N o p = plp o N
implique que N = 0. On considére le foncteur

(3.4.4.1) —@a C™: Rep§ (Gx) — Dela,, (Gx)Y,

qui associe & une A-représentation V de Gx & monodromie géométrique finie le module de
Deligne V @, C™ muni du Frobenius induit par le Frobenius o de C™ et de la monodromie
triviale. En sens inverse, on considére le foncteur

(3.4.4.2) ()¢~ Delg,, (Gx)* — Rept (Gk)

qui associe a un C™-module de Deligne unité (D, ,0) de K, la représentation D¥=14 de
Gk des points fixes par ¢.

LeEMME 3.4.5. (1) Le foncteur (3.4.4.1) est une équivalence de catégories dont un quasi-
inverse est (3.4.4.2).

(2) Soient V' une A-représentation de G & monodromie géométrique finie et M =
DI (V) le (¢, V)-module unité sur £ correspondant a V. On a

S(M ®g¢i R) = Déco(V @5 C™).
(3) Soit W un C™-module de Deligne unité de K. Alors

D (W cw ™)) = (W @om £™) 7% = M(W).

P~ =Id
DEM. (1) Il est évident que pour tout V' dans Repif(GK), (V ®n C’nr)w est cano-
niquement isomorphe & V. Pour vérifier 'autre égalité il suffit de montrer que pour tout

C™_module de Deligne unité W de K, on a dimy (W)‘p:Id = dimg,, W. Ceci se déduit du

théoréme de classification de Dieudonné-Manin appliqué au p-module W sur le corps onr.
On remarque ici qu’il est nécessaire de travailler avec C™ plutdt que avec C™.
(2) 11 est équivalent de montrer que Co(S(M ®gt R)) =V @4 C™. Par définition, on a

nr ~ v ~
Co(S(M ®¢t R)) = ((V a EM @cnr Cnr)GK et B) ®cne O™

~ QG ~ vV
Le deuxiéme membre est contenu dans ((V @p EM @cn C™) " Rgt B @cnr Cnr) ; il lui

est égal car ils sont de méme dimension sur O™, Comme B ®cnr O™ contient £ Qcmr 6’”,
en utilisant le théoreme de Tsuzuki (3.4.3), on a

(V @p ™ @ O @t B@ou O =
= (v or " 8w C)7F ggr (€ @em C)) @gpurg e (B S C)
=V Qp B ®cnr omr
On conclut par la relation
)v

(V ®@p B®@cnr com =V @p C™ @cnr énr:V@)A cmr,
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(3) Par définition, on a
~ o=Id ~ p=Id ~ nr\ GK
D (W @em ™)) = (W @cm 677 @y O @om £™) 7
~ G
Par (1), le deuxiéme membre est égale a (W @cnr O™ @cnr EM™) 7™ Soit T une descente de
~ G ~ G
W AL (328) A].OI'S (W ®Cnr Cnr ®Cnr ngr) K = (T ®CL CI]I‘ ®Cnr ngr) K. Le ET—eSpace

-~ G
vectoriel (T ®c, ST(L))Gal(L/K) est contenu dans (T ®c, C™ @cur E™)7™ | et comme il
est de dimension maximale les deux sont égaux. On a

Gal nr\ G nr\ G
(T ®c, gT(L)) al(L/K) _ (T ®c, st ) K _ (T ©c, O™ @eu et ) K
= (W @om ™) C M(W).
Pour conclure, il suffit de noter que dimgt (W ®@cnr é’an)GK = dimgt M(W) O

PROPOSITION 3.4.6. Le diagramme de foncteurs

M
(3.4.6.1) M (R)* %? Delens (G )

C()M\Déco

Delz.. (Gk )"
()#=t H—@m@‘“
M (EN* <—— Reps (G

Dt €PA ( K)

est commutatif (a isomorphisme prés), et toutes les fleches sont des équivalences des caté-
gories.

DEM. Montrons d’abord que M et S induisent des foncteurs sur les sous-catégories
des objets unités. Si un foncteur conserve la propriété d’étre unité alors tout quasi-inverse
la conserve aussi. Les foncteurs — ®gi R et Co conservent la propriété d’étre unité par

définition ; par conséquent Déco aussi. On déduit de (3.4.5-3) que le foncteur M conserve
la propriété d’étre unité; par conséquent les foncteurs M et S aussi. Le triangle supérieur
de (3.4.6.1) est commutatif par (3.3.25), le tringle inférieur est commutatif par le lemme
(3.4.5-3) et le périmeétre du carré par (3.4.5-2). Les équivalences verticales sur la droite
sont données par (3.4.5-1) et (3.2.8-2), et DT est une équivalence par (3.4.3). On en déduit

que les restrictions de — ®g+ R et M aux objets unités sont aussi des équivalences de
catégories. 0

COROLLAIRE 3.4.7. La restriction du foncteur d’analytification
— ®gt R: OM(EN* — M (R)™
auz (@, V)-modules unités est une équivalence de catégories. Un quasi-inverse est donné

par la restriction de M o S au (@, V)-modules unités.

DEM. C’est une conséquence de (3.4.6). O
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COROLLAIRE 3.4.8. La restriction du foncteur d’analytification auz (p,V)-modules de
rang 1 est une équivalence de catégories.

DEM. Par torsion du Frobenius on se rameéne au cas unité. O

3.5. Modules de Crew

DEFINITION 3.5.1. [Cr04a, §5] Un module de Crew de K est la donnée d’un couple de
C™"-espaces vectoriels de dimension finie V', W, munis des structures suivantes :

i) des actions semi-linéaires discrétes py et py de G sur V et W, i.e. telles que le
stabilisateur de tout élément de V ou de W soit ouvert dans G ;

ii) un couple de Frobenius ¢y et oy de V et W

iii) une application linéaire ¢: V' — W équivariante commutant aux Frobenius

iv) une application linéaire v: W — V équivariante telle que ¢y o v = p'v o oy ;

v) pour tout 7 € Ix une application v(7): W — V commutant aux Frobenius telle
que, pour tout 7 € I, py (1) = Idy + v(7) o c et pw(7) = Idw + cov(7).

On appelle ¢ Uapplication canonique, v la variation et les v(7) les variations de Galois.
Par abus, on notera (V,W,c,v,v(7)) la donnée d’'un module de Crew, les Frobenius et
l'action de G sur V et W étant sous-entendus.

Un morphisme de modules de Crew de K est un couple f: V — V' g: W — W'
d’applications C™-linéaires équivariantes, commutant aux Frobenius, aux applications ca-
noniques, aux variations et aux variations de Galois.

14 d Vv’
A \ 4‘\
| v(7) 'y’ 1 v'(7)
H/ ,
w w’
C’est-a-dire que
(3.5.1.1) goc=cof, vVog=fov et V(r)og=fou(r) Vrelg

On note Crenr (G ) la catégorie des modules de Crew de K.

REMARQUE 3.5.2. Dans [Cr04a], Crew note Creoar (G ) par Solne et appelle ses objets
Solution Data.

3.5.3. Soit (V,W,c,v,v(7)) un module de Crew. On pose Ny =voc: V — V (resp.
Nw = cowv: W — W). C’est une application linéaire équivariante telle que Ny o oy =
oy o Ny (resp. Ny o ow = pow o Ny) ; donc nilpotente. On déduit que (V; 1, Ny)
et (W, pw, Ny ) sont des C™-modules de Deligne de K. On rappelle qu’on note V(—1) le
C™-module de Deligne (V,p oy, Ny/) de K, cf. (3.2.6). Le lemme suivant est immédiat :

LEMME 3.5.4. (1) La donnée d’un module de Crew de K est équivalente a la donnée
d’un couple de C™-modules de Deligne de K

(V.pv,ov,Nv) et (W, pw,ow, Nw) € Delen (G ),
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d’un couple de morphismes c:' V. — W, v: W — V(=1) et pour tout T € Ix, d’un mor-
phisme v(1): W — V tel que :

pv(T) =Idy +v(1)oc et pw(r) =Idw +cov(r), Vre Ik.

(2) La donnée d’un morphisme de modules de Crew est équivalente a la donnée d’un
couple de morphismes de C™-modules de Deligne commutant avec ¢, v et v(T), pour tout
T € Ik.

3.5.5. Comme Delenr (G ) est abélienne et A-linéaire, il en est de méme de Crem: (G).

3.5.6. Un module de Crew (V, W, c,v,v(7)) est dit de type connezion si le morphisme
c est bijectif, cf. [Cr04a, 5.6.1]; dans ce cas il est isomorphe au module de Crew

(‘/’ V7 IdVv NVap(T) - IdV)

par I'isomorphisme

0 v—1 Ly 0
o |
0 Ve W 0

Crew définit un foncteur extension par zéro, noté ji,
j+: Delcnr (GK) — CrCnr (GK)
V — (V,V,Id,N,p(T)—Id)

qui est clairement pleinement fidéle, exact et son image essentielle est constitué des modules
de type connexion.

3.5.7. Un module de Crew est dit ponctuel s'il est de la forme (0, W, 0,0, 0), cf. [Cr04a,
5.6.2] ; dans ce cas I’action de I sur W est forcement triviale car pour tout 7 € I, pyw (7)—
Idy = cowv(r) = 0. Comme l'ensemble pointé de cohomologie HZ (G, GL,(C™)) est
trivial, le ¢-module WEE sur C est de dimension égale & dimenr W et W = WOEK @ O™
On définit un foncteur :

iy: ®M(C) — Crem(Gk)
(Vi) — (0,V®cC™,0,0,0)

ou V ®c C™ est considéré comme un C™-module de Deligne muni du Frobenius ¢ ®,, oc,
de la monodromie nulle et de 'action de G déduite de son action sur C™. On vérifie
facilement que ce foncteur est pleinement fidele, exact, d’image essentielle formée par les
modules ponctuels.

3.5.8. Pour tout module de Crew (V,W,c,v,v(7)) de K, on a la suite exacte, cf.
[Cr04a, 5.6.2|

Id

(3.5.8.1) 0 0

V V 0
D) wf)eos o |T)

0 Kere Vv w Cokerc —=0
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appelé dévissage standard de (V, W, c,v,v(T)).
LEMME 3.5.9. Pour tout module de Crew (V, W, c,v,v(7)) de K, on a sw(V) = sw(W).

DEM. On considére la suite exacte (3.5.8.1). Par (3.5.7), l'action de Iy sur Kerc et
Coker ¢ est triviale, donc leurs conducteurs de Swan sont nuls. Le conducteur de Swan
étant additif sur les suites exactes, on obtient que sw(V') = sw(W). O

3.6. Constantes locales

3.6.1. On suppose désormais que le corps résiduel k de K est fini, de cardinal ¢ = p/
et que Uentier h fixé dans (3.1.2) vaut 1, de sorte que C' = A ®z, W(k). Pour le reste, on
conserve les notations de (0.1) et (1.1.1).

3.6.2. Soient M un (¢, V)-module sur R, S(M) le C™-module de Deligne de K as-
socié. On muni S(M) d’une action C™-linéaire p: Wx — Autcar (S(M)) en posant pour
tout g € Wk et m € S(M),

plg)(m) = g(™9(m)).
ou v(g) est entier définit dans (1.1.1).

PROPOSITION 3.6.3. Le triplet (S(M), p, N) est une C™ -représentation de Weil-Deligne
de K.

DEM. En effet p est linéaire et triviale sur un sous-groupe ouvert de l'inertie. La relation
p(w)Np(w) ™' = ¢"®) N résulte facilement de I'égalité N = ppN sur S(M). O

3.6.4. Soit M un (¢, V)-module sur R. On appelle C™"-représentation de Weil-Deligne
associée a M, et on note WD(M), le triplet (S(M), p, N) de (3.6.3). On appelle constantes
locales de M les constante locales de WD(M) ; plus précisément on pose, d’apres (1.2.7) :

i) L(M,t) = L(WD(M),t);

ii) ar(M) = ar(WD(M)) ;

iii) pour un caractére additif non-trivial ¢p: K — C* et une mesure de Haar pu sur K a
valeur dans C,

5(M7Q;Z)nu) = 6(WD(M)7¢7H)
50(M7Q;Z)7M) = 50(WD(M)a¢nU’)

REMARQUE 3.6.5. En inégale caractéristique, ces définitions sont dues & Fontaine et
Perrin-Riou, cf. [Fon94c, 1.3.5] et [PR95, C.1.4].

PROPOSITION 3.6.6. Soient (M, ¢, V) un (¢, V)-module sur R, S(M) = (S(M), ¢, N)
le C™-module de Deligne associé et WD(M) = (S(M), p, N) la C™ -représentation de Weil-
Deligne associée. On désigne par Ker N le noyau de N sur S(M) : il est stable sous l’action
semi-linéaire de G, sous l'action C™ -linéaire p de Wi et par le Frobenius.

(1) On a un isomorphisme canonique MY = (Ker N)°% de p-modules sur C.

(2) On a un isomorphisme canonique, Gy-équivariant, MV @c C™ = (Ker N)IK, de
w-modules sur C™.
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(3) On a
(3.6.6.1) ar(M) = irr(M) +rg(M) — dlmc(MV)
(3.6.6.2) L(M,t) = detc(1 — to! IMY) ' € 1+ tC[t]
(3.6.6.3) detene (—p(F¥)|(Ker N)'%) = deta(—pf|MY), ou F* =o0~F € Gy;
(3664) (M, p) = £o(M, 9, pdete(—p! |MY)
(3.6.6.5) eo(M, 1, p) = eo(WD(M)°, ¥, ).

DEM. Montrons (1). D’apres (3.3.21), on a
~ _ Vg€ Gk, g(x) ==
M= M(S(M)) = {3: € S(M) ®cn: B NoldtIde N =0 [
D’ou
Vg € Gk, g(x) =
MY ={zeS(M)@cn Bl NoId+1d® N(z) =0

Id®d(x) =
- {x € S(M) ?(;Cing(w) =z }

= (Ker N)9r.
Montrons (2). Fixons une extension galoisienne finie L /K qui rend M unipotent et on pose

D = Sp(M). Daprés (3.3.21), on a M = My (D) et MV = (Ker N)°% = (Ker Np )Gal(L/K)
Comme H'(Gal(ky/k),GL,(CL)) est trivial, on en déduit que

(Ker ND)Gal(L/K) ®c Cr, = (Ker ND)I(L/K).

D'ou MY ®c¢ C™ = (Ker Np)!E/E) ®c, C™ = (Ker N)'¥. Par construction cet isomor-
phisme est équivariant et commute aux Frobenius respectifs.

(3.6.6.1) Par la définition ar(M) = sw(p) + dimenr WD(M) — dimene (Ker N)' . Par
un théoréeme de Matsuda-Tsuzuki, cf. [Mat02, 8.6], [Tsu98b, 7.2.2| (rappelé dans cette
these, cf. [Mar04, 4.7]), on a irr(M) = sw(p) ; on conclut par (1) et (2).

(3.6.6.2) Par la définition de p, on a p(F*) = F* o ¢/ sur (Ker N)'5, on F* = o~/ € G,

En utilisant (2),
L(M,t) = deten (1 — tp(F*)|(Ker N)'%) "
= detenr (1 — t(F* 0 of)|(Ker N)'€) ™
(
(

—1
= deten (1 - t(Id @ 057 ) o (¢ @ oL)| MY ©c C™)
— deten (1 — t(o! ® Id)\MV 2c ™)
= detc (1 — tgof]MV)

De méme pour (3.6.6.3). Enfin, (3.6.6.4) et (3.6.6.5) sont évidents d’aprées (2) et (1.2.7). O






CHAPITRE 4

Calcul (micro)différentiel arithmétique sur un trait complet

4.1. Coefficients binomiaux modifiés

4.1.1. On rappelle dans cette section les définitions et quelques propriétés p-adiques
des coefficients binomiaux dues a Berthelot [Bert96b, 1.1]. On note v, la valuation
p-adique de Q,, normalisée par v,(p) = 1. Pour tout entier ¢ > 0, on note s; la somme des
chiffres de son développement p-adique. On a

17— S;

p—1

Soit m > 0 un entier. Pour i = i’ +¢", avec 7/,i” € N, on désigne i = qp™ +r, i = ¢'p™ +1/,
1" = ¢"p™ + " les divisions euclidiennes de 4,4’ et ¢ par p™. On pose

1 7!
(4.1.1.2) (Z') = o

7 q!
41.1.3 , _ T
(1113 ), =

(4.1.1.4) <;'>(m) - (Z’> {;’}(;)

Nous omettrons l'indice (m) lorsque aucune confusion n’en résultera. Pour m =0, on a

(4.1.1.5) {} = (), <> =L
o\ "/ o)
Pour tout 0 <¢ < p™, on a
{i,}(m) ’ <i'>(m) (Zl)

Pour tout ¢/,i” € N, i =4 + 1", on a (.i), {f,}(m) e N, <f,>(m) € L) et

l/

(4.1.1.1) v, (il) =

(4.1.1.6) w((3) = 8’;8_1_3 >0
/ "
i g —q —q F S5y + S — 84
(4.1.1.7) ({3} m) = o >0
_ q/+q”_q_’_sr’+5r”_5r

>0

(4.1.1.8) v ((my) p—1

81
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Il en résulte en particulier que si ¢ < p™,

@119 () =w () =movl) e v ({7},) =0

De méme, si i > p™,
(4.1.1.10) {pfn}(m) = VP(<pf">(m)> =0

4.2. Rappels de calcul différentiel sur un trait complet

4.2.1. On reprend les hypothéses et notations du chapitre 3, en dehors de celles de
(3.6). On pose S = Spec O, s = Spec k (resp. n = Spec K) le point fermé (resp. générique)
de S. On note . le O¢-schéma formel Spf O¢[T7], ou O[T est muni de la topologie me-
adique. Sa fibre spéciale . xgpr 0 Spec k s’identifie a S en envoyant la classe de T' sur
l'uniformisante de O fixé dans (3.1.1). On note ig: S — .¥ l'immersion fermé ainsi
définie. On note ip: Spf O¢ — & I'immersion fermée d’idéal TO¢[T7], de sorte qu’on ait
le diagramme commutatif & carrés cartésiens

Spf O <— 7<= Spf O¢

e

Speck S s

Le Frobenius ogt fixé dans (3.1.4) laisse stable O¢[7'], donc il induit un relévement . — .7,
qu’on note encore o, du Frobenius algébrique (d’ordre h) de S.

4.2.2. Pour tout entier n > 0, posons A, = Oc¢/m¢ et S, = 7 Xgpr0, Spec A, =
Spec A, [T]. On munit A, de la topologie discréte et A,[T] de la topologie T-adique.
On note Q}qn /A, le module des différentielles continues de S, au dessus de Spec A,.

Comme S,, est formellement lisse sur A4, [EGA, IV 0.19.7.1], QLI%/AH est un A,[T]-
module libre de rang 1 engendré par la différentielle d7' [EGA, IV 0.20.4.10]. On note
0 =d/dT: A,[T] — A,[T] la dérivation duale de dT. On désigne par A, [T]®4, An[T] le
produit tensoriel complété [EGA, I 0.7.7.5]. La multiplication induit un homomorphisme
surjectif A, [T]®a, An[T] — An[T], de noyau monogéne engendré par (10T —T ®1). On
note Pg le quotient de A, [T]&4, An[T] par Vidéal engendré par (1@ T —T @ 1) ; on
l'appelle algebre des parties principales continues d’ordre r. On munit Pg de la topologie
quotient de celle de A, [T]® 4, An[T].

On note pr,.: Pg:l — Pg, la projection canonique, et i, (resp. d,) 'application A,-
linéaire continue A,[T] — Py , qui envoie 7" sur la classe de T®1 (resp. 1®T'). Pour tout
entier 7 positif, on munit Pg de la structure de A,[7]-module & gauche (resp. droite) via
Papplication i, (resp. d,). La topologie de Pg coincide avec la topologie T-adique induite
par la structure de A,[T]-module & gauche (resp. a droite). En effet, la topologie de Pg_
est clairement moins fine que la topologie T-adique a gauche (resp. droite) ; inversement
en développant la relation (17T —T ® 1)Tle =0, on voit que 1 ® T"*! ¢ TPg (resp.
Tt @1 € Pg T). Sauf mention explicite du contraire, on munit Pg de la structure de
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Ap[T]-module & gauche. Les applications pr, sont A,[7]-linéaires. On désigne par 7 la
classe de 1® T —T'® 1 dans Pg . Le A,[T]-module Pg est libre de rang 7 + 1, de base
(Lry...,7").

4.2.3. On pose
Ds,, » = Homy, [77(P5,, AnlT])

Dg, =limDg, » = U Dg,, r
reN reN
Ce sont des A, [T]-modules libres filtrés; on note (8[j])0§j9, la base de Dg,, , duale de la
base (77 )OS j<r- On définit une loi de multiplication dans Dg,,, compatible a la structure

de A, [T]-module filtré, comme dans [EGA, IV 16.8.9.1] : pour tout entiers r,7’ > 0, il
existe une unique application A, [T]-linéaire

(4.2.3.1) Sryr: PET — PE @4,y PE,
rendant commutatif le diagramme
4y ,
(4.2.3.2) A [T] —— Py
ldT{ \L(sr,r/
; dr®Id

ou le produit tensoriel Py ®4,[7] Pg; est pris par rapport a la structure de A, [T]-module
a droite (resp. & gauche) sur Pg (resp. Pg;), et d, ® Id désigne 'homomorphisme

! /' dy Id /
Py = Ap[T] @, PE, =2 P5, Oa, 1] PE,-

Le produit de P: Py — A,[T] et Q: Pg; — Ap[T7] est défini comme ’homomorphisme

composé

/ 5,,. T, /
PQ: Py 5 PL @y gy P, s PG A,[T]

On appelle Dg, Valgébre des opérateurs différentiels continus de S, au dessus de A,,.

4.2.4. Comme ‘me I’a signalé P.Berthelot, le module des différentielles algébriques
Q}%/An est égal a Q}%/An‘ Cela résulte de [BeMe90, 1.3.1], car A; = k étant parfait,

Pélément T' donne une p-base de A;[T]. Par conséquent, les constructions de ’algébre des
parties principales continues (4.2.2), et de l'algébre des opérateurs différentiels continus
(4.2.3), coincident avec les constructions algébriques [EGA, IV 16.8].

PROPOSITION 4.2.5. (1) Pour tout o € AL[T], on a

(4.2.5.1) dy(a) = Z ir(a[j](a))Tj. (formule de Taylor)
0<j<r
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Sion écrit =) namT™, alors
(4.2.5.2) OV (a) =Y an ()T € An[T].
m2j

(2) On a les relations :

(4.2.5.3) Al = gl gl'l = (TN 9l € Dy vi',i" € N,
(4.2.5.4) Ma= 3" (5)o"(a)o" € Dg, Vi € N,Va € A,[T].
i+ =i

(3) On désigne par Endg (An[T]) la A,[T]-algébre des endomorphismes continus du
Ap-module Ay[T]. Les applications Dg, , — End%{ (A,[T]) qui envoient P +— P od,,
définissent un homomorphisme injectif Dg, — End$ (A, [T]) de A,[T]-algébres. Dans la
suite, on identifiera Dg, a son image dans End$ (A, [T1]).

(4) En tant que Ap[T]-algébre Dg, est engendrée par 3[pj], pour j € N. Pour tout
ieN, on aildlll =8 ; pour tout i > 0, A est nilpotent.

DEM. Par (4.2.4), la démonstration est identique a celle de [EGA, IV 16.11] pour le
cas lisse. Rappelons juste la preuve de (4). C’est évident par (4.2.5.2) que pour tout i > 0,
on a 19l = & Soit j = anzo amp™ le développement p-adique d’un entier j > 0. On
déduit de (4.2.5.3) que cdl! = Hizzo ™I avec ¢ = j!(anzO (pm!)a’")_l qui est de
valuation p-adique zéro. Ce qui prouve que (ahﬂ'l) jen est un systéme de générateurs de la
A, [T]-algebre Dg,. Enfin, il suffit de montrer que pour tout j > 0, o' est nilpotent.
On déduit de (4.2.5.3) que (8PP = bpi p P avec bpi p = P/ (PP, quion veérifie

P )i(ﬁwﬂ])Z est égale & zéro

facilement étre de valuation p-adique 1. Donc (8[pj]) = (byi
i)' =0 dans A,[T]. O

pour i tel que (b,

4.2.6. Pour tout n’ > n > 0, la projection A, — A, induit un homomorphisme
Ds , — Dg,. On obtient ainsi un systéme projectif (Dsn)neN. On pose

Dyg = (ImDs,) @2 Q,
neN
qui est une algébre sur 'anneau C[T]° = O¢[T] ®z Q, car Oc[T] = lim A, [T]. Par
neN
construction, on a une action a gauche, fidéle et continue, de Dy, sur C [T]°. Comme Dg,

est libre de base (8[i])ieN, on a

(4.2.6.1) Dyg = {Z a; 0"

i€EN

ai € CITT, Jim_Jloi], = o} ,

ot ||-||; désigne la norme de Gauss (3.1.4), et 0l agit sur C[T]° par
1 d

— - TN — T7b.
aqri: O] Cl1]
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4.2.7. Soit, pour tout entier m > 0, (Ps, (m), I, J,7) la m-PD-enveloppe de I’anneau
Ap[T)®a, An[T] relativement & I'idéal engendré par 1T —T®1 [Bert02, 1.1.2]. C’est une
An[T]® 4, An[T]-algébre munie d'un m-PD-idéal (1, J,v) tel que (18T —T®1)Pg,, (m) C I,
vérifiant une propriété universelle.

On note 7 I'image de 1@ T —T'® 1 dans Pg, (), €t, pour tout i > 0, U om 1a i-ieme
puissance divisée partielle de 7. On notera 714 au lieu de rlikom) lorsque il n’y a aucun
ambiguité sur le niveau m.

On note (I1™}), _ la filtration m-PD-adique de Ps,.(m), cf. [Bert02, 1.1.3], [Bert00,
A.3|. Cest la filtration d’anneau la plus fine telle que :

(i) 10 = ’Pgm(m) et T1} = I,

(ii) pour tout i > 1, z € It et r > 0, 2} e 1171},

(iii) pour tout i > 0, (J + pPg,, (m)) N It} est un sous-PD-idéal de J + DPs, (m)-

On pose, pour tout r > 0, [Bert02, 1.1.3|, [Cr04a, 3.1]

’Pgm(m) = PSH,(m)/I{H_l}-

On Pappelle I’algebre des parties principales continues d’ordre r et niveau m. On note en-
core 71 la classe de 7{% dans Ps, (m)* On a un morphisme canonique Py — Pg (m)* Par

la propriété universelle [Bert96b, 1.4.2], Ps. (m) s’identifie & la m-PD-enveloppe de Pg_
relativement a l'idéal engendré par 7. Pour m variable, les Pg (m) forment de fagon natu-
relle un systéme projectif de A, [T]® 4, An[T]-algébres dont la limite projective s’identifie
APl [Bert96b, 1.4.7, 2.1.2.1].

On désigne par i) A, [T]) — S (m) (resp. alm. A T] — Pgm(m)) lapplication
Ap-linéaire composée de i, (resp. d,) et du morphisme canonique Pg — Pg, (m)* On munit
Pg,, (m) dune structure de Ap[T]-module & gauche (resp. droite) par 1 (m) (resp. dﬁm)). Sauf
mention explicite du contraire, on munit Pg_ (m) de la structure de A, [T]-module & gauche.
On vérifie que Pgm(m) est libre de base (T{i})ogigr; la preuve est identique & [Bert96b,

1.5.1], compte tenu de (4.2.4).
Par la fonctorialité des m-PD-enveloppes, pour r,7’ € N, on obtient de d,,/, un homo-
morphisme

ot le produit tensoriel Pg @4, (1] Pg/n (m) €St pris par rapport a la structure de A, [T]-
module & droite (resp. & gauche) sur Pg (m) (resp. Pg/n (m)).
4.2.8. On pose [Bert02, 1.2.2|, [Cr04a, 3.1|
D), = Homy, 117 (P5, (my> AnlT1)

(m) _ (m) _ (m)
Dy~ = h_n>1DSn,r = U DSn,r
reN reN
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Ce sont des A, [T]-modules libres filtrés; on note (8<i>(m>)0§i§r, la base de DE@T)T duale de

(T{i}(m))OSiST' On définit une loi de multiplication, compatible a la structure de A, [T]-
module filtré de la fagon suivante. Le produit de P: Pg (m) — ApT] et Q: Pgln (m)
Ap[T] est défini comme "’homomorphisme composé

o) 1d®Q P
=5 P (m) @ AulT] P (m) —— P (m) — AnlT]

—

PQ: PGt

»(m)
On appelle Dgzl) I’algébre des opérateurs différentiels de niveau m de S, au dessus de A,,.

PROPOSITION 4.2.9. [Bert96b, 2.2.4] Soit m € N. (1) Pour tout a € A,[T], s € N,

on a
S

(4.2.9.1) dgm)(a) — Z igm) (3<i>(a))7'{i} (formule de Taylor dans ngm(m)).
=0
Si on éerit o =3 e a;jT7, i = qp™+r;, avec 0 <r; <p™, on a
(4.29.2) 0% () =Y ajq:! ()T = ¢;10"(a)
j>t

(2) On a les relations :

(4.2.9.3) a<i’>a<l"> 8ol = <i'+, >8<1 ") e DI, Vi',i" € N,
(4.2.9.4) = > {0 e Dy, Vi € N,Va € A,[T],
i 4i =1

(3) La A,[T]-algébre Dg:) est engendrée par (8<pj>)0<j<m. Pour tout 0 < j < m,
Uélément 0P est nilpotent ; par contre lélément O™ n’est pas nilpotent.

DEM. La formule de Taylor est tautologique. On en déduit (4.2.9.2) et (2) comme
dans le cas de type fini [Bert96b, 2.2.4]. Rappelons en détail la démonstration de (3).
Pour tout entier ¢ > 0, soient ¢ = ¢;p"* +r sa division euclidienne par p™ et r = Z?Zol ajpj
le développement p-adique du reste. On déduit de (2) que

010( H pﬂ

g\ 1
avec ¢; = 1! <qi!(pm!)(“ H;”:_Ol (p7!)aj> qui est de valuation p-adique

[y

m—1 m—
(*Sz i+ 5q — ap™ + i — Y a;p’ + aj>:
i=0 i=0

1
p—1

vp(ci) =

On en déduit que les 8<pj>, pour j =0,...,m, engendrent D(m) en tant que A,[T]-algebre.
Pour tout 0 < a < p™et 0 <d <a,ona < > = (a,), (4.1.1). On en déduit que

pour tout 0 < j < m, on a (8<pj>)p = bpip o’ ), avec bpip = p“ll/(pj!)p, qu’on vérifie
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facilement étre de Valuation p-adique 1. Donc (8<pj>)pz = (bpjp)i(@@j“))z est égale a zéro
pour i tel que (b, ,)" = 0 dans A,[T]. Par contre pour tout i, on a (8<pm>)l = cipm0\P")
(357;2; est de valuation p-adique 0. Donc pour tout entier positif i, (8<pm>)l est
différent de zéro. O

4.2.10. On désigne par pp,: Dg:)

ol Cjpm =

— Dg, I'homomorphisme de A, [T]-modules qui
envoie 9% sur ¢;!0l; en particulier, pour 0 < i < p™, pm(8<i>) = 9l et pour i assez
grand p,,(0%)) = 0. On veérifie par (4.2.9)-(2) que p,, est un homomorphisme d’anneaux,
et par (4.2.9)-(3) que 'image de Dg:) par py, s’'identifie &

(4.2.10.1) pm (D) = A,[T][0,07,...,8"")) ¢ Dg, .
4.2.11. Pour m’ > m > 0, on définit une application de A,[T]-modules
ot m: D) = DG
par

i .| .
Pt (07 m) = Loglnny i e N,

q;:
oui = qp™ +r; = ¢p" +rl, avec 0 < 1 < p™et 0 < 7 < p™. Clest en fait un
homomorphisme de A,,[T]-algébres. On obtient ainsi un systéme inductif (DES‘T:)v pm/’m)mGN

dont la limite inductive s’identifie, par hi>n Pm, & Dg,, .
meN

4.2.12. Soit m > 0 un entier. Pour tout n’ > n > 0, la projection A,; — A,, induit

un morphisme d’anneaux ng ;o Dg:). On obtient un systéme projectif (DSn))neN‘ On
pose "
(4.2.12.1) DU = lim D™
2.12. . lim Dy |
neN
(4.2.12.2) DUy =D @2 Q
4.2.13. Pour m’ > m > 0, les applications p, ,, définies ci-dessus, induisent un ho-
momorphisme Py, : ﬁéﬂm@) — 73}”8, et on obtient un systéme inductif (5}”8, ﬁm/7m)m€N
Comme O¢[T] = lim A,[T7 est de caractéristique zéro, les applications pyy », sont injec-
neN
tives. On pose
T iy D)
(4.2.13.1) DI, = lim DY
m>0
_pt oy D
(4.2.13.2) D' =D, = lim Dy

m>0
On appelle D;Q (resp. 73(;8) Vanneau des opérateurs différentiels arithmétiques (resp. de
niveau m) sur .#. Ce sont des C[T]’-algébres.
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4.2.14. Les homomorphismes p, : Dg:)

jective sur n des homomorphismes p, : ﬁéﬂm& — ﬁ%@ et p = lim Pm: D;Q — ﬁy;@, qui

meN
sont injectifs car la base est de caractéristique zéro. On en déduit une action naturelle &

gauche de ﬁ(;a et D;Q sur C[T]°.

— Dg,, induisent par passage a la limite pro-

LEMME 4.2.15. [Bert96b, (2.4.3.1)] Soient m,i > 0 deux entiers, i = q( mpm 7"( ™)

la division euclidienne de @ par p™, avec 0 < rz(m) <p™. Ona:

1 ) P (m) 1
——— —log (i +1) — —— <vplg; ') £ —F——
pm(p—1) p 1) =y < wla) pm(p—1)
LEMME 4.2.16. [Bert96b, (2.4.3)]

(1) Pour tout m € N, il existe deuz réels 0 <n < 1,c >0, tels que pour tout i > 0, de

division euclidienne i = ql(m)pm + rl(-m), on a Hqi(m)!H < cn'.

(2) Pour tout réel 0 < n < 1, il existe m € N, ¢ € R, tels que pour tout i > 0, de

(m) (m)

division euclidienne i =g, 'p™ +1;"", on an' < c||q(m)!||.

PROPOSITION 4.2.17. Soit m > 0 un entier. L’homomorphzsme Pm (resp. p) identifie
y@ (resp. D;Q) a la sous-C[T]°-algébre suivante de Dy@

(4.2.17.1) ij?@ = {Zalq2|a[ a; € C[T]P, hm a; = 0}
€N
+oo

(4.2.17.2) D}Q = {sz‘a[i] b € C[T]®, 3e,n e Ry < 1, ||bi|; < Cni}
i=0

ou Ol = ngl

et ||-||; désigne la norme de Gauss (3.1.4).

DEM. On pose, pour tout entier 1 > 0,7 = ¢;p""+7r, avec 0 < r < p™. En caractéristique
zéro, on a O = ¢;19ll = (¢;!/i1". On en déduit la premiére égalité. D’aprés (4.2.16)-(1),
pour tout entier m positif, il existe n < 1, tel que

e [

€N

bi € C[T]°,3c € R t.q. HbH<c77}

On déduit de (4.2.16)-(2), que pour tout n < 1, il existe m/, dépendant de 7, tel que

{ > " b;ol!

€N

b € C[TT". 3c € R tq. |bi] < n} c D).

L'égalité (4.2.17.2) s'ensuit car Do = U Doy O
' meN ’

LEMME 4.2.18. [Cr04a, 3.2|,|Bert96b, 4.2.1| Soient f € A,[T], r > 0 un entier. On
pose

Bs, (f,r) = An[T][X]/(f" X = p)
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Si p™tt divise r, la structure naturelle de D( )—module sur Ap[T] s’étend a Bg, (f,r). Cette
structure est compatible [Bert96b, 2.3.4| 4 ' la structure de Ay, [T]-algébre de Bg, (f,r).

4.2.19. Soient m,r > 0 deux entiers tels que p™*! divise r. Pour tout f € A,[T], on
munit Bg, (f,r) d'une action a gauche de ﬁ;m) via la projection ﬁ(ym) — D(m) (4.2.12).

Soit f € O¢[T]; pour tout entier n > 0, on note f, la classe de f dans A [T]. Pour
tout entier n’ > n > 0, la projection A, — A, induit un homomorphisme

BSn/ (]Fn/a T) — Bg, (fna T)
m)

d’anneaux, qui est aussi un homomorphisme pour la structure de D(y -modules définie

ci-dessus. On obtient ainsi un systéme projectif d’anneaux (Bsn ( f_"’r))nEN (resp. ﬁ}m)-
modules). On pose
(4.2.19.1) By(f,r) =1im Bs,,(fn,7)

neN

qui est canoniquement isomorphe & Oc[T{X}/(f"X — p).

4.2.20. Soient n > 0 un entier et f € A,[T]. Pour tout entier m’ >m > 0, Dg:) agit
sur Bs, (f,p™ 1) via pp - D(m) — D(m,) (4.2.11). L’endomorphisme de la A,,[T]-algébre
A T]X], X fpm’+1 P™"' X | induit un homomorphisme de A, [T]-algébres

p;n,m’: BSn(fvpm+1) — BSn(fvpm +1)
)

On vérifie que c’est aussi un homomorphisme de Dg: -modules. On obtient un systéme

3 ; m1 /
inductive (BSTT (f,p )., pﬂ?:m’)meN / '
passent a la limite projective sur n € N et on obtient ainsi pour tout f € O¢[T], un

systeme inductif (Bo(f, p™ ), by, i) ey A dessus de (ﬁ,gf’m)’ﬁmm’)meN'

au dessus de (Dg:), pmm,)meN. Les applications p/,

PROPOSITION 4.2.21. [Bert96b, 4.3.2] On a un homomorphisme canonique injectif de
Oc[T]-algébres

v h_H;l By(Tapm+1)—)O£T7
meN

qui induit un isomorphisme de C[T]°-algébres
Wg: (lim BAT,p™)) @2Q = €.
meN

Ce qui munit 7 d’'une structure canonique de Df-module.

DEM. Pour tout n,m > 0, on considére I’homomorphisme de A, [T]-algébres

AR [T]X]/(TP

m—+1

X —p) — A[T]T7]

p
X}—)W
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Par passage a la limite projective sur n € N, on obtient un homomorphisme de O¢[T]-
algébres

m m+1 . —
Up: BAT,p"™ ™) = Oc[THX}/ (TP X —p) — Og :=lim A,[T][T7!]
neN
P
X — T

qui est clairement injectif. On rappelle que Og: s’identifie & une sous-O¢[T]-algebre de
O¢, (3.1.4). 1l est facile de vérifier que I'image de ¥,,, est contenue dans la sous-algebre de

1/Pm+1’ 1[

O¢ des séries convergentes sur la couronne [||p| . En particulier, pour tout m € N,

¥, se factorise par Ogt — Of.

Les homomorphismes ¥,,, commutent aux homomorphismes p! . (4.2.20), et induisent
ainsi, par passage a la limite inductive sur m € N, un homomorphisme injectif de O¢[T]-
algebres

U lim BAT,p"™*") — Og
meN

En tensorisant avec Q, on obtient un homomorphisme injectif de C[T’]*-algébres

wg: (lm BAT,p™)) ©2Q — &
meN

Prouvons que Wq est surjectif. Il suffit de prouver que pour tout s(T) € £, il existe r € N,
tel que p"s(T') appartient a Im W. Soit s(T) = Y ., a,T" € ET. 11 existe m € N, tel que
. m—+1
lim_{|an||[lp]"/”
n——oo

vp(an) > —#. Quitte a multiplier s(7") par une puissance de p, on peut supposer que

= 0; en particulier, il existe n’ € Z tel que pour tout n < n/, on a

pour tout n € Z, on a a, € O¢ et vp(an) > —Iﬁ + 1. Montrons que s(T) appartient a

limage de W,,,. On pose fo = > a,T™ et pour tout i > 0,

—(i—1)p™ti-1

a )
- E e

n=—ipm+l
Par construction, on a f; € O¢[T] et formellement s(7) = > fiTippiﬂi-ﬁ—l' Donc il reste a

€N
montrer que lim ||f;]l; = 0. En effet, on a
1—+00

vi(fi) = inf {vp(an) — i | —ip" T <n < —(i — 1)p™tt}
> inf {vp(an) + mLH 1| —ipmH << —(i— 1)pm+1}
p

ou vi(f;) est la valuation de Gauss de f; (3.1.4), qui tend vers 400 a cause de la condition
de convergence sur s(7'). O
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4.2.22. On pose
(4.2.22.1) DS (0) = Bs, (T.p"™*) @ 4, pr) D

Par (4.2.18), Bg, (T,p™"!) est munie d'une structure de D( )—module compatible & sa
structure de A, [T]-algébre. Donc par [Bert96b, 2.3.5], il ex1ste une unique structure

d’anneau sur Dgn)(O) telle que les morphismes Bg, (T,p™!) — Dg:) (0),b—b®1 et
Dg:) — Dg:) (0), P — 1® P, soient des homomorphismes d’anneaux, que (b®1)(1® P) =

b® P pour tout b € Bg, (T,p™*!), P € Dg:), et que pour tout j € N, b € Bg, (T, p™+!),
on ait

1eo)pel)= Y {1109 "bco%

0<i<y

Pour tout entier n” > m > 0, la projection A, — A, induit un homomorphisme
DY (0) — DY (0). On pose

(4.2.22.2) DY (0) = lim DY (0)
neN
(4.2.22.3) DU(0) = DUV (0) ®2Q

Par définition, on a 13(;,%(0) = BAT, p™ ™) @011 D((;%. On obtient un systéme inductif

(DG2(0), s n® Bt m)
on pose

(4.2.22.4) D¥(0) = D}, 4(0) = li_f%ﬁ%(o)
me

On appelle D;Q(O) (resp. 13;78(0) ) Vanneau des opérateurs différentielles arithmétiques
(resp. de niveau m) sur . 4 singularités surconvergentes en 0.

PROPOSITION 4.2.23. L’action naturelle de Dt sur T (4.2.21) se prolonge en une action
de DT(0) sur EY. L’anneau DT(0) s’identifie formellement & Uanneaus des séries

“+o0o

(4.2.23.1) Df(0) = {Zaiam a; € EY, e, n e Rop < 1, [|ag]], < cni} .
i=0

ot Al agit sur E par Z, dTZ AN A

DEM. La premiére assertion est évidente. Par (4.2.17.1), compte tenu de 75;7%(0) =

By(TypmH)@oO[[T}]ﬁ(}%; on a

0= (e

ieN

1——+00

a; € BAT, m'H) ®z Q, lim a; = O}

On conclut par (4.2.21), en procédant comme dans la démonstration de (4.2.17). O
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4.3. FD'-modules holonomes

4.3.1. Soit mg € N le plus petit entier tel que m¢ soit muni d’une mg-PD-structure
a puissances divisées (il suffit que p™°(p — 1) > veo(p)). On note o: ¥ — .7 le relévement
du Frobenius absolu (d’ordre h) de S (4.2.1), .’ le O¢-schéma formel déduit de . par le
changement de base défini par o¢: Oc — Oc, et F: . — %' le Frobenius relatif, de sorte
qu’on ait le diagramme commutatif & carré cartésien

gL o 7

Noe |

Spf O — Spf Oc

Pour tout m > myg, I'image inverse par F induit une équivalence de catégories F* entre
la catégorie des D(;f()@—modules et la catégorie des D}%+h)—modules [Bert02, 3.1.4, 2.1.3].

On en déduit que 'image inverse par F, induit une équivalence de la catégorie des D;, o

modules vers la catégorie des D;Q—modules [Bert02, 4.3.1]. Pour tout D;Q—module M on

notera o*M le D;Q—module F*M’, ot on a noté M’ I'image inverse de M par .¥' — .7
On dit qu'un D;Q—module M est muni d’une structure de Frobenius s’il est muni d’un

isomorphisme de D;Q—modules ©: M — o*M. On dit aussi que M est un FD-module.

On appelle ¢ le Frobenius de M. Un morphisme de FD'-modules est un morphisme de
Di-modules commutant aux Frobenius.

De méme, I'image inverse par F', permet de définir un foncteur M +— o*M de la caté-
gorie des D}Q(O)—modules dans elle méme. On appelle FD'(0)-module un DT (0)-module
M muni d’un isomorphisme ¢: M — o¢*M.

4.3.2. Soit M un FDT(0)-module. On munit M dun endomorphisme o¢-linéaire @y,
induit par le Frobenius de M et d’une application Vy;: M — M ®gt Q}ST/(N définie par

m— (Om) @ dT.

DEFINITION 4.3.3. [Cr04a, 3.5] On dit quun F'DT(0)-module M est holonome s'il est
de dimension finie sur £T. Dans ce cas, le triplet (M, Vs, par) appartient a ®M(ET). On
note F-Hol(D'(0)) la catégorie des F'DT(0)-modules holonomes.

PROPOSITION 4.3.4. Le foncteur

F-Hol(D'(0)) — ®M(ED)
M — (M,V,oum)

est une équivalence de catégories.

DEM. La pleine fidélité est évidente. Montrons que ce foncteur est essentiellement
surjectif. Soient (M, p, V) un (¢, V)-module sur &7, ||-|,, une norme sur M relativement
a la valeur absolue |-||, de £, et V(d/dT): M — M la dérivation de M associé par V a
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la dérivation d/dT: ET — ET. Pour tout m € M, n < 1, on a [Tsu98c, 3.4.2]

1 , .
[ Arieron] i -
im0 i!v(d/d )'(m) M77 0

Donc par (4.2.23) et [Tsu98c, 3.4.4], on peut munir M d’une action a gauche de D'(0),
en faisant agir @ comme V(d/dT). Le Frobenius ¢ induit une structure de FDT(0)-module
sur M, qui est holonome car il est de dimension finie sur £7. O

4.3.5. Pour tout FDf-module M, on pose, j7M = D(0) @pt M, cf. [Cr04a, 3.5].

Crew énonce la caractérisation suivante de I’holonomie pour un FDf-module, qu’on
prend ici comme définition, cf. loc. cit. 3.5.

DEFINITION 4.3.6 (Crew). On dit que un F'Df-module M est holonome s'il est cohérent
en tant que Df-module et si j7M est holonome en tant que FDT(0)-module. On note
F-Hol(D') la catégorie des FDf-modules holonomes.

4.3.7. Pour tout FDT(0)-module M, on pose j4 (M) le FD-module déduit de M par
restriction de scalaires, cf. [Cr04a, 3.5].

4.3.8. Dans [Cr04a, 4], Crew définit un anneau D™ (resp. D*(0) ) contenant Df
(resp. DT(0) ), une catégorie F-Hol(D") (resp. F-Hol(D*(0)) ) et un foncteur d’analyti-
fication

(4.3.8.1) F-Hol(D') — F-Hol(D")
M +— M :=D"@p M

Soit A = A([0,1]) C R le sous-anneau des fonctions analytiques sur le disque ouvert
(3.1.3). On a (C[T]")™ = A et EI"" = R. L’anneau C[T]® (resp. £') a une structure
naturelles de FDT-module (resp. FDT(0)-module); en déduit que I'anneau A (resp. R) a
une structure de FD*'-module (resp. FD"(0)-module). L’anneau B des hyperfonctions
(3.1.8) est un FD*(0)-module.

4.3.9. Crew définit le F'D*"-module des microfonctions C par la suite exacte de F'D"-
modules [Cr04a, 5.1]

can

0 —AQCCY™ —B—C—0

ot 'homomorphisme A ®c C™ — B est induit par les inclusions A C R C B et C™ C B,
cf. (3.1.8). On appelle can: B — C la projection canonique. Le FD*-module C est muni
d’une action de G induite par celle sur B. L’anneau A ®¢c C" est contenu dans le noyau
de l'opérateur de monodromie N: B — B. Ce dernier se factorise donc par une application
C — B, notée var, qu’on appelle variation, de sorte qu’on ait le diagramme commutatif

B can C
Ni Var/lN

can
B——
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De fagon analogue, pour tout 7 € I, 'action de 7 — Id étant triviale sur A ®c C™, on
en déduit une application linéaire v(7): C — B telle que 7 — Idg = v(7) o can sur B et
7 —1Id¢ = cano v(7) sur C. On appelle variations de Galois les applications v (7).

On considére B et C aussi comme des Df-modules via l'inclusion DT — D,

4.3.10. Soit M un FDf-module. On pose, cf. [Cr04a, 5.1.7]
(4.3.10.1) V(M) = Homp: (M, B) = Hompan (M“", B)
(4.3.10.2) W(M) = Homyp: (M,C) = Hompen (M, C)

Ce sont des C™-espaces vectoriels munis d’actions de Gk et de Frobenius. Les applications
can, var et v(7) induisent respectivement des applications linéaires c: V(M) — W(M),
v: W(M) — V(M) et v(r): W(M) — V(M).

PROPOSITION 4.3.11. [Cr04a, 5.4] Pour tout F'D'-module holonome M, on a une suite
ezacte canonique

0 — Hompi (M, A ®c C™) — V(M) = W(M) — Exty,; (M)(A ®c C™) — 0

THEOREME 4.3.12 (Crew). [Cr04a, 5.6] Pour tout FD'-module holonome M, V(M)
et W(M) sont des C™-espaces vectoriels de dimension finie ; autrement dit

(V(M),W(M),C,U,U(T))

est un module de Crew (3.5).

On en déduit un foncteur contravariant exact

Sol: F-Hol(D") — Creme (G).
THEOREME 4.3.13 (Crew). |Cr04a, 6.2| Le foncteur
Sol: F-Hol(D') — Crem(Gg)
M — (V(M),W(M),c,v,v(T))

est essentiellement surjectif et fidéle.

REMARQUE 4.3.14. [Cr04a, 6.3| Le foncteur Sol se factorise en

(4.3.8.1)
—_—

Sol: F-Hol(D") F-Hol(D*) — Cren (Gi).

Le foncteur induit
F—HOI(Dan) I Crc’nr (GK)

est une anti-équivalence de catégories.

4.4. Microdifférentielles arithmétiques sur un trait complet (niveau 0)

4.4.1. Dans cette section et la suivante, on entreprend une théorie de la microlocalisa-
tion pour les D;Q—modules arithmétiques. Notre approche s’inspire de ’analyse algebrique
(|Kas83|, [Mal91| et [Sab02|) et de la théorie formelle des opérateurs finis [Lop04, 3|.
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4.4.2. On note @(;n) le Ay [T]-module libre de base (£');c7 ; ses éléments sont donc les

sommes finies Y ;&% avec a; € A,[T]. Si on identifie @gon) avec le A,[T]-module sous-
s<i<d

jacent a I'algébre A,[T][¢, €] des polynomes de Laurent, la multiplication induit une loi

de composition interne commutative de 9590)

n

on obtient un homomorphisme A, [T]-linéaire

qu’on notera *. Par la méme identification,

a: 00— o)
déduit de la A,[T]-dérivation de A,[T][¢, &Y définie par € — 1. Pour tout entier 7 > 0,
on pose

o o — of

Z Ozifi [ — Z 6[7"] (Oéz)fz
s<i<d s<i<d
ou o'l € Dg , cf. (4.2.5).
On munit @(Son) de la loi de composition interne définie par la formule suivante : pour

tout F,G € @g)n), on pose

(4.4.2.1) F.-GQ= Zag(p) « &Ef](G)

>0
La somme ci-dessus est finie car J¢(F) = 0 dés que r! = 0 dans A,. Cette loi est non-
commutative et fait de @(Son) une A,[T]-algebre via 'homomorphisme A, [T] — @goj, qui
envoie a — €0 ; cela résulte du lemme évident suivant.

LEMME 4.4.3. (1) Soient i > 0,5 > 0 deux entiers. Alors

min(%,5)

- glil i i
iy Ta—Tgi=T
¢ ;) rl(j — )i —r)! ¢

J T .
—imj (_1> j'(’l” +1— 1)' j—T —1—T ..
$e TZO G —mia—1 L€ (5117 0)

(2) Pour tout o € A,[T], G € @g)n), on a a-G = aG ou le produit a droite est le produit

induit par la structure de A,[T]-module sur @(;n).

DEFINITION 4.4.4. On appelle @g)n) Valgébre des opérateurs microdifférentielles de ni-
veau 0 sur S,,.
PROPOSITION 4.4.5. L’homomorphisme de A, [T]-modules Dé? — 65592 qui envoie

O — & i e N, est un homomorphisme de A,[T]-algébres, ce qui munit @_(90,3 d’une

structure de Dg?—algébre.
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qu) est libre de base

DEM. L’homomorphisme de A, [77]-modules est bien défini car Dy’
o (4.2.8). On vérifie facilement, en utilisant (4.2.9)-(2), qu’il commute a la multiplication ;
on rappelle que <Z,>(0) = 1, pour tout i,i € N (4.1.1.5). O

COROLLAIRE 4.4.6. Le quotient de l’algébre des polyndémes non-commutatifs Dgl) Y]

par Uidéal bilatere engendré par 8Y —1 et YO —1 est canoniquement isomorphe a @(Son)

en tant que Dgi)—algébre.

DEM. Notons @ le quotient en question. L’homomorphisme de Dg))—algébres Dgo) Y] —

n n

@an) qui envoie Y — ¢! est clairement surjectif et se factorise par Q. Inversement, on

considére ’homomorphisme de A, [T]-modules @g)n) — () qui envoie, pour tout i € N,

€ sur la classe de 9% dans Q et £% sur la classe de Y. Il est clairement linverse de

I’homomorphisme @ — @g]n) ci-dessus. O

4.4.7. Pour tout n’ > n > 0, la projection A, — A, induit un homomorphisme

d’anneaux @g))/ — @gf compatible & I’homomorphisme Dgo)/ — Dg‘i}. On obtient ainsi un

(0)

systéme projectif d’anneaux (@ Sn)nEN et on pose

0

O _ lim @g))
«— n
neN

~(0 ~(0
600 =07 2,0

0

L’anneau (:5_2) (resp. @27)@) est de fagon naturelle une algébre sur 73;)) (resp. ﬁ(yo()@) On

~ (0
munit Q(y) de la topologie p-adique, i.e. de la topologie limite projective des topologies

~(0 ~(0
discréte, et @;)@ =U @(y)[#] de la topologie de la limite inductive.
neN

~(0 ~ (0
PROPOSITION 4.4.8. Les groupes additives de @(() et @;?Q s’identifient aux groupes de

séries suwvant :

@(;) = {Z a;€'

1€Z

a; € Oc[T], lim lall, = 0}

A0 ; .
Oz = {Zs ai € CITY, lim i, = o}
2
: A0) A0 . o i - 0
Les topologies de © 5 et © 5 sont données par la norme définie, pour ) a;&" € © .4,

1€ZL
par

(4.4.8.1) H% aié’H = max [|ag|;.
(2
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(

(4.4.8.2) F-G=Y 0iF) = (G)

r>0

La multiplication de F,G € 5) 0?@ est donnée par la formule (4.4.2.1)

ot la série ci-dessus est convergente.

DEM. Les identifications des groupes sont évidentes car @?n) est un A, [T]-module libre
de base (£%);cz; les topologies sont clairement données par la norme (4.4.8.1). Pour tout

F,G 8 ona 10(F) % 8 (@)l < Il FIIG]l. On en déduit que la formule (4.4.8.2)
est bien définie. Pour tout F,G € @9, la formule (4.4.8.2) se réduit pour tout n € N, &

(4.4.2.1) dans @fgog : donc elle détermine la multiplication dans @9, et aussi dans @Q)Q. O

)

DEFINITION 4.4.9. Pour tout entiers n,m > 0, on note @g: le quotient de "anneau
des polyndmes non-commutatifs Dg:) [V] par l'idéal bilatére engendré par O®™Y — 1 et
Yo®™) — 1. On appelle @gnj) I’anneau des opérateurs microdifférentiels de niveau m sur

) ) (m)

Sp. L’application naturelle Dg:) — @Eé: définit une structure de Dg: -algebre sur Og ~.

REMARQUE 4.4.10. i) Par (4.4.6), (4.4.9) coincide avec (4.4.4) si m = 0. Pour tout
m > 0, on s’attend a ce que G)g":) soit libre sur A, [T, isomorphe a A,[T]®. On aurait
ainsi une bonne description de la limite projective (:)gT) de @gnj) sur n € N.

ii) Il n’y a pas d’anneau des opérateurs microdifférentiels continus ©g, sur Sy, car pour
tout entier positif i, ' est nilpotent dans Dsg,, .

4.5. Microlocalisation au niveau 0

4.5.1. On supposera désormais que C' contienne une racine de I'équation X?~1+p =0,
1
qu’on note 7, appelée d’habitude "n” de Dwork. On pose 19 = ||7|| = ||p||7—T.

4.5.2. Pour tout nombre rationnel 0 < 7 < 1, on pose (3.1.3)
& =A(ln, 1) N e

PROPOSITION 4.5.3. (1) On a un homomorphisme d’anneauz

oo’ ~(0)
90D el — B9

envoyant s(T) sur s(—m&1).
(2) Pour tout s(T) € 5;;0, on a
d

_%§2T(¢wm’> (5(1))) = 6 (s(T)) = 90" (S(T))%RT

DEM. (1) Pour toute série s(T) = Y ., a,T™ dans 5;0, la série

s(=m&7) = (~)"apmE"

neL
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~(0
appartient a 9;)(@. En effet, on écrit s(—m&™1) = 3, ., bp&™ otton pose by, = (—1)"a_p,7 "

Montrons que lim b, = 0. C’est évident pour n — —oo; pour n — +oo c’est équivalent &
n—mr-oo

la condition de convergence en 79 de s(7'). Par construction $(0°°") est un homomorphisme
(0

continu de groupes additifs 5;0 —~0 (’)Q. 11 clairement un homomorphisme d’anneaux.

(2) Comme cette relation est C-linéaire, on peut supposer s(T) = T7, avec j € Z; il
faut montrer que

(—1)rI 12T = (1)l 10 4 (1)l
ou, en multipliant & gauche par (—1)7!77¢772 et a droite par &/, que
§T =j¢7 + T8,
C’est un cas particulier de (4.4.8.2), cf. (4.4.3). O

~(0
4.5.4. Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, on munit @;)Q de la structure

de Ego—module a gauche.

DEFINITION 4.5.5. Soit M un ﬁg()@—module. On définit le microlocalisé de M par

®0:09) (A :@)(Q) o M
(M) 7Q ®D§% )

ol C:)F;)Q est muni de sa structure de ZS}%—module a droite. On considere ®(©:°) (M)

~(0
comme @;)Q—module par multiplication a gauche; en particulier on le regardera comme

Ego—module.

4.5.6. Soit M un ﬁég()@—module. On pose ¥: &) (A1) — &) (M) ’homomor-

phisme induit par la multiplication & gauche par —%£2T. L’application 9 est une %—
dérivation de ®©°)(M). En effet, 9 est clairement additif et pour tout o € &T]O, m €
®(0) (M), on a par (4.5.3)-(2)
/ ’ d ’
3¢ (@)ym) = (0> (d—Ta)m + 60 (a)9(m).

On peut définir ainsi un module & connexion sur £ :

Vil oy o0 — (et g1 DO (M) @e1 Qb

d
a®@m +— d—Ta®m®dT—|—oa9(m)®dT

4.5.7. Comme la structure de I’anneau des parties principales est la méme que dans
le cas lisse (4.2.4), le théoréme de descente [Bert00, 4.5.4 et 4.5.6] s’applique aux FD}Q—

modules (resp. FD;Q(O)—modules) de présentation finie. Donc pour tout FD;Q(O)—module

de présentation finie M, il existe un ﬁ;mé)(())—module M(m0) tel que

M =D}, (0)@ Mmo),
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ou mg est U'entier défini dans (4.3.1). De plus, comme me ’a signalé P.Berthelot, on peut
toujours descendre au niveau m = 0, en se ramenant au cas ol A est non-ramifié. En effet,
soient Cop = Fr W(k), # = Spf(O¢,[T]), v une uniformisante de A, racine d'un polynéme
d’Eisenstein E a coefficients dans W (IF). Comme D;Q(O) = D,T%,Q(O) ®c, C, la catégorie
des F' D;Q(O)—modules de présentation finie (resp. holonomes) est équivalente & celle des
F D;O o(0)-modules de présentation finie (resp. holonomes) munis d’un endomorphisme II

tel que E(II) = 0. On considére le couple (M(™0) II) correspondant au ﬁ;na))(O)—module

M(m0) par cette équivalence, et on lui applique le théoreme de descente loc. cit..
CONJECTURE 4.5.8 (Phase Stationnaire locale). Soit M € ®M(EY). On note encore

M le FD'(0)-module holonome associé & M par (4.3.4). Soit M©) un Dﬁg@(O)—module

holonome tel que M = D (0) @0y . MO, ¢f. (4.5.7). Alors, on a
Dy,Q(O)

dimgy (gT gy (I)(O,oo’)(j+M(0))> — 1g(M) + irr(M)

ot on a noté jL MO le ﬁg&—module MO obtenu par restriction des scalaires de 1392@(0)

a ﬁéﬁf()@, et irr(M) désigne Uirrégularité de M (3.6.6.1).






CHAPITRE 5

Formule du produit

5.1. Rappels sur les F-isocristaux

5.1.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, A une extension finie totale-
ment ramifiée de Q,, C = A ®z, W(k) qui est un corps de valuation discréte complet de
corps résiduel k. On note O¢ (resp. m¢e) anneau des entiers de C' (resp. I'idéal maximal
de O¢). On munit C de 'endomorphisme o¢ = Idy ® o, on ¢ est ’endomorphisme de
Frobenius de W (k). A partir de la section 5.2, on supposera k fini de cardinal ¢ = p/.

5.1.2. Soient X un k-schéma séparé de type fini, Z un sous-schéma fermé, U 1'ouvert
complémentaire de Z dans X qu’on suppose non vide. On note F—ISOCT(U, X|C) la catégorie
des F-isocristauz sur U|C surconvergents le long de Z, cf. [Bert96a, 2.3.2]. Si U = X, on
note cette catégorie F-Isoc(X|C), et on I'appelle la catégorie des F'-isocristaux convergents
sur X|C.

Soient f: Y — X un morphisme séparé de type fini, V = f~1(U). On a un foncteur
image inverse, (cf. loc. cit. (2.3.2-iv))

f*: F-Isoc' (U, X|C) — F-Isoc! (V,Y|C)

Si f est une immersion ouverte on notera My € F-Isocl(V, Y'|C) I'image d’un objet M de
F-Isoc (U, X|C) par f*.

EXEMPLE 5.1.3. La catégorie F-Isoc(Speck|C') est équivalente a la catégorie @M (C),
cf. [Bert96a, 2.5.8|.

5.1.4. Dans la suite de ce chapitre, on supposera désormais que X soit une courbe
projective, lisse et géométriquement connexe sur k. On note 7 son point générique, 77 un
point géométrique au dessus de 1. On désigne par | X| ’ensemble des points fermeés de X.
Pour U un ouvert non vide de X et Z un fermé de X tel que X = V U Z, on appelle
F-isocristal surconvergent sur U|C, tout F-isocristal sur U|C surconvergent le long de Z.
Pour un tel F-isocristal M, on note H% (U, M) (resp. H%, (U, M) ) la cohomologie rigide

rig
(resp. rigide a support propre) de M.

ig,c

THEOREME 5.1.5. [Cr98, 9.5] Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)
et MY son dual. Alors les C-espaces vectoriels H};, (U, M), H}, (U, M) sont de dimension

finie, nuls pour i # 0,1,2, et on a un accouplement parfait canonique
H., (U M) x H>{(U M) — C(-1)

rig,c rig

de @-modules sur C.

101
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5.1.6. Soit x un point fermé de X. On pose Ox , 'anneau local de X en z, m, son
idéal maximal, k(z) son corps résiduel, i : Speck(z) — X linjection canonique. On note

O OX le separe complete de Ox , pour la topologie m -adique, K, le corps des fractions de
OX@, (x) = Spec (’)Xx, Ne = Spec(K,) le point générique de X( ) nx (resp. ) un point
géométrique au dessus de 7, (resp. ). On fixe une uniformisante de O Xz, Ce qui détermine
un isomorphisme O x,z = k(x)[t]. On note k(n) le corps des fonctions méromorphes sur X.

On pose C(x) = C @y W(k(z)), R(n:) (resp. £7(n;) ) 'anneau de Robba (resp.
lanneaux des fonctions surcovergentes bornées) relativement a K, cf. (3.1.3) et (3.1.4).
On note F-Isoc'(1n;|C(x)) la catégorie de (¢, V)-modules sur £7(n,) et F-Isoc, (1.|C(x))
la catégorie de (¢, V)-modules sur R(7,).

5.1.7. Soient U un ouvert non vide de X, z un point fermé de U. On a un foncteur
i%: F-TIsoc' (U, X|C') — F-Isoc(Spec k(x)|C) = M (C(x))
On note (M, ¢,) 'image par ce foncteur d'un objet M de F-Isoc! (U, X|C).

5.1.8. Soient U un ouvert non vide de X, x un point fermé de X. On pose U\{z} =
U N (X\{z}), de sorte qu’on ait le diagramme cartésien

e —— U\{z}
| o |
Xy —X

On a un foncteur de localisation [Cr98, 7.2]
(5.1.8.1) F-Tsoc'(U|C) — F-Isoc! (1,]C)
On en déduit, par composition avec le foncteur d’analityfication (3.3.23), un foncteur de
localisation
(5.1.8.2) F-Isoc!(U|C) — F-Tsocl, (1.]C)

On note (M, , ¢y, , Vz) (resp. (M,L7 @ne» Vz) ) Iimage d’'un objet M de F-Isoc (U|C) par
(5.1.8.2) (resp. (5.1.8.1) ).

DEFINITION 5.1.9. [Cr87, 1.9] Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal
surconvergent sur U|C. On dit que M est unité si pour tout morphisme i: Spec — U, ou
Q est un corps parfait, le p-module i*M est unité. On note F-Isoc! (U, X|C)* la catégorie
des F-isocristaux surconvergents unité sur U|C.

5.1.10. Soient U un ouvert non vide de X, V un A-espace vectoriel de dimension finie,
0: m(U,n) — Autyp (V) une représentation continue de (U, 7), et  un point de X\U.
On dit que 0 a monodromie géométrique finie en x si le composé

11 (s ) — (U, 1) = m1(U, ) 2 Autp (V)

a monodromie géomeétrique finie, c’est-a-dire que sa restriction a linertie de 7(7,7:) a
une image finie. On dit que 6 a monodromie géométrique locale finie si pour tout point
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x de X\U, 6 a monodromie géométrique finie en x. On note Repif(m(U, 7)) la catégorie
des A-représentations continues de dimension finie de 71 (U, 77), & monodromie géométrique
locale finie.

THEOREME 5.1.11. |Tsu98a, 7.2.2-7.2.3| Soit U un ouvert non vide de X. Il existe
une équivalence de catégories canonique

G: Rep& (m1 (U, 7)) — F-Isoc(U]C)

telle que pour tout x € X\U, on a un diagramme commutatif de foncteurs

Repif(m(U, ) F-Isoc'(U|C)*

L

Dy u
Rep;g\f (7['1 (77907 773&)) - F‘ISOCT (%’C(l’))

G

ot les fleches verticales sont la restriction et la localisation respectivement, et D; est ’équi-
valence de (3.4.3) relativement au corps K.

DEFINITION 5.1.12. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U|C)*. On dit
que M est fini si la représentation de 71 (U, 7) associée & M par le théoréme 5.1.11 se
factorise par un quotient fini.

5.1.13. Soient U un ouvert non-vide de X, f: V — U un morphisme étale fini. On
note Y la compactification lisse de V, f: Y — X la compactification de f, de sorte qu’on
ait le diagramme cartésien

Ve——sY

| o |
U——X
On a un foncteur exact [Cr98, 8.3]
(5.1.13.1) fe: F-Isoc!(V,Y|C) — F-Isoc' (U, X|C)
On note ny le point générique de Y, 7y un point géométrique générique de Y. Soient

M € F-Tsoc'(V,Y|C)* et W € Repif (m1(V,7y)), tels que M = G(W). En vertu de [Cr00,
4.2], on a

(5.1.13.2) foM = G (7} (U0 W)

5.2. Rappels sur les fonctions L des F-isocristaux

5.2.1. On suppose désormais k fini de cardinal ¢ = p/. Soit X une courbe projective,
lisse et géométriquement connexe sur k. Pour tout « € |X|, on note degz = |k(x) : k| son
degré.

LEMME 5.2.2. [Et04, Lemma 3.1| Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal
surconvergent sur U|C. On a deto(y) (1 — tgpic deg90|Mx) e 1+ tCTt].
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DEFINITION 5.2.3. [Kat72, 6.0][EtLS93, 2.3|] Soient U un ouvert non vide de X,
M € F-Isoc' (U, X|C). On pose

LM, 1) = [ detogy( — 187 pfdeee|ag,) ™"

ze|U|

Ce produit converge formellement dans 1 4 ¢tC[[¢{] car il n’y a qu’on nombre fini de points
fermés de U de degré donné.

REMARQUE 5.2.4. On peut considérer M, comme un C-espace vectoriel de dimension
finie. On calcule

detc (1 — t48 7l BTN ) = Ney o (detory (1 — 1987 487 |11,

d
qui est égal & dete (g (1 — pdege pfdes | nr yEET a1 (5.2.2). Donc par abus de langage on
trouve dans la littérature ’expression
1

M,t) = [] deto(l — ti&pl 87| M,) T
z€|U|

THEOREME 5.2.5 (Interprétation cohomologique). [EtLS93, Th. 6.3 I| Soient U un
ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C). On a

qyitl
L(M Hdetc 1 —tF* |H, (U, M)V

COROLLAIRE 5.2.6 (Equation fonctionnelle). Soient U un ouvert non vide de X, M €
F-Isoct (U, X|C), MV son dual. On a

L(M,t) = e(U, M)t XML (MY, g7,
ot

i+1

(=1)
rlgc rlg c(U’ M)) )

2
e(U, M) = detc (— F*, H}iy (U, M)) " = [ detc(—F* |H

2
Z 1)'dime Hjs, (U, M),

2
" -1 i+1
Lo(M,t) = [[ dete (1 — t F* | Hi (U, M) 7V
=0

DEM. Soit h; = dim HY, (U, M) = dim H2,*(U, M"). Appliquant un lemme classique

rig,c rig

d’algebre linéaire [Har77, 4.3 Appendix C] a I’accouplement du théoréme 5.1.5, on obtient,
pour tout 1,

detc(1—tF* |HY, (U, M)) = t" dete(— F* |Hj, (U, M)) detc(1—¢~ 't F* |HS (U, MY)).

rlg c( rig
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En passant au produit alternée sur i, on obtient

1)i+1

2
LM, t) = tX<WM [ dete(— F* | Hjyy (U, M)~

1=0

Lo(MY,q ™).

rlg c

5.3. Formule du produit : conjecture

5.3.1. Soient k£ un corps fini et X une courbe projective, lisse et géométriquement
connexe sur k. On note g le genre de X.

5.3.2. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C), z € |X|. On note I,
le groupe d’inertie de 7y (1, 7,) et F: le Frobenius géométrique de 7 (x, ). Pour alléger
les notations, on désignera le triplet (M, , py,, Vy) simplement par M,_, cf. (5.1.8.2). On
pose

la C™-représentation de Weil-Deligne associée a M, , cf. (3.6.2). On pose (3.6.6.3)

(5.3.2.1) tav (@) = trenr (pp, (FL)|(Ker Nnm)l”z) = tro) (— (pndegﬂMVz)
(5.3.2.2) dets(z) = detenr (pp, (F3)|(Ker Ny, )7 ) = detepy (—] 957 | MY 7).

LEMME 5.3.3. Soient U un ouwvert non vide de X, M € F-Isoc'(U|C) et z € |U.
Alors :

(1) M, est R(n:)-soluble (3.3.9) et anzz = M,.

(2) La C™ -représentation de Weil-deligne WD(M,,,) de K, a monodromie géométrique
triviale, i.e. Ny, =0 et py, : m1 (1, 7,) — Autenr (S(My,)) est non-ramifice.

(3) tam(x) et detpr(z) appartiennent a C.

DiEM. Comme M est convergent sur U, pour tout = € |U|, le (¢, V)-module M,,
est R(ny)-soluble (par [Kat72, 3.1]), donc M,]sz = M,. L’assertion (2) résulte de (1) et
lassertion (3) s’en déduit par (5.2.2). O

5.3.4. Supposons désormais que C™ contienne une racine primitive p-iéme de 'unité.
Le choix d'une telle racine £ détermine l'isomorphisme g, : F) — p,(C™) envoyant 1
sur £. On note Q}C(n) Ik le module des formes différentielles méromorphes sur X. Pour tout
w € Qllc(n)/k différent de zéro et z € |X]|, on note w, € Q}h/k(x) le germe de w en z, et
par Y(wy): K; — C™* le caractére additif donné par o — 1, (Trk(x)/]lrp (Res(awy))), cf.
(1.1.11). On note p, 'unique mesure de Haar sur K, telle que Nx(@Xm) =1.Si U est un

ouvert non-vide de X et M € F-Tsoc!(U, X|C), on note simplement (M, ,w,) au lieu de
e(M,y,, Y (we), piz), et de méme pour €o, cf. (3.6.4).
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5.3.5. On note Ay, 'anneau des adeles de k(). Le choix de la différentielle w déter-
mine un caractére additif non-trivial ¥ (w): Ay, /k(n) — C™, tel que pour tout = € | X|,
le composé de Y(w) et Ky — Ay, /k(n) soit égal & ¥(wy).

Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)*, 0: m (U, 7) — Autp (V) la
représentation & monodromie géométrique locale finie associée & M par (5.1.11). On consi-
dére ’homomorphisme 71 (n,7) — 7(U,7) — Auta (V). Si rg(M) = 1, alors cet homomor-
phisme se factorise par m(n, ﬁ)ab — A*. Par composition avec I’homomorphisme de récipro-
cité globale Az(n)/k‘(n)* — m1(n,7)*, on obtient un homomorphisme Az(n)/k’(n)* — A*,
qu’on note x(M) et qu'on appelle quasi-caractére global associé a M.

5.3.6. Soient U un ouvert non-vide de X et M € F-Isoc'(U, X|C). On définit un
homomorphisme
aM): Ky — O

de la fagon suivante. Soient z € |X|, @ € k(n)*. On note «, I'image de a par I’homo-

morphisme composé k()" — K¥ — ?(2, ot la seconde fleche est 'isomomorphisme de

réciprocité locale. Alors le produit
(5.3.6.1) d(M)(a) = H det py, (az) € C™*
z€|X|

est bien défini. Il est clair que d(M) est un homomorphisme.

PROPOSITION 5.3.7. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C).

(1) Sidet M est unité, alors d(M)=1;

(2) Si d(M) =1, alors, pour tout n € Z, d(M(n)) = 1.

DEM. (1) Pour tout a € k(n), on a d(M)(a) = x(det(M))(e) = 1, cf. (5.3.5).
(2) Pour tout o € k(n), on a d(M(n))(e) = Ly d(M)(a)greMval@) = 1 car
> zelx| deg(@)va(a) = 0 et d(M)(a) = 1. O

5.3.8. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C). Si d(M) = 1, on
définit un quasi-caractére global
X(det M): Ay, /k(n)" — o

en posant pour tout z € Ay, X(det M)(z) = [],¢ x| det py, (22). On appelle X(det M) le
caractere central de M.

Si det M est unité, d(M) =1 et x(det M) = x(det M).

L’auteur se demande s'il existe des F-isocristaux M tels que d(M) # 1.

CONJECTURE 5.3.9. Soient U un ouvert non vide de X, M un objet de F-Isoc'(U, X|C)
et w un élément non-nul de Qllc(n)/k' Si d(M) =1, alors on a

(5.3.9.1) deto(—F*[Hp, (U, M)) " =

rig,c

:q(g—l)rg(M) H detM(x)Vw(w) H (q_deg(x)VZ(w)rg(M)&?O(Mnx:Wx))-
ze|U| zeX\U
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REMARQUE 5.3.10. (1) Pour tout w une 1-forme différentielle méromorphe non nulle
sur X, on a ) oy deg(x)va(w) = 2g — 2. Donc le deuxiéme membre de (5.3.9.1) est égale
a
(5.3.10.1) gm0 T (gles@ 00 qety (2)7=)) T eo(My,,w

z€|U| zeX\U

(2) Le deuxiéme membre de (5.3.9.1) ne dépend pas du choix de w. En effet, si on
remplace w par aw, avec a € k(n)*, alors en appliquant 1.3.4-(1), on voit que le deuxiéme
membre est multiplié par d(M)(«), qui est égal a 1 par hypotheése.

(3) Si la conjecture (5.3.9) est vérifice pour M € F-Isoc'(U, X|C), alors elle Iest
aussi pour M (n). En effet, par 1.3.4-(2), cela résulte de la formule de Grothendieck-Ogg-
Chafarevitch :

Xc(Ua M) = XC(U) rg(M) - Z irr(an).
r€Z
(4) La conjecture (5.3.9) est reliée a la question [Cr00, Remark - 4.7].

5.3.11. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C). On pose
(5.3.11.1) Lwp(X, M, t) = [ L(M,,, 17"
z€|X|
Ce produit converge formellement dans 1 + tC™[t] car X est de type fini et
L(M,,,t987) = L(WD(M,,), t*8") = det ) (1 — 18"/ doale) )
appartient a 1 + t3°8@ C(z)[¢].

THEOREME 5.3.12 (Tate). Soient U un ouvert non-vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)*
de rang 1, et w € Q,lﬁ(n)/k\{O}. Alors

Lwp (X, M, t) = ¢! =9t XM TT e(M,),, we) Lwp (X, MY, ¢t 1)
z€|X|

DEM. Soient (w): Ay /k(n) — C™* le caractére additif non-trivial associé & w,
et x(M): Az(m/k(n)* — A* le quasi-caractére globale associée a M, cf. (5.3.5). Par la

définition de Lwp (X, M, t) et e(M,, , w,), I'équation fonctionnelle recherchée est I’équation
fonctionnelle globale de Tate relative & x(M) et ¥ (w), cf. [Lau87, (3.1.2.4)-(3.1.3.5)]. O

LEMME 5.3.13. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C)" de rang
1. Supposons que X\U soit non vide et, pour tout x dans X\U, M, ne soit pas R(n,)-
soluble. Alors Hrolg(U M)=0= Hflgc(U M) et Hl}lgC(U, M) = U M). En particulier

Lo(U, M, t) = L(U, M, t) = detc(1 — t F* |HL (U, M)).

rlg(
rig

DEM. Comme U est une courbe affine, on a par (5.2.5)
-1

L(U, M, t) = detc(1 — t F* [H, (U, M))dete (1 — t F* |H2, (U, M))
et par définition
Lo(U, M, t) = dete(1 — t F* [HL, (U, M))deto(1 — t F* |H, (U, M)) ™.
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On consideére la suite exacte [Cr00, (3.1.4)],

0— H (U,M)— H (X\U,Rj.M) — H:, (U M) —

rig rig rig,c
— H} (U, M) — Hy (X\U, Rj.M) — HZ, (U, M) — 0,
ot par définition H}y, (X\U, Rj.M) = ©gex\v Hjiy (€, Rj M), HY, (x, Rj.M) = Ker V, et
H}ig(:z:,Rj*M) = Coker V,. Comme M est unité, on a [Cr00, (3.2.10)]
dime Hp, (z, Rj. M) = dimg H}, (z, Rj, M)
Par hypothése, pour tout € X\U, M, est non-trivial de rang 1. Donc KerV, =0. O

LEMME 5.3.14. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C)*. Si pour
un z € X\U, M, est R(n;)-soluble, alors il existe M € F-Isoc!(U U {z}, X|C)* tel que
MlU == M

DEM. On peut supposer X \U non-vide. Soient z € X\U, Y =U U {z} et
0: m (U, 1) — Auty (V)
la représentation associée & M par (5.1.11). On a un homomorphisme surjectif
Gal(k(7)/(n)) — 1(U; 7)

dont le noyau est le sous-groupe de Gal(k(7)/k(n)) correspondant a la sous-extension de
k(1)/k(n) maximale non-ramifiée sur U, cf. [SGAL, 8.2]. Donc on déduit du diagramme
cartésien

| o |
Yoy —>Y

le diagramme cocartésien,

_\ m(j=) _
1 (N M) 14)771((]» M)

Lo
mi (2, &) ——— (Y, ;)
Par hypothése M, est R(7;)-soluble et unité, donc M,];w est £T(n,)-soluble et la représenta-

tion fomy(j,) se factorise par 7y (z, &), cf. (3.4.6). Comme le carré est cocartésien en déduit
une représentation continue 0: 71 (Y, 7;) — Auty (V) qui fait commuter le diagramme

_ m(jz) _
11 (s ) % 11 (U, 77) — > Autp (V)

N

™ (2, 7) ——m (Y, 1)
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Le F-isocristal M € F-Isoc! (Y, X|C)¥, correspondant a 0: (Y, 7)) — AutA(V) par
(5.1.11), répond a la question. O

THEOREME 5.3.15. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)* de rang
1. Alors M satisfait la conjecture (5.3.9).

DEM. Comme M est unité, quitte a agrandir U, on peut supposer par (5.3.14) que
pour tout € X\U, M, ne soit pas R(n;)-soluble, et puisque M est de rang 1, anzz = 0.
On en déduit facilement que pour tout 2 € X\U, on a (M,’ )V = 0. D’out Lywp (X, M, t) =
L(X, M,t) et de méme pour M. L’équation fonctionnelle 5.2.6 s’écrit

L(M,t) = dete(— F* |H}, (U, M)~ XMy g1,

En effet, il n’y a rien & montrer si U = X, et si U # X, c’est une conséquence de (5.3.13).
En comparant avec I’équation fonctionnelle de Tate (5.3.12)

LWD(Xa M, t) = q(lig)tixco(’M) H E(anaww) LWD(Xa Mvvqiltilx
z€|X|

rlg c

on obtient,
dete (— F* |Hyi, (U, M) ¢ ] e(My,,we).
z€|X|
Pour z € X\U, on a anzz =0, d’ou e(M,,,ws) = eo(M,,,ws), cf. (3.6.6.4). Pour z € |U],
par (5.3.3) et 1.3.4-(2), on a
(M 05) = 5% ) dot g, (F7+))
= qdeg(w)Vz (w) detps ()" (w)

Or >, cix| deg(z)va(w) = 29 — 2, ce qui acheéve la preuve. O

THEOREME 5.3.16. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)*. Si M
est fini (5.1.12), alors il satisfait la conjecture (5.3.9).

DEM. D’apres (5.1.11), on a un isomorphisme canonique de groupes de Grothendieck
(5.3.16.1) Gr (F-IsocT (U, X|C)“> . Gr (Repif (m (U, 77)))

La relation (5.3.9.1) est une équation sur le groupe de gauche. En vertu de (5.3.15), elle
est vérifiée pour les F-isocristaux de rang 1. On en déduit qu’elle est vérifiée pour M €
F-Isoc' (U, X|C)* si et seulement si elle est vérifice pour [M] — rg(M)[C], ou [C] est la
classe de l'isocristal trivial. Soient M € F-Isoc'(U, X|C)* fini, 0: m(U,7) — Auty (W)
son image par (5.1.11); donc 6 se factorise par un quotient fini G de 71 (U,7). On sait
d’aprés le théoréme d’induction de Brauer [De73, Prop.1.5], que

(W] — (dimp W)[A] = D nwy, IndG([Wa] — [A))
HWy

ou H varie parmi les sous-groupes de G, W est une représentation de rang 1 de H, nyy,, est
un entier, et [A] désigne la classe de la représentation triviale. Transposant cette relation
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par (5.3.16.1) sur le groupe de Grothendieck de F-Tsoc'(U, X|C)%, il suffit de montrer
I’assertion suivante. Soient
Ve——sY

fi O lf_
U——=X

un diagramme cartésien, avec f étale, Y lisse, f fini, et P € F-Isoc'(V,Y|C)* de rang 1.
Alors la conjecture (5.3. 9 1) est verlﬁee pour f*([ | = [C)) = [f+«P] — [f-C].

[
Soient y € Y\V, z = f(y), et W, € RepA (m1(ny, My)) tel que D};(Wny) = P,;ry. Par
(5.1.13) et (5.1.11), on a pour tout z € | X|,

= @ D} (w7 =7 W)

y—w
On en déduit que :
(i) pour tout y € V,
(5.3.16.2) dety, p( H detp(y) ()
y—w
(ii) pour tout y € Y\V, on a
detf* H detp Ky/K:c :
y—w
et, par 1.2.5-(2),
E([(f*P)n ] [(f* H 8 ny y]? (f*w)y)
y—w

Comme P est unité, N, = 0; donc eo(P,,,w) = (P,,,w)detp(z). Par (ii) ci-dessus, on a
alors

(5.3.16.3) eo[(f:P),,,] = [(£:0) = [ =o((By,] = [Cy,]. (Fw),).

Yy—x

Pour tout 4, on a H. (U, f.P) = V, P) [Cr00, 4.2]; donc

rig,c
* - * -1
detC( F | rlg c( ’[f*P] - [f*c])) = detC( F | rlg, (V [P] - [C]))
qui est égale, par (5.3.15), a
H detp vy (f*w) H E() 77y ]7 (f*w)y)
ye|V| yeY\V
Par (5.3.16.2) et (5.3.16.3), ce dernier est égal a

[T detrp@)™® [ eo((f:Py,] — [£:Clwa)

ze|U| zeX\U

rlg c(

ce qui termine la démonstration. O
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REMARQUE 5.3.17. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C). On
choisit pour tout € X\U une uniformisante u(z) de K, et on écrit w, = agzdu(z), avec
a; € K. Par 1.3.4-(1), on a

g 1B DM ey (M, w,) = det py, (az)eo(My, , du(z)),

ot det py, (a,) désigne la valeur en a, du caractére de K associé par la théorie du corps
de classes a la représentation de Weil det p,,,. L’équation (5.3.9.1) est équivalent a
(5.3.17.1)
det(— F* |[Hy, (U, M)) ! = g0V A TT dety(x H eo(M,, , du(z)),
z€|U]| zeX\U

out A = J[,cx\p det py, (az).

PROPOSITION 5.3.18. Soient U un ouvert non-vide de P}, et M € F-Isoc' (U, PL|C).
On pose Z =Pi\U, et on suppose que Z C AL(k). On note T la coordonnée de AL. Alors,
si la conjecture (5.3.9) est vrai, on a
-1

(5.3.18.1) det (—F* |Hpiy (U, M) = g~ ®Mdetyy (00)~* ] co(M,, dT).
T€Z
DEM. On choisit w = dT. Pour tout z € |A}|, vy(w) = 0 et veo(w) = —2. Comme

Z C AL(k), u(z) = T — z est une uniformisante en x (par abus on a noté z la coordonnée
du point z). Pour tout x € Z, du(x) = dT', d’'ott a, = 1. On termine par la remarque
5.3.17. O

REMARQUE 5.3.19. De facon analogue au cas ¢-adique, il est probable que (5.3.18.1)
soit équivalente a (5.3.9.1).
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RESUME. Cette thése est consacrée a 1’étude du conducteur et du facteur epsilon d’un
“systéme local” de coefficients p-adiques sur le spectre d’un corps de valuation discréte
complet, & corps résiduel parfait de caractéristique p > 0. J’étudie ces invariants par dé-
formation au corps des normes de Fontaine-Wintenberger, ce qui permet de ramener le
cas d’inégales caractéristiques au cas d’égale caractéristique. Dans ce cas, le conducteur
de Swan d’'un F-isocristal surconvergent est égal a lirrégularité (Matsuda-Tsuzuki). On
ne dispose pas actuellement d’interprétation différentielle analogue pour le facteur epsilon.
Pour ce faire, je propose une conjecture globale, la formule du produit p-adique, analogue a
celle de Deligne, démontrée par Laumon, pour les faisceaux étales ¢-adiques. Je démontre
la conjecture pour les F-isocristaux surconvergents unités de rang 1 et unités finis. En-
fin, j’ébauche une théorie de ’analyse microlocale arithmétique, qui devrait permettre de
démontrer le cas général.

p-adic local constants

ABSTRACT. We study the conductor and the epsilon factor of a “local system” of p-adic
coefficients over the spectrum of a complete discrete valuation field, with perfect residue
field of characteristic p > 0. We consider the deformation of these invariants to the field
of norms of Fontaine-Wintenberger; hence we reduce the mixed characteristic case to the
equal characteristic case. In the latter case, Matsuda and Tsuzuki proved that the Swan
conductor of an overconvergent F-isocrystal is equal to the irregularity. At present, we
do not have such a differential interpretation for the epsilon factor. For this purpose, we
propose a global conjecture, the p-adic product formula, analogous to Deligne’s formula,
proved by Laumon, for étales ¢-adic sheaves. We prove the conjecture for rank 1 unit-root
overconvergent F-isocrystals and for finite unit-root overconvergent F-isocrystals. Finally,
we initiate the arithmetic microlocal analysis that should lead to a proof in the general
case.
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