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Introduction.

Le probleme de la quantification des systémes hamiltoniens ergodiques est
évoqué pour la premiere fois dans un texte d’Einstein, publié en 1917 [Ein17],
ou il est question d’étendre les conditions de quantification de Bohr, Som-
merfeld et Epstein au cas de systemes a plusieurs degrés de liberté. Pour ce
faire, Einstein se voit obligé de supposer que ’espace des phases classique
est feuilleté en tores lagrangiens invariants, autrement dit que le systéme est
completement intégrable. Il énonce alors le principe suivant :

[ S pida=nn e z)
R

c’est-a-dire que l'intégrale d’action ne peut prendre que des valeurs mul-
tiples de la contante de Planck h = 6,626068.103*m?2 kg/s, pour toute
courbe fermée ~ tracée sur un tore invariant. Censée donner une recette pour
sélectionner les tores sur lesquels les états invariants se localisent, cette regle
a été corrigée par Kramers, Brillouin et Wentzell [Kr26, Brill26, Wtz26], a la
suite des travaux de Schrédinger, puis par Keller et Maslov [Kell58, Masl65] :
il faut écrire f7 >ipidg = (n—l— W) h + O(h?) ot ind est l'indice de
Maslov.

Aujourd’hui, on comprend donc plutét bien les propriétés spectrales de
Popérateur hamiltonien (quantique) associé a systéme complétement intégrable
(classiquement). Mais, des 1917, Einstein note qu’on ne sait plus décrire le
spectre quantique a partir de notre connaissance du systéme classique, quand
le nombre d’intégrales du mouvement est insuffisant, le cas le pire étant celui
des systemes ergodiques (“[...] nur in diesem Falle ist die mikrokanonische
Gesamtheit der auf ein System sich beziehenden Zeitgesamtheit dquivalent”
[Einl7]). Les équations de Heisenberg ou Schrédinger [H25, Schr26-I1] se
résolvent formellement comme un systéme completement intégrable de di-
mension infinie, et il est difficile d’y percevoir trace de chaos : “Quan-
tenmechanisch 1afit sich eine Trennung in periodische und aperiodische Be-
wegungen im allgemeinen nicht durchfiihren” (Heisenberg [H25]). 11 faut se
contenter de conjecturer, par exemple, qu’un systeme chaotique “générique”
émet un spectre qui ressemble a celui d’une matrice aléatoire gaussienne de
grande dimension [Bo91].



Depuis les principes de quantification des années dix, la mécanique quan-
tique ne s’est pas vraiment affranchie des concepts classiques. Heisenberg
et Schrodinger ont proposé de nouvelles équations du mouvement, mais
on ne sait souvent les résoudre qu’approximativement, dans la limite des
grands nombres quantiques, c’est-a-dire des solutions oscillant fortement,
ce qui revient mathématiquement & faire tendre h vers 0. C’est la limite
semiclassique : en développant formellement les solutions de ’équation de
Schrodinger en puissances de h, 'on voit apparaitre le squelette classique de
la mécanique quantique. La partie oscillante du développement asympto-
tique est décrite par I’équation de Hamilton—Jacobi, le coefficient principal
satisfait une équation de transport, et les termes d’ordre supérieurs en h
s’expriment eux aussi a partir du mouvement classique et de ses dérivées.
Malheureusement, sauf dans le cas complétement intégrable, les instabilités
du systeme font exploser ces développements semiclassiques apres le “temps
d’Ehrenfest”, de lordre de |logh|. C’est le temps a partir duquel il n’est
tout simplement plus possible d’essayer de comprendre la mécanique quan-
tique en gardant a l’esprit une image classique. A partir de cet instant,
apparaissent par exemple des effets d’interférences d’ondes dont la vision
classique ne peut rendre compte.

Hormis dans le cas des systemes intégrables, les méthodes semiclassiques
n’ont ainsi fourni que peu d’information sur le comportement en grand temps
de I’équation de Schrodinger, ou encore sur ses états stationnaires, c’est-
a-dire les fonctions propres du hamiltonien quantique. Le Chapitre 4 de
ce mémoire est dédié au cas d’'une dynamique classique fortement chao-
tique, uniformément hyperbolique. Le théoréme de Snirelman [Sn74] prédit,
pour un systeme ergodique, et dans la limite semiclassique, que la ma-
jorité des états propres ont une distribution uniforme en position comme
en vélocité. Rien n’interdirait d’imaginer cependant que certains états sta-
tionnaires exceptionnels soient essentiellement localisés au voisinage d’une
orbite périodique. Formulée pour les flots géodésiques en courbure négative,
une conjecture due & Rudnick et Sarnak [RudSa94] veut qu’en fait tous les
états soit uniformément distribués (unique ergodicité quantique). Rudnick et
Sarnak appuyaient leur intuition sur le cas des surfaces arithmétiques, ou les
faiblesses de notre compréhension de la dynamique quantique sont relayées
par une riche structure algébrique. D’un point de vue dynamique, on tente
parfois de justifier ainsi cette conjecture : a cause du principe d’incertitude
de Heisenberg, un état quantique ne peut jamais étre completement con-
centré sur une sous-variété lagrangienne dans l’espace des phases. S’il se
trouvait localisé au voisinage d’une orbite périodique, il aurait toujours une
certaine dispersion, de largeur h/2, le long de sa variété stable ou insta-
ble; apres évolution, il se trouverait donc “mélangé” dans tout ’espace des
phases par 'action du flot hamiltonien classique. Un état invariant devrait
donc étre “délocalisé”, en un sens a préciser. Cet argument est simpliste
et trompeur, puisque toute compréhension de I’évolution en termes clas-



siques s’écroule au temps d’Ehrenfest. En fait, Faure-Nonnenmacher—De
Bievre [FNDBO03] ont démonté I'argumentation précédente, en travaillant

. e . 2 1 .
sur le modele extrémement idéalisé de la matrice ( 11 ), agissant sur

le tore T?, et en montrant qu’il peut se produire des effets d’interférences
constructives précisément au temps d’Ehrenfest, conduisant a 1’existence
d’états invariants partiellement localisés sur des orbites périodiques. La
conjecture d’unique ergodicité quantique est donc fausse dans ce cas tres
simple. On pense néanmoins que l’existence de ces contre-exemples est liée
a la dégénérescence extrémement élévée du spectre : on s’attend a ce qu’ils
disparaissent par petites perturbations du systeme. On ne s’attend pas non
plus & les observer pour un flot géodésique.

Les travaux exposés dans ce mémoire abordent ce probleme a partir de
la notion d’entropie. En théorie ergodique classique, c’est-a-dire pour les
systemes dynamiques commutatifs, ’entropie de Kolmogorov-Sinai mesure
la complexité d’un état invariant : on peut noter, par exemple, quune
mesure d’entropie strictement positive ne peut pas étre entierement localisée
dans une zone ou la dynamique est périodique. On essaie ici d’évaluer
I’entropie des états stationnaires de ’équation de Schrodinger, dans la lim-
ite semiclassique, et on démontre au Chapitre 4, pour les systéemes hamil-
toniens uniformément hyperboliques, que cette entropie est asymptotique-
ment strictement positive — et méme, en restant un peu vague, plus grande
que la moitié de l'entropie de la mesure de Liouville [A05, AN05, ANOG|.
Comme on I’a déja remarqué, la dynamique quantique est presque périodique,
et il est difficile d’y voir trace du chaos qui nait a la limite h — 0. C’est
pourquoi les notions d’entropie qui ont été proposées pour les systemes dy-
namiques noncommutatifs [CNT87, AF94, Vo95] ne sont pas adaptées a
I’étude de cette question : quand le spectre du hamiltonien de Schrédinger
est discret, ces entropies ne voient qu’une superposition de mouvements
périodiques, et prennent la valeur nulle. Il nous faut inventer un traitement
semiclassique de ’entropie, qui voit typiquement le chaos apparaitre a des
temps de lordre de |logh|, suffisamment grands pour que les propriétés
chaotiques classiques aient commencé a se manifester, mais trop petits pour
que le caractere presque périodique du mouvement quantique ne se soit en-
core fait sentir.

Le Chapitre 4 sur les états propres de Schrodinger est précédé d’un
chapitre concernant I’équation de Hamilton—Jacobi, et le passage a la limite
de I’équation visqueuse vers ’équation non visqueuse. Ce travail, antérieur,
était motivé par des questions naturelles concernant la notion de solution
de viscosité, quand il n’y a pas unicité des solutions stationnaires pour
Péquation non visqueuse [JKM96, Go02, Bes03]. Cependant, on a choisi
ici de présenter le Chapitre 3 comme une variante relativement plus simple
du 4, et lui servant d’étape préparatoire. Il s’agit en effet du cas ou l'on
ferait tendre h — 0 par valeurs imaginaires pures (ce qui revient aussi



a complexifier le fibré cotangent et a conjuguer le flot hamiltonien par la
multiplication par v/—1). Cette “rotation de Wick”, procédé mathématique
innocent et sans intérét au niveau classique, remplace lors de la quantifica-
tion la transformée de Fourier par celle de Laplace, et I'intégrale de Feynman
par celle de Wiener. On peut alors utiliser tout le savoir-faire de la théorie
ergodique et du calcul stochastique. En particulier, la théorie des grandes
déviations est particulierement adaptée a 1’étude des états stationnaires.
Ceux-ci se concentrent “exponentiellement vite” sur des ensembles invari-
ants de la dynamique classique appelés “ensembles de Mather”, et ’on va
plus loin en caractérisant les limites possibles comme étant celles qui max-
imisent la différence entre entropie et exposants de Lyapunov [A04, ATPS04].
Cette complexification de ’action est un procédé mathématique un peu ar-
tificiel, mais n’est pas dépourvue de conséquences physiques : elle permet
de comprendre certains aspects de 'effet tunnel, c’est-a-dire le fait que les
ondes quantiques puissent accéder a des zones interdites aux trajectoires
classiques.

La rédaction un peu bavarde des deux premiers chapitres essaie de répondre
ala demande de certains collegues; je m’en excuse aupres des lecteurs pressés...



Chapitre 1

Les équations de la
mécanique.

1.1 Action.

Principe de moindre action. Le principe de Maupertuis [M1744] ou
Euler [E1744] est 'analogue en mécanique du principe de Fermat pour les
trajectoires lumineuses : un objet de masse m = 1, soumis a une force
dérivant d’un potentiel V', partant avec une énergie F, suit une trajectoire
~ minimisant ’action

S(y) = / pdg = / V2E - V)l (11)
Y

entre ses points de départ et d’arrivée. Plus exactement, la trajectoire doit

étre un point stationnaire de l’action S, parmi les chemins d’extrémités
|I?

données, d’énergie fixée ”77 + V(v) = E. On travaille ici sur une variété
riemannienne X, et ||.|| désigne la métrique ambiante. Ainsi, sous l'action

du potentiel V', les trajectoires d’énergie E sont des géodésiques pour la

nouvelle métrique, dégénérée, +/2(E — V(q))||dq|.
Ce probleme d’extrémisation sous contraintes est équivalent a celui de
trouver les extrema de la fonctionnelle

Ao = [ ' (”Z”Q V) (1.2)

prise sur I’ensemble des chemins joignant x et y en un temps 7' donné (La-

grange [L1788]). Sil'on introduit le lagrangien L(z,v) = @ —V(z), la loi
du mouvement est donnée par ’équation d’Euler-Lagrange

7 (5eonh)) = G, (13



soit ici ¥ = —=V'(y). Cette équation du second ordre définit un flot local
(¢%; ) sur le fibré tangent T'X, appelé flot d’Euler-Lagrange.

Hamiltonien. On définit le hamiltonien du systeme comme la trans-
formée de Legendre du lagrangien par rapport a v :

H(x,&) =&.v— L(z,v)

oL

S¢; on va supposer que la transformation de Legendre

Leg: (x,&) — (a:, %?)

avec £ =

définit un difféomorphisme du fibré cotangent 7% X sur le fibré tangent T'X .

Dans le contexte précédent, £ est la quantité de mouvement & = muv (on

2
prendra désormais m = 1), et H(x,§) = @ + V(z) s’interprete comme

I’énergie totale du systeme.
L’équation d’Euler-Lagrange (1.3) est équivalente aux équations de Hamil-
ton,

. __ OH
x—a—g
(1.4)
L OH
é__%7

qui définissent localement un flot (¢f;) sur le fibré cotangent 7% X, appelé
flot hamiltonien. Ce dernier est conjugué a (¢, ) via la transformation Leg,
la o il est défini. Il conserve I'énergie H : si (z(t),£(t)) est une trajectoire,
alors H(x(t),£(t)) reste constante au cours du temps. Il préserve aussi la
mesure de Liouville dz d€.

Si a est une fonction sur 7*X et que l'on note a; = a o ¢%;, on a

ou {., .} est le crochet de Poisson, {H,a} =} 0¢, H Oy;a — O¢;a 0, H.
Une maniere plus intrinseque d’écrire les équations (1.4) serait d’introduire
la 1-forme de Liouville sur le fibré cotangent, définie par

a6 (P) = Edm(P) pour tout P € T(, ¢ (T*X),

ourw:T*X — X désigne la projection sur le point base et dm I’application
tangente. Le fibré cotangent 7% X peut alors étre muni d’une forme sym-
plectique,

w = —da.

En coordonnées locales, a = p.dq et w = dg A dp, si p et g désignent re-
spectivement les applications impulsion et position, p(z, &) = &, q(x,§) = .



Dans le terme de droite de 1’équation (1.4), on reconnait 1’expression en co-
ordonnées locales du gradient symplectique de la fonction H. Remarquons
enfin que l'action de Maupertuis S (1.1) est l'intégrale de « sur le chemin

Leg™ (v, 4).

Equation de Hamilton—Jacobi. Vers 1830, Hamilton [H1830, H1834]
prend le parti de considérer I’action comme une fonction des points de départ
et d’arrivée z et y. Soit donc une trajectoire v : [0,7] — X joignant = a y
en un temps 7T'. Placons nous dans le cas agréable ou une telle traJectoire est

unique. Considérons l’action de Lagrange A(z,y;T fo 4)dt comme
une fonction de x,y, T, on peut calculer
0A 0A
G = =0 = 6 G = (T = &r (15)
(ou ¢ désigne la quantité de mouvement), et
0A
T __E
or
ou E est I’énergie, constante au cours du temps, E = ”7” + V(7). Savoir

résoudre les équations du flot hamiltonien (1.4) revient donc a connaitre la
fonction génératrice A, solution de I’équation de Hamilton—Jacobi
2; + H(z,0,A) = 0. (1.6)

On a ainsi remplacé I’étude des équations différentielles ordinaires (1.3) ou
(1.4) par I'étude d’une unique équation aux dérivées partielles. Comme
Pécrit Hamilton [H1834], “even if it should be thought that no practical
facility is gained, yet an intellectual pleasure may result from the reduction
of [...] all researches respecting the forces and motions of body, to the study
of one characteristic function”.

Considérons la transformée de Legendre de A(x,y;T") par rapport a la
variable T',

S(z,y; E) = ET + A(z,y; T) (L.7)
avec aS 8A

Ce n’est autre que laction de Maupertuis de la trajectoire v d’énergie E
joignant z a y :

S,y E /« E - V)|t = /'mwﬁ

Pour le voir, on utilise ’égalité

!/¢ZE—vwmwm=Ameﬁ=ET+ATCWP—vwﬁdu

2
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qui relie I'action de Maupertuis (1.1) et celle de Lagrange! (1.2) pour un
trajet d’énergie F et de durée T.
On a toujours les formules

S = —i(0) = & 5 =H(T) =6 (1)

La fonction S est solution de ’équation de Hamilton—Jacobi stationnaire,
H(z,0,S)=FE. (1.9)

On peut choisir, a sa guise, de travailler avec I’équation dépendant du temps
(1.6) ou avec I’équation stationnaire (1.9), les deux formulations étant reliées
par (1.7).

1.2 Premieres regles de quantification.

La premiere regle de quantification énoncée par Einstein concerne le photon :
E =nhv,n € N, si E est 'énergie et v la fréquence (1905). Dans le cadre de
la mécanique, Bohr cherche a partir de 1912 des conditions de quantification
permettant de calculer le spectre des atomes et des molécules, a partir d’un
modele planétaire classique. Dans un cadre abstrait, Sommerfeld et Debye
énoncent la regle suivante, dans le cas d’'un mouvement a un degré de liberté,
périodique : Dl'action exercée sur une période du mouvement doit étre un
multiple entier de h, [ pdg = nh. Pour loscillateur harmonique de fréquence
v, par exemple, cela donne

V 2E/v? \/ (27v) 2:62

2E/1/2

~——~—)dx = nh,

soit un spectre d’énergie discret, E,, = nhv. FEinstein [Einl7], reprenant
les travaux de Sommerfeld et Epstein, étend ces conditions de quantifica-
tion en dimension plus grande : il faut pour cela disposer de coordonnées
canoniques (¢,p) = (¢, pi)i=1,....a telles que, le long des trajectoires du flot
hamiltonien, I"impulsion p soit une fonction de la position ¢ (éventuellement
“multivaluée”, mais ne prenant qu'un nombre fini de valeurs). Cette fonc-
tion doit dériver d’un potentiel J*,

oJ*
0q; ’

pi = (1.10)

si 'on veut que l'intégrale d’action f pdg sur un chemin fermé ne dépende
que de sa classe d’homotopie. La fonction J* doit étre solution de I’équation

!Ces fonctions ne sont en général définies que localement, pour z et y assez proches
P'un de Pautre et T petit. Pour les étendre globalement, des problemes apparaissent
notoirement lors du franchissement des caustiques, c’est-a-dire quand les formules (1.5)
ne définissent pas un difféomorphisme (z, &) — (y,&r).
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de Hamilton—Jacobi stationnaire, pour que la variété lagrangienne définie
par (1.10) soit invariante par le flot hamiltonien. A travers cette série
d’hypotheses, Einstein suppose en fait que le mouvement est completement
intégrable, c’est-a-dire que ’espace des phases est feuilleté en tores lagrang-
iens invariants. Il propose alors les conditions de quantifications suivantes :

/sz- dg; = nyh, (1.11)
R

(ny € Z) pour toute courbe fermée  tracée sur un de ces tores. Cela signifie
que l'intégrale de la forme de Liouville sur + est un multiplie entier de
h. Cette intégrale ne dépend que de la classe d’homologie de v dans le tore
invariant considéré, il y a donc d conditions de quantifications indépendantes
si d est le nombre de degrés de liberté. De facon prémonitoire, Einstein
remarque que ces conditions peuvent encore s’exprimer en disant que les
différentes valeurs en un méme point de la fonction multivaluée J* different
par des multiples entiers de h, autrement dit que exp(%) est une fonction
univaluée.

Ces formules ne sont cependant pas tout a fait correctes; elles con-
duiront Pauli & un description erronée de I'état fondamental de I’ion H;
(1922). Depuis l'introduction de I’équation de Schrodinger et les travaux de
Kramers, Brillouin, Wentzell [Kr26, Brill26, Wtz26] (paragraphe 1.5), on sait
qu’elles ne permettent de calculer le spectre qu’a O(h) pres. Pour obtenir
une approximation valable & O(h?) prés, il faut corriger la condition (1.11) en

introduisnt I'indice de Maslov de 7, ind(7) : f7 > pidg = (ny + in%p)) h
[Kell58, Masl65]. Par exemple, le spectre d’énergie pour l'oscillateur har-

monique est donné par la formule exacte E,, = (n + %)hl/ — cette correction
du spectre ne modifie pas, dans ce cas particulier, le spectre d’émission

{E, — En}.

Le principe de correspondance. Ce principe stipule que les lois quan-
tiques valides au niveau de ’atome, doivent tendre vers leurs analogues clas-
siques dans la limite des grands nombres quantiques. Le développement de
ce principe était motivé par la contradiction flagrante inhérente au modeéle de
Bohr. Ce modele avait été établi afin de résoudre la problématique provenant
du fait que la mécanique classique prédit qu'un électron chargé en révolution
autour du noyau doit émettre continuellement de la radiation, alors que ce
n’est pas le cas. La mécanique classique ne semble donc pas étre valide a
I’échelle des atomes. Par contre, quand il s’agit de calculer le rayon des
orbites stables postulées par Bohr, il faut faire appel aux équations de la
mécanique classique ! C’est pour permettre aux deux théories (classique et
quantique) de garder leur validité dans leurs domaines d’application respec-
tifs que le principe de correspondance a été établi.

Pour expliquer le principe de correspondance, le mieux est sans doute de
reprendre les explications de Sommerfeld [Somm] (Développements mathématiques
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et compléments, no.10). “D’apres la conception classique” du rayonnement,
un systeme quasi-périodique “formé de charges mobiles rayonne suivant
les périodes du mouvement; les fréquences mécaniques sont donc aussi les
fréquences optiques” :

oF
Vp = — 1.12
ainsi que leurs combinaisons linéaires a coefficients entiers
OF
= —— 5, 1.13
Y o, " (1.13)

correspondant aux harmoniques supérieures et vibrations combinées (“E
représente ici I’énergie du systéme exprimée en fonction des intégrales de
phases Jy,...,J3").

“Dans la théorie des quanta, les choses sont différentes. Le systéme ne
rayonne pas sur des trajectoires stationnaires; le rayonnement se produit
dans le passage d’une telle trajectoire a une autre. Si AE est la différence
d’énergie entre l'orbite initiale et I'orbite finale, on sait que la fréquence du
rayonnement est

AFE
= —. 1.14
== (114)

Admettons tout d’abord que dans un tel passage le seul nombre quantique
ny, varie, et cela de Any.. Puisque J, = nih, on a AJ, = Any h, et par suite
(1.14) devient :
V= A—JkAnk.

Si Any = 1, nous avons 'analogue de I'équation (1.12) et si Any = s € Z”,
nous voyons que les sauts quantiques supérieurs correspondent aux har-
moniques supérieures du rayonnement classique. Si 'on consideére plusieurs
nombres quantiques variables, “décomposons la variation d’énergie AE en
les variations partielles correspondant aux sauts Anq, ..., Ang.” L’équation
(1.13) devient

“Le saut quantique général correspond a la vibration combinée du ray-
onnement classique. Le point essentiel sur lequel il convient d’insister,
c’est que les équations différentielles ordinaires doivent étre remplacées par
des équations aux différences finies.[...] Mais il existe des conditions pour
lesquelles les deux représentations coincident. C’est lorsque Any << ny,
c’est-a-dire lorsque la variation du nombre quantique est petite vis-a-vis du

nombre quantique lui-méme. Dans ce cas on a asymptotiquement .

AE » 4 Y At aal : : :
AT les fréquences d’émission classiques et quantiques sont donc approxi-

mativement les mémes.
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Qu’en est-il des intensités d’émission des différentes fréquences ? Bohr
postule qu’elles sont, elles aussi, approximativement les mémes. “A chaque
variation quantique correspond une vibration conforme a la théorie clas-
sique, celle dont ’'ordre sj, est égale a Any. L’amplitude et la polarisation
de cette vibration d’aprés la théorie classique doivent étre celles de la raie
spectrale correspondant au saut quantique considéré. Le principe de corre-
spondance affirme que I'intensité et la polarisation ainsi calculées pour les
raies spectrales sont exactes pour des nombres quantiques infiniment grands,
et approximatives pour des nombres quantiques modérés.”

Autrement dit, reprend Heisenberg [H25] si le rayonnement classique a(t)
se décompose comme

a(t) _ Zasl,...,sd 627W(51V1+---+5dVd)

alors le rayonnement quantique A(t) sera décrit par la collection des (Anme%(E”_Em)t),

correspondant aux rayonnements émis lors des transitions entre les différents
états indexés par n et m. Les fréquences classiques > s;v; et les fréquences
quantiques %(En — E,,) sont asymptotiquement les mémes pour les grands
nombres quantiques. Le postulat de Bohr, selon lequel les intensités d’émission
s,,....s4 €t Apm se correspondent aussi, a une conséquence absolument re-
marquable. Soient en effet deux quantités classiques a(t), b(t) et A(t), B(t)
les quantités quantiques associées. Comment décrire alors le produit a(t)b(t)
(respectivement A(t)B(t)) ? De point de vue classique, il s’agit du produit
de deux fonctions, et on a la régle bien connue de convolution au niveau des
transformées de Fourier :

a(t)b(t) = Z Z aﬁ,...,rdbri,...,rfi€2M(Slyl+"'+8dyd).

S1y-58d ri+ri=s;

Cela suggere la regle

A(t)B(t) ~ ZAnijke%(En—Em)t
J

pour la multiplication des observables quantiques. La loi de multiplication
est donc (AB)pm = Zj AnjBiji, et on n’est plus tres loin de la mécanique
des matrices !

1.3 Lois d’évolution quantiques.
Dans toute cette section, 'espace des configurations est X = R

Quantenmechanics. En 1925, Heisenberg, Born et Jordan [H25, BHJ25-1,
BHJ25-11] proposent de nouvelles lois du mouvement destinées a remplacer
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les équations de Hamilton. Soit un systeme hamiltonien & d degrés de lib-
erté. D’apres [BHJ25-I1], ’évolution du systéme en mécanique quantique
est régie par les cinq principes suivants :

(0) L’espace des phases est décrit par un espace de Hilbert, .

(1) Les quantités observables sont des opérateurs (des matrices infinies).
On note en gras a 'observable quantique correspondant a 1’observable clas-
sique a; si a est réelle alors a est hermitien.

Exemple 1.1. Soient p = (p1, P2, .--,Pd) €t @ = (qu,-...,qq) les observables
d’impulsion et de position. Si le hamiltonien classique est donné par une
série entiere

H(p,q) =Y oup’q

alors — d’aprés [BHJ25-11] — le hamiltonien quantique devra étre défini par
1 S
_ _t —1_r
H(p,q) =) Osr 7 ZE_O P 'q'p".

(2) Les observables d’impulsion et de position obéissent aux lois de com-
mutations suivantes

h

pra] = ;5% (1.15)
pe,p1] = 0, (1.16)
lap, ;] = 0. (1.17)

Soit f(x1,x2,...,Xs) une fonction des s observables x1, Xa, ..., X5, définie
par une série entiere. Alors on définira

of 1
I = ah—n}o g(f(xl + el xg, ..., x5) — £(x1, X2, ...,XS))
ou 1 est I'opérateur identité.

On peut déduire des identités (1.15) la formule

£ (0008 0o
S i \9poq  OqOp

si f est fonction de p et q.

(3) On appelle transformation canonique une transformation qui envoie
les observables (p, q) sur (P, Q) vérifiant les mémes relations de commuta-
tion, et qui préserve les opérateurs hermitiens. On demande aussi qu’une
tranformation canonique transforme f(p, q) en f(P, Q). Une telle transfor-
mation est de la forme P = SpS™!, Q = SqS~!, avec S unitaire.
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(4) Les équations du mouvement sont

OH
P="%q
(1.18)
- __ OH
4= 3p

ce qui implique plus généralement, la loi d’évolution

7

h

a= —[H,a]
pour toute observable a.
Intégrer les équations du mouvement, signifie chercher un opérateur S
unitaire tel que
SHS ! =W (1.19)

soit diagonale, c’est-a-dire une transformation canonique réduisant (1.18) a

une collection de mouvements périodiques?.

(5) Dans une base diagonalisant H, on obtient pour toute observable a
a(nm)(t) = a(nm)(0)e*™ M,

le spectre des fréquences émises v(nm) (spectre physique) est relié aux
valeurs propres (E,) de H (spectre mathématique) par

E, — B,

Vnm h

2Comme le note Heisenberg, 1’équation (1.18) est celle d’un flot hamiltonien quadra-
tique, en dimension infinie. Ce systéme est donc complétement intégrable, au sens clas-
sique : soit en effet (3, (.,.)) un espace de Hilbert complexe, vu comme espace vectoriel
réel et muni de la forme symplectique w(p,1) = Sm{p,1). Si Pon se sert d’une base
orthonormée (e,) pour définir des coordonnées, ¢ = > (xn + i&n)en, alors les (zn,&n)
fournissent des coordonnées de Liouville : w =" dxn A dé,.

Soit H un opérateur auto-adjoint; il définit un hamiltonien quadratique H(¢) =
%(z/),Hz/)). Si l'on se restreint aux observables de la forme f(¢) = %(1/1,&/)), le crochet
de Poisson associé a la structure symplectique s’exprime & ’aide du crochet de commuta-
tion des opérateurs,

1, 9}w) = 5 {0, lf, ).
P

Les équations de Hamilton pour le hamiltonien H s’écrivent % = —iH4. Enfin, une
transformation canonique linéaire est de la forme 1) +— St avec S unitaire.

Trouver S unitaire telle que S™'HS soit diagonale revient & checher une transformation
canonique 1) — St qui transforme le hamiltonien en H(S¢) = § 3" (2mvn)* (27 +£7). Cela
signifie qu’on integre 1’équation du mouvement en décomposant le hamiltonien comme
une collection d’oscillateurs harmoniques indépendants. Born—Heisenberg-Jordan voient
léquation (1.19), d’inconnue S, comme lanalogue de l’équation de Hamilton—Jacobi
(1.9), la différence étant que ’équation a toujours des solutions en mécanique quantique,
alors qu’en mécanique classique 'existence de solutions globales équivaut a la complete
intégrabilité du systéme.
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Wellenmechanics. En 1926, Erwin Schrodinger [Schr26-I] propose,
indépendamment des travaux de Heisenberg, Born et Jordan, une nouvelle
équation pour la mécanique, pour un systéme évoluant sous l'effet d’un
potentiel V' : il s’agit d’une équation aux dérivées partielles du second ordre,

h2
— 5 DY+ VY = By, (1.20)

ou F est I’énergie. Cette “équation de Schrédinger” vient remplacer I’équation
de Hamilton—Jacobi stationnaire (1.9) — le lien précis entre les deux équations
ne deviendra clair que dans un second article [Schr26-1I]. L’équation (1.20)
est ’équation de Schrodinger stationnaire, régissant un systeme d’énergie
déterminée. L’équation d’évolution temporelle est

., 0¢ h?
thor = <—2A + V) 0, (1.21)
on passe de I'une a l'autre par une transformée de Fourier temporelle,
o(t) = [ e B/ pdE, qui rappelle la relation (1.7). Dans I'article [Schr26-I]
cette équation apparait de maniere “complétement incompréhensible”, pour
reprendre I'expression méme de Schrodinger [Schr26-11]. On part de ’équation
de Hamilton—Jacobi, H(xz,0,S) = E, et pose S = Klogt. La fonction
¢ satisfait alors %Hdww + (V — E)¥? = 0. De maniere “tout aussi in-
compréhensible”, on va postuler que la loi que I’on recherche pour la mécanique
quantique consiste a chercher des points critiques de

[ (ot + v - 5y

avec une décroissance convenable a l'infini; ce qui équivaut a 1’équation
(1.20) si l’on prend K = h.

Le spectre est maintenant déterminé par la condition que ’équation
(1.20) admette des solutions “réelles, finies, a détermination unique et deux
fois dérivables dans tout I'espace de configurations”. Schrodinger applique
ce principe au calcul du spectre de ’atome d’hydrogene, et retrouve les raies
de Balmer, déja décrites par la théorie de Bohr. Schrodinger doute cepen-
dant que cette nouvelle approche soit autre qu'une reformulation déguisée
de la théorie des quanta de Bohr—Sommerfeld—Epstein.

L’interprétation de ¥ comme “fonction d’onde” est mise au point dans
Particle [Schr26-II], ou Schrédinger, motivé par les travaux de Louis de
Broglie [Broglie24|, énonce que “la maniére correcte de concevoir ou de
représenter les phénoménes mécaniques consiste a les rattacher a une prop-
agation d’ondes dans l'espace des q et non a un mouvement de points
représentatifs dans le méme espace”. Le lien entre mécanique classique et
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mécanique ondulatoire est interprété par le fait que la fonction S, solution
de I’équation classique de Hamilton—Jacobi, représente la phase de ’onde,
du moins dans 'approximation des petites longueurs d’onde (approximation
semiclassique). “L’étude du mouvement des points représentatifs qui forme
lobjet de la mécanique classique, n’est qu’un procédé d’approximation et
son emploi est tout aussi peu justifié que I’emploi de I'optique géométrique,
ou optique de rayons, dans le cas des phénoménes lumineux réels”. Cette
approximation n’est justifiée que lorsque les dimensions de la trajectoire
sont tres grandes par rapport a la longueur d’onde : “...] on devait im-
manquablement s’empétrer dans des contradictions inextricables lorqu’on
voulait a tout prix conserver la notion de trajectoire pour les phénoménes
atomiques”. L’ancienne théorie des quanta exposée en 1.2, toujours fondée
sur la notion de trajectoire, est rejetée et remplacée par une description on-
dulatoire. Le passage a la limite de la description ondulatoire a la description
trajectorielle est le méme qu’en optique; il s’explique par des phénomeénes
d’interférences qui, en mathématiques, sont décrits par la méthode de la
phase stationnaire. Cette méthode, et son application a ’étude de la limite
semiclassique, seront décrites au Chapitre 2.

1.4 Equivalence de la mécanique quantique et de
la mécanique ondulatoire.

Dans un troisieme article [Schr26-I11], Schrédinger montre pour X = RY
que sa “mécanique ondulatoire” est équivalente a la “mécanique quantique”
introduite par Heisenberg, Born et Jordan. A chaque fonction sur ’espace
des phases, on peut en effet associer de maniere explicite un opérateur sur
I’'espace de Hilbert L2(Rd), de maniere a ce que les regles de commutation
(1.15) soient satisfaites : a la fonction g, on devra associer I'opérateur
qr = (multiplication par gi), et a la fonction pg, 'opérateur py = ?%.

Etant donnée une fonction a(q,p), se pose la question du choix d’une
convention pour définir opérateur a(q,p). Par exemple, la fonction pyqy
peut-étre représentée par l'opérateur pxqi ou par qipr. Schrodinger se
contente de prescrire la quantification du hamiltonien quand celui-ci est de
la forme

H(q,p) = %T(q,p) +V(q)

ou T est une métrique riemannienne : T(q,p) sera le laplacien associé a
la métrique 7', d’oli 'expression H = —%2A + V. L’équation de Heisen-
berg (1.19), qui demande de diagonaliser 'opérateur H, s’écrit dans cette
représentation —%ZA@Z) + Vip = Ep, c’est ’équation de Schrodinger (1.20).
Schrodinger commente, cependant : “Eines genetischen Zusammenhanges
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mit Heisenberg bin ich mir durchaus nicht bewufit. Ich hatte von seiner The-
orie nattirlich Kenntnis, fiihlte mich aber durch die sehr schwierig scheinen-
den Methoden des transzendenten Algebra und durch den Mangel an An-
schaulichkeit abgeschreckt, um nicht zu sagen abgestofien”. De son point
de vue, I'équivalence mathématique de deux théories ne signifie pas leur
équivalence physique.

Quantification de Weyl. Hermann Weyl propose de quantifier I’observable
Upo.q0(a,0) = e (Po-a=00-p) (g0, po € R?) par I'opérateur Uy, 4 (q, p) = e (P0-a=40-p)

[Weyl27]. La transformation de Fourier permet alors de quantifier toute ob-
servable : si 'observable a se décompose en

#(po-q—q0-p) ; dqod
ol )= [ eHP D ) GG

on étendra la définition précédente en posant

£ (po.q— . dqgo d
a(a.p) = [ ef 00 R i a0, 0) GE = Oplf (0

encore donné par la formule

O (@(0) = g [ 0 (T3¢ ) B oy

Cette convention est cohérente avec celle de I'exemple 1.1 dans le cas ou a

est développable en série entiere3.

Représentation de Schrodinger. La famille d’opérateurs U, , satis-
fait la regle de composition suivante,

E W
U,y Uy = Uy grger2®—7P), (1.22)

Considérons le groupe de Heisenberg Hy a d degrés de liberté, défini comme
R24+1 muni de la loi de composition

1
(p.q.t).(0, . t) = (p+1, q+d , t+t'+ = (pd' —ap)), (p,7,q0.¢ € R t,¥ €R).

2

C’est un groupe de Lie, dont ’algébre de Lie est engendrée par Py, ..., P, Q1,...

avec les relations

[P, Pg] = [Qj, Qx| = [P}, T = [Q;, T] = 0; [P}, Q] = 55T

311 y a bien sir d’autres conventions possibles, on peut par exemple développer a
comme Y anmzrz" (2 =p+iq,z« =p—1iq) et substituer z=p+iqa zetz.,=p—iqa
z«. On obtient la quantification de Wick; le choix de Iécriture > amn2"2z}* donnerait la
quantification Anti-Wick [Foll].
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L’identité (1.22) signifie que

it
ph(p7 q, t) =eh UP:‘]

définit une représentation unitaire de Hy dans L?(R?), appelée représentation
de Schrodinger de parametre h. La représentation infinitésimale associée est

Pt . . )
Pk'_)@:%pkﬂ Qk'_)}%qkuT’_)%I

Théoréme 1.2. (Stone—von Neumann 1930 [St30, vN31], voir [Foll]) Toute
représentation unitaire irréductible de Hy est équivalente a une et une seule
des représentations suivantes :

(a) pr (h € R\ {0}) agissant sur L>(R?);

(b) oap(p,q,t) = 2maP+00) (4 b € R?) agissant sur C.

Représentation métaplectique. On vient d’exposer une maniere de
quantifier les observables en les représentant comme opérateurs sur L?(R9).
Dans le formalisme de Heisenberg, une transformation canonique devient un
opérateur unitaire. Décrivons donc comment associer un opérateur unitaire
M(A) a une transformation linéaire symplectique A € Sp(d,R). Par le
théoreme 1.2, il existe M (A) unitaire telle que

pr(A(p, q),t) = M(A)pp(p, q, )M (A)~". (1.23)

La matrice M (A) est définie & une phase pres, on peut choisir cette phase de
maniére unique telle que A — M (A) définisse une représentation unitaire du
groupe métaplectique Mp (d,R), le revétement a deux feuillets de Sp(d, R);
c’est-a-dire M(AB) = M(A)M(B) pour A,B € Mp(d,R) (et M(AB) =
+M(A)M(B) pour A, B € Sp(d,R)).

On remarque que la transformation symplectique A est le temps 1 d’un
flot linéaire (exp(ta)) (ou a est dans l'algebre de Lie de Mp(d,R)), qui
provient d’un certain hamiltonien quadratique Py (z, &) = %awz—{—’yxf —|—% BE2.
On définit la représentation dérivée par

i

5 Opy (Pa);

d
ﬁM(eXP ta)j=o =

autrement dit M (A) est le temps —1 du flot associé au hamiltonien OpY (P,).
Il faut bien sir vérifier qu’on définit ainsi une représentation de Mp (d,R)
(voir [Foll] pour une preuve et pour une expression explicite de M (A)).

1.5 Meéthodes B,K,W.

Conditions de Bohr-Sommerfeld. Pour les systemes intégrables, I’équation
de Schrodinger (1.20) permet de retrouver, tout en les corrigeant, les con-
ditions de Bohr—Sommerfeld. Les travaux de Kramers, Brillouin, Wentzell
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[Kr26, Brill26, Wtz26], pour un systéme périodique a un degré de liberté,
ont montré que la condition [ pdg € hZ ne donnait une approximation du
spectre de Schrodinger qu’a O(h) prés. Pour approcher le spectre & O(h?)
pres, il faut en réalité poser [ pdq € h(Z + v) ou 4v est I'indice de Maslov
de la trajectoire.

Soit I’équation de Schrodinger sur R,

h2
—5 0"+ Vo =Eg. (1.24)

On cherche a décrire le spectre dans un intervalle I =|E_, E[ et on suppose
que, pour tout F € I, la couche d’énergie {@ +V(z) = E} est une orbite
périodique. Appelons xy < z; les deux points tels que V(z;) = E; ils
correspondent aux caustiques de la lagrangienne {H = E'}.

Sur Uintervalle |zg, z1[, on cherche des solutions approchées de la forme

1S (x)

o(z) = a(z)e

(1.25)

ou ’on cherche a sous forme de développement limité en puissances de h :
a(z) ~ >(2)7a;(x). En incorporant I'’Ansatz (1.25) dans I’équation (1.24),
on trouve la condition
(5" (2))?
2

c’est-a-dire I’équation de Hamilton—Jacobi (1.9), puis une série de conditions
portant sur les a; (j > 0). Il y a deux solutions formelles, correspondant
aux choix de S(z) = £ [* \/2(FE — V), & constantes additives preés. On peut
identifier toutes les fonctions a;j, uniquement déterminées si I’on impose la
normalisation ag(z2) = 1, a;j(x2) = 0 pour j > 1 (z2 fixé arbitrairement
dans |xg,x1[) : on trouve en particulier comme premier terme

+V(z)=FE

ap(z) = O] 5" (x)| /2.

On trouve finalement sur |z, ;[ deux quasi-modes indépendants de la forme
(1.25), uy correspondant au choix de S’ > 0, et la solution conjuguée u_
correspondant au choix de S’ < 0; ils fournissent des solutions approchées
de (1.24) & tout ordre en h, sur tout compact de |xg, z1].

On cherche, cependant, des solutions définies sur tout R, et de carré
intégrable. Cherchons donc maintenant une solution approchée sur |—oo, zs|
ol zo est un point arbitraire dans |xg, z1][. On utilise pour cela I’Ansatz de

Maslov
’ ; (@=20)0—T(6)

Wranon() = () V2 [Ty 0000 (1.20)
0 varie dans un voisinage de 0; T est la fonction telle que la lagrangienne

{H = E} N {x < xz2} soit le graphe de x — g = T"(#). 1l existe une série
formelle by(0) = > h/b;(0), unique & normalisation pres, telle que (1.26)
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soit solution de (1.24) & O(h*°) pres. De plus, la solution approchée ainsi
trouvée décroit exponentiellement vite en —oo.

En appliquant la méthode de la phase stationnaire, on trouve pour x
dans |z, x2[, une relation

Uasion(®) = CF (Mus (z) + CF (R)u_(2) + O(K™);

C, et C_ sont deux séries formelles en .

On peut bien stir proposer une construction similaire, sur |za, +00[, au-
tour du point caustique z1. On obtient un Ansatz de Maslov a droite, avec
une relation sur |xg, z1[

Uifasion () = CF (R)u () + CL (Ru- () + O(h).

On peut recoller les solutions & O(A%°) pres a condition que CP (k) = C¢(h),
ce qui donne une condition sur E. Pour une telle énergie E} (donnée par un
développement limité en puissantes de /i) on obtient ainsi une fonction ¢y, de
carré intégrable sur R, (définie elle aussi par un développement en puissances
de h) telle que [[(H — Ep)¢pl 22 < O(h*)||¢n| 2. Les Ej approximent donc
le spectre & O(h) prés.t A Tordre 2, la condition de recollement s’écrit

/ pdq = <n + 1) h+ O(h?) (1.27)
{H=Ep} 2
avec n € Z.

Les articles [Kr26, Brill26, Wtz26] s’arrétaient dans ’expression de Ej
au terme d’ordre 1 en A. Kramers, par exemple, utilisait comme Ansatz
la fonction d’Airy, ua; ((a/h?)Y3(x — x0)), ot uai(z) = Jre @ 50%) g ot
—a/2 est la dérivée du potentiel V' en xg. Les calculs ont été menés a tout
ordre, puis ont étendus a des systemes intégrables de plus grande dimension
par Keller [Kell58] et Maslov [Masl65].

La formule de Van Vleck. On vient d’introduire I’Ansatz BKW, qui
permet de calculer des solutions approchées de lequation de Schrédinger

. . iS(x)
stationnaire en les cherchant sous la forme ap(x )e n— . Un autre Ansatz du
méme type est celui de Van Vleck [VV28]. Il consiste & chercher la solution
de I’équation évolutive

0 12
Wy =Hi =~ 0G4 VY

de condition initiale S

i—o(z) = a(0,z)e &

“On applique le principe suivant : s’il existe ¢ telle que ||(H — E)¢||r2 << ¢l|9||r2,
alors le spectre de H rencontre |E —e, E+¢[. Par contre, il n’y a pas forcément de fonction
propre proche de ¢.
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1S (t,x) , , ,
sous forme y(x) = ap(t,z)e” & , ap étant donné par un développement

limité en puissances de h, ap ~ >~ R aj. On montre alors que S(t,z) doit
étre solution de I’équation de Hamilton-Jacobi (1.6), et que les a; doivent
satisfaire ‘%’“ = ZA“;” — (day,dS) — ak%. En particulier, le premier terme

ao(t, ) calculé par Van Vleck est

-1
aoltz) =/ T5(x)  a(0, (expl) ')

ol exply est Papplication “exponentielle” expl : X — X, y — 7r(d>tH(y, dyS(O)))
(la notation m désigne la projection T*X — X)), et J(z) est le jacobien
de expl, évalué au point y = (expg)_lfc. Ceci n’a de sens, évidemment,
qu’avant le franchissement des caustiques, c’est-a-dire tant que expg reste
un difféomorphisme local.

Selon le méme principe, on obtient un développement asymptotique du
noyau de exp(—%H) restreint aux états initiaux de vitesse de propagation
bornée, mettons par vmax. Soit x une fonction lisse localisée dans le compact

{(Iﬂ,f), |£| S Umax}~ Ol’l a

exp () Op(8, 2)

~ (2mih) /2 Z e~15nd() 5 Zhjaz(y,m) (1.28)
7(0)=y,7(t)=2,/7(0)| <vmax J

ot A(7) est laction (1.5) du chemin v, joignant y & z, et aj(y,z) =
-1 . N . . . .
Jrt(y,z)  x(y,%(0)), on JV(y,x) est le jacobien de I’application ex-
ponentielle exp}, : Ty X — X, v — m(¢}v), au point 4(0). Enfin ind(y) est
I'indice de Morse du chemin 7, c¢’est-a-dire le nombre de points conjugués en-
tre x et y. Comme précédemment, il faut que x et y ne soient pas conjugués
en temps t pour que a}(y, ) soit bien défini. Tant que z et y sont joints
en temps ¢ par une unique trajectoire « de vitesse initiale inférieure a vmax,
qui minimise l'action (c’est-a-dire avant le franchissement du cut-locus) on
a simplement
it

N iA(z,y;t) .
exp(— VH) Opy ()3, () ~ (2ih) =2 F2 Y Way(y,0)  (1.29)
J

avec ag(y,x) = J 7 (y,2) "2 x(y,4(0)) = J'(y,2)~1/? x(y,%(0)).
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Chapitre 2

Intégrales oscillantes et
approximation semiclassique.

Dans l'interprétation de De Broglie ou Schrodinger [Broglie24, Schr26-11],
la mécanique classique est une approximation de la mécanique ondulatoire,
valable pour des ondes oscillant fortement : c¢’est ce qu’on appelle la limite
semiclassique, réalisée mathématiquement en faisant tendre & vers 0 dans
les équations.

Le passage a la limite s’explique par un phénomene de superposition
d’ondes produisant des interférences, localisées autour des trajectoires clas-
siques. Ce chapitre tente de donner un apergu des techniques mathématiques
servant a la mise en ceuvre de cette idée.

2.1 La propagation des singularités selon Schrodinger.

Inspiré par les travaux de De Broglie, Schrodinger énonce que “la maniere
correcte de concevoir ou de représenter les phénomeénes mécaniques consiste
a les rattacher a une propagation d’ondes [Schr26-II]. Cette “mécanique on-
dulatoire” peut étre approximée par la “mécanique des trajectoires”, quand
la longueur d’onde est tres petite devant les dimensions caractéristiques
du systeme, de la méme maniere que 'optique ondulatoire se ramene a
loptique des rayons. Schrodinger se base donc sur ’analogie entre optique
et mécanique présente dans les travaux de Hamilton [H1830, H1834], ainsi
que dans le principe variationnel de Maupertuis. Cette analogie fournit une
explication plus pertinente a ’équation (1.20) que celle de article initial
[Schr26-1], “incompréhensible” selon Schrédinger lui-méme.

L’idée de départ est de décrire tout phénomene mécanique par une onde,
dont la phase A doit approximativement obéir & ’équation de Hamilton-
Jacobi (1.6), quand la longueur d’onde est petite. Schrodinger travaille en
fait avec des solutions stationnaires de 1’équation : A(x,t) est de la forme
A(z,t) = —Et+ S(x) et S solution de (1.9).
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Si 'on postule que l'onde est de profil sinusoidal, la fonction d’onde
ressemblera donc a I’Ansatz

w@;ﬂAwmp<fﬂzj)+C§. (2.1)

Le choix de la constante de Planck répond a des considérations empiriques.
La vitesse locale de propagation de 'onde est

_oA
u(z) = =24 = E
VA 2(E —V(x))

et la longueur d’onde, \(z) = ——2——. Schrédinger estime donc naturel
2(E-V(2))
de proposer ’équation
Y
iz T wAY

en soulignant a maintes reprises 'arbitraire de ce choix. En tenant compte
de l'expression de u et de I’Ansatz (2.1) souhaité quand A — 0, on trouve
~BAy+ V= Ey.

Le passage de la mécanique ondulatoire a la mécanique classique, tra-
jectorielle, est expliqué par un phénomene d’interférences. Essayons de
résumer, en la formalisant par des équations mathématiques, ’argumentation
purement descriptive de Schrodinger. Considérons une superposition d’ondes
de la forme (2.1),

¢Uﬂﬂm:/a@Jpr<;A@J2@>d& (2.2)

ot1 6 varie dans un petit ouvert de R?, et A(t, z;6) est une famille de solutions
de (1.6) paramétrées par 6. Si les oscillations sont tres rapides (A petit) les
ondes vont interférer destructivement, sauf au(x) point(s) g ou la phase est
stationnaire,

OpA(x,0p) = 0.

Le front d’onde a l'instant ¢ est le sous-ensemble du cotangent
L(t) ={(x,&), il existe Oy, OpA(t,z,0p) =0, & = 0, A(t,x,00)}. (2.3)

L’ensemble L(t) est précisément I'image de £(0) par le flot hamiltonien (1.4)
au temps t, c’est-a-dire que le front d’onde se propage selon le flot classique :

“Le mouvement du point de concordance de phase pour certains en-
sembles infinitésimaux de systémes d’ondes a n paramétres, se poursuit
d’aprés les mémes lois que le mouvement du point représentatif du systeme
mécanique correspondant” [Schr26-I1].

Cette description asymptotique est valable si la longueur d’onde A est
petite; mathématiquement, h tend vers 0.
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Dans le langage moderne, I'ensemble L(t) est une variété lagrangienne,
de fonction génératrice A(t,x; #). Les fonctions d’ondes de la forme partic-
uliere (2.2) s’appellent distributions lagrangiennes ou états lagrangiens, as-
sociés a L(t). Schrodinger ne s’appuyant sur aucune formulation mathématique,
il est difficile de dire s’il avait a 'esprit cette image des états lagrangiens,
ou plutot les états cohérents que nous rencontrerons plus tard.

Pour I'étude de ces phénomenes, les deux outils mathématiques fon-
damentaux sont la transformée de Fourier, qui permet d’analyser une onde
dans I’espace des impulsions comme dans ’espace des positions; et la méthode
de la phase stationnaire, qui décrit les phénomenes d’interférences amenant
une onde & se localiser pour devenir un objet classique. On reviendra sur les
procédés de quantification, qui permettent de faire correspondre une observ-
able quantique a toute observable classique. Le retour du quantique vers le
classique, quand h — 0, est décrit par la théorie des opérateurs pseudod-
ifférentiels a petit parametre (paragraphe 2.4). On énoncera au paragraphe
2.5 le théoreme de propagation des singularités pressenti par Schroédinger.
Par la suite, ces techniques seront appliquées a I’étude des fonctions propres
du laplacien.

2.2 Transformée de Fourier.
Les paragraphes 2.2 & 2.6 sont inspirés des notes rédigées par Yves
Colin de Verdiére pour notre cours de Master 2 de 2004.
La transformée de Fourier
Ta(u)(©) = anl6) = (2) 2 [ e Heru(a)do
R4

permet d’analyser un signal u dans I'espace des impulsions, a 1’échelle .
Pour une fonction v € C3°, on a la décomposition

u(w) = (2mh) 2 [ cieran(e)ds

Rd
2.3 La méthode de la phase stationnaire.

Il s’agit d’évaluer le comportement asymptotique quand A — 0 d’une intégrale
de la forme :

I(h):/ e%S(z)a(x)d$
RD

ot a € CX(RP) et S € C*(RP R) .

S(z)

. . s i .
Les interférences entre les différents termes ex sont destructives, sauf

aux points x ou la phase est stationnaire.
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“Je crois qu’il est extrémement difficile de démontrer d’une fagon précise,
que la superposition de ces systémes d’ondes fournit un effet différent de
zéro uniquement dans le voisinage immédiat du point de concordance des
phases, I'action des ondes s’annulant sensiblement en tout autre point, par
interférence”, écrit Schrodinger [Schr26-1I1].

En pratique, on peut montrer que :
e Si S n’a pas de points critiques dans le support de a, I(h) = O(h*>).

e Si S a un seul point critique xg supposé non dégénéré dans le support
de a, alors on a un développement limité & tout ordre,

elom/4

I(R) ~ (2wh)P/?
[det s"m)\%

S(@o)/h Z Waj (2.4)

ou S”(zp) est la matrice hessienne de S en zp, ¢ = ny — n_ est l'indice
de S”(xg) (la différence entre le nombre de valeurs propres positives et de
valeurs propres négatives), et ag = a(xg). Pour les termes suivants, a;
s’exprime en fonction des dérivées de a jusqu’a 'ordre 25, au point x.

On a souvent besoin de travailler avec des fonctions a a support non
compact, mais avec un comportement raisonnable a l’infini, et dépendant
éventuellement de #. On introduit alors les espaces de symboles :

Espaces de symboles. Soient D,d > 0 deux entiers, et soit U un
ouvert de RP . On définit les symboles d’ordre m (indépendants de h) :

™U xRY) == {a € C*(U x R C)/
pour tout compact K C U, il existe C,
\D?D?a(z,f))] < O(1+ €)™ pour tout (2,€) € K x R?}.

Par exemple, cette classe contient les fonctions homogenes au voisinage de
Iinfini. On note ¥7%° = Nj,czX™ les symboles régularisants — qui contien-
nent, entre autres, les fonctions & support compact C°(U x R9).

On définit ensuite les symboles semiclassiques d’ordre m et de degré | —
“semiclassiques” car ils dépendent d’un parametre 7 :

Yt =A{ap(z,€) = =h Zh]a] ), a; € Em_j}

Cela signifie que ap(z,€&) admet un développement asymptotique en puis-
sances de h; ce développement asymptotique est a comprendre au sens ou

N-1
a—H>" HWajentNgm=N
7=0
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pour tout N, uniformément en hA. Dans ce contexte, on note Y 7°+® =
Nm>02~ "™ I'espace des symboles régularisants.

On peut remplacer U x R? par un fibré vectoriel de rang d sur une variété
de dimension D.

Intégrales de Fresnel et phase stationnaire généralisée. En gar-
dant les notations du précédent paragraphe, on est maintenant en mesure
d’étudier le comportement asymptotique en h — 0 de l'intégrale :

o) = [ e, due
U xRd4

avec S lisse, homogene de degré n > 0 en ¢ au voisinage de linfini, sans
point critique hors d’un compact de U x R¢. L’indice %, signifie & support
compact, indépendant de A, par rapport a la variable z. L’intégrale I;g (a)
est bien définie pour a € sl par prolongement continu a partir du cas
a € C2°. La formule de la phase stationnaire s’applique encore.

2.4 Opérateurs pseudodifférentiels.

Un procédé de quantification est une maniere d’associer un opérateur a une
observable classique a(p,q). Rappelons que Schrédinger [Schr26-II1] avait
prescrit les choix q; = (multiplication par qx), et px = ? %, de maniere
a avoir les relations de commutation de Heisenberg (1.15). Etendre cette
définition & une fonction plus générale de (p, q) pose probléeme : pour la fonc-
tion pkqg par exemple on pourrait proposer pqu, quk, ou encore qipPrdk-
Il y a une multitude de procédés de quantification, nous avons déja évoqué la
quantification de Weyl, qui a la propriété d’associer un opérateur symétrique
a un symbole réel et possede la propriété de covariance (1.23) vis-a-vis de
I’action du groupe métaplectique. Nous définirons aussi la quantification
positive de Wick, qui associe un opérateur positif a un symbole positif.

La théorie des opérateurs pseudodifférentiels a petit parametre permet
de décrire le passage de la théorie quantique vers la théorie classique quand
h — 0. Les opérateurs pseudodifférentiels ont été essentiellement développés
par Hérmander [Ho, Ho79] pour ’étude des équations aux dérivées partielles
(sans petit parametre). Les opérateurs pseudodifférentiels a parametre, déja
manipulés par Maslov [Masl65] dans le cadre de l’analyse semiclassique,
développés par Voros du c6té de la physique théorique [Vor, Vor78] ont été
mis au point par Sjostrand, Robert, Helffer, [DimSjo, Rob]... On conseille
[Helffer1] pour une histoire de la naissance de cette théorie dans les années
1970 et une bibliographie exhaustive; voir aussi [Helffer2] pour un survol des
applications de la théorie.

Les espaces de symboles varient selon les auteurs, et peuvent étre so-
phistiqués a 'extréme. La définition de Hormander fait intervenir des sym-
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boles asymptotiquement homogenes a l'infini, destinés a décrire les pro-
priétés régularisantes des opérateurs. Les classes de symboles semiclassiques
[DimSjo] sont plutot destinées & comprendre le comportement des opérateurs
quand i — 0, en norme L? par exemple. La classe de symboles que nous
utilisons ici est un mélange des deux approches : en prenant A = 1 on
retrouve exactement les symboles de Hormander.

Espaces de fonctions dépendant de /. Soit  un ouvert de R, on
considérera les classes suivantes de fonctions sur €2, ou d’opérateurs agissant
sur les fonctions sur ) :

e Fonctions admissibles : ce sont les fonctions u = (up(z)) de classe
C™ en z, dont les normes C* sur tout compact K sont & croissance
polynémiale en A~ : pour tout compact K, pour tout k, il existe N
tel que [|upllcx (k) < N,

e Fonctions négligeables : on demande que les normes C* sur tout com-
pact K soient d’ordre O(hY) pour tous k, N.

o Opérateurs régularisants : la plupart des assertions seront valables
modulo opérateurs régularisants. Ce sont les opérateurs de la forme
Apu(z) = [ Kp(z,y)u(y)dy avec un noyau de Schwartz K, négligeable.

e Opérateurs propres : on demande que le support S C € x  du noyau
de Schwartz de I'opérateur se projette proprement sur la premiere coor-
donnée. Autrement dit, pour tout compact K C Q, {(z,y) € S,z € K}
est compact.

Opérateurs pseudodifférentiels propres. Soit a = ap(x,y;§) dans
Zzn’l(Q x Q x RY). Ici l'indice , signifie que pour tout compact K C Q, il
existe un compact K’ tel que a(z,y,€) = 0 pour tout z € K,y ¢ K', £ € R%.
Soit u une fonction admissible. On pose :

OP(a)u(z) = (2nh) / HECV g,y E)uly) dyde,

lintégrale étant bien définie au sens de Fresnel. On note \I/Z,nl(Q) lespace de
ces opérateurs, appelés opérateurs pseudodifférentiels propres, de degré [ et
d’ordre m, sur €). Les opérateurs pseudodifférentiels operent sur les espaces
de fonctions admissibles. Un opérateurs pseudodifférentiels de W9%(Q) opere
continument de L?(Q2) dans L (£2), uniformément en A.

Quantification de Weyl. Quantifications droite et gauche. Pour

simplifier, prenons Q = R?. Si a € Em’o(]Rd X Rd) est a support compact
par rapport au premier facteur, on a déja rencontré la quantification de
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Weyl, Op¥ (a) = OPj, (a(%, ). Cette quantification associe un opérateur
symétrique & un symbole réel, et possede la propriété remarquable (1.23)
de covariance vis-a-vis de la représentation métaplectique. L’inverse de la
quantification de Weyl est explicite et donné par la transformée de Wigner :

si K(z,y) est le noyau d’un opérateur A, on pose :

v

— -2 [ 5 v,._v
Wa(z,€) = (2rh) /ehK<x+2,x 2>dv.

On a alors : A = Op%V(WA). Le symbole de Weyl d’un opérateur est donc
unique.

Deux autres choix courants de quantification sont la quantification gauche,
qui consiste & associer & I'observable a € X™9(R?xR?) I'opérateur OPp, (a(x, £)),
et la quantification droite, qui choisit OPy, (a(y,&)). Les symboles gauche
ou droit d’un opérateur sont chacun déterminés de maniere unique par
l'opérateur.

Exemple 2.1. Pour quantifier I’observable a(p,q) = pq?, la quantification
gauche choisira q*p, la droite choisira pq?, et la quantification de Weyl
formera la combinaison %(qu +2qpq + qp?) = %(pzq +qp?).

Symbole principal. Soit ap € ZT’O; la méthode de la phase station-
naire montre que, si I'on applique Ay = OPp(ap) & un état de type BKW,
on a ’asymptotique suivante :

Ap, (u(x)eis(m)/h) = qg (3:, x, S’(m)) u(:n)eis(gﬁ)/h + O(h)

La fonction ag(z, z,€) sur R? x R = T*R? ne dépend donc pas du choix de
la forme du symbole total ap(z,y,£). On Uappelle le symbole principal de
Ap, noté O'O(Ah).

Produit. Le produit de deux opérateurs pseudodifférentiels propres A et
B est un opérateur pseudodifférentiel; les degrés et les ordres s’ajoutent. Les
symboles principaux se multiplient : 0°(ABp) = 0°(Ax)o?(By). Autrement
dit si a € SPTO(RE x RY) et b € 20 (R x RY),

Opy(ab) — Opp(a) Opy(b) € Tyt BH(RY). (2.5)

Crochets. Si A € )" et B € 020 le crochet de A et B : [A, B] =
AB — BA est dans I ™27 e symbole principal est un terme d’ordre
1 en h. Clest le crochet de Poisson ot ([4, B]) = 2{ag,by} des symboles
prinpaux ag de A et by de B.
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Opérateurs pseudodifférentiels sur une variété compacte. Soit
X une variété C*° compacte de dimension d. On choisit une partition de
l'unité ¢; € C5°(£2;) subordonnée & un recouvrement fini de X par des cartes
Q; telle que ) gp? =1, et on pose, pour a € ¥"™(T*X) :

Opy(a) = ZOPh(soi(x)soi(y)a(ﬂzf)) :

L’application a — Opy(a) ainsi définie dépend de la partition de 'unité
et des coordonnées locales choisies; mais son image, modulo les opérateurs
régularisants, est indépendante de ces données. L’algebre ¥™Y(X) des
opérateurs pseudodifférentiels sur X est ainsi bien définie (modulo régularisants).

Un mot sur les opérateurs intégraux de Fourier. On a vu com-
ment faire correspondre un opérateur a une observable classique. La théorie
des opérateurs pseudodifférentiels donne alors un cadre mathématique dans
lequel étudier la limite A — 0. Plus généralement, la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier cherche a associer un opérateur (souvent unitaire) a
une transformation canonique, et décrit le passage a la limite de 'un vers
Pautre quand & — 0 ([Ho, Ho71, Masl65, Leray|, Asada—Fujiwara pour
les opérateurs intégraux de Fourier & petit parametre). Nous en avons déja
rencontré un exemple : dans la section 1.3, le flot hamiltonien classique est
quantifié par le flot unitaire engendré par 'opérateur hamiltonien. On passe
de 'un vers l'autre par le développement asymptotique de Van Vleck (1.28).
Un autre exemple d’opérateur intégral de Fourier est 'opérateur M (A) du
paragraphe 1.4.

Nous avons défini au paragraphe 2.1, sans préciser tous les détails tech-
niques, la notion de distribution lagrangienne associée a une variété lagrang-
ienne donnée. Un opérateur est dit opérateur intégral de Fourier associé a
une transformation canonique K si son noyau de Schwartz est une distribu-
tion lagrangienne associée au graphe de k. Il faudrait encore, pour I’étude
de la limite semiclassique, préciser une classe adéquate de symboles.

Citons le théoréme d’Egorov : si Uy est un opérateur intégral de Fourier
elliptique, associé a une transformation canonique s, et a € C§°(T*X), alors
U, ! Opp(a)Uy est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal aok.
En particulier,

|U; ! Opp(a)Us — Opy(a ok . =O0(h). (2.6)

loc

Wiz

Le cas qui nous intéresse le plus est celui de I'opérateur

. it [ h?
= —— (== A
el (3 o))

pour t donné. Sil’on se restreint a une partie compacte de 'espace des phases
en composant avec Opy(x) (x & support compact), on montre que UL Opy(x)

31



est un opérateur intégral de Fourier associé & k = ¢%;, le flot hamiltonien
2

classique défini par H(z,§) = @ + V(z). Le théoréme d’Egorov (2.6)

exprime donc la convergence, sur tout intervalle de temps compact, du flot

de Schrédinger vers le flot hamiltonien classique, quand 7 — 0.

2.5 Microsupport, propagation des singularités.

Soit (uy) une famille admissible de fonctions sur un ouvert  de R%. On
va définir le microsupport, ou ensemble de fréquences [GST77, Rob] de (up)
comme un fermé du fibré cotangent compactifié (chaque fibre est compact-
ifiée par une sphere & l'infini et on a ainsi un fibré en boules fermées). Les
points a l'infini sont notés (g, 00p) avec &y # 0.

On dira que

o (20,&0) ¢ MS(up)siet seulement s'il existe ¢ € C2°(§2) avec p(xg) # 0
et Frn(pup)(§) = O(R™) uniformément dans un voisinage de &p.

o (z9,0080) ¢ MS(up) si et seulement s’il existe ¢ € C5°(Q) avec
p(xo) # 0 et, pour tout N, Fu(pup)(€) = O (AN /(1 +[¢[Y)) uni-
formément dans un voisinage de I’infini, dans un céne ouvert contenant

&o-

Le microsupport M S(uy) est un fermé du cotangent compactifié T*Q. 11
s’agit d’une version a petit parametre de la notion de front d’onde développée
par Hormander [Ho|. Les définitions précédentes peuvent étre adaptées aux
variétés.

Exemple 2.2. (Etats cohérents) On appelle état cohérent localisé en (xo, &)
la gaussienne

L g [l — 2o|]?
€zo,6(T) = (Wh)d/465° /Mexp <_2h

Son microsupport est réduit au singleton (xo,&p).
Exemple 2.3. (Etats lagrangiens) Soit up(z) = a(x)e%s(:”) ot a et S sont de
classe C*. Le microsupport de (up) est le graphe lagrangien {(x,dS(z)),z € supp(a)}.

Voici la version formalisée du résultat pressenti par Schrodinger :

Théoréme 2.4. (Théoréme de propagation des singularités) Soit Uy un
opérateur intégral de Fourier, associé a une transformation canonique k.

Alors MS (Upup) C k.MS (up).

Le résultat suivant, qui peut-étre démontré indépendamment du précédent,
lui est relié si I’on montre que exp (—%P) est un opérateur intégral de Fourier
associé & ¢f, .
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Théoréme 2.5. Si Pup = O(h®°) avec P € U™ et ¢%(P) = agy a valeurs
réelles, le microsupport de uy, est contenu dans {ag = 0}, et invariant par
les flot hamiltonien de ag.

Corollaire 2.6. Soit (X, ||.||) une variété riemannienne, et A le laplacien
sur X associé a la métrique. Si (—h?> A —1)up = 0, le microsupport de
(up) est un fermé invariant par le flot géodésique du fibré cotangent unitaire
S*X.

2.6 Etats stationnaires, mesures semiclassiques.

Une quantification Op est dite positive si Op(a) est un opérateur positif des
que a est une fonction a valeurs positives. Les quantifications usuelles n’ont
pas cette propriété.

Quantification positive sur R?. Pour (z,¢) € R? x R?, notons g e
le projecteur orthogonal sur I'état cohérent e, ¢).

Théoréme 2.7. Si a € CX(T*RY), l'opérateur défini par
Op*(a) = (20) [ af,€) e dod

est dans la classe W=0 et est auto-adjoint positif si a est une fonction
positive. Son symbole principal est a(x,§).

On peut étendre la définition de Op™ pour les fonctions a constantes au
voisinage de linfini de T*X : Op™ (1) est l'identité.

Pour définir une quantification positive sur une variété compacte X,
on choisit un atlas de X et une partition de 'unité subordonnée, cp? =
1. On pose pour a € C(T*X), Opj(a) = 2P Oprfd(a)cpj . On étend
cette définition aux fonctions constantes au voisinage de 'infini, en posant
Opy (1) =1.

Mesures semiclassiques. Soit X une variété riemannienne compacte;
on notera Vol I'élément de volume riemannien sur X. A une famille (up)
de fonctions normalisées dans L?(X, Vol), on peut associer une famille de
distributions up par la formule pp(a) = <Op+(a)uh, uh>L2(X,Vol)' Ce sont
en fait des mesures de probabilité sur le fibré cotangent compactifié T*X.
Nous conviendrons de les appeler mesures de Husimi, associées aux (up).
Le terme mesures de Wigner sera réservé au cas de X = R? muni de la
quantification de Weyl, et désignera les distributions a — <OpW (a)up, uh> .

Il faut noter que les limites semiclassiques de ces distributions ne dépendent
pas des nombreux choix arbitraires intervenant dans la définition de Op :
choix des coordonnées locales, choix d’une partition de 1'unité, choix du
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procédé de quantification... Nous appellerons mesure semiclassique associée
aux (up) toute valeur d’adhérence de la suite (up) en topologie faible. La
projection de up sur X se comporte asymptotiquement comme la mesure
|up()|? dVol(z).

Exemple 2.8. (états BKW, états lagrangiens) Si up(z) = a(z)eS@/" qyec
a et S lisses, il y a une unique mesure semiclassique associée, c’est la mesure
portée par le graphe lagrangien {(z,dS(x)), v € X}, et dont la projection
sur X est |a(z)|? dVol(z).

Les mesures semiclassiques sont toujours portées par le microsupport
des (up) quand i — 0. Dans le cas ou les uy sont fonctions propres d’un
opérateur Hamiltonien de type (1.20), on peut leur appliquer le théoréeme
suivant :

Théoréme 2.9. Soit P un opérateur pseudodifférentiel auto-adjoint, de
symbole principal po. Soit (up) une famille de fonctions admissibles, telles
que Pup = O(h*™°) et ||up||r2 = 1. Soit pp les mesures de Husimi associées

auz (up). Alors toute limite faible uy des mesures py, sur T*X
1. est une mesure de probabilité sur T*X .
2. admet comme projection sur X une limite faible des mesures |ux(x)|?>dVol(x).
3. est invariante par le flot hamiltonien de pg.
4. Sa restriction a T*X est portée par le niveau d’énergie {po = 0}.

Si po est elliptique a Uinfini, ug est portée par T*X.

Fonctions propres du laplacien. Soit (X, ||.||) une variété riemanni-
enne, et A le laplacien sur X associé & la métrique. Si (—h% A —1)up = 0,
et si 'on note up les mesures de Husimi associées, toute limite des up est
une mesure de probabilité pg sur le cotangent unitaire S* X, invariante par
le flot géodésique. Un probleme largement ouvert est de trouver la liste de
ces limites parmi les mesures invariantes sur S*.X.

Dans le cas de la sphere ronde, ou d’un tore plat, il est facile de construire
des familles de fonctions propres (up) dont les mesures de Husimi pp con-
vergent vers la mesure uniforme sur un tore lagrangien invariant donné. Sur
le tore plat T¢ = R?/Z¢ par exemple, la famille (6%50‘””), ou &y est unitaire
(et bien sir %0 € 27Z%), se concentre sur le tore invariant {(x, &),z € T¢}.
Plus généralement, pour un systeme completement intégrable, on peut con-
struire grace a un Ansatz BKW une famille de quasi-modes, c’est-a-dire de
fonctions propres approchées vérifiant ||(—h? A —1)up|| = O(A*°), dont les

mesures de Husimi se concentrent sur un tore lagrangien invariant donné!.

'Noter que ||(—h* A —1)us|| < eljus|| implique que 1 est e-proche du spectre de —h2A,
mais n’implique pas que up soit proche d’une fonction propre du laplacien.
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Dans le cas “opposé” ou le flot géodésique est ergodique, les limites
semiclassiques sont essentiellement décrites par le théoreme de Snirelman
[Sn74, Ze87, CAV85] (voir le Chapitre 4). Soit X une variété riemannienne
compacte; appelons 0 < A\; < Ay < --- les valeurs propres du laplacien,
et soit (7;) une base orthonormée de fonctions propres : — A ¢); = Aj¢;.
Notons /15 les mesures de Husimi associées (le parametre semiclassique est ici

h = /\j_l/ 2). Sur la couche d’énergie S* X, on appellera L la désintégration de
mesure de Liouville dz d§, normalisée pour étre une mesure de probabilité.
Si le flot géodésique agit de maniere ergodique par rapport a L, alors il y a
une sous-suite “de densité 1”7 dans la famille des u; qui converge vers L :

Théoréme 2.10 (Théoréme de Snirelman). [Sn74, Ze87, CdV85] Sup-
posons action du flot géodésique sur S*X ergodique, vis-a-vis de la mesure
de Liouville. Alors il existe un sous-ensemble 8 C N de densité 1, tel que

M rw.jes

On voudrait déterminer, selon les situations, si toute la suite p; converge
vers la mesure de Liouville, ou s’il peut y avoir des sous-suites exception-
nelles convergeant vers d’autres mesures invariantes. Dans le cas de surfaces
de courbure négative mais comportant des cylindres plats, il semblerait qu’il
puisse y avoir des fonctions propres qui se localisent sur ces cylindres. Cepen-
dant, en courbure strictement négative, il a été conjecturé par Rudnick et
Sarnak [RudSa94] que la mesure de Liouville est I'unique limite possible des
;. Cela impliquerait en particulier que la famille de mesures de probabilités
|4j(z)[2dVol(z) sur X converge vers le volume riemannien Vol.

Le Chapitre 4 apportera des réponses partielles a ces questions. Mais
je voudrais d’abord présenter une variante du probléme qui devrait faire
apparaitre comme naturelles et pertinentes pour notre étude les notions
d’intégrales de chemin, de mesures de Gibbs, d’entropie et de principe vari-
ationnel thermodynamique.
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Chapitre 3

Limite semiclassique le long
de 'axe imaginaire.

Ce chapitre repose sur les notions d’intégrale de chemins et de processus
stochastique, c’est-a-dire sur la formulation “lagrangienne” de la mécanique
quantique, introduite par Feynman. Pour que les intégrales de chemins
soient de vraies intégrales, on opere une rotation de Wick, c’est-a-dire une
complexification du temps ou encore de i — ce qui implique que 1’évolution
est markovienne au lieu d’étre unitaire. On donne dans ce cadre une réponse
satisfaisante a la question de I'unique ergodicité quantique, pour les fonctions
propres positives, et on démontre aussi un résultat de grandes déviations. On
précisera comment définir une notion de mesure semiclassique dans le cas ou
h est imaginaire pur. Dans ce contexte cependant, 'utilisation de procédés
de quantification et d’opérateurs pseudodifférentiels est assez artificielle, et
il est beaucoup plus naturel d’utiliser le calcul stochastique.

3.1 Intégrales de Feynman

Dirac avait suggéré une formulation “lagrangienne” de la mécanique quan-
tique, fondée sur les notions de chemins virtuels et d’action [Dirac33]. Feyn-
man [Feyn48] a proposé la formule suivante pour le propagateur de 1’équation
de Schrodinger : soit H = —%2A + V et K(z,y;t) le noyau de l'opérateur
exp(—4H).

iA(Y)
K(eyt)= > e, (3.1)

¥(0)=y,y(t)=x

autrement dit, si ¢ est solution de I’équation de Schrodinger (1.21), on peut
écrire

bt z) = / Koyt ndy= 3 ¢“00,40).  (32)
v(t)=z
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On “somme” sur tous les chemins joignant y & x en un temps ¢, et on
attribue a chaque chemin un poids complexe, dont la phase est ’action
A(7) du chemin sur lintervalle de temps [0,¢] (1.2). Mathématiquement,
contentons-nous de considérer (3.1) comme une expression de la formule de
Trotter, selon laquelle

; A ith/A\ —itV \ 1N
o (<G 0 v e (50 ) ()
(3.3)

Dans un contexte euclidien (X = R? ou T¢), le noyau de l'opérateur de
droite admet une expression explicite simple :

N\ Nd/2
27§7Tht>

Kn(z,y;t) :/

dyy...dyn—1 (
XNfl

., N-—1 2
it 1 (N1 — )
X exXp Nih P 5 <t — V('}/‘]) (34)

si yv = x, 70 = y. L'expression (3.4) apparait comme une discrétisation en
temps de la somme (3.1), il s’agit d’une intégrale portant sur ’espace (de
dimension finie) des lignes brisées.

Feynman fonde toute la mécanique sur 'expression (3.1) [Feyn48, FeynHibbs].
Cette formulation est équivalente a celles de Heisenberg ou de Schrodinger.
Le noyau K (z,y;t) dy, a valeurs complexes, est interprété comme une am-
plitude de probabilité de passer de y a x en un temps ¢ : il est obtenu
en sommant toutes les contributions des chemins joignant y a x. Dans
I'interprétation probabiliste de la mécanique quantique, ce sont les ampli-
tudes de probabilité, et non les probabilités elles-mémes (modules au carré
des amplitudes) qui s’additionnent. Laissant de coté toute préoccupation
d’ordre mathématique, on peut étudier la limite A — 0 en appliquant la
méthode de la phase stationnaire & la somme (3.1). Asymptotiquement,
seuls contribuent les chemins qui sont points critiques de la fonctionnelle
d’action, c’est-a-dire les chemins classiques joignant x et y en un temps ¢.
Le développement en puissances de h, donné formellement par (2.4), est
identique & celui obtenu par la méthode BKW (1.28).

Formule de Feynman—Kac. Mark Kac [Kac49, Kac51, Kac| décide
de faire de l'expression (3.1) une vraie intégrale, au sens de la théorie de
la mesure, sur un espace de chemins. Il faut effectuer un prolongement
analytique, la rotation de Wick, qui consiste a travailler avec un temps
imaginaire pur. Kac considere 'objet K (x,y; —it), candidat a étre le noyau
de exp (—£H) (¢t > 0). Reprenant l'idée de Feynman et la formule de

37



Trotter, on obtient

A7) —ate
K(x,y; —it) = Z e h = Z e h

(0)=y(~it)=z 0)=yE(0)=2
‘ N\ Nes2
=i [ e (g

N-1 =€\ 2
—t 1<N<ftf>> +VE)| - (35)

A la premiére ligne, on a sommé sur les chemins v(z) (z € C) joignant z & y
pour un temps complexe parcouru le long de I'axe imaginaire pur. L’action
de ces chemins a temps complexe devient

Am = [ (Z’V VO ) ds=-i | t (— (jsas))z - v<f<s>>) s

(3.6)
ou 'on a noté &(s) = y(—1is). Autrement dlt Ay ) = ZAL(f), ou V a été
changé en —V dans la définition de AL : fo (ds 24+ V(&(s))) ds.

Or les travaux de Wiener permettent d’mtegrer la somme (3.5) au sens de
la théorie de la mesure : il existe en effet une mesure de probabilité sur
I’'espace des chemins continus partant de z, notée W;f et appelée mesure de
Wiener partant de = (de coefficient de diffusion #), telle que, pour tous temps
th =0<t] <ty <..<th1 <ty =t, pour tous ensembles mesurables
I, I, ... I, C X,

lgj41-¢502
2h(t]+1 t; )
Wh(g () e I, ..., / / déy ... d&n.
x({f f( 1) 1 5( I I, 1;[ 27Th t —t]+1))d/2 €1 n
(3.7)
Kac montre que la solution de
2
aaif <—hA - V) ¥, (3-8)

(t > 0) de condition initiale (0, .), est bien donnée par la formule intégrale
Y(t,x) = [ e o V&GN sy (0, £(t))WD(dE). Le noyau de I'opérateur exp(—+H)
est donc!

K(ayi—it) = [ e HEVEOW (o), (3.9)

eci, pour respecter les habitudes probabilistes, on a opéré un retournement du temps
par rapport aux conventions de Feynman (3.1). Ceci n’a aucune importance puisque le
hamiltonien est réversible.
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ou Wgy;t désigne la désintégration de W? par rapport au point d’arrivée y
au temps ¢.

Désormais nous travaillerons sur une variété riemanienne connexe com-
pacte X. On notera ||.||; la métrique sur 7, X, ou encore celle sur T X
obtenue par dualité. On utilise le laplacien riemannien associé. La formule
de Kac reste vraie, a condition de savoir définir la mesure de Wiener. A
bien des égards, ’équation (3.8), de type “équation de la chaleur”, est plus
facile a étudier que 1’équation de Schrodinger. Le noyau K (z,y; —it) est
positif, et son interprétation probabiliste comme intégrale sur I’espace des
chemins en donne une meilleure compréhension. Pour I’étude de la limite
h — 0, on sait rigoureusement appliquer la méthode de la phase station-
naire en dimension infinie (appelée méthode de Laplace quand la phase
est imaginaire pure) pour développer l'intégrale (3.9) en puissances de h
[Az82, BA8S, BA88-2, BADS93].

En présence d’un champ magnétique. Cette discussion reste valable
en présence d'un champ magnétique [Sim]. Celui-ci est représenté par une 2-
forme fermée B, que nous supposerons globalement exacte pour simplifier la
discussion : cela signifie qu’il existe une 1-forme w sur X, appelée potentiel
magnétique, telle que B = —dw. Notons que w n’est définie qu’a une 1-forme
fermée pres, il y a plusieurs choix de jauge possibles. Le champ magnétique
est pris en compte dans le lagrangien par 'introduction du terme —(w,v) :

o2
L¥(z,v) = H2‘x —V(z) — (w,v). (3.10)

Le hamiltonien devient

_ g +wf?

H(2,6) = L

+ V(x). (3.11)

Dans I’équation de Schrodinger, on obtient le nouvel opérateur hamiltonien
H* en remplacant le laplacien usuel par le laplacien A# associé a la connex-
ion V, f(z) = df (z).v + £{w,v)f(x) de courbure %. Dans le cas euclidien

on a par exemple
AF =% o iy
N ; (91:]- h J

On notera A% = (D, + tw)?. Siw est fermée, correspondant & un champ
magnétique nul, le hamiltonien H* est conjugué au hamiltonien initial, sur
le revétement universel X, par 'opérateur de multiplication par en ] @

H* —¢ 7/ “oHoer /.

Sur X cependant, les deux opérateurs ne sont a priori pas conjugués, alors
qu’ils correspondent au méme systeme classique avec deux jauges différentes.
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Cette remarque surprenante est plus facile & comprendre si I'on imagine
notre variété X plongée dans R™. Deux champs magnétiques By = —dwy,
By = —dwo définis globalement sur R™ et qui coincident sur X définissent la
méme dynamique sur X. Posant w; = wa + 0, 6 est fermée sur X, mais pas
nécessairement sur R™. Soit v un lacet tracé dans X. Bien que Bj et Bo
coincident sur X, le flux de By — By a travers vy, donné par la circulation de
0 le long de ~, n’est pas nul. Le spectre du hamiltonien dépend, en quelque
sorte, du champ magnétique “extrinseque”, défini sur R”, et pas seulement
du champ magnétique intrinseque a X.

L’heuristique de Feynman tient toujours, et devient rigoureuse apres
rotation de Wick : en effet, si ¢(t,.) = exp(—£H*)1(0,.), on peut écrire

W(t,x) = / e Jo VEE) st [ w€)ods )0, ¢())W(dE).  (3.12)

Le terme fgw(ﬁ(s)) o d{(s) est l'intégrale de Stratonovitch de w le long du
chemin brownien &.

Intérét physique de la rotation de Wick. La rotation de Wick
n’est-elle qu’un artifice mathématique 7 On a prolongé ’action aux courbes
paramétrées par un temps complexe, obtenant ainsi de nouvelles familles de
trajectoires d’Euler—Lagrange. Ces nouvelles trajectoires a temps complexe
ont acces a des zones interdites aux trajectoires réelles : c’est une maniere
d’expliquer leffet tunnel, autrement dit le fait que les ondes quantiques
puissent traverser des zones interdites aux trajectoires classiques réelles.
Cependant, dans la limite A — 0, la contribution des trajectoires com-
plexes devient exponentiellement petite. La théorie des grandes déviations
est un cadre approprié pour analyser ce type de comportement.

Ou I'on complexifie h. Voici un autre prolongement analytique qui
n’a plus vraiment de motivation physique : il s’agit de rendre A imagi-
naire pur. Posons 3 = -, et travaillons avec f réel positif. En d’autres

iR
termes, on travaille avec la famille d’opérateurs %%—If — HY, avec HY =
_1 2
(% + V(:r)) et on s’intéresse au cas ou z est réel, au lieu d’étre
imaginaire pur. D’apres Feynman—Kac, les solutions de
10y
—— =Hj 3.13
S = M (313)
sont données par la formule intégrale
Yit,x)= Y e P10y(0,4(0)) (3.14)
y(t)==

et pour 8 > 0 on peut donner un sens a cette intégrale en utilisant la
mesure de Wiener. En I'absence de champ magnétique, cette opération est
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équivalente a la rotation de Wick. En présence d’un champ magnétique, ce
n’est plus la méme chose; si 'on compare a (3.12), le champ magnétique
se trouve complexifié lui aussi. Il faut noter que I'opérateur HY n’est pas
auto-adjoint, sauf si w = 0. Le propagateur exp(tﬁH‘ﬁ) (t > 0) est unitaire
si 0 € iR, de noyau positif si § € R,..

Comportement semiclassique du propagateur. La méthode de
Laplace en dimension infinie permet d’évaluer le propagateur (3.14) quand
8 — +oo. Par souci de simplicité, on décrit ici le cas d’une métrique
euclidienne sur X = R? ou T? et d’un champ magnétique nul : dw = 0. Cette
discussion peut s’étendre au cas d’une métrique arbitraire et d’'un champ
magnétique quelconque, a condition de disposer d’un calcul différentiel sur
lespace des chemins, le calcul de Malliavin [Az82, BA8S, BA88-2, BADS93].

Soient z,y € X, on appellera H, [m’y} l’espace des chemins dont la dérivée

est de carré intégrable, joignant x a y en un temps ¢, et Wx’y I’ensemble des
chemins continus joignant x & y en temps ¢, muni de la topolog1e uniforme.

L’action A : H [0’3} — R est deux fois differentiable, et sa dérivée seconde
d?A(7) en un point Critique ~ est une forme bilinéaire symétrique sur I’espace
de Hilbert tangent H’Y | Elle peut s’écrire

Mmﬁzm%k@

ou A”() est un opérateur auto-adjoint sur HY 0, t] : le hessien de A en 7.
D’apres la définition de A, on a A”(y) = I + f, ou U'opérateur f est défini
par

[0, t]

t
<ﬁ@=AVWMﬁ®

C’est un opérateur a trace ([Kuo75], p.83) : les valeurs propres de f,
(M\i)ien, sont sommables. Le déterminant de I + f, est donc bien défini
par U'expression det[I + f] = [[,cn(1 + A;), éventuellement nulle si —1 est
valeur propre de f, c’est-a-dire si 'opérateur A”(+) n’est pas inversible sur
H [00’2}. C’est le cas si et seulement si x et y sont conjugués en temps ¢ le long
de 7.

Soit donc 7 un point critique de A : H[ ] R tel que A”(v) soit
inversible : on parle de point critique non- degenere de l'action.

Théoréeme 3.1. [A282, BASS, BASS-2] Soient x,y € R, Supposons que
laction A : HES’% — R ait un unique minimum 4, supposé non dégénére,

et soit 0 un voisinage de 4 en topologie uniforme dans W[0 ik On a alors

un développement asymptotique pour l'intégrale de Feynman—Kac,

/2 —BA®)
SULV s Hwg—a) i (o) o [P 3
/3:2 0 dwxyt(’)/) <27Tt> det[A” 1/2 1 + 6

k>1

ou les ay s’expriment en fonction des dérivées successives de l’action.
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Pour faire le lien avec 'asymptotique de Van Vleck (1.28) on peut noter
que t%2det[A" (4)] coincide avec le déterminant de 1’application exponentielle
du flot d’Euler-Lagrange au temps t, entre x et y [LS77, CdV99].

Fonctions propres positives. On s’intéressera dans ce chapitre aux
solutions positives de I’équation de Schrodinger stationnaire,

Hys = Egp, (3.15)

et de I’équation stationnaire rétrograde,
3105 = o,

avec 3 > 0. La positivité du noyau du propagateur (3.14), et la compacité de
X, impliquent que Hg a une fonction propre g de signe constant, unique a
normalisation pres, correspondant a une valeur propre simple E3, en haut du
spectre (et de méme pour ’adjoint Hg*) L’objet de ce chapitre est d’étudier
le comportement asymptotique de la famille de mesures de probabilité

vg(dr) = Yp(x)y5(r)dVol(x)
sur X.

Question 1 : Quelles sont les limites faibles de la famille (v5) ?

Question 2 : Peut-on énoncer un principe de grandes déviations pour
la famille (vg) ?

Un relevé microlocal de vg. On décrit ici une construction d’un relevé
microlocal des mesures vg valable pour 3 = (ih)~! réel. Cette construction
établit un lien avec le chapitre précédent mais nous ne 'utiliserons pas par
la suite : il est beaucoup plus pertinent d’étudier vg en la relevant en une
mesure sur l’espace des chemins (autrement dit un processus stochastique).

Sur le fibré cotangent complexifié T* X ® C on introduit la rotation

J(x,€) = (,1i8).

Notre hamiltonien, polynomial en &, se prolonge de maniere naturelle a
T*X ® C. La formule de Feynman—Kac montre que la rotation h — —ih
revient formellement & remplacer le lagrangien L“ par iL“, ou encore a
remplacer le hamiltonien H* par HY* = iH¥ o J~!. Les équations de
Hamilton pour H** s’écrivent

T = 8§H“’L(x,§) = 0:H¥ (x, é)

(3.16)
£ = —0,H" (2,8) = —id, HY (x, §) .

i
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L’ensemble T* M ® R des vecteurs d’impulsion imaginaire pure est preservé
par le flot hamiltonien de H¥' : comme le hamiltonien est holomorphe en
&, les deux flots sont conjugués 1a ot ils sont définis,

Ppor =Jogpe o J

Or, 'opérateur différentiel iH a justement pour symbole principal le hamil-
tonien complexe H¥™ :

ZH%} = Opﬁ—l(HwJ_) +57'R ( 733) )

ou R est un polynéme de degré 1 en la seconde variable. Soit maintenant
ac Y™ ona

[Op@fl HY, Op/@fl(a)} = _; Opg— {H“’L, a} + /%R (a:, —;(;1)
(3.17)

avec 32R (x, —%3%) € ™2 Notons enfin que, si a est holomorphe en la
variable ¢, on a {at, H**+} = {a, H*“}*. Nous définissons donc

Opy; (a) = —i Opy(a™),
de maniere a pouvoir écrire (3.17) sous la forme

_ 1!
B

Je définis un relevé pg de la mesure vg au fibré cotangent 7" X par la formule
suivante,

10

O 1,091 (@)] =~ Opi (20} + 572 (=5 ) . (38

3(a) = (Opg-1 (a)p, v )
Plus explicitement, on va poser ¢g = e P58, On a alors
(0nh-s(@n ) = [ an(odus(e))valdz) + 57 Bafe), (319)

la forme précise du reste dépend des conventions de définition de Op (Chapitre
2).

Proposition 3.2. Sia est un polynome en &, alors le reste Rg(a) est borné
uniformément en B, donc

(0D (a)hs, ¥) = / a(x, dug(x)) vs(dz) + O(FL).
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Preuve. On verra, plus loin dans ce chapitre, que la famille (ug) est
équilipschitzienne : il existe C tel que ||dug|| < C quel que soit 3. Il s’ensuit
que le reste Rg(a) est borné si a est un polynéme de degré 0 ou 1.

Le plus problématique est ensuite de démontrer la proposition dans le
cas particulier ou a(z, &) est le hamiltonien H“(z, ). Dans ce cas,

Aug

(O (H)5. 05 ) = °§¢ﬁa¢5>+0(51):/<_25

+ H¥(z, dwu5)> vg(dx)
+0(B7).

La proposition résulte alors de l'estimée démontrée dans [Go02], théoreme
10,

/ d2up(z) Pup(da) < © (3.20)

pour une constante C' indépendante de (.

Si a est maintenant un polynome de degré n, on procede par récurrence
sur n en utilisant la division euclidienne des polynoémes. Supposons le
résultat démontré au rang n — 1, on écrit

a=bH" +r

ou r est de degré 1, b est de degré n — 2. Il suffit désormais de démontrer le
résultat pour b H*, or Opg-1(b H¥) = Opg-1(b) Hy + 371 Opg-1(c) olt ¢ est
un polynoéme de degré n — 1. Les polynomes b et ¢ sont tous deux soumis a
I’hypothese de récurrence. Pour terminer la preuve, on écrit alors

(Opg-1(0) Higpg,v) = Ep (Opg-1(b)v,95)
) / b(ar, dug)vs(dz) + OB

= /b(x, dup) (—A;[’f + Hw(x,dxu5)> vg(dz) +O(37)

_ / bz, dug) H (z, dyug)vs(dz) + O(5~)
toujours grace a 'estimée (3.20).

Le terme principal [ a(z,dug(z)) vg(de) définit une mesure de proba-
bilité, portée par le compact {(x,f), 1€l < C} C T*X. Sil’on restreint la
famille (p3) a I'espace des polynémes en &, on peut donc extraire une sous-
suite qui converge faiblement vers une mesure de probabilité p. L’identité
(3.18) montre que fo est ¢g-invariante. On verra plus loin que la valeur
propre Eg a une limite £’ quand 3 — +400. La mesure ji est alors portée
par la couche d’énergie { H¥ = E'}.

Les limites oo satisfont une propriété supplémentaire. Rappelons la
relation L¥(z,v) + HY(x,€&) = v ou (x,&) = (z, g—ﬁ) = Leg ! (z,v).
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Proposition 3.3. [ L¥(z,v(x,£)) ducs(2,§) = —E.

Cela signifie que pi est une mesure minimisante au sens de Mather, ce
qui implique que le support de pso est contenu dans un graphe lagrangien
(paragraphe 3.2). Ceci peut déja étre pressenti dans la forme treés particuliere
(3.19) des mesures pg.

Pour démontrer la proposition 3.3, il suffit de vérifier que [..  {.v(z,§) dpoo (2, £) =
0 (puisque [ H* duso = E). Or on a

§o(r,8) dpco(w,€) = lim §o(x, &) dup(x, §)
X X

T+ B Jr=

— lim Eo(x, &) dug(z,§)
B Jrx

— lim dug(z).v(z, &) dig(z, §)
B Jr+x

ol fig est la mesure de probabilité a — [ a(z,dug(z)) vg(dz), asymptotique-
ment équivalente & g si a est polynomiale. D’apres [Go02], fig satisfait

fs <d¢<x)'“<x’5> + Ai;“")) dfis(z,€) = 0

quelle que soit la fonction test ¢. On a donc, en utilisant & nouveau (3.20),

[ dus)ete. st = [ F28 Dy — o
* X

* X 25 B—+o0

3.2 Solutions de viscosité pour Hamilton—Jacobi
et théorie KAM faible.

Les solutions de wviscosité de 1’équation de Hamilton—Jacobi apparaissent
quand on étudie la limite semiclassique de 1’équation de Schrédinger a h
imaginaire.

Rappelons que si ¢y est un état lagrangien, ¢g(x) = ao(:n)e%, alors
la solution de I’équation de Schrodinger, de condition initiale g est, au
premier ordre en h, () ~ at(x)e%, ou S; est solution de I’équation de
Hamilton—Jacobi (1.6), de condition initiale Sp, et a; est la fonction ag trans-
portée au temps ¢ par le champ de vecteur non-autonome Leg ™" (x,dSi(x)) et
renormalisée selon la divergence de ce dernier (section 1.5). La phase S; est la
fonction génératrice d’'une variété lagrangienne L, = {(x,dSi(x)),xz € X} C
T*X, et I’équation de Hamilton—Jacobi traduit le fait que L; = ¢t (Lo). La
fonction S; n’est en réalité définie que pour des temps petits, des problemes
apparaissant notoirement quand ¢%;(Lo) cesse d’étre un graphe au-dessus
de X.
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D’une certaine maniere, ce probleme des caustiques disparait quand h
est imaginaire pur : considérons désormais la loi d’évolution (3.13) (3 > 0)
avec une condition initiale 1 de la forme vo(x) = e~ B402)  Alors, pour
tout temps positif, on a ¢g(t,x) = e Bustr) on u(t,x) est la solution de
I’équation de Hamilton—Jacobi visqueuse,

Au5 8u5
26
de condition initiale u(0,x). Le concept de solution de viscosité est la no-

tion limite de solution quand 8 — 4o00. Voici la définition introduite par
Crandall-Evans—Lions [Lions, CL83, CEL84].

+ H%(z,dyug) = 0. (3.21)

Définition 3.4. On dit qu’une fonction continue u sur R} x X est une
solution de viscosité de (3.21) si, pour toute fonction ¢ de classe C?,

— pour tout point (y,t) € R% x X ot u — ¢ atteint un maximum local,
on a

aYY dp
o 0) + 5 w) + H (0. dp(w)) < 0.

— pour tout point (y,t) € RY x X ot u— ¢ atteint un minimum local, on

a
A d¢
% 55 W)+ 5 W) + H*(y, dp(y)) = 0.

Pour § fini, on retrouve exactement les solutions classiques de (3.21).
Pour 4 = 0, on obtient une notion faible de solution de I’équation de
Hamilton-Jacobi non-visqueuse (1.6),

0
ai;—i—H“’(:U dgu) = 0. (3.22)

Etant donnée une condition initiale continue u(0), il existe une unique so-
lution de viscosité pour (3.22) se prolongeant en u(0) & t = 0, et elle est
lipschitzienne sur X pour les temps strictement positifs. On peut prouver
I’existence de solutions en partant du théoreme d’existence pour I’équation
parabolique (3.21) (0 < 8 < 400) et en passant a la limite § — +oo. En
effet, en utilisant le principe du maximum, on peut montrer que la suite des
solutions de viscosité de (3.21), de condition initiale u(0), est uniformément
lipschitzienne pour § > 1. Le principe de stabilité, propriété fondamentale
de la notion de solution de viscosité, veut que toute valeur d’adhérence des
ug (8 — +00) en topologie uniforme soit solution de viscosité de I’équation
limite (3.22) : c’est ainsi que Crandall, Evans et Lions prouvent 'existence
de solutions de viscosité de (3.22).

Le semigroupe de Lax-Oleinik. De la formule de Feynman-Kac
(3.14) on déduit 'identité suivante pour les solutions de (3.21),

e_ﬂuﬁ(tur) — Z 6_/614(7)6_6“3(0?7(0))‘

y(t)==
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Figure 3.1: Voici I’évolution temporelle du graphe {(x,d,u)} pour une so-
lution de viscosité : 'effet de notre complexification de A est, a la limite
h — 0, d’élaguer “tout ce qui dépasse” lors de ’apparition des caustiques
de la lagrangienne.

Le passage a la limite § — +o0o donne une interprétation variationnelle
des solutions de (3.22),

o) = int (u0.5(0)+ 40} = int {u0.0) + [ 220650 |

y(t)=z y(t)=z

l'inf étant pris sur les courbes C! par morceaux arrivant z & linstant ¢
(on utilise 1a des résultats de grandes déviations dus & Schilder [Sch66] et
Donsker—Varadhan [Va66, Va67, DVa76]). Ce principle variationnel avait été
introduit par Oleinik [O156, O157], Lax [Lax57], Hopf dans un cas particulier
[Hopf50], pour décrire un certain type de solutions faibles de I’équation de
Hamilton—Jacobi. Ces auteurs avaient déja percu le lien avec la limite de
viscosité évanescente ( — +00), mais sans aller jusqu’a dégager la notion
abstraite de solution de viscosité (voir aussi [ConHopf64]). Cette approche
variationnelle fournit une autre preuve de l'existence de solutions de vis-
cosité pour (3.22) : suivant les notations de Fathi [Fa, Fa97-1], on définit le
semigroupe

t

Tru@) = int {ubO)+ [ 1060|620, @2
y(t)== 0

C’est précisément le semigroupe qui donne les solutions de viscosité de

(3.22).

Remarque 3.5. On a introduit une dissymétrie dans l’orientation du temps,
en prenant 3 réel dans l’équation (3.13). Le semigroupe (3.23) n’est défini
que pour les temps positifs, correspondant a [’évolution des graphes lagrang-
iens sous leffet des temps positifs du flot hamiltonien (Figure 3.1). Cette
dissymétrie se manifeste aussi par le fait que l'opérateur hamiltonien H‘[‘;
n’est pas auto-adjoint pour B réel.

Pour traiter ’évolution dans les temps négatifs, il faut introduire le
hamiltonien inversé dans le temps, H*(x,&) = H™*(z,&) = H¥(xz,—=£). On
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notera L*(x,v) = L¥(x, —v) le lagrangien associé, et A* l’action correspon-
dante. Cela revient a changer w en —w, et au niveau des opérateurs, Hg
est remplacé par son adjoint. L’équation de Schriodinger rétrograde est

1 Oy
3 ot

=Hg"y" = Hg“’w*, (3.24)
et la formule de Feynman—Kac correspondante,

di@)= Y e PO (0,90) = D e PApr(0,4(1).  (3.25)

v(t)== (0)=z

Pour une solution positive, posant *(t,x) = e_ﬁug(t’x), on voit qu’a présent
ug; est solution de
by Oy

Comme précédemment, quand 3 — 400, uj converge apreés extraction vers
une solution de viscosité de l’équation non-visqueuse,

ou*
ot

+ H*(z, —dyu*) = 0. (3.27)

Le semigroupe qui donne les solutions, aprés conjugaison paru — —u, admet
maintenant l’expression

t
() = T (u)e) = s {0 - [ 260 A6)ds i o)

7(0)=

L’équation stationnaire. Considérons les solutions positives de I’équation
de Schrédinger stationnaire (3.15), H‘é’z/;g = FEgig, et de I'équation station-
naire rétrograde, H§*¢E = Emb;;.

1 *
Posant ug = — Ogﬁ% et ug = —logﬂw , ces fonctions sont solutions de
Au A .
_Tﬁﬁ + H*(z,dyug) = Eg et — Tﬂﬁ + H*(z, —dxuﬂ) =FEz.  (3.28)

En utilisant le principe du maximum pour le laplacien, on peut montrer que
les familles (uz) et (ug) sont équilipschiziennes; et que Eg reste borné. Apres
normalisation, on peut donc extraire des suites de fonctions (uj) et (up)
des sous-suites uniformément convergentes; par le principe de stabilité des
solutions de viscosité, les valeurs d’adhérences doivent étre, respectivement,
solutions de viscosités de 1’équation de Hamilton—Jacobi stationnaire,

H®(z,dyu) = E et H*(x,—d,u*) = E. (3.29)
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C’est une maniere de montrer l'existence de solutions pour (3.29), des que
E est valeur d’adhérence de (Ejg).

Une conséquence de la compacité de X est qu’il existe un unique F tels
que ces équations aient une solution [LPapVa, Fa, Fa97-1]. Ce nombre E est
appelé hamiltonien effectif, ou encore “valeur critique” de I’énergie. Il peut
étre caractérisé comme la plus petite valeur de I’énergie telle que I’équation
H“(z,d,u) = E ait une sous-solution globale (c’est-a-dire H*(z,d,u) < E
presque partout). Par conséquent, la valeur propre Eg, premiere valeur
propre de H‘g, tend vers la valeur critique F quand 8 — +o0.

Les équations de Hamilton-Jacobi stationnaires (3.29) sont équivalentes

u=T, u+Et et —u* =T (—u*)+ Et. (3.30)

pour tout ¢ > 0. Une autre maniere de montrer l'existence de solutions
est donc d’établir I’existence d’'un point fixe pour les semigroupes 7, + Et,
T;t +Et. Cerésultat, appelé théoréme KAM faible, est dii & Fathi et utilise la
propriété de contraction au sens large des semigroupes. Il n’y a, en général,
pas unicité du point fixe (paragraphe 3.3).

Hamiltonien général. La notion de solution de viscosité de I’équation
de Hamilton—Jacobi, que nous avons vu apparaitre pour des hamiltoniens
de la forme (3.11), s’applique a des hamiltoniens plus généraux. Tous les
résultats énoncés restent valables sous les seules hypotheses que H soit de
classe C?, strictement convexe, & croissance surlinéaire en la variable £. Dans
ce cadre général, on perd bien sir le lien avec ’équation de Schrodinger.

Question 3 : Pour un hamiltonien général, quand (3.29) a plusieurs
solutions de viscosité, comment caractériser celles qui peuvent étre obtenues
comme valeurs d’adhérence des solutions de 1’équation visqueuse (3.28) ?

3.3 Non-unicité des solutions stationnaires.

Barriere de Peierls. Voici une famille de solutions fondamentales de
I’équation de Hamilton—Jacobi : les barrieres de Peierls [Fa97-2]. Rap-
pelons que l'action d’une courbe C' par morceaux v : [0,7] — X est
A(v) = fOT L2 (~(s),4(s))ds. Etant donné k € R on définit une fonction
hE sur X x X,

hE(z,y) = inf{A(y)+kT|v:[0,T] — X joint z &y},

puis h¥(x,y) = liminfr_ kA (z,y). 1l y a une seule valeur de k pour
laquelle A* ne vaut pas identiquement —oo ou 0o, ¢’est le niveau critique E.
On définit hy = h% et h = h¥. A l'instar de Fathi [Fa97-2], nous appellerons
barriere de Peierls la fonction h : X x X — R. Pour y € X fixé, la fonction
x + h(y,x) est une solution de viscosité de (3.22), alors que x +— h(x,y) est
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une solution de viscosité de I’équation rétrograde? (3.27). Autrement dit,
T +— —h(x,y) est point fixe de T, + Et.

Si u est un point fixe quelconque de T;’ + Et, alors u satisfait 'identité
u(z) = maxu(y) — h(z,y). (3.31)

yeX
En un sens, les fonctions x — —h(x,y) “engendrent” 1’espace des solutions.
Deux fonctions de la forme z — —h(z,y), pour deux choix distincts de vy,
peuvent cependant étre identiques, a une constante additive pres. On veut
donc, dans un premier temps, décrire des sous-ensembles Xy C X tels que
u(z) = max u(y) — h(z,y) (3.32)

yeXy
pour toute solution de viscosité u. Un tel Xy est appelé ensemble d’unicité,
car les solutions de (3.21) sont entierement déterminées par leurs valeurs
sur Xy. On cherche ensuite X7 le plus petit possible de sorte que les x —
—h(z,y) (y € Xy) forment une “base” de l’ensemble des solutions, c’est-
a-dire une famille génératrice indépendante, au sens ou un choix arbitraire

de valeurs de u sur Xy permet de reconstituer une solution par la formule
(3.31).

Ensemble de Mather, mesures minimisantes. Soit « la fonction
de Mather [Mn, Mn92, Mat91, Mn96, CoDI97] :

v

a([8]) = — int {/TX (L% (z,v) — (05, 0)) du(x,v)} , (3.33)

I'infimum étant pris sur I’ensemble des mesures de probabilité v sur T'X,
invariantes sous ’action du flot d’Euler—Lagrange. La fonction « est définie
sur H'(X,R), vu comme le quotient de I’espace des 1-formes fermées par
les 1-formes exactes. Différents choix de [f] correspondent aux différents
choix de jauge w + 6 pour le potentiel magnétique, et donnent des valeurs
différentes a la fonction «, bien que tous les lagrangiens L“(z,v) — (0,v)
engendrent la méme dynamique si 6 est fermée. Selon un phénomene ana-
logue, apres quantification, le spectre du hamiltonien H¢§+9 dépend de la
jauge [#] € H'(X,R), bien que tous ces opérateurs quantifient le méme
systeme classique. Nous avons fixé une fois pour toutes un choix de w corre-
spondant a 8 = 0, on peut alors relier le niveau critique E a la fonction « :
E = a([0]) = —inf, { [ L(z,v) dv(z,v)}.

Une mesure réalisant 'infimum (3.33) est appelée mesure minimisante
au sens de Mather. L’ensemble

M= Upsupp(v) C TX,

2Pour étudier le passage de I’équation visqueuse vers I’équation non visqueuse, il est
plus pratique de travailler avec les solutions rétrogrades, en accord avec la convention
probabiliste qui considére toujours des chemins de condition initiale donnée.
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ol 'union est prise sur I’ensemble des mesures minimisantes, s’appelle I’ensemble
de Mather. Il dépend, une fois de plus, de la jauge choisie. Sous des hy-
potheses adéquates de croissance a l'infini du hamiltonien, on montre que
cet ensemble est non vide, compact; il est évidemment invariant par le flot
d’Euler—Lagrange.

Théoréme 3.6. (Graph theorem de Mather [Mat91]) La projection m :
TX — X, restreinte a l’ensemble de Mather JT/(, est un homéomorphisme
de M sur son image ©(M). L’application réciproque m—* : m(M) — M est
lipschitzienne.

L’ensemble M = 7(M) C X est lui aussi appelé ensemble de Mather.

Exemple 3.7. Lagrangien mécanique L = $|v||2 — V(z). Une mesure est
minimisante si et seulement si elle est portée par l’ensemble des points fixes
du flot hamiltonien de la forme (x,0), ot x est un mazimum de V.

Exemple 3.8. Soit un lagrangien de la forme L = $|v||2 — (w,v), ot w

est fermée. Le théoréme 3.6 signifie que l’ensemble de Mather M est une
lamination géodésique, c’est-a-dire un fermé qui est réunion de géodésiques
completes sans auto-intersections. Par exemple, si X est une surface com-
pacte de courbure strictement négative, M est réunion disjointe de géodésiques
fermées simples et de composantes minimales exceptionnelles, qui sont, transver-
salement, des ensembles de Cantor de dimension 0.

Exemple 3.9. Contrairement a ce que laissent penser les exemples précédents,
la dynamique sur l’ensemble de Mather peut-étre arbitrairement compliquée.
Etant donné un flot arbitraire sur X, engendré par un champ de vecteurs
Z, considérons le lagrangien

1
L(z,v) = o - 2|22

Les mesures minimisantes sont les mesures invariantes portées par ’ensemble
{(z,Z;),x € X} C TX, elles s’identifient aux mesures invariantes par Z.
Si l’on passe dans le cotangent par la transformation de Legendre, ce sont
les mesures invariantes portées par la section nulle.

Soit u un point fixe de T;" + Et, autrement dit —u est solution de (3.27).
Le graphe

Graph(du) = {(z, du(z)),z € X, u différentiable en x}

est invariant par les temps négatifs de ¢ . L’ensemble 3\7[, une fois transporté
sur 7% X par transformée de Legendre, est inclus dans Graph(du), il supporte
en fait toutes les mesures invariantes de Graph(du). Le théoreme de Mather
implique que u est de classe O sur M.
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Théoréme 3.10. (Fathi [Fa97-2], [Fa]) L’ensemble M est un ensemble
d’unicité pour l’équation de Hamilton—Jacobi.

Ensemble d’Aubry. On définit 'ensemble d’Aubry A C X,
A={z e X, h(z,z) =0}.

Cet ensemble était appelé ensemble de Peierls dans la référence [Fa98-3],
mais le nom d’Aubry a prévalu par la suite. Un point x est dans A si
I’on peut trouver des trajectoires du flot d’Euler-Lagrange de durée T ar-
bitrairement grande, partant de x et y revenant, et dont ’action est arbi-
trairement proche de —FET. L’ensemble d’Aubry contient celui de Mather.
De méme que '’ensemble de Mather M, I'ensemble A se releve en un en-
semble A ¢ TX , qui est invariant par le flot d’Euler—-Lagrange et se pro-
jette homéomorphiquement sur A. L’ensemble A est le plus grand ensemble
contenu dans tous les graphes Graph(du) et invariant par le flot complet
(¢% ) ter-

Par le principe de calibration, toute trajectoire complete de (qb?}[)teﬂg con-
tenue dans un graphe Graph(du) se projette sur X en une courbe (v(¢))er
globalement minimisante, ce qui signifie que, pour tout invervalle de temps
[to, t1], et pour toute courbe 7 telle que ¥(t;) = ~y(¢;) (i =0,1), on a

t1 t1 .
[ rens [ rah.
to to
On ne demande pas que les deux courbes soient homotopes : cette définition
dépend du choix de la jauge.

Les trajectoires contenues dans A ou M sont globalement minimisantes.
En fait, une probabilité invariante par le flot d’Euler-Lagrange est min-
imisante au sens de Mather si et seulement si elle est portée par des tra-
jectoires globalement minimisantes, si et seulement si elle est portée par
I’ensemble de Mather.

Classes statiques. Les classes statiques forment une partition de A,
définie par la relation d’équivalence sur A: x ~ y si et seulement si

h(z,y) + h(y,z) = 0.

Une solution de viscosité est completement déterminée par une valeur prise
dans chaque classe statique [Co01]:

Appelons S;, (i € I) les classes statiques, et choisissons arbitrairement
un point x; dans S;. S’il existe une solution u : X — R telle que u(z;) = u;
pour tout ¢ € I, on doit avoir u; —u; < h(z;, z;) pour tout 4, j. Inversement,
si cette condition est satisfaite, il existe une unique solution u ayant les
valeurs prescrites u; en x;. Elle est donnée par la formule

u(z) = TAX U — h(z, x;). (3.34)
1€
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En ce sens, les h(z,x;) forment une base de l’ensemble des solutions de
viscosité.

Théorie KAM faible. C’est le nom donné par Albert Fathi a4 ’ensemble
des résultats reliant la notion de solution de viscosité, la recherche de points
fixes des semi-groupes T; (liés a la résolution de I’équation cohomologique
L(z,v) —du(z).v + E = 0) et la théorie d’Aubry-Mather. Ils constituent,
si 'on veut, une version faible, dans un cadre non perturbatif, de la théorie
KAM usuelle qui recherche des tores lagrangiens lisses invariants pour un
systeme proche d’étre intégrable. Loin du régime perturbatif, on peut con-
sidérer que les graphes Graph(du), ou les ensembles d’Aubry—Mather selon
les points de vue, remplacent les tores KAM.

3.4 Effet tunnel de fond de puits.

Distance d’Agmon et barriere de Peierls. Considérons le cas d’un
hamiltonien H(z,§) = @ + V(z) sur une variété riemannienne compacte.
Soit ¥y > 0 D'état fondamental de l'opérateur —hZ% + V, d’énergie Ej
(pour h petit, By, ~ Ey = minV). La mesure v(dz) = ¥3(z)dVol(z) est
essentiellement localisée pres des points ol le potentiel V' est minimal, mais
n’est pas nulle dans la zone classiquement interdite, {V' > Ej}. Pour étudier
la vitesse de localisation, on introduit la métrique d’Agmon,

1%, = = (V(@) = Br)+l-]12

ou |||, est la métrique initiale. La distance d’Agmon est la distance associée.
A la limite Er — Ej elle coincide avec la barriere de Peierls dg,(z,y) =
h(zx,y), associée au lagrangien @+V(l‘). Ce changement de signe de V'
est lié a la rotation de Wick : le comportement de 1 dans la zone interdite
{V > Ep} est décrit par les trajectoires d’Euler-Lagrange & temps complexe.

Soit Min(V') = {z,V(z) = Ep}. Les résultats du Chapitre 3 de [HisSig]
montrent que, pour tout € > 0 et pour tout s > d/2, il existe C' > 0 tel que

[Yn(x)| < %8_(1;5>dE0(x,Min(V))‘
Cela implique que
fim sup f log () < = T, dio (w, Min(V')
€

pour tout fermé F. Omn veut compléter cette estimation en 1’assortissant
d’une borne inférieure.

Un probléeme de grandes déviations. On pose le probleme plus
général du comportement quand 3 — 400 des solutions des équations
Au

3 N Aug
5 + H(z, —dyujy) 3 et 5 + H(x,dyug) 3
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pour un hamiltonien H de classe C?, convexe, surlinéaire en £. On sait que
Ejg tend vers la valeur critique E et que les valeurs d’adhérence en topologie
uniforme des familles (ug), (uj) doivent étre solutions de viscosité de (3.29).
On veut caractériser les limites possibles des fonction (ug) et (uj).

2
Dans le cas particulier d’un hamiltonien mécanique M + V', on sait
que ug et ug sont reliées a 1'état fondamental des opérateurs Hj et H‘g*

1 *
par les relations uj; = — Ogﬂ% et ug = —logﬁwﬁ. Les fonctions uj et ug

décrivent donc la décroissance exponentielle des fonctions propres, et leur
comportement quand § — +oo est lié a ’existence d’un principe de grandes
déviations pour les mesures (v3) :

log ¥

Proposition 3.11. Supposons que uj = ——5 etug = _logds

convergent
uniformément, respectivement vers u* et u. Alors la famille de mesures
(V8)3—+oo Satisfait un principe de grandes déviations, de taux (3, de fonc-
tion de taur I(x) = u(x) + u*(x).

Autrement dit, pour tout ouvert O C X,

1
lim inf 3 logv3(0) > — irolf 1,
et pour tout fermé F C X,
1
lim sup 3 logvg(F) < — i%f I

Remarque 3.12. On a toujours une borne supérieure, valable pour tout
fermé F,

1
lim sup Elog vg(F) < —:;Ielg hi(z, ),

ot hy est la “seconde barriére de Peierls” [A04).

On cherche donc a trouver des hypotheses sous lesquelles on puisse
démontrer D'existence d’une (unique) limite pour uj et ug. Le théoreme
3.13 qui vient est valable pour un hamiltonien général.

De 1’équation visqueuse vers 1’équation sans viscosité. Par la
suite on fait I’hypothése que ’ensemble d’Aubry A est constitué d’un nombre
fini m d’orbites périodiques hyperboliques du flot d’Euler—Lagrange. Ainsi,
chaque classe statique est la projection sur X d’une orbite périodique hy-
perbolique, mettons «; : [0,7;] — X, i = 1,...,m. On choisit un point
x; dans chaque classe statique, z; = «;(0), et on note h;(z) = h(x,z;).
L’hyperbolicité de I'ensemble d’Aubry implique que h; est de classe C? au
voisinage de «; : c’est la fonction génératrice de la variété stable de a;. On
peut donc définir

I
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Dans le cas d’un point fixe, c’est-a~dire T; = 0, on pose \; = Ah;(x;). On
suppose qu’il y a exactement une classe statique oy telle que

1<i<m
On montre alors un résultat qui généralise ceux de [JKM96] et [Bes03].

Théoréme 3.13. [AIPS04] Sous les hypothéses précédentes, la fonction uj,
normalisée de sorte que u%(a:[) = 0, converge uniformément vers hy quand
8 — +oo.

Exemple 3.14. Lagrangien “mécanique” L = 3||v||> — V(z). Si V a un
nombre fini de mazima (x;)1<i<m, les classes statiques sont les points x;, et
E =maxV. Les hypothéses du théoréme demandent que ces mazxima soient
non dégénérés. On vérifie que \(x;) = Ej:l,...,d VEj(zs), ot l'on a appelé
—kj(z;),5 = 1,...,d les valeurs propres de la hessienne de V en x;. La
seconde hypothése du théoréme veut qu’il existe I € [1,m] tel que

S ki) >\ Jki(ar), i#L (3.36)
J J

Rappelons que dans ce cas la barriére de Peierls h est la distance associée a
la métriqgue \/E —V(x)|.||z-

La preuve du théoreme 3.13 utilise une caractérisation variationnelle des
solutions de (3.21), généralisant la formule (3.23). Quand il y a un terme
de viscosité, il faut introduire un espace probabilisé (€2, B,P) muni d’un
mouvement brownien W (t) : @ — X associé au laplacien A. Notons E
lespérance vis-a-vis de la mesure de probabilité P. La solution de (3.21)
obéit au principe variationnel de Lax : pour tout temps d’arrét borné 7,

_uﬂ(x):s%pE(—uﬁ(Xﬁ(T))—/OTL(XB(S),U(S))ds—EﬁT), (3.37)

o v est un processus de controle, et X est solution de I’équation différentielle
stochastique

{dxﬁa) = v(t)dt + 5 W (t) (3.38)
Xp(0) =z

([F1IS] Lemme IV 3.1). C’est en analysant le comportement des différents
termes de (3.37) quand f — 400 qu’'on obtient le théoreme 3.13. Au
passage, et sous les mémes hypotheses, on montre la

Proposition 3.15. [AIPS04]

li Eg—FE)=—)\j.
,6—1>H—&1-ooﬁ( g ) !
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Entropie des mesures limites. On s’intéresse maintenant au probleme
de I"“unique ergodicité quantique”, consistant ici a identifier les limites pos-
sibles 1o des relevés microlocaux pg. Il résulte de la proposition 3.3 que
oo doit étre une mesure minimisante au sens de Mather. Les exemples de
la section précédente montrent qu’il y a souvent plusieurs telles mesures, on
veut alors une caractérisation supplémentaire des po. On n’utilisera pas,
dans la pratique, le relevé microlocal 113, dont la définition dépend du choix
de Opg-1, mais un objet beaucoup plus naturel, le processus stochastique
défini par les intégrales de chemins (3.14), et dont vg est la mesure invari-
ante. On va donc considérer le processus markovien sur X, de distribution
initiale vg et de semigroupe de transition

1
t - - w
[Py f= BT, exptBHE.(Ysf).
La mesure vg en est I'unique probabilité invariante. On étend la mesure vg
a l’espace des chemins continus, C'(R, X), en posant désormais

v ({7, 0.4 € A})
t t
= e_tﬁEﬁ/ ¥5(70)do </ eBJo V(vs)ds+B [ w(v(s))odv(s)wﬁ(%)dwgo (7|[0,t})>
V0.4 €A (5,39
3.39

pour tout temps ¢ > 0 et tout sous-ensemble mesurable A de C(]0,t], X).
De maniere équivalente, pour tous temps tg < t1 < ...t, et toute collection
d’ensembles mesurables Py, ..., P, C X,

Vs ({777750 € P()v"‘ » Vtn € Pn})
— e Py (At IR OO T, 45 ) 12(X)
(3.40)

Il est clair que la marginale ¢t = 0 de v est notre mesure ¢)3(z)yj(z)dVol(x).
La définition (3.39) montre que vz peut-étre vue comme la mesure de Gibbs
(au sens de la mécanique statistique) sur C(R, X), associée a I’action A(y) =
[ L(7,7), et invariante par l'action de R sur C(R, X) par le flot des trans-
lations temporelles o = (0!);cr. La propriété de Gibbs est souvent liée & un
principe variationnel thermodynamique, et c’est ce qui motive le théoreme

3.17.

Remarque 3.16. D’aprés un résultat de Fathi et Siconolfi [FaSi04], on peut
toujours, quitte & remplacer L* par L¥ —du+E avec u de classe C!, supposer
que E =0 et L¥(z,v) > 0, avec égalité si et seulement si (z,v) € A. C’est
ce que nous supposerons désormais.
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Soit v : [0,7] — X, on dira que c’est une courbe d-presque minimisante
si A(y) <. On fera ’hypothese suivante :

Hypotheése (A) : Il existe ¢ > 0 tel que pour tout § > 0 assez petit, pour
tout temps 7" > 1, pour toute courbe v : [0,7] — X J-presque minimisante,
alors il existe exactement une trajectoire d’Euler—Lagrange 4 : [0,7] — X
telle que 4(0) = ~(0), 4(T) = ~(T), et |(t) —(t)| < ¢d, pour tout ¢t € [0,T].
De plus, 4 réalise le minimum de ’action parmi les courbes vérifiant toutes
ces conditions, et le minimum est non dégénéré.

Si I'ensemble A est uniformément hyperbolique, le shadowing lemma
implique que I’hypotheése (A) est vérifiée. Réciproquement, I'hypothese
(A) implique certainement une forme assez forte d’hyperbolicité pour A.
Les trois hypotheses de l'article original [A04], pénibles a énoncer, étaient
congues pour s’appliquer, au contraire, a des situations ou il n’y a pas
d’hyperbolicité, comme ’exemple trivial du flot géodésique sur un tore plat,
ou l'exemple 3.7 quand certains maxima du potentiel sont dégénérés. Il
n’était pas clair qu’elles s’appliquassent a des situations plus compliquées,
sans doute plus intéressantes, comme le cas d’un lagrangien de la forme
L¥(z,v) = % — (w,v), o ||v]|, est une métrique a courbure strictement
négative et w une 1-forme fermée non exacte. Dans ce dernier cas on peut
utiliser la nouvelle hypothese (A). Il est tout de méme un peu dommage
de ne pas avoir pu unifier le cas hyperbolique avec le cas “plat” sous un
ensemble commun d’hypotheses.

Théoréme 3.17. [A04] (i) Soit vs une valeur d’adhérence de la famille
(V8)3—+o0o sur Uespace des chemins C(R, X). Alors v est o-invariante, et
portée par les trajectoires globalement minimisantes du flot d’FEuler—Lagrange.

(ii) Soit v une autre mesure de probabilité ayant ces mémes propriétés,
on a

d
1 o
mestwno) =5 [ >N Gmn) )

d
1 .
< hics(van ) = 3 [ o N o) (). (341
> ]:1

Ici, les /\;r(’yo,"yo) sont les exposants de Lyapunov positifs du flot d’Euler—
Lagrange, pour la condition initiale (yo,70); et hxs(v,0), hxs(Voo, o) désignent
Uentropie de Kolmogorov-Sinai de v et Voo sous laction du flot de transla-
tion temporelle (o).

L’ensemble des trajectoires paramétrées du flot d’Euler—Lagrange s’identifie
naturellement a T'X, et cette identification conjugue le flot de translation
temporelle o = (0!);cg au flot d’Euler-Lagrange. D’apres le point (i) du
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théoreme, la mesure v, est ainsi identifiée & une mesure sur 7'X, invariante
par (¢%;), et minimisant laction. Par transformée de Legendre, celle-ci
s’identifie & son tour a une mesure o sur T*X, et le théoreme peut-étre
reformulé ainsi :

Théoréme 3.18. [A04] (i) Soit s une valeur d’adhérence de la famille
(1) B—too sur T*X. Alors ji est une mesure de probabilité invariante
par le flot hamiltonien, portée par l’ensemble de Mather Leg_l(J\N/[).

(ii) Soit u une autre mesure de probabilité ayant ces mémes propriétés,
on a de plus

d

st o) =5 [ 3N @€ dul.)

2 Jrex i3
d
1
< (o) = 5 [ ST die(,9)
J=1

Les /\;' sont ici les exposants de Lyapunov positifs du flot hamiltonien, et
his(p, &), hics(too, prr) désignent lentropie de Kolmogorov—Sinai de p et
oo sous Laction du flot hamiltonien (¢Y;).

Exemple 3.19. (suite des exemples 3.14 et 3.7) Dans ce cas, le terme
d’entropie est nul, et le théoreme dit que ug se concentre sur les mazima de
V' qui minimisent 2?21 VEj(z), ot les —kj(x) sont les valeurs propres de
la hessienne de V en x. Ce résultat est une conséquence du théoréme 3.13,
ou encore des estimées semiclassiques [Hel].

Exemple 3.20. (suite de l’exemple 3.9) Dans ce cas, l’ensemble des or-
bites minimisantes s’identifie par transformée de Legendre a la section nulle
du cotangent, c’est donc une variété lagrangienne lisse invariante, et on
montre que Z?Zl )\j(x, 0) coincide avec Z;l:l])\j (x,0)], ou il s’agit, dans la
deuxieme expression, des d exposants de Lyapunov du flot hamiltonien re-
streint a la section nulle. D’apres le théoreme, la mesure po est une mesure
d’équilibre mazimisant he, (Hoo)—3 E?:l I\j(x,&)| parmi les mesures portées
par la section nulle. Sile flot engendré par Z est un flot d’Anosov topologique-
ment transitif, alors une telle mesure est unique, c’est une sorte de mesure
SRB “symétrique” (aucune orientation du temps n’est favorisée). En par-
ticulier, si Z posséde une mesure invariante absolument continue, oo doit

éetre celle-ci.

La premiere partie du théoreme 3.17 est une conséquence directe de
la formule (3.39) définissant v3. On esquisse ici la preuve du deuxieme
point, en détaillant les étapes qui sont différentes de la version publiée [A04].
Sans perte de généralité, on supposera que le “temps d’injectivité” du flot
d’Euler-Lagrange, sur un voisinage de la couche d’énergie F, est supérieur
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a 2 (notons que E = 0 a cause de la remarque 3.16). On choisit alors
d’évaluer I'entropie en travaillant sur le temps 1 du flot. La définition de
I’entropie de Kolmogorov—Sinai est rappelée en fin de chapitre.

Soit V4 une valeur d’adhérence de v, et soit v une autre mesure de prob-
abilité sur C'(R, X)), o-invariante et portée par des trajectoires minimisantes
(donc par des trajectoires dans l’ensemble de Mather JT/E)

Soit P = (P, ..., Px) une partition finie mesurable de X, on supposera
que le bord de chaque P; est C' par morceaux et n’est pas chargé par
Vso- La partition P détermine naturellement une partition de ’espace des
chemins, formée des ensembles {y € C'(X,R),~(0) € P;}, et on va chercher
a démontrer une inégalité comparant les entropies ho(v, o), hop(vg, o), puis
par passage a la limite 3 — 400, hp(Veo, o). On notera A; = lp,. Par
commodité on introduit 1’espace symbolique ¥ = {1,..., K}%. On a alors
une application de codage J : C(R, X)) — 3 qui, & une trajectoire -, associe
la suite (¢;);ez telle que y(j) € P, pour tous les temps entiers j € Z. Sur
Y., on définit la mesure de probablhtes Vﬁz (respectivement v*), image de vg
(resp. v) par l'application J. Ces mesures sont définies par

I/E([eo, o 6n)) = (PN (T_lpq Nn...No "P,) (3.42)
= vg(Agq-Ae 00t A, © U") (3.43)
— o PnE BHY %
- o <A PHE A, P ﬁAeowﬁ,¢ﬁ>L2(X()3.44)
et v7([€g, - .., €n]) = V(A A, 001 A, 0 0™), ot 'on a noté [eg, ..., €] le
“cylindre” de Y formé des suites commen(;ant par les lettres €q, ..., €.

On rappelle I'inégalité de convexité

—> pilogpi+ Y pilogg <0 (3.45)

valable pour toutes probabilités (p;) et (¢;). On a donc, pour tout n,

=Y v ([le0, - s en)) log v ([e0, -+ s €n))
+) v ([0, - s en)) log v (€0, -+ €nl)
= Vi (o, sen)) log 3 ([eo, -+ s €nl)
+Y vileo, - s en))log vy ([eo, -+ ,en])  (3.46)

ou les sommes portent sur tous les cylindres de longueur n. Par définition, les

termes — > 1% ([eg, -+, €]) log = ([eo, -+ , €n]) et — 21 Zl/ﬁz([eo, <+ €y]) log Vﬁz([eo, coe L €n])
convergent respectivement, quand n — +oo, vers hyp(v,0) et hp(vg, o).

Dans les termes restant, on va étudier le comportement asymptotique de

log VBE([EO, -+ ,€p]) quand n — +o0 et B — 400, avant d’insérer les es-

timées obtenues dans 'inégalité (3.46) pour obtenir finalement (3.41).
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Cylindres presque optimaux. Soit § > 0 un réel donné, vérifiant 1’énoncé
de I'hypothese (A). On supposera que le diametre des ensembles P; com-
posant la partition est bien inférieur & 6. On note €2; un voisinage de taille
cd de P;. Soit un cylindre [eg, ..., €,], définissons par récurrence

h (2,y) = hi(z,y) = inf{A(y),7(0) = 2,7(1) = y};
HE ™4 = nf (0 (2,2) + ha(2,9), 2 € Pyvy € Py 2 € Py}
hili 7 (@, y) = inf{h> % (2, 2) + ha(z,y), 2 € Qg }-

Tant que H;” " < §, I'hypothese (A) implique que k5" %™ (z,y) définit

k+1
une fonction lisse sur P, ,, qui peut se prolonger en une fonction lisse sur
Qe,,, si 6 a été choisi assez petit. On dira que [eo,. .., €,] est un cylindre

(6)-presque optimal si H.”"* < § pour tout k < n.

Soit maintenant [e, . . ., €,] un cylindre quelconque. On appelle T} le pre-
mier temps auquel le cylindre cesse d’étre optimal, c’est-a-dire que [eg, . . ., €, —1]
est optimal mais pas [eg, ..., e, ]. On définit ensuite T3, le deuxieme temps
apres 17 ou le cylindre cesse d’étre optimal, par le fait que [er,, ..., en,—1]
soit optimal mais pas [ery,...,€en], puis de méme 73,7, etc. Enfin N =
max{k, T < n} est le nombre de fois ou le cylindre cesse d’étre optimal.

Comme dans la formule de Van Vleck (1.28), (1.29), si «y est une tra-
jectoire d’Euler-Lagrange joignant z & y en temps ¢, on note J(z,y) le
jacobien de I'application exp!, évalué en 4(0). On note J(x,y) le jacobien
de l'application exp! évalué au vecteur v d’énergie |H| < 4§ et tel que
expl (v) = y — si celui-ci existe. Si cette condition n’est pas remplie, on at-
tribuera dans les calculs une valeur arbitraire, supérieure & 1, & J'(x,y) (ces
valeurs ne joueront aucun role dans notre analyse). Etant donnés €0, €1, ON
notera enfin J!(eg,e1) = inf{J'(x,9),2 € Q,y € Q, }. Pour un cylindre
[€0, - - -, €n], ON nOte alors

J" (€0, en) = J'(eo,€1) T (e1,€2) ... T (€n—1, €n)-

/2
Proposition 3.21. Notons C(f3) = (%) max ¢ max y.

(i) Soit [eq, ..., €] un cylindre presque optimal, on a alors
Ccn
V5 (6o, sen]) < C(B)T (€0, €0) 27
(i) On a pour tout cylindre

V3 (0, en]) < CB)T (€0, - -, €n) 2T CN

ou C est un réel positif et N < n est le nombre de fois ot le cylindre cesse
d’étre optimal.
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La proposition résulte immédiatement du lemme suivant, ou 1’on estime
. , . HY H~
uniformément le noyau de 'opérateur Aeneﬁ CI Aeleﬂ BAg, :

Lemme 3.22. (i) Soit [e,. .., €] un cylindre presque optimal, on a alors

A, ™5 A M5 A6, (x)

B\ e —Bhd M (y,z) ~1/2
<C o e B A, (v)Ae(y)e P €0y ..y €n)
(ii) Soit [eq, . . . , €x] un cylindre tel que, pour un certain k < n, [eg, . .., €]
soit un cylindre presque optimal mais pas [eo, . .., €x+1]. On a alors

A 5 ... AeleﬁHgAgoéy(x)

Ck _ w
<eb Jeo,....e) Y sup A, e A
2€8e;

€k42 eﬁHg A6k+1 52 (.’L‘)

On démontre d’abord une estimée sur les solutions de type BKW,

Lemme 3.23. Soit a une fonction positive de classe C? sur X, et S de classe
C? sur un voisinage 0 du support de a . Considérons le graphe lagrangien
L ={(z,dS(x)),z € Q}; et supposons que pour 0 < ¢ <2, Ly = ¢4 (L) soit
toujours un graphe, c’est-a-dire que Ly = {(z,dSi(x)),z € 4}, la fonction
S, étant de classe C? sur Uouvert Q0 = m(Ly) C X. Alors S est solution de
l’équation de Hamilton—Jacobi

et ’équation

a une solution a de classe C? positive sur [0,2] x X, avec supp(as) C Q4. La
fonction a s’exprime explicitement comme

a(0, (expts)_lx)

Vs(@)

avec les notations du chapitre 1, paragraphe 1.5.

Appelons alors Uy = {x € X,as(x) > 0}, et U ={(¢t,z) € [0,1] x X,z €
U;}. Introduisons la fonction v(t,x) = e P5Ea(t,2). Sur tout compact
inclus dans U, on peut trouver une constante C' > 0 telle que

a(t,z) =

e u(t) < exp(tBHS)V(0) < 7 v(t).
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Preuve. Le champ de vecteur dépendant du temps Leg(z, dS¢(z)), la on
il est défini (¢ € [0,2],z € ), engendre un flot g%, dont les trajectoires
sont des minimisantes de ’action, parmi les courbes restant dans cet ouvert.
Plus précisément, I’application g*! réalise un difféomorphisme de Q, sur €2,
et selon le “principe de calibration” on a

t

Si(z) = inf {Sto (v(to)) + /

v(s)EQs pour tout s, y(t)=z to

L6

pour tout tg < t. L’inf est atteint uniquement sur la trajectoire de g¢*!
arrivant en x au temps t.

Sur I’expression explicite de a(t,z), on remarque que U; = g% Uy. Con-
sidérons un compact Ky C Uy, et K; = ¢"'Ky C U;. On vérifie que v est

solution de 5 A
v a
— =fHY.v — —e %5,
ot ~ PHGv—ge

Si 'on note u(t, x) = exp(tﬁH‘g)U(O)(x), on a par le principe de Duhamel
_ L (t—s)BHY BS(s,x)
t,z) =v(t,z) + TIPS (A PR s,
u(t,z) = v(t, ) 25/0 e ( a(s,z)e ) s

Introduisons alors un ouvert Ko C Gog C Up, tel que Gg C Uy et Gy soit
compact. Comme précédemment on note Gy = ¢%'Gy. Sur le compact
Gs, a(s) est strictement positive, on peut donc trouver un C' > 0 tel que

supy, | A a(s)| < Cinfg, a(s). Pour x € K, un argument standard de
(t—s)

s . HY .
grandes déviations pour le noyau de e PHE montre dans un premier temps

que
‘e(t—s)BHg (Aa(s)efﬁs(so (z) — e(t—s)PHg <]le A a(s)efﬁS(S)) (x)‘
< Clem Bt ot=9)PH] (]1 Gsa(s)e—ﬁsw)) (x)

avec

t t

€5+ = inf inf Ss 8+/L ,¥) = inf {S; S+/L )9

0= 00 e A0+ | LAk nf {S:(v(s))+ | (v A)}
> 0.

D’ot 'on déduit que

_ C’(l + e—ges,t)e(tfs)ﬁH‘g (ﬂGSa(S)e—ﬂS(s)> (IL‘)
< e(t—S)BH‘g <Aa(8)6755(s)> (1,)

< O(1+ e 5 (g, a(s)e 750 (a).
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Intégrant par rapport a s, et utilisant le fait que et=9)BHE ot positif, on
obtient

olt.a) = 51+ [ I ) ds

C t w
<u(t,r) <v(t,x)+ ﬁ(l + 0(1))/ e 5y (5, 2)ds.
0

Ceci implique que

—Ct Ct

e 7 vu(t,r) <u(t,z) <wv(t,x)es

pour x € K;. La constante C est uniforme sur tout intervalle de temps
borné.

Preuve de la proposition 3.21. Elle résulte du lemme 3.22, qui donne
une borne uniforme sur le noyau de l'opérateur Agneﬁ Hg . ~A6165 H?;AEO,
autrement dit sur la fonction A, e Aeleﬁ Hj Ag by, pour des temps n
arbitrairement grands. On examine dans un premier temps le cas des cylin-
dres presque optimaux. En temps 1, 'asymptotique du noyau est donnée
par le théoreme 3.1 :

AqeﬁHgAéody(:E) ~ < b >

d/2 efﬁhl (yzx)
% -

J(y, »)

Si l'on a un cylindre presque optimal, la fonction hj(y,x) est lisse sur le
support de A¢, (y) A, ().
On montre ensuite par récurrence, a ’aide du lemme 3.23, que

Agy (2)Agy ().

w w d/2 Cn €Qyeees en
A, ™5 A "B AL G, (x) < C <25> €7 A, () Ay (y)e M
™
—1/2 —-1/2
sup JY(zg, x1) 2. sup TN &1, ) /
x069607x16961 xn—leﬁen_laxnegsn

ce qui prouve le premier point de la proposition. Pour le deuxieme point,
il se démontre en notant que, si [eo, ..., €, est presque optimal mais pas
[€0, - .., €nt1], alors une itération supplémentaire donne

SHY BHY BN\ cn e
enp1€ P o Age 5A505y(x) <C Gy er Aen+1(x)Aeo(y)e

A

1 —1/2 1
X sup J (xg, 1) e sup J (Tp—1,Ty)
moeﬁeo,wleQel afn—lEQen,l,a?nEQen

—-1/2

C(n+1) -1/2

<Ce 7 A5n+1 (‘r)AGO(y) sup J1($07$1) s sup Jl(xmxn_H)

xoGQEO,w1€Q€1 wnEQen,xn+1 €Q€n+1
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ce qui termine la preuve du lemme 3.22, donc de la proposition 3.21

On peut généraliser la borne supérieure de la proposition 3.21 en rem-
placant le temps 1 par n’importe quel entier donné N. On introduit pour
cela la notation

J(N)’l(eo, ... €n) = inf {J%N(w,y),x € QY € Qeys
|H(7)| < 48, (k) € Q, pour tout k € [[0, N]]}.

Si ce dernier ensemble est vide, on attribue une valeur arbitraire, supérieure
al,aJM™M(e,,... en). Pour un cylindre [e, ..., €e,n], on note

TN o, ean) = TNV (eg, o en) TNV (e, . ean) - J(N)’l(ﬁ(n—l)N» e €nN).
On démontre, comme précédemment,

Proposition 3.24. Soit N un entier donné. On a pour tout cylindre

CnN

ygl([EOa'--aenN]) < C(ﬁ)J(N)Vn(EOa"'7€TLN)_1/2€ b CN

ou, C' est un réel positif et N < n est le nombre de fois ou le cylindre cesse
d’étre optimal.

Notons qu’a la limite 8 — 400, la mesure VBE ne charge que les cylindres
optimaux, et que ’espérance de N sous VBE est d’ordre o(n).

La borne inférieure suivante est démontrée dans l'article [A04] (Lemme
3.2.10) :

Proposition 3.25. Soit [ep, ..., e,n—1] un cylindre tel que l’ensemble Pe, N
.N ¢E(Ln_1)PenN,1 contienne un vecteur (x,v) dans l’ensemble de Mather

M.

Soit B > 0 arbitraire. Appelons I(x,v) l’ensemble des temps entiers
0<k<nN —1 tels que ¢% (x,v) soit a distance au plus 2BB~Y2 du bord
de P, .

Alors il existe une constante K(B), dépendant de B, un réel p > 0

/2
ne dépendant pas de B, et un réel C*(f) = (%) min ¢z minyg > 0

dépendant de B — mais tous indépendants de n — tels que
V5 ([€0s- - s enn—1]) = CF(B)e K (B)H @) (1 — ¢ #*BynN
~1/2
{J(N—l),l(eo’ cen—1) +€} {J(N—l)d(eN’ L en1) +€}

N {J(Nfl),l(enN, e €nN—1) + 5}

—-1/2

—-1/2

ot € est une borne supérieure sur le diametre des P;.
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Reprenons maintenant 'inégalité (3.46). On ne touche pas au premier
terme de chaque membre, qui est le terme d’entropie. Dans les termes
restant, on insere les résultats des propositions 3.24 et 3.25, qui permettent
d’estimer inférieurement et supérieurement log VBE en fonction du jacobien
JWN) pour N donné. On divise les deux cotés de I'inégalité par n, on fait
ensuite tendre, successivement, n vers +oo, 3 vers 400, £ = diam(P) vers
0 et N vers +oo. Lors de ces passages a la limite successifs, le premier
terme de chaque membre de (3.46) donnera I’entropie de Kolmogorov—Sinai
de v (respectivement v,). Les exposants de Lyapunov apparaissent dans
les termes restant, car on montre, lors du passage a la limite N — +o0,
que

o N
log T ((0), (V) N AT ((0),7(0))

si v est une courbe globalement minimisante. Ceci conclut la preuve de
I'inégalité (3.41) et donc du théoréme 3.17.

Annexe : définition de I’entropie d’un systeme dynamique.

Entropie topologique d’un systéme dynamique. Soit (€, d) un espace
métrique compact, et T : € — &€ une transformation continue. Pour tout
n > 0, on définit la distance

T dﬁf m m

Etant donné r > 0, appelons Ny (7, n) le cardinal minimal d’un recouvrement
de € par des boules de rayon r pour la distance dg. L’entropie topologique
du systeme (€,7) est

hiop(E,T") = lim lim sup — log Nr(r,n).

=0 pooo N

Souvent, il n’est pas nécessaire de prendre la limite » — 0: pour un systéme
expansif [KH], il existe 9 > 0 tel que, pour tout 0 < r < rg, 'entropie
topologique vaille directement lim sup,,_, %log Nr(r,n).

Entropie métrique. Soit ¢ une mesure de probabilité T-invariante sur
E.

Soit P = (Pi,...,P,) une partition finie mesurable de &, on définit
Pentropie de la mesure u relativement a la partition P comme

== u(P)log u(P). (3.47)

Etant données P = (P1,....,P,) et Q = (Q1, ..., Q) deux partitions of &,
on définit la nouvelle partition P V Q, composée des ensembles P; N Q.
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L’entropie a la propriété de sous-additivité suivante :

hpva(p) < ha(p) + ho(p) - (3.48)

En itérant ’application 7', on obtient une série de partitions
PO —py TPy vT " Dp, (3.49)

pour n > 1. Un élément de la partition P est de la forme, P,yNT " P, ...N
T_(”_I)Pen_l, il s’agit donc de points dont les trajectoires visitent succes-
sivement P, P,..., P, , jusqu’a l'instant n — 1. La propriété de sous-
additivité implique que Agpmrm) (1) < hgpmn) (1) + hp—ngpem) (1) . Si la mesure
p est T-invariante, on a Ry npm) (1) = Rgpm) (1), d’olt

Rapnm) (1) < Pupny (1) + Papim) (1) - (3.50)

Cette sous-additivité de la suite {hpwm) (1)}, ~; implique Pexistence de la
limite : B

def

1 . 1
lm —hom (@) = inf —hpm (1) = ho(p,T), (3.51)

n—oo N neENy N

appelée entropie de la mesure p sous 'action de 7', relativement a la parti-
tion P. L’entropie de Kolmogorov—-Sinai du systéme (X, T, 1), ou entropie
métrique, que nous noterons hxg(p, T') ou simplement hrg(p), est le supre-
mum des quantités ho(u, T') pris sur toutes les partitions mesurables P. Bien
souvent, et en particulier pour les systémes Anosov, ce supremum est atteint
pour un partition bien choisie, commune a toutes les mesures p. L’entropie
est évidemment positive. Elle peut a priori étre infinie, mais on peut montrer
qu’elle est bornée supérieurement dans le cas ou € est une variété de dimen-
sion finie et T' est lipschitzienne. De maniére non completement évidente,
I’entropie métrique est une fonctionnelle affine sur le convexe compact des
mesures de probabilité invariantes.

Le théoreme de Shannon-MacMillan donne une interprétation plus in-
tuitive de 'entropie : pour p-presque tout x, on a

1
- log u(P™(z)) — —hgs(u®,P)

n—--+o0o

ot I'on note P (z) élément dela partition P(™ qui contient z, et p® =
lim,, % ZZ;(I) Ok, est la composante ergodique de x.
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Chapitre 4

Le cas réel.

4.1 Ergodicité quantique.

Soit X une variété riemannienne connexe compacte; notons g = 0 < Ay <
Ay < .-+ — 400 les valeurs propres du laplacien, et (¢;) une base or-
thonormée de fonctions propres, — A ); = A;¢;. On note p; la mesure
semiclassique associée a 1);, pour le parametre semiclassique h; = )\]-_1/ 1
s’agit ici de décrire le comportement asymptotique des v¢; (j — +00) en
étudiant les limites faibles des mesures p;. Les résultats du paragraphe 2.6
montrent que toute limite faible des y; est une mesure de probabilité portée
par le fibré unitaire cotangent S* X, et invariante par le flot géodésique noté

(Qt)te]R-

Théoréme 4.1. (Théoréme de Snirelman [Sn7j]) Supposons que l’action
du flot géodésique sur S* X soit ergodique vis-a-vis de la mesure de Liouwville
normalisée L. Alors il existe un sous-ensemble S C N de densité 1, tel que

L.
Hitics

Le fait que 8 soit de densité 1 signifie que

L Hies N < By
E—too f{j €N, X < B}

L’article [Sn74] décrit la preuve dans ses grandes lignes, sans donner de
détails techniques, et en particulier sans construire explicitement de quan-
tification positive. Zelditch [Ze87] a donné une preuve compléte pour une
surface compacte de courbure constante —1. De la dynamique, il n’utilise
que le caractere ergodique : I’hypothese de courbure négative constante
n’intervient que pour fournir un calcul pseudodifférentiel hyperbolique [Ze86]
basé sur la transformée de Fourier—-Helgason. Un peu plus tard, Colin de
Verdiere [CdV85] a proposé une preuve valable en toute généralité; il con-
struit une quantification positive en se ramenant, par un découpage en cartes
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(2.6), au cas de R?, et donc sans avoir besoin d’une structure algébrique glob-
ale du cotangent. On peut rappeler rapidement ’argument [Ze96]. Pour tout
a € C§°(T*X), on montre d’abord, sans aucune hypothese sur la dynamique,
que

ba d/2
adp;  ~ ——Vol(X / adL x B2 4.1
j,)\]ZSE/ J E—+oc0 (27T)d ) S*X ( )

Ce résultat se démontre en calculant de deux manieres la trace de Opy, (a(a:, é—‘) x(x, & )) ,

ou Y est localisé dans un voisinage de S* X : la trace s’exprime comme somme
spectrale ou comme intégrale du noyau sur la diagonale. Le comportement
asymptotique de cette intégrale s’évalue par la méthode de la phase station-
naire. On déduit de (4.1) Pasymptotique de Weyl :

ba

(2m)?

(bg est ici le volume de la boule unité euclidienne de dimension d). On a
donc convergence au sens de Cesaro,

52,/
— Z adp; — adL.
N(E) g E—to0 Jgex

N(E) = t{j, j < B} ~ " Vol(X) B

L’hypothese d’ergodicité permet de faire mieux :

N(lE) > /aduj—/S*XadL

5N <E
En effet, en utilisant le fait que les p; deviennent asymptotiquement invari-
antes par le flot géodésique quand j — 400, on peut écrire pour tout T

donné,
/aduj—/sxadL
1
= limsup ——— Z /MTad,uj—/ adL
N(E) g S+ X
1
— j MTa—/ adL 2)
N(E) 2 b <( S*X )

G5 N<E
=L ((MTa — / adL)2> .
S*X

On a noté MTa = T71 fOTa o g'dt la moyenne temporelle de a & l'instant
T. On a utilisé le fait que p; est positive pour écrire I'inégalité de Cauchy-
Schwartz. Enfin, pour passer a la derniére ligne, on a utilisé la convergence

2

. 4.2
E:m 0 ( )

2

. 1
lim sup W | Z
VRYAS 2
2

< limsup
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des p; au sens de Cesaro. Sil'on fait finalement tendre T vers +oo dans la
derniere ligne, 'ergodicité signifie que

L ((MTa—/ adL)2) — 0;
S* X T—o0

ce qui prouve (4.2).

Lemme 4.2. Soit (a,) une suite de réels positifs. Si (a,) tend vers 0 au

sens de Cesaro, alors il existe 8 C N de densité 1 telle que ay, —8> 0.
ne

On en déduit le théoreme de Snirelman, pour un flot géodésique er-
godique. Le résultat s’étend aux hamiltoniens de la forme H(z,p) = @ +
V(z) [HeIMRS&7], aux billards ergodiques [GL93, ZeZw96]; ainsi qu’a cer-
tains systemes dynamiques symplectiques & temps discret sur le tore T¢,
convenablement quantifiés [BouDB96].

Il est naturel de se demander, dans des cas concrets, s’il est vraiment
nécessaire d’extraire une sous-suite dans le théoreme 4.1 : pourrait-il y avoir
des sous-suites capricieuses qui convergent vers une mesure autre que celle
de Liouville, par exemple vers une mesure portée par une union finie de
géodésiques fermées 7 Pour une variété compacte de courbure section-
nelle strictement négative, rappelons que les géodésiques périodiques sont
en quantité dénombrable et sont denses dans le fibré cotangent. Intu-
itivement, on pourrait espérer démontrer, par un argument purement lo-
cal, que les fonctions propres ne peuvent se concentrer sur une géodésique
fermée instable. Colin de Verdiere et Parisse ont cependant construit un
exemple (complétement intégrable) pour lequel ce phénomene se produit
[CAVP94]. Heller [Hell89, Sa95] a simulé numériquement les fonctions pro-
pres du laplacien de Dirichlet, pour le billard de Bunimovich, en forme de
stade. Le flot du billard est ergodique, mais Heller constate que certaines
fonctions propres semblent localisées sur les trajectoires qui rebondissent
d’une tribune présidentielle & autre (bouncing ball modes); d’autre part,
et de maniere plus surprenante, certaines fonctions propres présentent des
“balafres” (scars) situées au voisinage d’orbites périodiques instables'. Si
I’on espere prouver l'absence de balafres, il faudra donc utiliser des pro-
priétés globales fortes du flot ou de la géométrie : hyperbolicité uniforme,
courbure strictement négative...

Rudnick et Sarnak [RudSa94, Sa95] définissent une notion de “balafre
persistante” (strong scar) comme notion asymptotique quand la valeur pro-
pre A; tend vers l'infini : on dit que la suite (¢;) présente une balafre
persistante sur I’ensemble A C X si la famille de mesures de probabilité
(|1;(2)|?dz) a une valeur d’adhérence faible u, dont la composante sin-
guliere est supportée par A. Rudnick et Sarnak se penchent sur le cas de

"Heller définit ces balafres comme ensemble de points ott |¢;(z)|? differe “de manidre
significative” de sa valeur moyenne.
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variétés X arithmétiques, de dimension 2 ou 3 — ces variétés ont une cour-
bure sectionnelle constante —1, elles apparaissent comme quotient de H? ou
H? par un sous-groupe discret, cocompact, défini & partir d’un ordre d’une
algebre de quaternions & division sur Q. Ces variétés possedent une famille
dénombrable d’opérateurs dits de Hecke (T},), auto-adjoints sur L?(X), qui
commutent entre eux et avec le laplacien. On peut donc considérer une base
orthonormée de fonctions propres communes a tous ces opérateurs. Pour une
telle base, Rudnick et Sarnak montrent grice a la théorie des nombres qu’il
ne peut pas y avoir de balafre persistante sur une union finie de géodésiques
fermées (voir aussi [WolO1]).

Encouragés par ce résultat, ils formulent la conjecture d’unique ergodicité
quantique,

Conjecture 4.3. [RudSa94, Sa95]. Soit X une variété compacte a courbure
strictement négative, Ag = 0 < A1 < Ao < -+ — 400 les valeurs propres du
laplacien, et (1;) une base orthonormée de fonctions propres, —/A; = \ji;.
Soient (1) les mesures semiclassiques associées, alors la suite (1) converge
faiblement vers la mesure de Liouville sur le fibré unitaire cotangent.

Voici le théoreme d’unique ergodicité quantique arithmétique démontré
par Lindenstrauss :

Théoréme 4.4. [Li03] Soit X une variété arithmétique de congruence, de
dimension 2, et (1) une base de fonctions propres communes au laplacien

et aux opérateurs de Hecke. Alors u; —+> L.
J—T00

Si le spectre du laplacien présente des multiplicités, I’existence ou non de
sous-suites exceptionnelles dans le théoreme 4.1 pourrait dépendre du choix
de la base de fonctions propres. Le théoreme de Lindenstrauss concerne
une base commune au laplacien et aux opérateurs de Hecke; il est de 'avis
général que cette hypothese n’est pas tres restrictive, car le spectre devrait
étre simple ou de multiplicité bornée. La méthode utilisée par Lindenstrauss
est cependant tout a fait spécifique aux variétés arithmétiques.

4.2 Des contre-exemples.

Dans cette section, on discutera la validité de la conjecture 4.3 pour deux
modeles simples : les automorphismes linéaires hyperboliques du tore, puis
I’application du boulanger. Du point de vue classique, ce sont des appli-
cations symplectiques du tore T? dans lui-méme, deux exemples simples
mais fondamentaux de systéemes chaotiques. On quantifie les automor-
phismes linéaires grace au formalisme de Weyl, 'application du boulanger
par le procédé de Walsh. Ces modeles sont suffisamment simples pour qu’on
ait acceés a certaines fonctions propres : on peut ainsi exhiber des contre-
exemples a 'énoncé 4.3. Les contre-exemples dans le cas du boulanger pour-
ront paraitre particulierement triviaux; ils sont cependant instructifs, parce
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qu’ils nous imposent de comprendre pourquoi de tels exemples ne pourraient
pas exister pour un flot géodésique, si 'on croit en la conjecture 4.3.

Une remarque s’impose a propos des contre-exemples décrits dans cette
section : les valeurs propres correspondantes ont une multiplicité excep-
tionnellement grande. La meilleure borne connue pour la multiplicité du
spectre du laplacien sur une variété a courbure négative est celle obtenue
par Bérard [Bera77]; pour le parameétre semiclassique # la borne est d’ordre
i~ (@=D|1og K| ~L. 11 semble qu’elle soit loin d’étre optimale pour le laplacien
(les plus optimistes s’attendent & ce que la multiplicité soit uniformément
bornée), alors que pour les modeles présentés ici cette borne est atteinte.
Cette multiplicité élevée est rendue responsable de 1’échec de la conjecture
4.3 : une grande multiplicité donne beaucoup de souplesse dans le choix des
fonctions propres et expliquerait I’apparition de phénomenes inattendus. Il
serait bien str souhaitable d’exprimer par un énoncé mathématique ce lien
constaté entre multiplicité et échec de 'unique ergodicité quantique. Si
I’on réduit la multiplicité en rajoutant des hypotheses de type arithmétique
sur les fonctions propres, 4.3 est vraie [KurRud00, Li03]. Par ailleurs, on
s’attend a ce que les multiplicités exceptionnelles disparaissent par pertur-
bation et soient donc des situations non génériques.

4.2.1 Le chat.

Le modele. Cat-map ou chat d’Arnold est le nom fréquemment donné aux
automorphismes linéaires hyperboliques du tore. Du point de vue classique,
il s’agit d’étudier l’action d’une matrice de SL(2,R) de la forme

a
ny N2y

A = b b 3
n3, M4

(ni € Z), supposée hyperbolique (|TrA| > 2), sur le tore T? = T'\R? o T
est le réseau {(na,nb),n,m € Z}. Rappelons les principales propriétés de
Paction de A (énoncées pour simplifier dans le cas a =b=1) :

a) Dans R?, la matrice A a deux vecteurs propres vy,v_ de pente ir-
rationelle, associés respectivement & deux valeurs propres réelles ee’,

ge™ (e ==+1, A >0).

b) Ceci conduit & la propriété d’Anosov pour 'action de A sur T? : soient
x et y tels que y € (x + Rv_) mod T, alors il existe C' > 0 tel qu’on
ait dp2(A™z, AMy) < Ce ™™ pour tout n > 0. De méme, si x et y sont
tels que y € (z + Ruy) mod T, alors on a dp2(A "z, A™"y) < Ce ™
pour tout n > 0. L’image de (z + Rv_) dans T? s’appelle la variété
stable (ou feuille stable) de z, I'image de (z + Ruv;) est la variété
instable de z. On obtient ainsi deux feuilletages transverses du tore
en feuilles stables et instables. Le nombre A > 0 s’appelle I'exposant
de Lyapunov, il reflete la sensibilité du systéme a la donnée initiale.
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c¢) Les vecteurs v4,v_ étant de pente irrationelle, chaque variété stable et
instable est dense dans T?. On a en fait un phénomene équirépartition
a la Kronecker-Weyl : si I'on note L la mesure de Lebesgue sur T2, on
a pour tout ouvert Q C T2,

1T
Tin}roo T /0 lo(z + tvy)dt = L(R2),

uniformément en x.

d) Cette derniére propriété est directement responsable de la propriété
de mélange : pour tous sous-ensembles €2, Q2 C T? mesurables,
lim L(Ql N Aian) = L(Ql)L(Qg)
n—-+4o0o
Cette propriété est plus forte que I'ergodicité. D’un point de vue prob-
abiliste, 21 et A7) deviennent asymptotiquement indépendants, ce

qui reflete une imprévisibilité de 1’évolution du systéme en fonction
des conditions initiales.

e) La propriété de mélange implique 'existence d’un ensemble résiduel
d’orbites denses. On peut aussi voir facilement que les points périodiques
forment un ensemble dénombrable dense : ce sont ici les points a coor-

données rationnelles. Le nombre de points de période N est det(AY —
1) ~ eV,

La question de la quantification d’applications linéaires symplectiques du
tore a été étudiée par Hannay-Berry, Balasz-Voros, Degli Esposti, De Bievre-
Degli Esposti-Giachetti [HB80, BaVor89, DE93, DBDEG94]; nous résumons
ici la construction simple et intuitive, donnée par Bouzouina-De Bievre
[BouDB96], qui consiste a périodiser la quantification de Weyl usuelle de
R? (on utilisera les notations du paragraphe 1.4). Dans le formalisme de
Weyl, I'action de la matrice A sur R? est quantifiée grace & la représentation
métaplectique, qui associe & A un opérateur M(A) sur 8'(R), unitaire sur
L?(R). Pour passer au tore, Bouzouina et De Bievre proposent simplement
de périodiser la quantification de Weyl en position et en impulsion : on con-
sidere donc des espaces de distributions qui sont aZ-périodiques et dont la
h-transformée de Fourier est bZ-périodique (& une phase pres). Etant donné
k= (k1,k2) € R?/(21ma™1Z x 27b~1Z) on définit ainsi

§'(k, h) = {¢ € 8'(R), pu(0,a,0)1p = e~""1%p, p (b, 0,0)¢) = emzbw} ,

On vérifie facilement que cet espace est non vide si et seulement s’il existe
un entier N tel que 2rAN = ab, et il est alors de dimension N. Il est stable
par P'action du groupe de Weyl-Heisenberg discret {(p,q,¢),q € {Z,p €
%Z, ¢ € R} vialareprésentation pj,. Cet espace peut-étre muni d’une unique
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structure Hilbertienne qui rende unitaire cette représentation du groupe de
Weyl-Heisenberg discret. L’espace de Hilbert obtenu sera noté Hy (k) :
les Hy(k), pour x variant dans R?/(2ra='7Z x 2wb~'Z), sont en fait les
composantes irréductibles de 'action du groupe de Weyl-Heisenberg discret
sur L2(R).

La quantification de Weyl d’une observable f € C*(T?) est naturelle-
ment définie en posant

opM(f) =) fmU<n]’\’,mX,)

si
fla,p) = an,m ot (% ng—3rmp)

est le développement de Fourier de f.

Bouzouina-De Bievre montrent que pour tout N, il existe un choix de
k tel que M(A)Hn(k) C Hn(k) : on peut, par exemple, prendre kK =
(0,0) si N est pair et K = (w/b,m/a) si N est impair. On notera M, (A)
la restriction de M(A) a Hy(r). Le fait que la quantification de Weyl
sur R? satisfasse un théoreme d’Egorov exact pour les flots hamiltoniens
linéaires sur R? (1.23) passe au quotient, on a en effet Opl (f o A) =
M, (A)* OpY (f)M,.(A). On peut aussi construire une quantification Anti-
Wick positive (par périodisation de la construction dans R?) et montrer
qu’elle est asymptotiquement équivalente a la quantification de Weyl. Tous
les ingrédients du théoréeme de Snirelman étant réunis, Bouzouina—De Bievre
démontrent alors :

Appelons N, ..., AN les valeurs propres de M,,(A) sur Hy(k), et ¥, ..., N
une base orthonormée associée. Alors il existe E(N) C {1,...,N} tel que

limy— 4o % =1, tel que, pour tout f € COO(TZ)7
i dpdq
! N opY (fleNy = / dpdg.
N—soJEB(N) (65 0pe ()¥5) Tzf(q,p) —

Période de M, (A). Pour N donné, le comportement de la dynamique
quantique est loin de refléter celui de la dynamique classique; M, (A) est en
effet périodique. Le comportement chaotique ne se révele donc qu’a la limite
N — 400 (h — 0).

Il existe nécessairement k > 0 tel que A¥ = I (mod N). On peut alors
montrer que M, (A)?* commute avec tous les U(p,q) sur Hy(k), ce qui
implique par le lemme de Schur que M, (A)* = €!*I. On appellera période
de M, (A) sur Hy(k), notée P(N), I'infimum des k tels que M, (A)* = eI
sur Hy (k).
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Le comportement de P(N) en fonction de N est completement erra-
tique : on montre qu’il existe C' tel que §logN—C’ < P(N) < CNloglog N
[Kea90], et que P(N) > +/N pour la plupart des N [KurRud00]. Bonechi-
De Bieévre et Faure-Nonnenmacher—De Bievre [BDB00, FNDB03] montrent
Dexistence d’une sous-suite Ny telle que P(Ny) = %log Ny + O(1). Ce
sont ces périodes exceptionnellement courtes qui sont a l'origine du contre-
exemple qui vient.

Un contre-exemple. La construction du contre-exemple se base sur
I’étude de l’évolution temporelle d’'un état cohérent [BDB00, FNDBO3].
Dans R2, rappelons que 1’état cohérent e(0,0) est I'état gaussien centré en 0,
de variance h, et dont la transformée de Fourier est elle aussi centrée en 0, de
variance h (paragraphe 2.6). Dans l'espace des phases, cet état est localisé
en (¢,p) = (0,0) autant que le permet le principe d’incertitude de Heisen-
berg : il est essentiellement supporté dans une boule de rayon /7 autour de
(0,0). Apres évolution, I'état M(A)"e () est encore gaussien, essentielle-
ment localisé, dans ’espace des phases, dans une ellipse, toujours centrée
en (0,0), mais allongée de v/he* dans la direction instable et v/he " dans
la direction stable. On appelle Tgp, = @ le temps d’Ehrenfest : pour
n < (1- s)%, (e > 0), 'état M(A)"e () reste localisé au voisinage de
(0,0). Au contraire, pour n > (1 + 6)%, Iétat M(A)"e(o,0) s’allonge
infiniment le long de la variété instable de (0, 0).

Dans Hy (), I'état cohérent e, (o) est défini par périodisation adéquate
de e(g,0) en position et en impulsion; et M,{(A)”e,{,(mo) est la périodisation de
I'état gaussien M(A)" e ). Pour n < (1 — 5)%, Iétat My (A)"e, (0,0) est
localisé au voisinage de (0,0) dans le tore. Mais pour n > (1 + ¢) TEQ’”, son
“support”, essentiellement un long morceau de variété instable, commence a
s’enrouler autour du tore et & s’équidistribuer. Pour des temps trop grands
commencent & se produire des autointerférences, effet purement quantique
difficile a controler : on ne peut plus donner que des informations grossieres
sur 1’état MK(A)”e,{,(O,O). Pour les temps intermédiaires, cependant, 1’image
classique reste correcte, et Bonechi-De Bievre démontrent [BDBO0O] :

Pour toute fonction f € C*(T?), pour tout € > 0, on a

(en 0.0 Mi(A) " OB (F)M(A) e, 00)) — F(0)

uniformément pour n € [—(1 — 5)%, (1— 5)%} et

(e 00y Mel) ™ Ol (NMA(A) e 00)) —, [ £

uniformément pour n € + {(1 + 6)%, (1- 5)TE;”,} . Dans [FNDBO3] en-
fin, Faure-Nonnenmacher—De Bievre considerent un état de la forme & =
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Zgﬁhj Ton e M, (A)"ey, (0,0) (convenablement normalisé), ot ¢ est une phase

quelconque, et il est démontré que

(@, 00l (1)) — 5 ( [ savaa - 10)) (43)

pour toute fonction f € C°°(T?). L’état ® n’est pas un état propre, a priori.
Cependant, pour les valeurs particulieres N = N pour lesquelles la période
P(N) est courte, on a M(A)PWN) = ¢~ [ avec P(N) = 2Tz, + O(1), et on
obtient une véritable fonction propre en posant

P(N)/2 .
o = Z e PO M(A) e, 0.0)-
n=—P(N)/2

Cette suite de fonctions propres satisfait (4.3) et contredit donc l'unique
ergodicité quantique.
On peut généraliser cette construction et montrer que

Théoréme 4.5. [FNDBO03] Pour tout 3 € [0,1/2], pour toute orbite périodique
v, il existe une suite (Yy,) de fonctions propres de M,.(A) sur Hy, (k) telles
que, pour toute fonction f € C>(T?),

(0 OB (Pn), —> (1) [ fdpda+ 5 [ £,

On a noté dy 'unique mesure de probabilité A-invariante portée par ~.
Les résultats de [BDB03, FN04] montrent que (3 ne peut pas étre arbitraire-
ment grand :

Théoréme 4.6. [FN04] Soit v une mesure limite associée aux fonctions
propres de M (A) sur Hy, (k), quand N — +o00. Soit v = Vge + Vse +
Vpp Sa décomposition en parties absolument continue, singuliére continue et
purement ponctuelle. Alors va.(T?) > v,,(T?).

s . A~ - N
Il s’ensuit que B ne peut pas étre supérieur a 5 dans les contre-exemples
construits.

4.2.2 Le boulanger.

Avec Stéphane Nonnenmacher [ANO05], nous avons étudié un autre modele,
particulierement simple, qui fournit des contre-exemples a la conjecture
d’unique ergodicité quantique. Il s’agit de I’application du boulanger B :
T? . TZ,

D
V(g,p) € T>,  Blq.p) = (Dq mod 1, erD[q]> € T?, (4.4)
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0 q 1

Figure 4.1: L’application du boulanger (4.4) pour D = 3. Les fleches in-
diquent la contraction verticale et la dilatation horizontale.

(D est ici un entier), dont Paction est représentée schématiquement sur la
figure 4.1 dans le cas D = 3. Cette application est affine par morceaux,
symplectique et Anosov (les feuilles stables sont les verticales, les feuilles
instables les horizontales) & ceci pres qu’elle présente des discontinuités.
Plusieurs auteurs [BaVor89, Sar90] ont quantifié cette application par le
formalisme de Weyl : ce modele souffre cependant des discontinuités de
I’application B, qui entrainent lors de l'utilisation de la transformée de
Fourier des phénomenes de “diffraction” difficiles a gérer. Comme dans
larticle [NZwO05], nous simplifions encore le cadre d’étude en utilisant la
quantification de Walsh, ou la transformée de Fourier est remplacée par la
transformée de Walsh [Lif]. Ceci a pour effet de remplacer I'application (4.4)
par sa version symbolique, l'application de décalage agissant (de maniere
continue !) sur ¥ = {0,...,D —1}%:

Le développement D-adique fournit une application ¥ — T? qui réalise
naturellement une semiconjugaison entre le décalage (shift) et 'application
du boulanger. Nous munissons 'espace symbolique ¥ d’une distance ul-
tramétrique qui rend cette semiconjugaison lipschitzienne. La mesure de
Lebesgue sur T? correspond a la mesure de Bernoulli uniforme sur ¥, plus
précisément la mesure produit [[(D~! ngol d;). On ne décrira pas le
modele plus en détail : il suffit ici de signaler que le procédé de quan-
tification de Walsh fournit pour tout h = D% un espace de Hilbert Hjy,
de dimension D*, et un opérateur unitaire By sur Hj qui quantifie B. A
partir des “états cohérents de Walsh”, on peut définir une quantification
Anti-Wick OpkF (a) pour les observables lipschitz sur X, avec la propriété

1B, Opjf () B — O (f o B)| = O f|ip D*/?). (4.5)
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A tout état 1 € Hp, on associe sa mesure de Walsh-Husimi,

1w a = (¢, 0pf (a)),

mesure de probabilité sur T? qui décrit la localisation de 1) dans l’espace
des phases. Le systeme classique étant ergodique, il satisfait I’énoncé du
théoreme de Snirelman pour les systemes a temps discrets (paragraphe
4.2.1). Mais comme au paragraphe 4.2.1, B est périodique, avec une tres

courte période 4k = 4 |1 U N conséquence immédiate de cette période log-
og D
arithmique est la tres grande dégérescence des valeurs propres {62“”'/ %=

0,...,4k — 1} : la multiplicité moyenne est de 4D—]:. Comme pour les auto-
morphismes linéaires du tore, cette extréme dégénerescence donne la marge
de manceuvre nécessaire pour construire des états propres qui se localisent
partiellement sur une orbite périodique : la preuve du théoreme 4.5 s’adapte
aisément, ainsi que celle du 4.6.

Un aspect nouveau, par rapport au chat, est que ’on sait exhiber, par
des formules explicites, des fonctions propres dont les mesures semiclassiques
sont singulieres continues, ergodiques. Dans la représentation symbolique
¥ ={0,...,D— 1}2, ce sont des mesures de Bernoulli autres que la mesure
uniforme. Les mesures de Bernoulli que 'on peut obtenir comme limites
semiclassiques ne sont cependant pas quelconques, on démontre une borne

inférieure sur leur entropie,

Théoréme 4.7. [AN05] Soit ;v une mesure semiclassique pour lapplication
du boulanger, quantifiée “a la Walsh”.
Alors

(1) L’entropie topologique de son support vérifie

A
huop(supp p) 2 5.

(2) Son entropie de Kolmogorov-Sinai vérifie

>

hKS(M) > 5

ou A =log D est l’exposant de Lyapunov.
On peut exhiber des suites de fonctions propres qui contredisent l'unique
ergodicité quantique en saturant ces deux bornes.

Pour comparer les théoréemes 4.6 et 4.7, on peut remarquer que 4.7 im-
plique seulement

,U'Leb(P]IQ) + /’LSC(TZ) > MPP(TZ) ’

résultat moins fort que 4.6. Cependant, si p est singuliere continue, 4.6 ne
donne aucune information.

Le modele du boulanger est trop trivial pour que I'on puisse réellement
se réjouir de ces résultats. Cependant, ils sont instructifs car ils demandent
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de comprendre s’ils peuvent étre généralisés, ou non, aux flots hamiltoniens
quantifiés selon Schrédinger. En fait, nous avons démontré le (1) dans une
tentative de réécriture pédagogique de I'article [A05], qui concernait les flots
géodésiques Anosov. Ce faisant, nous avons compris comment démontrer le
(2), plus fort, pour 'application du boulanger. Nous avons plus tard réussi
a généraliser I'argument du (2) a des flots [AN06]. La preuve du point (2)
est bien stir beaucoup plus simple dans le cas du boulanger, si 'on prend le
temps de définir la quantification de Walsh; mais nous préférons donner plus
loin les grandes lignes de argument général (section 4.4). Insistons sur le
fait que les contre-exemples construits pour le chat et le boulanger utilisent
des propriétés tres spécifiques de ces applications et de leur quantification
: ce sont les seuls contre-exemples connus a ce jour, et ce sont, de 'avis
général, des situations non génériques.

4.3 Sur ’entropie des mesures semiclassiques.

Revenons au cas du flot géodésique d’une variété riemannienne compacte X,
et introduisons quelques notations. On note toujours |||, la norme sur 75 X
donnée par la métrique. Le flot géodésique (gt);cr est le flot hamiltonien sur

T*X engendré par le hamiltonien H(z,§) = % L’opérateur hamiltonien
est —FLQTA, qui engendre le flot unitaire U? = (exp(ith%)).

Soit (1x)ren une base orthonormée de fonctions propres du laplacien, on
notera dorénavant (—h%)keN les valeurs propres, donc

—hp ANy =y, avee  hyyp1 < By,

La limite semiclassique hy, — 0 revient & étudier les fonctions propres de
A de grande valeur propre. Les mesures semiclassiques associées aux
sont définies par py(a) = (Y, Ops, (a)¥r)2(x), @ € CZ(T*X). Souvent,
on notera simplement —% la valeur propre, et, de maniere un peu abusive,
1y, une fonction propre associée et up sa mesure de Wigner.

Si X est de courbure sectionnelle strictement négative, le flot (¢%) a la
propriété d’Anosov, qui implique dans le cas d’un flot géodésique I’analogue
des propriétés (c), (d), (e) du paragraphe 4.2.1 : équirépartition des variétés
stables ou instables, mélange vis-a-vis de la mesure de Liouville, orbites
périodiques dénombrables et denses. On rappelle que la propriété d’Anosov
du flot (g*) sur la couche d’énergie & = S*X signifie que, pour tout p € &,
I'espace tangent T),E se scinde en une somme directe

1,& = E*(p) ® E°(p) DR Xu(p) ,

ou Xy est le générateur du flot; et il existe des réels C' > 0, A > 0 tels
que, pour tout v € E*(p), (respectivement v € E%(p)) pour tout t > 0,
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|dg.v|| < Ce™™ (respectivement ||dg~*.v|| < Ce™"). La distribution stable
E?® est intégrable, les feuilles intégrales forment un feuilletage de € appelé
feuilletage stable; de méme, les feuilles intégrales de E* forment le feuilletage
instable (voir [KH]).

Un flot géodésique Anosov a beaucoup de mesures de probabilité invari-
antes, en plus de la mesure de Liouville. Par exemple, chaque géodésique
périodique porte une mesure invariante, et il y en a bien d’autres. L’entropie
de Kolmogorov—Sinai, ou entropie métrique, d’une mesure de probabilité
(g')-invariante p est un réel positif hxs(p) qui décrit la complexité d'une
orbite générique sous p (la définition en a été donnée au paragraphe 3.4).
Par exemple, une mesure portée par une orbite périodique est d’entropie
nulle. L’inégalité de Ruelle donne une borne supérieure sur l’entropie : pour
toute mesure de probabilité invariante p on a

hrs(p) <

[ 108 J“(p)dmm) , (46)

ou J"(p) < 1 est le jacobien instable du flot au point p € &, défini comme le
jacobien de ¢! restreint & la variété instable de g'p. Si X est de dimension
d et de courbure sectionnelle constante —1, cette inégalité se lit simplement
hiks(n) <d—1. De plus, on a égalité dans (4.6) si et seulement si y est la
mesure de Liouville sur € [LY85].

Notons

A =inf
I

/‘S log J“(p)du(p)‘

ou l'inf est pris sur les mesures de probabilités invariantes. De maniere
équivalente, A = inf), Z?;} )\j+ (p) ou 'inf est pris sur les points périodiques
et les )\j sont les exposants de Lyapunov. Pour une variété de dimension d,
de courbure sectionnelle constante —1, on trouve A = d — 1. Notre premier

résultat sur 'entropie des mesures limites s’énonce ainsi,

Théoréeme 4.8. [A05] Soit X une variété riemannienne conneze compacte.
Supposons que le flot géodésique ait la propriété d’Anosov. Soit ug une
mesure semiclassique associée a la suite des fonctions propres du laplacien
sur X.

Il existe k > 0, et deux fonctions continues décroissantes T : [0,1] —
[0,1], ¥ : (0,1] — R4 avec 7(0) = 1, ¥(0) = +o0, telles que:
Si g est une mesure semiclassique, dont la décomposition ergodique s’écrit

o = / o dpo ()
S*X
alors, pour tout 6 > 0,

o <{m,hm(u6) S 6)}) > (M) 1-r@). (A7)

79



Ceci implique que Uentropie métrique hxs(uo) est strictement positive, et
que l’entropie topologique du support de po, hiop(supp po), est supérieure
ad.

Il y a donc forcément, parmi les composantes ergodiques de pg, une
proportion positive d’entre elles dont I’entropie est arbitrairement proche de
4. Le résultat de [A05] concerne en fait les quasi-modes d’ordre h|log h| ™! :

Théoréme 4.9. [A05] Soit X une variété riemannienne connexe compacte.
Supposons que le flot géodésique ait la propriété d’Anosov.

Il existe & > 0, et deux fonctions continues décroissantes T : [0,1] —
[0,1], ¥ : (0,1] — R4 avec 7(0) = 1, ¥(0) = +o0, telles que :
Si (vn) est une suite de fonctions normalisées dans L%, avec

I(—=h? & 1)) p2(x) < chllogh| ™!,

alors pour toute mesure semiclassique po associée a la famille (), et pour
tout 6 > 0,

2
K

o ({autnsu) = 500} ) = (=0 (55 - cﬁw))+ k.

Pour des valeurs de ¢ suffisamment petites, ceci implique que ’entropie de
Lo est strictement positive.

Remarque  On obtient une expression explicite de 9 et u en fonction
de 6, et du plus grand exposant de Lyapunov du flot géodésique. La borne
obtenue, cependant, est loin de la borne optimale attendue, méme si l'on
essaie d’optimiser toutes les étapes de la preuve.

Un résultat plus récent et plus joli, mais pas toujours plus fort :

Théoréme 4.10. [ANO06] Soit X une variété riemannienne connexe com-
pacte. Supposons que le flot géodésique ait la propriété d’Anosov.

Soit pg une mesure semiclassique associée aux fonctions propres du lapla-
cien sur X. Alors son entropie métrique satisfait

pies(uo) = 3| [ 10w T G)do(a)| = (0= D, (49

ot d = dim X and Apax = limy_.o 1 log sup,celldgs |l est le taux d’expansion
mazximal du flot géodésique sur E.
Si en particulier X est de courbure sectionnelle constante —1, on a

d—1

hics (p0) > —5— (4.9)
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Si I'on compare le théoreme 4.10 avec le 4.8, il apparait en courbure
constante que (4.9) est une borne plus satisfaisante que celle du théoréeme
4.8, qui n’est guere explicite. D’un autre c6té, on prouve dans le théoreme
4.8 Pentropie positive des mesures limites en courbure négative variable,
sans aucune restriction, alors que le terme de droite de 1’équation (4.8) peut
étre négatif, auquel cas le théoreme est vide. Nous pensons qu’il ne s’agit
que d’une faiblesse de la preuve, et espérerions plutot I'inégalité

hics(uo) 2 | [ 1og (ool (4.10)

Le cas d’égalité dans I'inégalité de Ruelle (4.6) [LY85] montre que 'unique
ergodicité quantique est équivalente a hxg(po) > ‘ Jelog J“(p) dpo(p) ’ Nous
pensons cependant que (4.10) est le résultat optimal que 1’on puisse obtenir
sans utiliser d’information supplémentaire, sur la multiplicité spectrale par
exemple. On a vu, en effet, comment construire des exemples de systemes
symplectiques Anosov, & temps discret, pour lesquels I'unique ergodicité
quantique est en défaut, et la borne (4.10) sur 'entropie métrique est at-
teinte [FNDBO03, Kelm05, AN06], ainsi que la borne analogue sur I’entropie
topologique du support de pg, pour le boulanger [AN06]. Dans ces exemples,
la multiplicité du spectre exceptionnellement élevée est tenue responsable de
I’échec de I'unique ergodicité quantique. Pour une variété de dimension d a
courbure négative, la meilleure borne connue sur le nombre de valeurs pro-
pres dans l'intervalle [h™2 — c(h|log h|)~!, h™% + ¢(h|log h|)~!] est donnée
par (2¢ + K)h? 1 logh|™' — ot 2ch® ! logh|~! vient du terme principal
de 'asymptotique de Weyl et Kh?1|log h|~! est I'estimée du reste obtenue
par Bérard [Bera77]. Le comportement attendu des quasimodes d’ordre
ch|log h|~! dépend de maniere subtile de la constante ¢, qui controle la
multliplicité et donc notre degré de liberté dans le choix des fonctions pro-
pres : notons que le théoreme 4.9 prouve seulement ’entropie positive de
o quand c est suffisamment petit. Si c est assez grand, il est probablement
possible de construire des quasimodes d’ordre ch|logh|~! pour lesquels g
est d’entropie positive mais charge aussi une orbite périodique, comme dans
le cas du chat. Dans ce dernier cas il faut souligner que les valeurs propres
conduisant aux contre-exemples sont de multiplicité Ch|logh|~!, pour une
valeur bien précise de C' liée a 'exposant de Lyapunov, et que la construc-
tion de [FNDBO03| ne marche que pour cette valeur-la de C. On pense que de
tels contre-exemples ne devraient pas exister pour les fonctions propres du
laplacien, si la multiplicité est réellement bien plus petite que h%1|log h|™?,
mais le lien entre ces différents phénomenes n’est pas vraiment compris. De
plus, il est difficile d’espérer une amélioration substantielle de la borne de
Bérard, quand I'on découvre sur la page de Peter Sarnak [Sa-hp] tout le tra-
vail nécessaire pour simplement améliorer la constante multiplicative, dans
le cas arithmétique !

En fin de compte, le théoreme 4.8 ne doit pas étre compris comme une
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avancée vers la conjecture 4.3, mais comme une propriété générale, valable
méme quand on n’a pas 'unique ergodicité quantique.

Il est intéressant de noter que la preuve de Lindenstrauss de I'unique
ergodicité quantique arithmétique (théoreme 4.4), bien que se situant dans
une sphere d’idées toute différente, passe par une estimation de ’entropie
due a Bourgain et Lindenstrauss :

Théoréme 4.11. [BLi03] Soit X une variété arithmétique de congruence,
de dimension 2, et (1;) une base de fonctions propres communes au laplacien
et aux opérateurs de Hecke.

Si po est une mesure semiclassique associée, dont la décomposition er-
godique s’écrit py = fS*X pgdpo(x), alors on a pour toute composante er-
godique hrcs(pf) > 5.

Ce résultat se démontre en utilisant des estimées sur les fonctions L,
il est beaucoup plus fort que (4.7), qui prédit seulement que certaines des
composantes ergodiques sont d’entropie strictement positive.

Mentionnons aussi cette autre contribution de Ledrappier— Lindenstrauss,
qui s’articule curieusement sur le théoreme 4.10 :

Théoréme 4.12. [LLi03] Soit X une surface compacte, de courbure stricte-
ment négative. Soit p une mesure de probabilité sur S*X, invariante par
le flot géodésique, et ergodique. Si hxg(p) > %U& log J“(p)duo(p)|, alors
la projection de p sur X est absolument continue par rapport au volume
TLemannien.

Le résultat technique qui meéne aux théoremes 4.8 et 4.9, et nous pousse a
conjecturer (4.10) est le théoreme 4.14 énoncé plus loin. 11 s’agit d’estimer le
propagateur de I’équation de Schrodinger, en temps long, dans un tube uni-
forme autour de chaque géodésique. On n’utilise que la propriété d’Anosov
de la dynamique classique, et I’argumentation s’adapte a des systemes dy-
namiques Anosov symplectiques beaucoup plus généraux. Afin de justifier
I'intérét du théoreme 4.14, nous revenons sur la définition de I’entropie.

Définition de I’entropie. Reprenons les notions introduites en 3.4.
Dans notre cas, £ = S*X et T est le flot géodésique : nous considérerons le
temps 1 du flot, T = g'. La définition suivante, équivalente & la précédente,
en est tres légerement différente, car nous considérerons uniquement des
partitions de la base X (au lieu de S*X). Ce point de vue est évidemment
motivé par tout le chapitre 3.

Soit donc P = (Py,...Px) une partition mesurable de X. On peut
également considérer P comme une partition de S*X. On introduit I'espace
symbolique ¥ = {1,..K}%. A chaque vecteur v € S$*X on peut associer
un unique J(v) = (€j)jez € ¥, en imposant que g/v € P, pour tous les
entiers j. On définit ainsi une application de codage J: $* X — 3. Si l'on
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considere le décalage o agissant sur ¥ par translation a gauche,

o((ej)jez) = (€j+1)jez;

on a bien sir Jogl = o07.

Soit pp une mesure de probabilité (g')-invariante sur S*X : par exemple,
une mesure semiclassique associée aux fonctions propres. On introduit la
mesure de probabilité 1/0E sur X, image de pg par 'application de codage J.
Explicitement, les marginales finies de VOE sont données par ’expression

V5 ([€0s s €n—1]) = po(Pey N g™ ' Pey . N g " AP, ). (4.11)

On a noté [e, ..., €,—1] le sous-ensemble de ¥, constitué des suites qui com-
mencent par les lettres (eg,...,€,—1); un tel ensemble est appelé cylindre
de longueur n. On notera >, l'ensemble des cylindres de longueur n : ils
forment une partition de X.

La mesure pg étant (g')-invariante, son image VOE est o-invariante. Par
définition, ’entropie de VOE relativement a l’action de o est

_ 1
ho(y) = lim —— % 15 (€)logu(€) (4.12)
cex,
1
= inf—— >(@) log vz (@). 4.1
i 3 @) os @ (4.13)

Nous avons choisi de travailler avec le temps 1 du flot géodésique; il est
alors sans importance de considérer des partitions P dépendant uniquement
du point-base, si le rayon d’injectivité est plus grand que 2 — hypothese
inoffensive que nous ferons dorénavant. On a 1’égalité hxs(uo) = ho(1v5)
des que le diametre de P est suffisamment petit. L’équation (4.13) définit une
fonctionnelle semicontinue supérieurement en VOE. Autrement dit, les bornes
inférieures sur 'entropie sont conservées par passage a la limite faible.

4.3.1 L’estimée principale : décroissance exponentielle de la
mesure des cylindres.

Les mesures V%. Pour mettre en ceuvre cette idée, on construit des mesures
1/7% (A > 0) sur X, convergeant vers 1/0Z dans la limite semiclassique, et dont
on voudra minorer ’entropie uniformément en . On reprend la construc-
tion précédente; mais pour disposer des résultats de ’analyse microlocale,
il faut remplacer les fonctions caractéristiques 1p, par des fonctions lisses.
On supposera que les P; ont une frontiere lisse par morceaux, et on intro-
duit une partition C*° de l'unité (A4;)i=1,.. x sur X (3 A; = 1), obtenue
par convolution des fonctions caractéristiques 1p,. Plus précisément, on ef-
fectue la régularisation a une échelle dépendant de h, de sorte que A; 7 1
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uniformément sur tout compact contenu dans l'intérieur de P;, et A; h—> 0
—0

uniformément sur tout compact a l'extérieur de P;. Pour que les tech-
niques microlocales s’appliquent, nous devons effectuer la régularisation a
Péchelle h" (k € [0,1/2)), de sorte que les dérivées de A; soient controlées
par | D" A;|| < C(n)h~™". On appellera ; un ouvert de diametre 2 diam P;,
qui contient le support de A;.

On construit maintenant une fonctionnelle V%, définie sur une classe
restreinte de fonctions sur .. Dans ce qui suit, on identifie les fonctions A;
avec les opérateurs de multiplication par A; sur L?(X); on notera A;(t) leur
évolution par le flot de Schrodinger : A;(t) = exp (— it%) o A;oexp (it%).

On définit les “mesures” des cylindres sous IJ%, par les formules

V%([EOa --wen]) = (Ae,(n).... Ac; (1) A, (0) Y, 7/JE>L2(X) (4.14)
_inl& FLZAN FRLAN FLZAN
:<e FA T A, T A€0¢h,¢h>L2(X). (4.15)

L’interprétation de cette formule est assez claire. Les opérateurs A, (n)....Ae, (1) Ag, (0)
jouent le role des ensembles P.,Ng~!P,,...Ng " P,, utilisés dans la définition
classique de 'entropie (voir (3.49), (4.11)) : la quantité vy ([eo, ..., €n]) peut
s’interpréter comme ’amplitude de probabilité, pour le systeme dans 1’état
Yy, d’étre en P, a l'instant 0, puis en P, a l'instant 1, etc. La définition
(4.14) est directement inspirée de la formule (3.44), mais contrairement au
chapitre 3, la fonctionnelle I/E n’est pas positive, et est seulement définie sur
I’espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des cylindres.
Il nous suffit, de toute facon, de savoir qu’elle satisfait les trois propriétés
suivantes, si 1 est une fonction propre normalisée du laplacien,

e Pour tout n, pour tout cylindre [eq, ..., €,—1] € Xy,

Z Vi ([€0s s €n)) = 7 ([€0y oes €n—1]).

(condition de compatibilité)

e Pour tout n, pour tout cylindre [eq, ..., €n—1] € Xy,

ZV%([e_l, €0, e Gn—1]) = yg([eo, . en_l]).

(invariance par décalage)

e Pour tout n > 0,

ZV%([Eo, ceey en,l]) =1.

[507"-7671—1]

(normalisation)
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Pour les théoremes 4.8, 4.9, on supposera dorénavant que l'on a extrait
de la famille (up)_4 /h2esp(A) une suite convergeant faiblement vers pg sur
T*X. Lors du passage a X, les régles usuelles (2.5), (2.6) du calcul pseudod-
ifférentiel permettent de montrer que

Proposition 4.13. Sur X, la famille (vi’) converge vers vi quand h — 0,
au sens ou V%([Go, - En—l]) . vy ([eo, ey en_l]) pour tout cylindre [€g, ..., €n—1].

Le résultat clef de [A05] exprime la décroissance exponentielle de la
mesure V%([EQ, e en,l]), quand n est grand.

Décroissance exponentielle de la mesure des cylindres. Pour un
flot géodésique Anosov, chaque couche d’énergie SYM = {p € T*M, ||p| =
A} (A > 0) est feuilletée en variétés instables. Le jacobien instable J%(p) < 1
au point p € T*X est défini comme le jacobien de ¢!, restreint & la feuille
instable de g'p. Fixons e > 0, et pour tout couple de lettres (eg, €1) € [1, K]?,
définissons

Ti(eo,e1) ©sup {Tp) + pET Uyl —e < pll S 1+¢, g'p € T}
(4.16)
si ensemble de droite n’est pas vide, et J(ep,e1) = e ® sinon, ou R > 0
est fixé, tres grand. Pour une suite € = (eg, . .., €,) de longueur n, on définit

JU(€) = J (€0, - - en) 2 Tt €1) ... TH(en—1,€n) - (4.17)
Théoréme 4.14. [A05] (L’estimée principale) Soit x € C°(T*M), d sup-
port compact dans un voisinage de S*X : {v € T*M,||v|| € [1 - 5,1+ 5]}.
Considérons les opérateurs A, (n)Ae, ,(n—1)...A¢, Op(x). Pour tout KX >
0, il existe hgc > 0 tel qu’on ait, uniformément pour tout h < hgc, pour tout
n < X|loghl,

HAEn (n)A€n71 (TL - 1)...1450 Op(X)HLz(X)
< 2(2rh) "2 J% (e, ..., €2)?(1 4 O(e + diam P))™.
An fixé, cette estimation peut se démontrer en appliquant la méthode

de la phase stationnaire au noyau de lopérateur A, (n)Ae, ,(n —1)...Aq,,
qui s’exprime formellement comme l'intégrale de chemins

e2h g eﬁfo 2,

¥(0)=x,y(n)=y,y(i)EPe,,i=0,...,n

La borne obtenue est cependant triviale quand A — 0 a n fixé, car la
constante (27h)~%? explose. Ce qui nous intéresse ici est de faire tendre
simultanément i — 0 et n — 4o00. La borne supérieure annoncée n’est
intéressante que si n est un multiple assez grand de |log Al et la nouveauté

85



dans cette estimation est qu’elle vaut pour n = X|log fi| avec K quelconque.
C’est pour controler le comportement en temps grand qu’on utilise la pro-
priété d’Anosov du flot classique. Le jacobien instable vient de la formule
de Van Vleck (1.28).

Corollaire 4.15. Pour tout X > 0, il existe hae > 0 tel qu’on ait, uni-
formément pour tout h < hac, pour tout n < K|loghl,

v ([€0s -+ €n))] < 227h) Y2 T2 (€0, ey €0) (1 + O(e + diam P))"
pour tout cylindre [eg, ..., €,).

C’est ’analogue de la borne supérieure de la proposition 3.24. Par con-
tre, pour des fonctions propres oscillant rapidement, on n’a pas de borne
inférieure telle que celle de la proposition 3.25.

Ce corollaire, associé a la proposition 4.13 et a la semicontinuité supérieure
de I'entropie, laisse espérer une borne inférieure sur ’entropie de la limite
vg. En fait, si les vy étaient des mesures de probabilité, 'inégalité (4.10) en
découlerait immédiatement. Toute la difficulté se situe dans la non-positivité
des V%; on renvoie a [A05] pour la preuve, assez technique, des théoremes
4.8, 4.9 a partir du corollaire 4.15. La preuve du théoreme 4.10, plus simple,
est résumée dans la section suivante.

4.4 Le principe d’incertitude entropique.

L’outil principal de la preuve du théoreme 4.10 est une variante du principe
d’incertitude entropique introduit par [Kraus87, MaaUff88]. Selon cette
inégalité, si un opérateur unitaire a de “petits” éléments de matrice, alors
ses vecteurs propres ont une “grande” entropie.

Soit (X, [|||) un espace de Hilbert, et supposons que nous disposions
d’une partition quantique de l'unité, c’est-a-dire, dans ce contexte, d’une
famille finie d’opérateurs bornés P = (P});—1,.. v sur J, vérifiant

N
> PP =I5 (4.18)
j=1

On a donc, pour tout ¥ € 3, || ¥||? = Z]HPJ*‘I’HQ Nous noterons ¥; =
PV, j=1,...,N.

Soit (a; > 0)j=1,...,n une famille de réels positifs. Grace a la partition P,
on peut munir 'espace vectoriel H de toute une famille de normes, toutes

équivalentes a la norme initiale ||| si IV est fini :
N 1/p
-2
121 = (oo 2IwlP | . 1<p<oo, et W) = max (o [¥5]) -
j=1
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Pour p =2 A8 = |-
p = 2, remarquons que {3~ = [
Tout opérateur T : H — H peut étre décomposé en N? composantes,

Tji, = P; T Py, de sorte que l'action de T' sur un vecteur W € H s’écrit
N
(T9); => TP, j=1,...,N.
k=1

Soient (a;), (6;) deux familles de poids. Etant donnés (a,b) € [0,1]2, on
s’intéresse a certaines normes de 'opérateur T :

I = sup T
wedd, v () =1
Dans le cas particulier a =0, b=1, on a
i sup  max(ay [|(T);).
wer )P =1

Pour tout ¥ € H et pour tout indice j, on a la série d’inégalités

N@w)l = 13 Tl < D7 Bl Telloe 5 195l < masx(Bel| Ty llac) [12]5”
k k

Par conséquent,

17052 < max( 8] Ty llac) = (D).

)

Supposons maintenant que les P; soient des projecteurs orthogonaux :
Pf = PJ et Pij = jkPk:' (4.19)

Sous cette hypothese supplémentaire, une adaptation directe du théoreme
d’ interpolation de Riesz—Thorin [DunSchw] montre que la fonction (a,b) —

logHTHg’% 1/ €St convexe sur [0,1]2. Donc, sil’on sait que ||T||2.2 = HT||(’8) ) < 1,
on a

t
veel0,1], vwes, Te|Y < (M) . (a20)
1-t 1+t
On définit la pression d’un état ¥ € H, pour le poids a, (et relativement a
la partition P) comme

N N
Pa(¥) = pap(W) = = > [1Wy[I* log||W;|* = > |[W;]* logaf.  (4.21)

Cette expression met en balance un premier terme, 1'entropie de ¥ (dans
la partition P), avec un second terme qui s’interpréte comme la moyenne
de la quantité log(ajz) sous la loi de probabilité (|[¥;|?);=1,. ~. Si T est
une isométrie, alors a la limite ¢ N\, 0 I'inégalité (4.20) entraine la relation
d’incertitude entropique :
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Théoréme 4.16 (Principe d’incertitude entropique). Soit H un espace de
Hilbert, et P = (Pj)jzl,---,N une famille de projecteurs orthogonauzr sur
H formant une partition de 'unité (4.18), (4.19). Définissons, pour tout
famille de poids positifs (a;)j=1,.. N, et pour tout vecteur normalisé ¥ € H,

N N
Pa(P) = pap(¥) = = > [[T,]* log||¥;]1* = > [|¥,[|* log o]
j=1 j=1

avec V; = P;“ll.
Soit T : H — H une isométrie. Introduisons

def .
(1) = IE!%X(% B |1P; T Pyl 3c)-

Alors on a, pour tout vecteur normalisé ¥ € H,
Pa(T ) + pg(¥) > —2log ¢’ (T). (4.22)

Le principe d’incertitude original de Maassen et Uffink [MaaUff88] con-
cerne le cas aj = j = 1 : la pression se réduit alors a I'entropie, h(¥) =
—Z;VZIH\PJ-HQ log||¥;]|?, qui mesure en quelque sorte la localisation de W
dans la décomposition P. On obtient h(T ¥) + h(¥) > —2log b1 (T), c’est-
a-dire que si T a de “petits” éléments de matrice T}j;, (mesurés par la quantité
cb1(T)), alors les entropies de TW et de ¥ ne peuvent pas étre simultanément
petites. Si ¥ est vecteur propre de T, on obtient h(¥) > —logc!(T).

L’estimée principale (bis). On appliquera le principe d’incertitude
entropique en partant d’une décomposition de l’espace des configurations
en cellules de diametre ¢ > 0. Plus précisément, on introduit une partition
mesurable de X a bord lisse par morceaux, X = I_IszlOk, en éléments de
diametre inférieur a €/2. On considere un recouvrement ouvert (Q)r=1, . K
de X tel que les Q. soient de diametre inférieur a € et O C Q. Soit enfin
une famille de fonctions régulieres positives (Pj)x=1,.. x sur X, obtenues en
lissant les fonctions caractéristiques lp, par convolution, avec supp Py, € €y,
et Zszl PZ(x) = 1 pour tout # € X. On notera encore P, l'opérateur
de multiplication par P, sur I'espace de Hilbert L?(X) = 3 : I’équation
précédente montre qu’ils forment une partition quantique de I'unité (4.18),
que nous appelons P.

Pour des raisons techniques, nous autorisons les P, a dépendre de A de
manieére raisonnable :

0% Py|| < C ()0 (4.23)

avec 6 > 0, tres petit. Quand i — 0, on supposera que Py tend vers 1
uniformément sur tout compact dans I'intérieur de Oy, et vers 0 a U'extérieur

de Ok
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On note U? = exp(ith/A/2) le flot de Schrédinger. Comme précédemment,
on suppose que le rayon d’injectivité de X est supérieur a 2, et on considere
le temps 1 du flot, U = U', qui quantifie le temps 1 du flot géodésique g'.

Etant donné un temps n € N, on imite la construction classique (3.49) en
itérant et raffinant la partition initiale P sous I’évolution quantique, jusqu’au
temps n : pour une suite de longueur n, € = (&9 - - - €,), € € [1, K] on définit
I'opérateur

P.=P

..(n)P., (n—1)...P,=U"P. UP. ... .UP, (4.24)

n—1 n—1°"

La famille d’opérateurs (PE)\e|:n satisfait évidemment la relation

> PP =1Idpa,

le|=n

et forme donc une partition quantique de l'unité, que nous notons P
comme dans le cas classique.

Remarque 4.17. Nous avons imposé aux fonctions Py, d’étre de classe C*°,
de maniére a pouvoir utiliser une description de type BKW des opérateurs
P, pour la preuve du prochain théoréme, 4.18. Cela empéche, malheureuse-
ment, les Pe d’étre des projecteurs orthogonaux, condition requise dans l’équation
(4.19). Nous ne pouvons donc pas appliquer directement le théoréme 4.16,
et il nous faut restreindre l'action des Pe a un cone C sur lequel ils agissent
presque comme des projecteurs orthogonauz (a O(h™>) pres). Sans donner
les détails, on fizre 6 > 0 arbitraire, et C = Cp, est l’espace des fonctions mi-
crolocalisées dans un voisinage de taille h*=9 de S*X, la ot le symbole de P,
vaut 0 ou 1. Il faut, bien sir, définir Cp, (et donc construire soigneusement
les fonctions P;) de sorte qu’il contienne la fonction propre vy, ou du moins
une fonction proche ¢p avec ||on — || = O(KY/®), ot @ > 0 est le méme
qu’en (4.23). On renvoie a [ANOG6] pour les détails techniques.

Le théoreme suivant, de la méme veine que le 4.14, cherche & estimer les
composantes P}, U" Pe de I'opérateur U™ dans la partition Pn)

Théoréme 4.18. [AN06] Etant donnés une partition P et 6,6' > 0 arbi-

trairement petits, il existe hpss tel que, pour tout h < hpss, pour tout
(1—¢")|log A
A

max

entier n < et pour toutes suites €, € de longueur n,

sup  ||P5 U Peg|| < Ch™d=14e0) Ju(e)l/2 Ju(e'y (4.25)
e, ll9l=1

(¢ =245/ Amax)
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Sous-additivité de I’entropie jusqu’au temps d’Ehrenfest. Une
fois fixé 8’ > 0, on applique donc le principe d’incertitude entropique (théoreme 4.16),
aux objets suivants :

e l'espace de Hilbert est H = L?(X),

e on consideére la partition quantique de Punité P = (P )|e|=n associée
{ (1—6")|log h| J

max

aux suites de longueur n =
e les poids a, # sont donnés par ae = J¥(€)~L, fe = J¥(€)~ /2,
e on utilise I'opérateur unitaire T'= U".

Suivant les notations mises au point précédemment, on note V. = P} U
pour tout vecteur normalisé ¥ € H. L’entropie de ¥ dans la partition P
s’écrit

T (0) = iy (9) = = > ||| log|| W[ (4.26)

|e|=n

De méme, la pression de ¥ dans la partition P, associée aux poids « ou
08, s’écrit

Pra(¥) = ha(¥) +2 Y | W|® log J (€0, ...y €n), (4.27)
le|=n
Prp(®) =By (U) + Y [[Wc]* log J¥ (€0, -..s €n).- (4.28)
le|l=n

L’inégalité (4.25) se réexprime sous la forme
P (U < ol
avec la nouvelle notation

(U™ =sup  sup e Be | PH U Pegl.
€€ ¢eCy, [|4]=1

Le théoreme 4.16 ne s’applique pas, puisque les Pe ne sont pas des projecteurs
orthogonaux. Mais comme nous nous sommes restreints aux cones Cp sur
lesquels les P. agissent presque comme des projecteurs, on peut reprendre
les détails techniques de la preuve du théoréeme de Riesz—Thorin et montrer
une version approchée de I'inégalité (4.22), avec un terme correctif o(1) qui
tend vers 0 avec h :

Pra(Wn) + pu,s(vn) = —2log cg’(U™) + o(1)
et donc

Pr.a(Vh) + Pnp(¥n) 2 2(d — 1 4 c6)logh + O(1)

(d— (11+065/))Amax nt001). (4.29)

> =2
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Avant de prendre la limite # — 0 dans cette inégalité, démontrons que
la méme borne inférieure est valide si I’on remplace le temps n =< |log ii| par
un temps fixé n,, et la partition correspondante P, dépendant de A, par
la partition fixée P(). On utilise pour cela la propriété de sous-additivité
suivante, analogue semiclassique de la sous-additivité de ’entropie et de la
pression classiques (3.50) :

Proposition 4.19 (Sous-additivité). Soit (¢) une fonction propre nor-
malisée satisfaisant (—h* A —1)p = 0. Fizons &' > 0 et n, € N. Il existe

alors une fonction R(h) = O(hY'/4) telle qu’on ait l'inégalité suivante, pour
(1=6")logh] .

max

h petit, uniformément pour tout n € N tel que n, +n <
pno—‘rn,a (7/)71) S pno,a (wh) + pn—l,a (wh) + R(h) .

De méme pour pp, 1 g(Vn).
La preuve reprend les arguments utilisés pour les systemes dynamiques
classiques : elle n’est donc valable que jusqu’au temps d’Ehrenfest M,

qui est essentiellement le temps auquel le systéeme dynamique (U0, U, vp)
cesse d’étre commutatif, dans la limite 4 — 0 [BouR02, ANO06].

Cette sous-additivité nous permet de terminer la preuve du théoreme
4.10. Fixons n, € N, et soit n = LMJ. En effectuant la division

euclidienne n = q(n, + 1) + 7 (r < ny,), la a1;1roposition 4.19 implique
pn,a(¢h) < pno,a(wh) + pr,a(¢ﬁ) + R(h) .
n Ny n Ny

En utilisant (2.5), (4.29) et le fait que p, o (¥r) + pr,g(1¥n) reste borné quand
h — 0, on trouve

pno,a(wh) + pno,5(¢ﬁ) > _9 (d -1+ 05))\

To o - (1-10) == 4+0(1/n). (4.30)

L’entier ng étant désormais fixé, on fait tendre A — 0 (de sorte que n — 00).
Remarquons que

1PZ nl|* = || Peg Pey (1) -+ Pe,, () n* - (4.31)

Prenons une suite extraite de (1) telle que les mesures de Wigner pp, = puy,
convergent vers une mesure semiclassique pg sur € = §* X, invariante par le
flot géodésique. Supposons que pg ne charge pas le bord de la partition O,
ce qui est toujours possible quitte a modifier 1égerement celle-ci. Pour toute
suite € de longueur n,, les lois (2.5), (2.6) du calcul pseudodifférentiel im-
pliquent la convergence de || P 1| vers po({€}), oit {€} désigne ’ensemble
Oy NGO, ...Ng7" O, sur T*X. Ainsi hy, (¢, ) converge vers l'entropie
classique

howe (o) = — > uo({e}) log po({e}) = hn, (o) -

le|=n0
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Par conséquent, le terme de gauche de (4.30) converge vers

2 o) + = 3 pol{e}) log 2 (e). (432

o o
lel=n0

Comme pg est g'-invariante et que Jy a une structure multiplicative (4.17),
le second terme de (4.32) se simplifie :

> nol{e}) log i (€) = no Y po({eoer}) log Ji(eo, 1)

le|l=no €0,€1

On obtient la borne inférieure

hno (,U,(])

o

> =35 olfever)) og Jiea, ) - R (4

€0,€1

0 et &’ sont arbitrairement petits et peuvent a ce stade étre annulés.

Faisons alors tendre n, vers 400 : par définition, hn%i(ouo) converge vers
ho(to,g) (voir 'annexe du chapitre 3). Ensuite considérons des partitions
(Ok) de diametre £/2 arbitrairement petit. Le premier terme & droite de
(4.33) converge vers —3 [, log J*(p)du(p) quand e — 0, tandis que ho(po, g)
tend vers his(po), ce qui démontre (4.8).

Finalement, bien que cette preuve soit de la méme veine que celle du
théoreme 4.8, certains aspects sont assez différents. Rappelons que la preuve
du théoreme 4.8 demandait d’étudier la dynamique quantique bien au-dela
du temps d’Ehrenfest — qui est le temps nécessaire pour “délocaliser”
un état initial gaussien de variance h. Ici on n’a eu besoin d’aller que
jusqu’au temps d’Ehrenfest. Le fait que ce dernier puisse en courbure vari-
able dépendre de la donnée initiale explique que I'inégalité obtenue (4.8)
ne paraisse pas optimale. Il serait d’autant plus intéressant d’arriver a
Paméliorer sous la forme (4.10), que la plupart des autres points de la preuve
semblent pouvoir s’adapter au cas d’un flot géodésque sans points conjugués.
Dans ce cas, I'inégalité (4.10) impliquerait qu'une mesure semiclassique ne
peut étre entierement portée par une orbite périodique instable.
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