Chapitre 1

Les variétés pseudo-riemanniennes
et symplectiques connectées dont
la courbure de Ricci est parallele
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Introduction

Ce chapitre classifie les différents types possibles de variétés pseudo-riemanniennes et de
variétés symplectiques munies d’une connexion symplectique, dont la courbure de Ricci est
parallele. Le cas pseudo-riemannien est traité dans un article soumis & une revue et joint
en annexe page 3; les motivations, le résulat et quelques commentaires sont repris ici. Le
cas symplectique connecté apparait comme corollaire du premier cas et n’est, lui, traité que
dans la these.

Les variétés riemanniennes Ricci-paralléles ont une courbure de Ricci diagonalisable et
sont par conséquent isométriques & un produit de variétés d’Einstein, au moins localement.
Ce n’est plus vrai pour les variétés pseudo-riemanniennes ou pour les variétés symplectiques
connectées. Cependant, en exploitant les propriétés de leur holonomie et notamment de leurs
éventuels sous-espaces totalement isotropes stables par holonomie, on aboutit & un résultat
proche. Il permet alors une classification locale de ces variétés ; a c6té des produits (locaux)
de variétés d’Einstein, quelques autres types apparaissent.

La démonstration repose sur deux théorémes: d’une part un résultat d’algebre portant
sur les paires de formes bilinéaires et dit & W.Klingenberg [Kli54], d’autre part un résultat
classique de de Rham et Wu sur I’holonomie (voir [Wu67]).

Les deux premiéres sections reprennent la teneur de ’article porté en annexe ; la, premiere
rappelle les motivations de la démarche et la deuxiéme traite le cas pseudo-riemannien. La
troisiéme section propose, comme corollaire du théoréme pseudo-riemannien, un théoreme
correspondant sur les variétés symplectiques connectées.

Rappel sur les variétés symplectiques. Une connection symplectique sur une variété
symplectique (M,w) est une connexion D pour laquelle la forme symplectique est paralléle,
c’est-a-dire telle qu’en tout point p de (M,w) et pour tous champs de vecteurs A et B
au voisinage de p: YV € TyM, Lyw(A,B) = w(DyA,B) + w(A,Dy B). Contrairement aux
connections riemannienne ou pseudo-riemannienne, elle n’est pas déterminée de fagon unique
sur M par cette condition.

Notations. Dans tout le chapitre, on notera (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-
riemannienne, en notant parfois < -,- > la métrique g; (M,w) désignera une variété sym-
plectique. La forme (u,v) +— tr R(u,- )v est une forme bilinéaire symétrique sur les variétés
connectées ; c’est leur courbure de Ricci, notée ric. On notera Ric I’endomorphisme res-
pectivement g-autoadjoint ou w-antiautoadjoint associé a ric: ric(-,-) = g(Ric-,-) ou
ric(-,-) = w(Ric -,-). On notera H le groupe d’holonomie restreint de M et les algébres
de Lie par des minuscules gothiques: b, so ...

1 Motivation: quelques mots sur le cas riemannien

Comme dit plus haut, une base de ce travail est un théoréme de de Rham sur 1’holono-
mie riemannienne, généralisé au cas pseudo-riemannien par Wu. Citons-en 1’essentiel.

Théoréme (de Rham, Wu) Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannien-

ne compléte, simplement connexe et m € M. Si ’espace tangent en m & M admet une
décomposition orthogonale stable par holonomie :

1
TmM = E1 & Ey,
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alors il existe un unique couple ((M1,9,0,),(Ma,91,)) de sous-variétés de M contenant
m et une unique isométrie f tels que:

o T,yM; = E; et TnMs = Ep,
o f: My xMy— M,
* fimiximy = Tdmy et fiatyx{my = Tdm,-

ott My X My désigne le produit riemannien de M1 et Ms.

Pour une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne quelconque, le méme résultat
est vérifié seulement avec une isométrie locale.

Le théoréme complet précise de plus dans quelle mesure le triplet ((M1,9/r1,)(M2,9|rm,)5
f) est unique, une fois supprimées les conditions T,, M1 = E;, T,, Ms = Es, fMixim) =
Idnm, et f|./\/l2><{m} = Idp,.

Les sous-espaces F1 et Fo de T, M sont stables par holonomie ; ils se prolongent donc
dans TM en distributions paralleles. Les sous-variétés Mi et My sont en fait les feuilles
intégrales issues de m de ces distributions.

Le résultat annoncé en introduction sur les variétés riemanniennes Ricci-paralléles est
une conséquence immédiate de ce théoréme.

Corollaire riemannien Soit (M,g) une variété riemannienne compléte, simplement con-
nexe, dont la courbure de Ricci est paralléle. Elle est alors canoniquement isométrique &
un produit riemannien de variétés d’Einstein. Plus précisément, il existe une unique suite
(Ai)I, de réels, une unique suite de variétés d’Einstein ((M;)I,,gi), telles queric; = \;g;sur
chaque M;, et une isométrie f de M sur le produit riemannien [[; M;. L’isométrie f est
unique a composition prés avec un produit d’isométries de chaque facteur M;. Si M n’est
pas compléte et simplement connexe, f n’est en général qu’une isométrie locale.

Démonstration. Elle est classique, et rappelée dans I’article en annexe. Donnons ici sa sub-
stance. L’endomorphisme Ric est autoadjoint pour la forme g, bilinéaire symétrique définie
positive. Il est donc diagonalisable et en tout point p, T;, M est somme directe orthogonale
de ses sous-espaces propres, on note (\;)7_; ses valeurs propres. Comme de plus Ric est
supposé parallele, ces sous-espaces propres sont stables par holonomie; le théoreme de de
Rham fait le reste.

Remarque. Ce corollaire n’est pas vrai pour une variété pseudo-riemannienne (M,g) ou
symplectique connectée (M,w,D), car, respectivement, g n’est pas définie ou w n’est pas
symétrique. L’endomorphisme Ric n’a donc plus de raison d’étre diagonalisable et M, plus
de raison d’étre produit de variétés d’Finstein. Cependant, dans le cas pseudo-rieman-
nien, certaines propriétés de I’holonomie et le travail de Klingenberg [Kli54] permettent de
montrer que Ric, bien que non nécessairement diagonalisable, ne peut étre «trop compliqué» :
son polynéme minimal, bien que non nécessairement scindé sur R, n’a que peu d’autres
formes possibles. A son tour, ce résultat pseudo-riemannien permet de montrer un résultat
du méme genre pour les variétés symplectiques connectées. Des remarques préliminaires
plus fournies sont données dans la section 1 de I'article.
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2 Le cas pseudo-riemannien

2.1 Le théoreme et le principe de sa démonstration

Théoréme 1 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne dont la courbure de Ricci est
paralléle et soit i le polynéme minimal de Ric. Alors :

(i) 1 =L P ou:
e Vi#j,PAP =1,
e Vi, P, est irréductible ou P; = X?2.

(ii) Il eziste une unique famille (M;); de variétés pseudo-riemanniennes telles que le po-
lynéme minimal de Ric; = Ricpq; sur chaque M; est P; et une isométrie locale du produit
riemannien [, M; sur M. Cette isométrie f est unique ¢ composition prés avec un pro-
duit d’isométries de chaque facteur M;. Si M est compléte et simplement conneze et Ric
globalement paralléle sur M, f est une isométrie globale.

Localement, la variété M se décompose donc canoniquement en un produit riemannien,
dont les facteurs M; sont d’un des quatre types suivants:

e soit P, = X — oy, o # 0 i.e. Ric; = a;9 et M; est d’Einstein, non Ricci-plate,
e soit P = Xk ke {1,2}:
* si k =1, M; est Ricci-plate, donc en particulier est d’Einstein,

* si k = 2, Ric est nilpotent d’indice 2 ; cette possibilité est nouvelle par rapport au
cas riemannien,

e soit P est un polynéme irréductible de degré deux: Ric est alors semi-simple mais non
diagonalisable sur R. On montre alors que M; est une variété complexe, d’Einstein pour
cette structure. Cette possibilité est également nouvelle par rapport au cas riemannien.

Démonstration. Elle comporte deux grandes étapes. Notons p = [, P/ la décomposition
du polynéme minimal de Ric en produit de puissances de polynomes irréductibles premiers
entre eux: V(7,5),% # j = P; A P; = 1. Résumons briévement ces étapes.

Déja, on montre que les sous-espaces caractéristiques de Ric dans I’espace tangent T, M
4 M en un point m, c’est-a-dire les noyaux des P"(Ric), sont orthogonaux. Leur somme
directe forme T,,, M par définition du polyné6me minimal et d’autre part ils sont stables par
holonomie car Ric est supposé paralléle. 11 correspond donc & cette décomposition de T, M,
par le théoréme de de Rham-Wu, une décomposition de M en produit riemannien local au
voisinage de m. A chaque P]" correspond une des variétés en facteur dans le produit rie-
mannien ; sur chacune de ces variétés, le polyndéme minimal de Ric est alors ce facteur P;".
C’est le point (ii) du théoréme. On restreint désormais ’étude & chaque facteur, c’est-a-dire
aux variétés pseudo-riemanniennes Ricci-paralleles dont le polynéme minimal de Ric est
une puissance d’un irréductible. Reste & montrer le (i), c’est-a-dire dresser la liste de ces
polynomes minimaux possibles.

Remarque. Dans le cas riemannien, les sous-espaces caractéristiques sont de plus des
sous-espaces propres: sur chaque variété facteur, Ric est donc proportionnel & la métrique.
Chacune de ces variétés est d’Einstein; on retrouve le corollaire riemannien.

Techniquement, la deuxiéme étape procede elle-méme par étapes. On note P™ le po-
lynéme minimal de Ric, ou P est irréductible. Il est successivement montré que n > 1 =
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P=X,que P=X = n <3 et enfin que P =X = n # 3. La démonstration du premier
point repose sur deux faits.

e D’une part, un résultat formel sur un espace (E,< -,- >) muni d’un tenseur R vérifiant
les propriétés algébriques d’un tenseur de courbure riemannien, notamment la premiere
identité de Bianchi. Si un tel espace admet un sous-espace D totalement isotrope stable par
tous les R(z,y), alors la valeur de ric(d,- ), pour d € D, s’exprime en partie comme la trace
de R(-,d).

e D’autre part, le sous-espace D = Im(P" !(Ric)) de T,,M est totalement isotrope
pour g, stable par holonomie car Ric est parallele, donc stable par tous les R(z,y). Il est
également muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée canonique, construite a
partir de g et P(Ric). En particulier, tous les R(z,y) p pour z,y € T, M sont antiautoad-
joints pour cette forme, donc de trace nulle.

Ces deux éléments combinés donnent que D C ker Ric. Sin > 1, D # {0} et donc ker Ric #
{0}. Le polynéme minimal de Ric étant une puissance d’un irréductible, ce dernier ne peut
donc étre que X.

Le deuxiéme point est trés semblable. Le troisiéme en revanche, s’il repose encore sur le
méme principe, est un peu plus compliqué et utilise le résultat algébrique de Klingenberg
[K1i54]. Celui-ci donne lexistence d’une certaine famille de bases «adaptées», en un sens
qu’il définit, & la donnée de deux formes bilinéaires symétriques a et b non dégénérées sur
un espace vectoriel de dimension finie. Il revient & mieux comprendre la structure du groupe
de Lie O(a) N O(b). On lapplique aux deux formes g et ric sur T,, M.

Remarque importante. Cette démonstration prouve un peu plus que I’énoncé donné plus
haut, car elle n’utilise que les propriétés algébriques ponctuelles en m des tenseurs R et ric.
On a en fait prouvé que:

e si (E,g,R) est un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique g non
dégénérée et d’un (3,1)-tenseur R vérifiant les propriétés algébriques ponctuelles d’un ten-
seur de courbure riemannien, i.e. I'identité de Bianchi et: Vz,y € E, R(z,y) = —R(y,z) et
encore: g(R(z,y) - ,+) = —g(-,R(z.y) "),

e si les sous-espaces caractéristiques du tenseur de Ricci formellement associé a R (i.e.
de la 2-forme (z,y — tr(R(z,-)y)) sont stables par les R(z,y),

alors le polyn6me minimal de Ric peut s’écrire i =[], P; oui:
o Vi£j, PAP; =1,
e Vi, P; est irréductible ou P; = X2.
Cette remarque est essentielle pour aborder le cas symplectique connecté.

2.2 Commentaires et compléments du résultat pseudo-riemannien

On renvoie ici & ’article en annexe. Contentons-nous de lister les résultats complémen-
taires apportés.

e Le cas ou le polynéme minimal P de Ric est irréductible de degré deux ressemble en

un sens au cas riemannien. Comme annoncé plus haut, on montre qu’alors la variété M

admet une structure riemannienne complexe, i.e. un champ parallele d’endomorphismes J

t.q. J2 = —1Id, et une forme bilinéaire symétrique complexe h dont D est la connexion de

Levi-Civita. La métrique réelle g est en outre la partie réelle de cette forme h. La variété
1

compleze (M,h) est alors d’Einstein, de facteur 5o ol @ est une racine complexe de P. Il'y

a proportionnalité complexe non réelle entre h et ricc.
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e En dimension inférieure ou égale & trois, ric détermine toute la courbure. Les variétés
Ricci-paralléles (complexe ou réelles) d’une telle dimension sont donc & courbure constante,
si ric est non dégénéré.

e [l convient de distinguer la décomposition, canonique, de M en produit riemannien
construite ici quand ric est paralléle, de la. décomposition maximale, plus fine et non unique
en général, donnée par le théoréme de de Rham-Wu.

e Enfin, le cas dégénéré : Ric? = 0 est & distinguer des autres. Si Ric n’est pas dégénéré,
seule une famille & un paramétre de métriques — les Aric, A € R, dans le cas Einstein —,
ou a deux parametres — les Aric+vg, dans le cas «Einstein complexe non réel» cité plus
haut —, admettent sur M Ricci-parallele indécomposable la méme connexion de Levi-Civita
D. Ce n’est plus le cas si Ric est nul ou nilpotent d’indice 2. L’article fournit des exemples
symétriques classiques de telles variétés, notamment & courbure de Ricci nilpotente d’indice
deux: il en existe donc. Les variétés de ce dernier type sont, elles, loin d’étre comprises
et classifiées. Au moins sait-on que l'indice de nilpotence de Ricci ne peut excéder deux.
Un outil possible pour les étudier pourrait étre les coordonnées locales du type proposé au
chapitre trois, par exemple en les adaptant au drapeau {0} C (ker RicNIm Ric) C ker Ric C
Ty M.

3 Le cas symplectique connecté

Un résultat similaire, bien que plus faible, portant sur les variétés symplectiques munies
d’une connexion symplectique, découle du théoreme pseudo-riemannien 1 page 19 et de
la «remarque importante» page 20. Deux propriétés du cas riemannien font ici cette fois
défaut :

e Ric n’est pas nécessairement diagonalisable.

e Le théoréme de de Rham-Wu ne s’applique plus; & une décomposition de T,, M en
somme directe w-orthogonale stable par holonomie ne correspond pas nécessairement de
décomposition locale de M en produit «riemannien», i.e. ici en produit pour w doublé d’un
produit affine pour D.

Le théoréme obtenu est le suivant.

Théoréme 2 Soit (M,w,D) une variété symplectique munie d’une connection symplectique
D dont la courbure de Ricci est paralléle et soit p le polyndme minimal de Ric. Alors

p=11,P ou:
o« Vi#jPAP =1,
e Vi, P, est irréductible ou P; = X? ou P, = X3.
Remarque. Quitte & renuméroter les facteurs de y qui apparaissent dans I’énoncé, notons

Py Téventuel facteur XP de p et P; avec ¢ > 1 les autres, prenons m un point de M et
notons M; = ker P;(Ric|,,) C Ty, M. La décomposition :

1L
TmM = @& M;
est stable par holonomie, il lui correspond donc une famille de distributions paralleles de

TM. On note alors, pour tout i, F; le feuilletage intégral de la distribution M; et M;
la feuille de F; issue de m. Les feuilletages F; sont supplémentaires, il existe donc un
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difféomorphisme local canonique au voisinage de m

%) ./\/l—>1_I/VlZ

(¢ provient d’une carte au voisinage de m d’un atlas de fibré de M, vue comme fibré en
les F;.) La forme symplectique w est paralléle car D est une connexion symplectique. Par
conséquent, ¢ envoie w sur la forme symplectique produit ®;w; de Hi(Mi,w‘ M;) "

o+ (Mw) > [[(Miwu)

Cependant, ’isomorphisme avec la variété produit s’arréte 1a ; le théoréme de de Rham-Wu
ne s’applique pas et, en général :

2 (MawaD) vas H(MZ’W|M¢’DM1)

En effet, la connexion D)z, n’est pas nécessairement paralléle le long des feuilles des F;
pour j # i. Ce parallélisme est vérifié par w x, mais, contrairement aux formes rieman-
niennes ou pseuso-riemanniennes, cette forme symplectique ne détermine pas une unique
connexion symplectique D|z,. Ainsi, tout en restant une connection symplectique pour w)z;,
la connexion Dz, peut varier d’une feuille de F; a une autre, c’est-a-dire ne pas étre le pro-
longement par transport paralléle de la connexion D)y, de la sous-variété M;.

Toutefois, dans le cas précis étudié ici d’une variété Ricci-parallele, le théoréme de de
Rham-Wu s’applique partiellement. En effet, la forme de Ricci de la variété quotient M /Fy
est parallele, non dégénérée, elle en constitue donc une métrique pseudo-riemannienne, dont
Dy 7, est la connexion de Levi-Civita. Notons 7 la projection canonique M — M /Fo,
alors, par le théoréme de de Rham-Wu, (M, ric) est isomorphe au produit riemannien
[[;>1 m(Mi, ric;). Dans M, ceci revient a dire les Dz, pour i # 0 sont paralleles le long des
feuilles de F; pour j # 4. Seule la restriction Dz, de D peut ne pas étre parallele le long
des feuilles des F;, ¢ # 0.

Démonstration du théoréme. En quotientant par kerric, on se raméne en un sens au
cas pseudo-riemannien. On utilisera le résultat préliminaire suivant :

Affirmation 1. Le tenseur:
R = [(a,b) = R(Rica,Ricbd)] € (®3(TM/kerRic)) ® (TM/ ker Ric)*

est bien défini et a en tout point les propriétés algébriques ponctuelles d’un tenseur de cour-
bure. De plus, la 2-forme ric passe au quotient sur T.M / ker ric en une forme non-dégénérée,
parallele, qu'on notera g. Les R(a,b) sont g-antiautoadjoints. Le triplet (TM/ ker ric,g,R)
a donc, en chaque point p de M, les propriétés algébriques ponctuelles d’un triplet (TpM,
métrique, courbure).

Vérifions les propriétés annoncées de R.

e Comme ker Ric est stable par holonomie, pour tous a,b: R(a,b), passe au quotient en
un endomorphisme de End(T,M/ ker Ric). Il en est donc ainsi pour les R(Rica,Ricb) et R
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est donc bien défini.

e R est antisymétrique en a et b.

e pour tous a et b, R(Rica, Ricb) est ric-antiautoadjoint donc R(a,b) est g-antiautoad-
joint.

e Vérifions que R satisfait I'identité de Bianchi: Va,b,c, R(a,b)c+ R(b,c)a+ R(c,a)b = 0.
Comme R est défini dans (®3(T_/Vl /kerRic)) ® (TM/ ker Ric)*, il suffit de vérifier que:
Va,b,c,d, ric(R(a,b)c + R(b,c)a + R(c,a)b,d) = 0; soient donc a,b,c,d quatre vecteurs quel-
conques de Ty, M. Rappelons que Ric, parallele, commute avec 1’algébre d’holonomie donc
en particulier avec tous les R(z,y).

ric(R(a,b)c + R(b,c)a + R(c,a)b,d)
= w(Ric(R(Rica,Ricb)c + R(Ricbh,Ricc)a + R(Rice, Rica)b),d)
= w(Ric(R(Rica, Ricd) Ricc + R(Rich, Ricc) Rica + R(Ricc, Rica) Ricb),d)
=0 par 'identité de Bianchi sur R.

D’ou le résultat préliminaire. Ajoutons une remarque :

Affirmation 2. Le tenseur de Ricci formel ric(a,b) = tr R(a,- ) b associé au tenseur R vérifie
alors: ric(-,-) = g(—Ric?-,-), ou Ric est ici vu comme endomorphisme de T, M / ker Ric.

Vérifions-le. Soient a,b dans T, M et (ei)i?:l une base g-pseudo-orthonormée de T, M/ ker ric:
g(ei,ej) = €;0; ;, avec g; = £1; soient (éi)i-“:1 des relevés des e; dans T, M.

E(a’ab) = tI‘T,,./\/t/ ker ric(R(R‘iC a,Ric- )b)
(ici R(Rica,Ric-)b est vu comme un endomorphisme de Ty M / kerric)

= Z eig(R(Rica, Rice;)b,e;)
= zz: g; ric(R(Rica, Ric é;)b,é;)
— EZ: g; ric(R(b,é;) Ric a, Ric &;)
= _Z Z eiric(Ric R(b,é;) Ric a,é;) car Ric est ric-antiautoadjoint
- - Z g; ric(R(b,é;) Ric? a,¢;)
i
= — [ tr[R(b, ) Ric? a] — tr[(R(b,-) Ric? @) ker Ric]
Or, (R(b, - ) Ric? a)|kerric = 0- Soit en effet ¢ € kerRic, d € TyM:

w(R(b,c)Ric’a,d) = w(Ric® R(b,c)a,d)
= —w(RicR(b,c)a,Ricd)
car Ric est w — antiautoadjoint
= —ric(R(b,c)a,Ricd)
= —ric(R(a,Ricd)b,c)
= 0 car c€ kerric.
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Par conséquent, ric(a,b) = —tr(R(b, -) Ric? a) = —ric(b, Ric? @) par définition de ric. Enfin
—ric(b, Ric%? a) = —ric(Ric? b,a) car Ric est ric-antiautoadjoint. La remarque annoncée suit.

Soit maintenant p = [[; P/ la décomposition de p en produit de puissances de po-
lynoémes irréductibles, deux a deux premiers entre eux. Quitte a permuter les indices, on
suppose que Py = X, avec éventuellement ny = 0. Soit F; = ker P;(Ric), c’est une distri-
bution parallele, car Ric est supposé paralléle, on considére alors pour chaque i, M; une
feuille intégrale de cette distribution. Les M; sont des sous-variétés totalement géodésiques
de M. En particulier, leur tenseur de Ricci propre Ric; est la restriction de tenseur Ric de
M & TM;, de méme pour R;, restriction de R & (®3(TM;)) ® (T*M,).

Par conséquent, pour tout ¢ > 1, ric; est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée ;
R; est donc défini comme R; sur (®%(T,M;)) ® (TyM;). Vis-a vis de la métrique g;, il
satisfait les propriétés algébriques ponctuelles d’un tenseur de courbure sur M; et pour
tous a et b, R(a,b) est dans ’algeébre d’holonomie. Cela suffit pour appliquer le théoréme 1
page 19 au triplet (TpM;,g;,R;). Comme ric;(-,-) = gi(-, — Ric?-) et comme Ric] est non
dégénéré, on obtient : Ric,2 est semi-simple. Ric; I'est donc aussi, i.e. n; = 1.

Traitons le cas ¢ = 0. On applique cette fois le théoreme 1 & (T, M,/ kerricy .90,R0),
qui vérifie de méme les hypothéses nécessaires. Comme ricy(-,-) = go(-, — Ricd-) et que
Ric2 est nilpotent, on obtient: (Ric2)? = 0, i.e. Ric; = 0 ot1 Rico est compris comme
endomorphisme de T, M,/ ker ric, c’est-a-dire en fait, dans Ty M, : Ricg = 0.

On peut cependant obtenir un peu mieux. Montrons que ricy = 0, donc que Rici = 0,
vu comme élément de End(T,M,y/kerric). L’endomorphisme Ric de TpM vérifie alors:
Ric = 0, ce qui est le résultat annoncé.

T, M/ ker ric est muni de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée g, et de ’endo-
morphisme gp-autoadjoint Ric?. Nécessairement (Ric?)? = 0, supposons que: Ric? # 0; le
travail de Klingenberg [K1i54] ou le chapitre 2 de cette these (voir le théoréme 2 page 62 ou
bien la table récapitulative en fin de chapitre, cas a et b symétriques) donne alors 1’existence
d’une base  simultanément :

e de Jordan pour Ric?, i.e.: Matg(Ric) =

e«canonique» pour g, en ce sens: Matﬁ(g) = 0 ‘ 0 I, s,

avec n; = dim F; = dimIm Ric2,
ny = dim Ey = dim [ker Ric? /(ker Ric’> N Tm Ric?)] et :

I 0 , . ..
I,,= ( é’ 7 ), les r; et s; étant des entiers satisfaisant: r; + s; = n;.
q
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Notons 8 = ((e2)?2,,(Ric?(e}))™,,(e})™,). Alors, pour tout i € [1,n1]:

+1 = g(Ric’ e e;) = Tic(e; ¢;)
na ni ni
= Z ig(R(e},e?)e%,e?)J—k Z ig(R(e},e})e}, Ric? e;) + Z + g(R(e}, Ric? e})e%,e}) .
j=1 A‘;j 7=1 B‘;j j=1 (;1;'

Comme dans la démonstration du théoréme 1, il apparait que tous les termes sont nuls.
o Ay = g(ﬁ(e%,e?)e%,e?)
9(R(Ricejf, Rice)e; e7)
g(R(eZl,e?) Rice},Ric e?)
g(Ric R(e%,e?)e}, Ric e?)
= _g(R(e%ae?)e%a Ric’ 6?)
= —g(R(e,e})e;,0) =0
e B;j=0Cjjet:

Cij = g(R(Ricej,Ric(Ric?ej))e;,e;)
g(R(e%,e}) Rice}, Ric? e}))
g(Ric R(e},e})eg, Ric? ejl))

= —g(R(eZl,e})ezl,Ric‘Le}))
= 0

D’ol1 contradiction. Par conséquent, Ric? = 0 dans End(TpM,/ kerricy) i.e. Ric?=0. O

Remarque. Une démonstration directe, n’utilisant pas le résultat pseudo-riemannien qui
précede, est sans doute possible. Nous n’en avons cependant pas trouvé. Elle ne peut no-
tamment pas résulter d’un simple aménagement de la preuve pseudo-riemannienne, celle-ci
reposant profondément sur une propriété du tenseur R qui n’a pas d’équivalent symplec-
tique:

Va,b,c,d, g(R(a,b).c,d) = g(R(c,d).a,b).
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Annexe: ’article sur les variétés

pseudo-riemanniennes Ricci-paralleles
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Abstract: Ricci-parallel Riemannian manifolds have a diagonal Ricci endomorphism
Ric and are therefore, at least locally, a product of Einstein manifolds. This fails in the
pseudo-Riemannian case. Using, on the one side, a general result in linear algebra due to
Klingenberg (see [Kli54]) and on the other side, a theorem on the holonomy of pseudo-
Riemannian manifolds (see [Wu67]), this work classifies the different types of pseudo-
Riemannian manifolds whose Ricci tensor is parallel.

Mathematics Subject classification (1991): 53 B 30, 53 C 50.
Keywords: pseudo-Riemannian manifolds, Ricci curvature, holonomy group.

Foreword: The first section discusses de Rham — Wu’s theorem, its consequences in
our problem, and the reasons why the pseudo-Riemannian case allows specific phenomena.
The main theorem, that classifies these phenomena, is stated in section 2 and is proven in
sections 3 and 4. Section 5 considers the complex case, i.e. complex manifolds with a complex
Riemannian structure, which appears as a special case of the main theorem. Finally, section
6 gives some details on certain low-dimensional cases, on the holonomy decomposition as
compared with the Ricci-decomposition, on the number of (linearly independant) metrics
with the same connection (hence the same Ricci curvature), together with some symmetric
examples.

The authors want to thank the referees for their (very) careful reading of the manuscript
and helpful suggestions to improve it.

Notations: If (M,g) is a Riemannian or pseudo-Riemannian manifold, R is its (3,1)-
curvature tensor and ric its Ricci tensor, i.e. ric is a bilinear symmetric form on each tangent
space defined by ric : u,v — tr R(u,.)v. We will also denote by < .,. > the metric g, and
by Ric the g-selfadjoint endomorphism induced by ric, i.e. the endomorphism such that
ric(.,.) =< Ric.,. >. We denote by H the restricted holonomy group of M, simply called
“holonomy group” here, and classical Lie algebras by old german letters: o, so.

1 Motivation: a look at the Riemannian case

The main tool of this work is a theorem by Wu, linking decomposition of the holonomy
and Riemannian products (see [Wu67]). This is a generalization to pseudo-Riemannian geo-
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metry of a well-known theorem due to de Rham. We give in this section only a part of the
result (existence theorem), and postpone to section 6.2 all questions about uniqueness.

Theorem (de Rham — Wu) Let (M,g9) be a complete, simply connected pseudo-

Riemannian manifold and ¢ € M. Suppose that T,M = E; é_a E, is a holonomy stable
decomposition of Ty M. Then there is a unique couple ((Mu,g)rr,),(M2,9r,)) of submani-
folds of M containing x and a unique isometry f such that:

- Tle = E1 and TwMQ = EQ,

- My x My M,

= fimx{ey = 1duy, and fzyxarn, = Idas,.
Remarks: 1) Here “ My x My ” stands for the Riemannian product of M; and M.
2) By hypothesis, E; and E5 are holonomy-stable, mutually orthogonal. So there exist 31
and Yy two mutually orthogonal parallel distributions equal to £; and FE» at x, respecti-
vely. M7 and M; are the maximal integral manifolds of 3; and X5, containing z. They are
g-non-degenerate. The other maximal integral manifolds of ¥; and 35 are isometric to M;
and My, so My and Ms do not depend of the choice of z, up to isometry.
3) Without requiring the completeness and the simple connectedness, the same result holds
with a local isometry.

Corollary If (M,g) is a complete, simply connected Riemannian manifold with a parallel
Ricci tensor ric, then M splits canonically into a Riemannian product of Einstein manifolds.
That is to say, there is a unique sequence of reals (\;);-, a unique sequence of Riemannian
Einstein manifolds (M;)}",, [such that ric = \;g on each M;], and an isometry f mapping
the Riemannian product [[} ; M; onto M. That isometry f is unique up to composition
with a product of isometries of each factor M;.

In particular, simply connected Riemannian symmetric spaces are all a canonical pro-
duct of Einstein factors. Once again, without completeness and simple connectedness, these
results hold locally.

The above corollary is a classical and immediate consequence of de Rham — Wu’s theo-
rem. Nevertheless, in view of future comparison, we recall the

Proof of the corollary: Ric is g-selfadjoint and g is positive definite, so Ric is diagonali-
zable. Let us denote by E; ; = ker(Ric —\;Id) the eigenspaces of Ric at a point z, then we
have an orthogonal product:

L
i

By assumption now, ric is parallel, g too, and thus Ric and the E; ; are parallel. The de-
composition of each T, M is thus holonomy-stable. As it is also orthogonal, de Rham — Wu
theorem gives an isometry f : M — [[, M;, where the M; are maximal integral subma-
nifolds of the parallel distributions generated by the E;,. Ricy;, has the only eigenvalue
Ai, and is diagonalizable, thus ricy;; = A.g|ns;, i-e. the M; are Einstein. The decomposition
TyM = @®E; ; is canonical, so the corresponding values of A; and the associated M; too (up
to isometry).

The uniqueness of f is not a deep result here but requires a few technical lines. Let us
suppose f and h are two isometries mapping [ [; M; onto M; let us denote by a the n-uple
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(ai)™, = f~'(z) and by b the n-uple (b;)? ; = h~'(z). By definition, T, ([, M;) = &;T,, M;

is the decomposition of T, ([]; M;) into the eigenspaces of its Ricci operator. And similarly

with & and b. So, necessarily: Vi, df (T,, M;) = E; 5 and Vi, dh(Ty, M;) = E; 5. Now, for each

i

e {a1} x ... x{aj—1} X M; x {a;41} X ... X {a,} is by definition the maximal integral
submanifold of the parallel distributions generated by T,, M;,

e M; is by definition the maximal integral manifold of the parallel distribution generated
by Ei,:l:-

Since f is an isometry, necessarily, f({a1} x ... x {ai—1} x M; x {ajx1} x ... x {an}) = M;,

and similarly with h: A({b1} % ... X {bi—1} X M; X {bjt1} x ... x{bp}) = M;. So, in restric-

tion to the factor M;, h~! o f is an isometry ¢; of this factor (mapping b; on a;). Finally,

f=ho(¢1,-.. ,¢n)- O

Notice that the above corollary is not true in the pseudo-Riemannian case.

Indeed, Ric is still a g-selfadjoint operator, but g is no longer positive definite, so Ric
is no longer necessarily diagonalizable. In particular, it may have pairs of non-real complex
conjugate eigenvalues and it may have a non-trivial nilpotent part. Now [Kli54], [this thesis,
next chapter] or [BBB] gives a complete description of what may be an endomorphism S of
a vector space [on any field], when S is selfadjoint with respect to a non-degenerate bilinear
form h. It gives a normal form for such an S, which is a particular Jordan form. When
the field is R, the signature of A and the nilpotence index of the nilpotent part of S are
linked, but both obstructions for S to be diagonalizable may occur: non-real eigenvalues
and a non-trivial nilpotent part. So a Ricci-parallel pseudo-Riemannian manifold is a priori
quite different from a product of Einstein manifolds. For example, there exists some pseudo-
Riemannian symmetric spaces with a Ricci endomorphism satisfying Ric # 0, Ric? = 0.

However, some properties of the holonomy group and some consequences of [Kl1i54]
prevent Ric from being too complicated. A good part of the Riemannian result holds again:
Einstein factors appear in the Riemannian product, and two other new types of factors.
The main theorem below explains it in terms of (conditions on) the minimal polynomial of
the operator Ric. We recall that the minimal polynomial is the unique unitary polynomial
generating the ideal of all polynomials which annihilates the operator Ric. Notice that
in the Riemannian case, Ric is diagonalizable, so in these terms, the corollary above is
the geometric counterpart of the fact that the minimal polynomial of Ric is a product of
mutually prime polynomials which are irreducible of degree one. In the pseudo-Riemannian
case, the minimal polynomial of Ric may have irreducible factors of degree two and also
there may be one irreducible factor to the power two. After the proof of the theorem, we
will give in section 5 a few more explanations of one of the new factor types and make a
few remarks on the low-dimensional cases in section 6.

2 The main result in the pseudo-Riemannian case

The Main Theorem Let (M,g) be a pseudo-Riemannian manifold with a parallel Ricci
tensor ric, and let y be the minimal polynomial of Ric. Then:

(i) p =11, P; where:
o Vi# j,P;\P; =1, [ie. P; and P; are mutually prime],
e Vi, P; is irreducible or P; = X?2.
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(ii) There is a canonical family (M;); of pseudo-Riemannian manifolds such that the mini-
mal polynomial of Ric; = Ricys,; on each M; is P;, and a local isometry f mapping the
Riemannian product [[, M; onto M. f is unique up to composition with a product of
isometries of each factor M;. If M is complete and simply connected, f is an isometry.

That is to say, M splits canonically into a Riemannian product, with factors M; of one
of the four following types — we denote by P; the minimal polynomial of Ric;, the Ricci
endomorphism of M;—:

o if P, = (X —;)* (a; #0), then k = 1, i.e. M; is Einstein,
o if P, = X% then k < 2, so
* either k = 1, i.e. M; is Ricci-flat, [which is a particular case of Einstein],
* or Ric; is nilpotent of index 2,
o if P, = (X2 + p; X + ¢;)* (power of an irreducible), then k£ = 1, so Ric; has no nilpotent

part but is not diagonalizable on R. We will see in section 5 that M; is then a complex
Riemannian manifold, which is Einstein for this structure.

The last two types do not appear in the Riemannian case.

Warning: the obtained decomposition is not the holonomy decomposition (see section 6.2).

3 Two algebraic lemmas

Lemma 1 Let E be a real or complex vector space endowed with a non-degenerate bilinear
form g =< .,. >. Let D be a totally isotropic subspace of E. Let R be a (3,1)-tensor with
the algebraic properties of a curvature tensor, i.e.:

- R(J"ay) = _R(yax)

- R(z,y).z + R(y,z).x + R(z,x).y = 0 (“Bianchi identity”),

- < R(z,y).z,t >=< R(z,t).x,y > (which follows from the first two relations).
By definition, ric(u,v) = tr(x — R(u,z).v), and Ric is the g-selfadjoint associated endomor-
phism, i.e. the endomorphism such that < Ric.,. >= ric(.,.).

We assume that, for each couple (z,y) in E%, the endomorphism R(x,y) preserves D.
Then we have:

(i) Vr € D,Vy € D+, R(z,y) =0
(this is true in particular for x and y in D because D C DY),

(ii) Ric preserves D (i.e. ric(D,D+) = {0}),

(iii) If B = (ei)i=, is a basis of D and (e});_, a family such that: Vi,j, < e;€; >=d;; and
< e;,eg. >=0),
then ric(e;,e;) = tr(R(e},ei) p)-

Proof: (i) Let us take z € D, y € D+ and z,t € E. Then < R(z,y).2,t >=< R(z,t).z,y >.
By assumption, R(z,t).x € D, thus both terms are zero and (i) follows.

(ii) Let us take (e;)?_; a basis of D and (e})?_; a “dual” family of (e;)?_; as defined in (iii).
Let D' be the vector space generated by the e; and the e}, and (f;){_; a pseudo-orthonormal
basis of D'", i.e. such that Vi,j, < fi,f; >= €:0;;, with g; = 1. Then, for 4,j € {1,..,p},
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point (i) of the Lemma implies:

q p
< R(ei,ek).ej,eﬁc > -f—Z&k < R(ei,fk).ej,fk > +Z < R(ei,efc).ej,ek >
1 k=1 k=1

M-s

ric(e;,ej) =
k

I

q P
< 0.ej,€), > +Zsk < 0.ej,fr > +Z < R(ej,ex)-€i ), >
1 k=1 k=1

I
M“ﬁ

£
I

P
= 0+0+Z<0.e,~,e§c>: 0
k=1

and for ¢ € {1,..,p} and j € {1,..,¢}:

=

q p
ric(ei,fj) = Z < R(ei,ek).fj,e% > + Zsk < R(ei,fk).fj,fk > +Z < R(ei,e;c).fj,ek >

k=1 k=1 k=1

q p
< O.‘fj,e;c > 4+ Zek < O.fj,fk > +Z < R(fj,ek).ei,eﬁc >
1 k=1 k=1

I
M“ﬁ

£
I

p
0+0+> <0esef>= 0
k=1

For (iii), we will show a little more.
Claim: Vi,j,k,l € {1,..,p}, < R(e},e;).€},e; >=< R(e},e;)-€5,e; >.

Using again (i), this implies:

p q P
ric(eiae‘lj) = Z < R(eiaek)'e‘lj’e;c > +Z€k < R(eiafk)'e‘ljafk > +Z < R(eiae;c)'e;'aek >
k=1 k=1 k=1

P
= 0+0-— Z < R(e}c,ei).eg,ek >
k=1

P P

= —Z < R(e;-,ei).efc,ek > = Z < R(e;-,ei).ek,e;C >
k=1 k=1

= trR(eje)p

The initial claim follows from Bianchi identity:

< R(ej,ej).ep,e1 > = — < R(ej,ep).ei,ep > — < R(ey,€;).ej,e; >
= < R(e}.ej)-e5,e1 > — < R(ej,ep)-e).e5 >
= < R(ey,ej)-e5,e1 > — < 0.ep,e; >
= < R(e},ej)-€je1 > .

O
Lemma 2 Let (E,g) be a vector space endowed with a non-degenerate symmetric bilinear

form g = < .,. >, let h be another symmetric bilinear form and let S be the g-selfadjoint
endomorphism induced by h: i.e. h(.,.) = < S.,. >.
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Let P be the minimal polynomial of S and [[; P]* its decomposition into a product of powers
of prime polynomials P; and let E; = ker P]"'(S) be the characteristic subspaces of S.
Then the E; are both g- and h-orthogonal.

Proof: Let us take z € E;, y € E; (i # j), U and V in R[X] such that: UP" + VP;LJ' = 1.

Then: g(z,y) = g(UP" + VP;”)(S).Q:,y) '
= g(U(S)P"(8)-2y) + g(z,V (S) P} (S)-y)
=9(0,y) +g(z,0) = 0,

and: h(z,y) = g((UP" + VP]-nj)(S).S:B,y) '
= g(SU(S)P}"(S).z,y) + g(z,SV (S) P} (5).y)
=g¢(0,y) + g(z,0) = 0. 0

4 Proof of the theorem
4.1 First part

We will first prove the following
Claim: Let p = ], P/"* be the decomposition of x into a product of powers of mutually
prime irreducible polynomials. Then M is locally isometric to a canonical Riemannian pro-
duct []; M;, where the minimal polynomial of each Ricys, is P;*". This isometry is global if
M is moreover complete, simply connected.

Let us apply Lemma 2 to the tangent space (1T, M,g) at each point z of M, with h = ric.
1

It splits T M into a g-orthogonal sum of canonical subspaces: T, M = ©E, ;, where the
3

E;; = ker P" are now the characteristic subspaces of Ric at the point z. By assumption, ric
is moreover parallel, and therefore Ric and the E;; too. Thus the obtained decomposition
of T, M is holonomy-stable. By de Rham — Wu theorem, M is locally isometric to the
Riemannian product [[, M;, where the M; are submanifolds such that: Vz € M;, T, M; =
E;; (the M; are integral submanifolds of the parallel distributions Ej ;).

By definition of the E;;, Ric; = Ric|y, = Ric|g; has a minimal polynomial of the form
PP, P; prime. The uniqueness of the local isometry M =~ [], M; follows from that of the
decomposition of TyM = ®;E;; and from the explanations detailed in the proof of the
corollary of section 1. So the first part is proved.

In the following, we will deal with one of the (M;,g/y,) and forget the index i. That is
to say, we deal with a manifold (M,g), the Ricci endomorphism Ric of which has a minimal
polynomial of the form P™, where P is irreducible.

4.2 Second part

We will prove here that n = 1, except possibly if P = X, in which case n < 2. Points
(i) and (ii) of the theorem follow. Let us begin with a few notations.
e Ifdeg P =1, i.e. P(X) = (X — a), let E be the tangent space T, M of M at a certain
point z, and T = P(Ric). Remark: T is a nilpotent endomorphism.
e If degP = 2, i.e. P(X) = (X —a)(X — @), a € C\R, let F be the complexified
space of T, M. Let us denote again by g, R, ric, and Ric the complexified tensors. We take
E = ker(Ric—aldp)™ C F and T' = Ric —aldg on E. T is nilpotent.
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Notice that by Lemma, 2, E+ = ker(Ric —ald)”.

First Claim: if n > 1, then a = 0. [In particular, if n > 1, deg P = 1.]

Let us suppose n > 1. Let D = Im7™~!. D is totally isotropic: let z = T" 'u € D,
y=T""1v € D, we have < z,y >=< T" 1, T" v >=< T?"2y,v >=< 0,0 >= 0. Indeed,
n > 1, so 2n — 2 > n = nilpotence index of 7. Let d = dim D, (e;)%_; a basis of D, (e})¢_,
a dual family of (e;)%_; [in the sense of lemma 1 (iii)]. Applying Lemma 1, (iii) with E, D
and R:

ric(ei,e;-) = tr(R(e‘Ijae’ihD)

But D is endowed with a non-degenerate bilinear form: let g : (z,y) —< T" lzy >;
ker gy = kerT"~!, so g; is well defined, non-degenerate on the quotient space E/ker T" 1.
Now, T" ! : E/kerT" ! — D = ImT" ! is an isomorphism, and so the following formula :

gi(Tnil ' aTnil ) = gl('a')

defines a non-degenerate symmetric bilinear form g on D. Now ¢; is holonomy stable, and
ric is parallel by hypothesis. As a consequence, all the R(z,y) are g1- and ric-antiselfadjoint,
whether we are dealing with the complexified version of R or not. And so the same statement
holds for g; on D. Therefore Vz,y € E,R(z,y)|p € o(g})- But as g| is non-degenerate, the
elements of 0(g;) are trace free. So, Vz,y € E, tr(R(z,y)p) = 0.

Now, from lemma 1,(ii), it follows that: Vo € D,Vy € D+ ric(z,y) = 0. Summing up the
results,

e Vic {1,.d},Vy € D, ric(ej,y) =0
o Vi€ {l,.d},Vj € {1,..d}, ric(ej,ej) =0

But codim D+ = dim D = d, so we have reached: Vi € {1,..,d},Vx € E, ric(e;,z) = 0. That
is to say, {0} G D C ker(ric). So ric is degenerate, and o = 0.

Second Claim: If o = 0, that is if P = X", then n < 2.

Here T' = Ric. We cut again the proof into two steps: n < 3, and then n # 3.

n < 3: Let us suppose n > 4, and take D = ImRic" 2. We use exactly the same
arguments. D is totally isotropic: let z = Ric® 2u € D,y = Ric" 2v € D, we have:

<zy>=<Ric" ?u,Ric" 2v> = <Ric™ *uw > = < 0,0 >=0.

Indeed, n > 4, so 2n — 4 > n = nilpotence index of 7. Let us define g, by the formula:
ga(z,y) = < Ric"2z,y >. Then g, is well defined, non-degenerate on E/ker Ric" 2. As
above, Ric" 2 : E/kerRic® 2 — D = ImRic" ? is an isomorphism, and so the following
formula:

gIZ(RiCnﬁQ " Ric™ 2 - ) =g2(+,")

defines a non-degenerate symmetric bilinear form g, on D. By the same way: Vz,y €
E,R(z,y)|p € 0(g3), g5 is non-degenerate on D, and so the R(z,y) are tracefree.

By lemma, one and the same remarks, this implies that D is Ricci-flat, 4.e. that ImRic" ! =
Ric(D) = {0}. But the nilpotence index of Ric is n, so it is impossible. So n < 3.
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n # 3: Let us now suppose n = 3. ImRic” 2 is no longer totally isotropic. Let us now
take D = Im RicNker Ric, which is totally isotropic.

Now is involved the purely algebraic result which was told about at the beginning. In
our case, [Kli54], [this thesis, next chapter] or [BBB] give the existence of some canonical
basis § which is both:

(1) Jordan for Ric, i.e.:

Es Ric(Es) B, Ric%(E1) Ric(E1) E
N AN /S

0 0 0 0 0 0

0 0 I, 0 0 0

Mats(Ri)= | 0 | 0 0 | 0 00
0 0 0 0 T, 0

0 0 0 0 0 I,

0 0 0 0 0 0

where 1 = dim E; = dim [ker Ric N Im Ric?],
ng = dim By = dim [(ker Ric N Im Ric)/(ker Ric NIm Ric?)] and
n3 = dim F3 = dim [ker Ric /(ker Ric N Im Ric)].

(2) “canonical” for g, in the following sense:

Iy s, 0 0 0 0 0
0 0 I, 0 0 0
0 I 0 0 0 0
M t — 72,52
ats(9) 010 0 0 0 I,
0 0 0 0 I 0
0 0 0 I, s 0 0
where I, , = ( %’ OI ) and the r; and s; are some integers satisfying r; + s; = n;.
—iq

We do not need more here, but to be more precise, the three couples (r;,n;) characte-
rize the couple (g,ric) of bilinear forms on E, up to pull back by a isomorphism U of E:
g~ g(U.,U.), ric~> ric(U.,U.).

Remark: To avoid a misunderstanding, it is important to note that the subspaces E1, Fo
and FE3 are not canonical — but however, are not any Jordan subspaces.

Let us denote by (eF)"* the vectors of 8 which generate each Ej, k = 1,2 or 3. So
ﬂ: (( )1, 1,(R1C€ )z 17( 12)1 1> (R1C2 1)?117(RIC€ )z 1,(6 ) ) Then
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+1 = <Ric%el,el > = ric(Ricel,ef) = tr(v — R(Ricel,v).e}) =

%

ni ni
)+ < R(Ricej,Ric’ ¢]).¢f ¢j >+ »_ + < R(Ricej,Ricej).e, Ricej >

Ajj B;,;
ni T2
+ Z + < R(Ric e%,e;).e%, Ric? ejl >+ Z + < R(Rice}, Ric e?).e%,e? >

’ Cij Di;

no n3
+ E + < R(Ric ezl,e?).ezl, Ric e? >+ Z + < R(Ric e},e?).e},e? >

—y ~ ~ J j:l ~ ~ P
’ Ei Fi

But all terms are zero. Indeed:
e From Lemma 1, (i):
~ Vi,j <y, Ric’e} € D and Rice} € D+, so R(Rice},Rice]) =0,
- Vi <n1,Yj < ng, Rice? € D and Rice! € D+, so R(Ric e%,Rice?) =0
- Vi <n1,Yj <ng, R(Ric e%,e?) =0,
thus all the A; ;, D; ; and E; ; are zero.

e Using Bianchi identity:

C;,; =< R(Ric eg,e}).e},RiCQ e} >
=-< R(e},eg).Ric e}, Ric? e} > — < R(e},Ric e%).e;,RiCQ e; >

= — < R(Rice},Ric? ejl-) .e},e} > + < R(e},Rice}). Ric? e},e} >

=0 by le;ma 1, (i)
=< R(e},Rice; ). Ric? ejl-,e; >
As ric is parallel we have: Vz,y, ric(R(z,y).,.) = —ric(.,R(z,y).), and thus its g-
selfadjoint associated endomorphism Ric commutes with all the R(z,y). So:
C;;j =< R(e},Rice;}). Ric? e]l,e; >
=< Ric® R(e;, Rice}).ef,e >
=< R(e;,Rice;).ej,Ric’ ef >
=-< e},R(e%,Ric e;). Ric? e} >
=—Cij

and Vi, j,Ci; =0

e With the previous remark on the commutation of Ric:

F,; =< R(Rice;,e}).e; el >
=< R(e%,e?).Ric e%,eg >
=< Ri(:(R(ezl,e?).e}),e}3 >
=< R(e%,e?).e,l,Ric e? >

=< R(e},e?).e,l,ﬂ >= 0.

37



e With the same remark, and commuting this time the role of ¢ and j:

B;; =< R(Ricej,Ricej).ej,Ricej >
=< R(e},Rice}).Ric e}, Ric ejl >
=< R(e;,Ric e;).Ric2 e},e} >

=Cji =0

Thus the case n = 3 is impossible, which completes the proof. |

5 The case where Ric has two complex conjugate eigenvalues

This part is devoted to the fourth case announced in section 2: the case where the mi-
nimal polynomial P of Ric is irreducible of degree 2. So, Ric has no nilpotent part but is
not diagonalizable on R.

Proposition 1 Let (M,g) be a pseudo-Riemannian manifold whose Ricci tensor is parallel
and such that the minimal polynomial of Ric is of the form: (X —a)(X —@)]¥, a € C\ R.
Let us denote by D the Levi-Civita connection of M. Then k = 1, and M, endowed with
the same connection D, admits a complex Riemannian structure, the real part of which is
the original metric. That is to say, M admits:

e For each x € M, an endomorphism J € End(Ty M), such that J?> = —1d, integrable,

e h a complex non-degenerate bilinear symmetric form (warning: not a hermitian product)
such that D is its Levi-Civita connection (i.e. Dh =0), and such that g = Rh.
Moreover, (Mc,h) is Einstein with factor § (or %, it depends on the choice of h), i.e.
ricc = Gh. Finally, R(ah) = ricg, so M is Einstein for this —real— metric R(ah), that

admits the same connection D, so the same R and the same ric, as g.

Remark: With such a minimal polynomial for Ric, M is of even dimension 2n and any
real metric giving this ric has signature (n,n).

Proof: Let A,u € R be such that o = A+iu. a € R, so u # 0. Let J = i(Ric —AId). Then:
1
J? = ?((Ric —alId) +ip1d)((Ric —ald) — ip1d)

1

= ((Ric —aId)(Ric —a Id) + ipaId —ipaId +u? Id)
1

= F(O + 2R (ipa) Id + 42 1d)
1 2

= —(—p°Id
Hz( )

=—1Id.

Since Ric is parallel and J is a polynomial in Ric, J is parallel. By Newlander and Nirenberg
theorem [NN57], the almost-complex structure induced by J is thus complex.

Let now z be a point in M, let us define on T, M the following complex bilinear form:
h : uw — h(uw) = g(uw) —ig(u,Jv). J is g-selfadjoint, so h(u,v) = h(v,u). One easily
verifies that: V7,0 € R, h((y + i0)u,v) = vh(u,v) + idh(u,v). g is non-degenerate, thus so is
h; J being parallel, Dh = 0, so D is the Levi-Civita connection of h. By definition, g = Rh.
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Useful remark: If A € Endr(7; M) commutes with J, i.e. is in End¢(7,; M) too, then:
1
trc A = §(trR A —itrr(J.A)).

As a consequence, ricc(u,v) = tre R(u,.)v = 3[trgr R(u,.)v — i trr(J.R(u,.)v)]. J is parallel,
so commutes with all the R(a,b), and so trg(J.R(u,.)v) = trr(R(u,.)Jv). Finally,

1
rice(u,v) = E(riCR(’U,,’U) — i ricg(u,J.v)).

(From the main theorem one knows that £k = 1 so Ric is semi-simple and one may find
a real basis 3 = (e1,€},... ,en,el,) of Ty M such that:

A 0 0 K, 0 O
Mats(Ric) = | o . o |,Matglg)=| o . o0
0 0 A 0 0 K
A0 0
and thus Matg(ric)=| ¢ *-. o |-
0 o0 A
_ (01 _ (A —n i A
whereKQ—(lﬂ),A—(u )\)andA—()\ u )
Jo 0 .
Remark: with that basis, Matg(J)=| ¢ --. ¢ |, where Jo = ( (1) _0 )
0 0 Jo

Let 8 = %((61 +¢€)),... ,(en +€,)). That 3 is a basis of T, M as C-vectorspace and,
using the formula linking ricc and ricg: Matﬁ(ricc) = $1Id. As Matg(h) = Id, it follows:
ricc = $h. Thus, (Mc,h) is Einstein.

Now, if we let g’ = R(ah), ricg = 2Rricc = 2R(5h) = ¢', so (M,g') is Einstein. Indeed,
¢’ induces the same connection D as g, so the same Ricci tensor. O

6 Further remarks

6.1 A few words about low dimensions
In low dimensions, we have more precise results.

Proposition 2 Let (M,g) be an indecomposable pseudo-Riemannian manifold of dimension
n whose Ricci tensor is parallel.

o Ifn <3, then M has constant curvature.

o Ifn <6, and if the minimal polynomial of Ric is a power of an irreducible polynomial
of degree 2, then M is complez, locally symmetric. As complex manifold, it has constant
curvature.

Proof: This result is only a technical remark, short to explain with the following tools,
which are classical and can be found in for example in [Bes87], pp.47 and 49:
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Definition If a and b are two symmetric bilinear forms, their Kulkarni-Nomizu product is
the following 4-tensor:

(a® b)(z,y,z,t) = a(z,2)b(y,t) + a(y,t)b(x,z) — a(z,t)b(y,z) — a(y,z)b(z,t).

Lemma 3 Let (M,g) be a Riemannian, pseudo-Riemannian or complexr Riemannian ma-
nifold with dimension n. Let us denote by s = tr Ric its scalar curvature. As in [Bes87], let
us denote (in this lemma) by R the (4,0) tensor associated to the curvature.

Ifn=2, then R= 3g® g and ric = 3g.

Ifn=3, then R= 159 ® g+ (ric—59) ® g.

The first point of the proposition follows directly from the lemma: if n < 3, M is Ricci-
parallel & Dric =0 = DR = 0 < M is locally symmetric. M is irreducible, it has then
moreover constant curvature. In the case of the third point, proposition 1 and the previous
point imply that M is a complex manifold of dimension p = 2 or p = 3 (n = 2p), with a
complex Riemannian structure h. Applying again lemma 3, we conclude that M is locally
symmetric and that, as complex manifold, it has constant curvature. By proposition 1, the
real manifold M is moreover Einstein for a well-chosen metric. O

Examples All Ricci-parallel pseudo-Riemannian manifolds of dimension 6 or less, such
that Ric is non-degenerate and non-diagonalizable over R, are complex symmetric spaces.
So Berger’s classification of the irreducible symmetric spaces (see [Ber57]) give them; they
are:

SLy(C), of complex dimension 3,

SLy(C)/C*, of complex dimension 2.

As complex manifolds, they are Einstein for their “natural” metric, respectively h and h.
Here h is given by the complex Killing form of slo(C) [up to some scaling] and h is deduced
from h on the quotient SL(C)/C*. As real manifolds, they are Einstein for the real metrics
g = Rh and g = Rh respectively, and not Einstein for the g, = R(ah) and g, = R(ah)
respectively, when o € C\ R.

6.2 Ricci decomposition and holonomy decomposition

The (local or global) product decomposition in Main Theorem is unique, but it may
be pursued. More precisely, each factor may be a (local or global) Riemannian product of
pseudo-Riemannian manifolds, and decomposing in that way, we get at the end only inde-
composable factors. This final decomposition is the holonomy decomposition, and it is not
unique in general, as indicated in Wu’s paper (see [Wu67], theorem 5 in Appendix I, p.390).

On each factor on which Ric is non-degenerate, the decomposition is unique up to or-
dering of the factors (one may switch isometric factors).

Now, the factor M° on which Ric? = 0 may have a further holonomy decomposition
too: M° = Mg x [;c; M x [1;c; M, with a flat M), irreducible M, and indecomposable-
reducible M. Then, if Mg is non-trivial and if .J is not empty, the way in which the factor
M(? may be inbedded in M? is not unique. On the other hand, if M(? is only a point or if J is
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empty (i.e. there is no indecomposable reducible factor), then the holonomy decomposition
is unique up to ordering.

6.3 Families of metrics with the same connection

Proposition 3 Let M be an indecomposable pseudo-Riemannian manifold with a parallel,
non-degenerate Ricci tensor, and D its covariant derivative. Then, the metrics over M
associated to the same D are:

— either {Aric /X € R*},

— or {Aric+ug/(\u) € R2\(0,0)}, where g is a metric such that the minimal polynomial
of Ricy is irreducible of degree 2 (and then M admits a unique complex structure,
corresponding to this family of real metrics).

Proof: By hypothesis, g and ric are D-parallel, and D is torsion-free, so D is the Levi-Civita
connection of any non-degenerate pseudo-Riemannian metric Aric +ug.

Conversely, let g be a metric on (M,g) inducing the same covariant derivative D.

M is irreducible and Ricci is non-degenerate, so, either Ric = AId and g is type 1 or
(Ric —aId)(Ric—a@ld) =0, @« € C\ R and g is type 2. Then:

e If all such metrics are of type 1, we are in the first case of the proposition. Then, M
does not admit a parallel J with J?> = —1d, else h : u,w — g(u,w) — ig(u,J.v) is a
complex Riemannian structure of M and all the gg = R(Bh) for § € C\ R are real
metrics of type 2.

e If there exists two metrics g and ¢’ of type 2 (with corresponding «, Ric, J, o/, Ric’
and J'), they both belong to the family {Aric +ug} and J = J'. Indeed, g and ¢’ give
as in Proposition 1 complex Riemannian metrics h and A'. But ®(ah) = R(a'h’) = ric,
so ah = o'h! and ¢' = R(Zh) = R((p + Aa)h) for some real numbers X and y, what
gives the result. Furthermore, Yu,v, h(u,J.v) = ih(u,v) = i%’h'(u,v) = %’h’(u,J’.v) =
h(u,J'.v), so J = J'. If M admits another J” it induces other metrics of type 2, which
are then in the family below, and J” = J. O

Remark: The assumption “Ric is non-degenerate” shall not be omitted. Indeed, there exist
indecomposable Ricci-parallel manifolds M that admit any number of linear independant
metrics associated to the same connection. For those cases, Ric is nilpotent. Such M may
even be choosen symmetric.

6.4 Some examples

A family of symmetric spaces due to Cahen and Wallach (c¢f. [CW70]) may be used here
as example.

As explained in [CP70], a simply connected pseudo-Riemannian symmetric space is
associated to each pseudo-Riemannian symmetric triple (G,o, < , >). Such a triple consists
of a finite dimensional Lie algebra G, a non-degenerate symmetric bilinear form < , > on G,
invariant by G, and an involutive automorphism o of G, orthogonal for < , >, satisfying the
following property: [Q,Q9] = H, where H = ker(c —Id) and Q = ker(o +Id). The associated
symmetric space M is a submanifold of the simply connected Lie group G associated to G.
Its tangent space at the point 0 is ToM = Q and its holonomy algebra is , acting by Ad
on Q.
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The announced examples are provided by a family of pseudo-Riemannian symmetric
triples characterized as follows: dimG = 2n+ 2, dim’H = n and dim @ = n + 2 = dimension
of the obtained symmetric space M. There is a basis (U;)!~; of H, and a basis (Y*,(X;),.,Y)
of Q such that, if the basis (Y*,(U;)_,,(X;)i=,,Y) is denoted by g:

=1

— Y* is central,

ol o ... oo ... 0]o
0 X 0
: 0 . :

0 An | 0 .

- Matg(AdY) = | 54— o |2 i eRT
: 0 :
0 ~Xn 0
\0 0 .. 00 ... 0]0

(remark: turning some X; into —X;, one may then require: ();)j-; € R{"),
- V(i,5) € {1,... n}, U, X;] =< [Y,U;],X > Y™,
— vect{U;} and vect{X,} are abelian subalgebras,
- H 1L Qfor <, >,
LYY >=1,<Y,Y >=< Y*Y* >=0,
- V(i,5) €{1,... n}, <U;,U; >=< X;,X; >=6;; and < X;,Y >=< X;,Y* >=0.

It is easy to check that:

- VW e G,o([V,W]) = [o(V),0(W)]

— ¢ is < , >-orthogonal and: VV € G, AdV is < , >-skew symmetric,

- (9,9l =H.
Therefore, (G,0, < , >) is a pseudo-Riemannian (here Lorentzian) symmetric triple. Let
(M, <,>) be its associated pseudo-Riemannian symmetric space. # is the holonomy algebra

of M, acting on @ ~ TyM by Ad. Therefore, by this representation, H is identified with the
(abelian) subalgebra of s0(Q, < , >) consisting of the matrices of the form:

0 X 0
0 0 —'X where X = (z1,...,z,) is some element of R",
0 0 0

in the basis (Y*,(X;);,Y). Here M is indecomposable, non-irreducible, the only eigenvalue
of Ric is 0, and Ric is nilpotent of order 2. More precisely, Vi € {1,... ,n}, we have Ric(X;) =
Ric(Y*) =0 and Ric(Y) = (3 A2)Y*.

Now, (AdY)? is diagonalizable in a < , >-pseudo-orthonormal basis, with the eigenva-
lues {0,—A?,...,—\2}. Each eigenspace E associated to one of the )\12 is of even dimension
2dy where: dy = #{i/X\; = A}). Ex = (ExNH) ® (ExN Q), each term being of dimension dj.
Then, on each E), < , > may be replaced by every scalar product < , >':

— preserving the relation H 1 Q,

— such that AdY remains skew-symmetric, i.e. such that: Vi,j € {1,... ,n},

< Ui,Uj >=< Xi,Xj >’;
and (G,0, < , >') remains a pseudo-Riemannian symmetric triple, with the same brackets.
Actually, one reaches here all the scalar products satisfying this property. In the basis of
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E), built with the U; and the X;, the matrix of < , > is:

< g ,(5)’ ) , where S is some symmetric matric of Mg, (R).

So, each E) may be equipped of w linearly independant metrics, letting the brakets

unchanged, and thus the covariant derivative of the associated manifold M.

Notes: 1) These examples may be adapted to provide similar pseudo-Riemannian manifolds
of every signature (p + 1,¢ + 1). One take n = p+ ¢, < X;,X; >= §;; if i < p, else
< XX >= =655 [Y,Ui] = —AX; if @ < p, else [Y,U;] = A\ X;. The other data are the
same. (AdY)? is diagonalizable, with the eigenvalues {0, — \2,..., — /\12,,/\]27“, ..o 221 On
the B = ker[(AdY)? + A?Id] (for one of the \;, i < p), the phenomenon is the same;
whereas on the E} = ker[(AdY)? — A?1d] (for one of the other };), the matrix of the other
possible < , > are:

( g —OS ) , where S is some symmetric matric of My, (R).

2) This provides a family of symmetric spaces such that Ric # 0 and Ric? = 0. Another
such family is constructed in [CP70], pp.40 sq. See [CP80] too.
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