Chapitre 2

Réduction simultanée de deux
formes bilinéaires, symétriques ou
antisymétriques, dont ’une est non
dégénérée
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Introduction

Soient £ un espace vectoriel réel de dimension finie d, et a et b deux formes bilinéaires
symétriques sur FE, a étant définie positive. Il existe des bases 8 a-orthonormées, diago-
nalisant la forme b, i.e. telles que: Matg(a) = I4, Matg(b) est diagonale. On en déduit la
structure de Q = O(a) N O(b) C GL(E). Soit en effet B ’endomorphisme a-autoadjoint tel
que: b(-,-) =a(-,B-) et (E)\)xcc ses sous-espaces propres, alors:

{ E = @) E) et les E) sont mutuellement a- et b-orthogonaux
Q =[I,0(ag,) =[], Odim £, (R)

En particulier, les (E)) e et leurs sommes sont les seuls sous-espaces stables par €2, ce sont
donc les seuls sous-espaces intrinsequement associés & {a,b}. D’autre part, Q agit simple-
ment transitivement sur ’ensemble des bases du type de (.

Qu’en est-il sur un corps plus général et avec a et b symétriques ou antisymétriques
quelconques? Y a-t-il des bases privilégiées, et lesquelles? Quelles sont la structure de 2
et les objets intrinséquement associés & {a,b}? Une motivation géométrique est ici & Pori-
gine de cette question: le probleme traité par le premier chapitre, qui étudie des variétés
connectées admettant deux formes bilinéaires paralleles — en 'occurence une métrique
pseudo-riemannienne ou une forme symplectique, et la courbure de Ricci.

Un article de Wilhelm Klingenberg de 1954 [Kli54] résoud partiellement ce probleme
algébrique, notamment exhibe des bases privilégiées. Il ne semble pas cependant exister
d’exposé systématique de référence sur le sujet, dans 1’esprit des questions énumérées plus
haut. Aussi, dépassant la motivation de départ, essayons-nous ici d’en proposer un, en
reprenant et prolongeant, avec un autre point de vue, les idées de Klingenberg. L’exposé
se restreint cependant au cas ol a ou b est non dégénérée, i.e. ou il existe une forme non
dégénérée dans le faisceau engendré par {a,b}.

Voila pourquoi ce chapitre, sur cette question d’algebre linéaire élémentaire. L’exposé
est long, parfois fastidieux. Deux raisons a cela: la situation, touffue, se décompose en un
grand nombre de cas et par ailleurs nous avons voulu un exposé systématique, consultable
et le plus pédagogique possible. On y trouvera aussi quelques invariants inattendus, comme
certaines familles de signatures secondaires. Enfin, nous tenterons surtout tout au long de
ce travail de dégager les invariants géométriques des situations envisagées, la signification
géométrique des objets introduits.

% %k Xk

Soient donc E un espace vectoriel de dimension finie d sur un corps commutatif K
de caractéristique différente de 2, et a et b deux formes réflexives, c’est-a-dire bilinéaires
symétriques, bilinéaires antisymétriques ou sesquilinéaires. L’'objet du chapitre est en effet
les couples de formes (anti)-symétriques, mais on aura besoin pour cela de I’étude des paires
de formes sesquilinéaires. Les formes réflexives sont exactement les 2-formes pour lesquelles
la notion d’orthogonal est bien définie, par coincidence des notions d’orthogonal & droite et
a gauche. Une forme sesquilinéaire est une forme a telle qu’il existe un automorphisme de
corps involutif X\ — X de K tel que:

*x Vr,y € E,a(z,y) = a(y,x) et:
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% a est linéaire en z, semilinéaire en y: Vz,y,y € E,V\ € K a(z,\y + ¢') = la(z,y) +
a(z,y')-
On supposera toujours une des deux formes non dégénérée. Parfois a sera notée < -, >.
Soit B ’endomorphisme a-(anti)autoadjoint associé a b, i.e. tel que: b(-,-) =a(-,B-).
Matriciellement :
Mat(B) = Mat(a) 'Mat(b).

Si a et b sont de méme nature, B est a-autoadjoint :
{(Mat(B))Mat(a) = Mat(a)Mat(B), (Mat(B)) = Mat(a)Mat(B)Mat(a)~".
Si a et b sont, 'une symétrique, 'autre antisymétrique, B est a antiautoadjoint :
{(Mat(B))Mat(a) = —Mat(a)Mat(B), ‘(Mat(B)) = —Mat(a)Mat(B)Mat(a) .

On note py = HlePi"i le polynome minimal de B (P; irréductibles, premiers entre eux deux
a deux).

On note enfin @ = Stab(a) N Stab(b) l'intersection des sous-groupes de Lie de GL(E)
préservant respectivement a et b, c’est-a-dire des groupes orthogonaux, symplectiques ou
unitaires selon le cas, associés & a et b. On note w son algebre de Lie.

* %k ok

La partie I pose les bases de I’étude. Tout d’abord, dans le cas ou a et b sont toutes deux
symétriques ou toutes deux antisymétriques, Wilhelm Klingenberg propose un ensemble de
bases:

e ou Mat(a) et Mat(b) ont une forme canonique,

e sur lequel 2 agit simplement transitivement.

Nous le présentons brievement dans une premiere section. Les deux suivantes ouvrent notre
travail proprement dit : elles introduisent les principaux objets attachés & une forme réflex-
ive et & un sous-espace, ou & une paire de formes réflexives; ces objets sont & la base de
toute la suite.

La partie II, comme Klingenberg, traite le cas ou a et b sont de méme nature et la partie
IIT celui, assez différent, ol 'une est symétrique, 'autre antisymétrique.
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I Préliminaires

I.1 Reprise d’un travail de Klingenberg

— Attention, ici a et b sont de méme nature —

Ici sont présentés, sans démonstration — sauf pour le premier lemme, qu’on utilisera
par la suite —, les résultats de Klingenberg. Sont ajoutées également des remarques sur le
cas réel.

I.1.1 Un lemme préliminaire

On rappelle que pu = HlePi"" désigne le polynoéme minimal de B (P; irréductibles, pre-
miers entre eux deux & deux). Un premier lemme scinde E en une somme directe canonique:

Proposition 1 Les sous-espaces caractéristiques E; de B sont a- et b-orthogonaux

Démonstration: 11 suffit de le vérifier. Prenons z dans ker P;"i(B), y dans ker Pjnj (B)
(¢ #7), UetV dans KX] t.q.: UP" + VP;Z" = 1. a et b sont de méme nature, donc B est
a-autoadjoint. Alors:

alzy) = a(UP + V) (B).wy)
= o(UP(B).,y) + a(,V Pl (B).y)
= a(0,y) + a(z,0)
=0 et:

b(z,y) = b((UP" + VP7)(B).Bz,y) 4
= b(B(UP"(B).z),y) + a(z,B(VP;" (B).y))
= a(0,y) + a(z,0)
=0 O

Comme de plus ces E; sont stables par 2, on déduit facilement que 2 est isomorphe
au produit direct des Stab(a g,) N Stab(bg;). De la méme fagon, une «<bonne base» sera la
somme de «bonnes bases» de chacun de ces FE;.

Désormais, on se restreint donc a un tel sous-espace canonique, noté simplement E ; on
a alors 4 = P[" = P". Posons T' = P(B), endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence
n.

1.1.2 Cas ou a et b sont symétriques

L’ensemble des «bonnes bases» de E au sens de Klingenberg est ’ensemble, non vide (et
assez naturel), des bases:

e de Jordan pour T'

e dont les «blocs de Jordan» sont a-orthogonaux,
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e et telles que sur chaque bloc, A est de la forme AK), ou) # 0, ou:

1

KP = ' € MP(K)a

et ou A peut étre choisi & multiplication prés par un carré. Dans R, on peut se ramener 3
A = +1, dans un corps algébriquement clos comme C, 4 A = 1. Si K = R, dans une telle
base:

K, 0 0 N, 0 0
Mat(a) = 0 0 et: Mat(T) = 0 .. 0
0 0 =+K,, 0 0 N,

ou k est un certain entier et ou les p; sont des entiers décroissants avec p; = n, indice de
nilpotence de T'. Les IV, sont les blocs de Jordan de 7', matrice nilpotente, c’est-a-dire:

S Mj(R).

o
o= O O

Si K = C, la situation est la méme, avec des K, au lieu des +Kj,.

Remarque: Si K = R et si a est définie, tous les entiers p; sont nécessairement égaux a 1
(il n’y a pas de vecteur isotrope). De plus P est nécessairement de degré 1 (P = X — «),
sinon apparaissent des vecteurs isotropes. Les «bonnes bases» obtenues sont donc les bases
codiagonalisantes habituelles, avec une seule valeur propre & cause de la décomposition
préalablement effectuée par la proposition 1: Mat(a) = I, T = 0, B = aldg i.e. b = aa.
2 = O4(R) agit simplement transitivement sur elles.

Un cas particulier: Si P est de degré 1 (P = X — «), la base de Jordan pour T l’est aussi
pour B, et b est alors de la forme:

£B, 0 0 8 8 0 «
Mat(b) = 0o . 0 ol B, = 0 o0 | € M, (R),
0 0 +B, a1 0 0

les len étant affectées du méme signe que K.

Le cas réel: Si K = R, P est de degré un ou deux. Le premier cas est traité par la remarque
ci-dessus; si P est de degré deux, P se scinde sur C. La remarque et quelques manipulations
fournissent une base de Jordan réelle de B, ou Mat(a) se décompose en blocs «type K, (I2)»:
des blocs I, remplagent les scalaires A du bloc AK,.
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Lien avec la suite. Obtenues et ordonnées différemment, ces mémes bases et les matrices
de a et B dans ces bases, sont présentées dans le cas réel, pages 64 (degP = 1) et 65
(deg P = 2). Ces matrices se trouvent aussi dans la table récapitulative, en annexe page 96,
cas «a et b symétriques, deg P = 1». La structure de 2 est donnée par le théoréme 2 page
62.

1.1.3 Cas ou a et b sont antisymétriques

L’ensemble des «bonnes bases» de E au sens de Klingenberg est cette fois ’ensemble
non vide des bases:

e de Jordan pour T'

e dont les «blocs de Jordan» sont a-totalement isotropes et s’apparient par paires F@ F',
paires mutuellement a-orthogonales,

e et telles que sur chaque paire F @ F’, A est de la forme:
0 K
KI’) = ( K, Op ) € My, (K).

Autrement dit, dans une telle base:

K, 0 0 Ny, 0 0
~ N, O
Mat(a) = 0o -. 0 et: Mat(T) = 0o . 0 , oL sz( Op N ),
0 0 K, 00 N, ’

ou k est un certain entier et ol les p; sont des entiers décroissants avec p; = n, indice de nil-
potence de T'. Les Np, sont les blocs de Jordan de T' comme définis au paragraphe précédent.

Un cas particulier : Encore une fois, si P est de degré 1 (P = X — a), la base de Jordan
pour T 'est aussi pour B, et b est alors de la forme:

By 0 0 , o
Mat(b)=| o . o o' —( 9 By avec B! définie
' P —BII) 0 ’ au paragraphe précédent.
0 0 ng

Le cas réel: Si K = R que P est de degré deux, P se scinde sur C; la remarque précédente
et quelques manipulations fournissent alors encore une base de Jordan réelle de B, dans la-
quelle a a la forme annoncée en début de paragraphe, des blocs I» remplagant les scalaires 1.

Lien avec la suite. Obtenues et ordonnées différemment, ces mémes bases et les matrices de
a et B dans ces bases, sont présentées pages 66 et suivantes (corps quelconque et deg P = 1,
puis K = R). Ces matrices se trouvent aussi dans la table récapitulative, en annexe page
96, cas «a et b antisymétriques, deg P = 1». La structure de {2 est donnée par le théoréme
3 page 66.
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I[.2 Préliminaire : objets associés a une forme réflexive et a un
endomorphisme nilpotent autoadjoint ou antiautoadjoint

Dans la suite, on raménera toujours ’étude de I'espace E muni d’un couple (a,b) de
formes réflexives :

e s0it au cas ou B, ’endomorphisme a-autoadjoint ou a-antiautoadjoint tel que b( -, ) =
a(-,B-), est nilpotent — on le note alors T" —,

e soit a ’étude d’un espace E seulement muni d’un endomorphisme 7" nilpotent.

L’énoncé des théoremes nécessitera alors I'introduction de quelques objets canonique-
ment associés & un tel couple (a,T) ou & un tel endomorphisme 7. C’est 1'objet de cette
section.

On considére donc ici, soit un endomorphisme nilpotent 7', soit une forme réflexive non
dégénérée < -,- > et un endomorphisme nilpotent 7', autoadjoint ou antiautoadjoint par
rapport a < -,- >, i.e. tel que: < T - ,- >= + < -,T- >. Sous ces hypotheses, la notion
d’orthogonalité pour les formes du type < T% - ,- > ou < -,T%. >, k € N, est bien définie
car les orthogonalités & droite et & gauche coincident.

On introduit alors quelques objets associés & T ou (< -,- >,T) et notamment, dans le
deuxiéme cas, une famille de sous-espaces de E stables par tout endomorphisme de E com-
mutant avec T et laissant < -, > invariante, c’est-a-dire stables par tout endomorphisme
de © = Stab(< -,- >) N Stab(< -, T+ >). Cette famille est en fait remarquable: elle en-
gendre, par somme, tous les sous-espaces stables par €2; cela apparaitra comme corollaire
des théoremes principaux de ce chapitre.

Introduisons les objets annoncés.

1.2.1 Une famille de drapeaux

Les ImT™~P N ker T'? sont une famille canonique de sous-espaces associés a T', on les
notera Ey 4. Ils vérifient entre eux plusieurs relations:

e q>p=>Eps=Epp

bien siir, V&, E,, ; = ker Tk et : Vk, By, = Im7T" K
p<petq<q = E, CEyy

T(Ep,q) = Epfl,qfl

Les E, 4 s’ordonnent donc par inclusion dans le tableau :

FEi1 = Im7m™ !

N

Egyl C E2,2 =Im 7" 2

N N

E3; C E3s C E33 =ImT"3

N N

N N

E,i C E,» C -+ C Eu, =ImT'°=E
| | |

ker T ker T2 ker T
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De plus, dans le cas ou T est < -, - >-autoadjoint ou antiautoadjoint :
VpaQa EZJ):q = Im Tq + ker Tnip = Enfq,nfq + En,n,p-

En effet, si v =T%w € ImT? et u € ker 7Y, alors: < v,u >=<T9w,u >= + < w,T% >=0
donc Im T C (ker T9)". Par égalité des dimensions: ImT9 = (ker T%)* et donc:
Ep%q = (ker TINIm T"P)*+ = (ker T + (Im 7" P)L = Im T9 + ker TP comme annoncé.

Les sous-espaces du type: +p qecEp g o1: € C {(p,q) € [1,n]? /p > g} forment donc une
famille stable par T' et par passage a 'orthogonal. Comme annoncé, ce sont les seuls espaces
«intrinseques» de la situation, au sens suivant :

Proposition 2 Soit F' un sous-espace de E. Sont équivalents :

1. F est intrinséquement associé a (T,< -,->) i.e. est stable par tout endomorphisme
de Stab(< -, >) commutant avec T,

2. F est intrinséquement associé a T i.e. est stable par le centralisateur de T,

3. F est de la forme: F = 4, gecEpq 0t: E C{(p,g) € [1,n]*/p > q}.

Cette proposition est un corollaire des théorémes principaux, 1 et 5 pages 56 et 80. Sa
démonstration vient en fin de section IL.2.

1.2.2 Des formes bilinéaires sur E et sur certains quotients
Dans la situation (E,< -,- >,T), on définit :

e Les formes b, =< .,. >r=< .,T*. >. Par définition, by = < -,- > = a est non
dégénérée ; toutes les autres sont dégénérées. 11 faut noter que, loin de se ressembler, ces
formes sont linéairement indépendantes.

e La forme non dégénérée b¥, sur chaque E/kerT*: b* est définie par passage au
quotient de by. Comme ker 7% = ker by, chaque forme b* est bien définie, non dégénérée.

e les (Ek,Ek)Z;é, famille de quotients, munis chacun d’une forme non dégénérée. Les
Ejsontles Ep i1 /(Ep g +En—15+1) €t b* provient de b* : b* est définie sur E/ ker T* donc en
particulier sur Ej, ;. 41/ ker T%. De plus: ker (brEn,k+1/keer> =By 1441/ (ker TFNE, 1 g11).-
k

En conséquence, b‘ B k1n/ ker Tk P2SSE AU quotient en une forme non dégénérée sur:
n’

[En,k—l—l/ker Tk] /[En—l,k+1/(ker TN En—l,k+1)] ~ Epj+1/(Eng + En—14+1) noté Ej.
La situation est récapitulée dans le diagramme 1 page suivante.

1.2.3 Les décompositions de E «adaptées» a T ou a (< -, >,T)

Introduisons un type particulier de décompositions de F :

Définition 1 Soit (E,T) un espace muni d’un endomorphisme nilpotent T ou (E,< -,- >T)

un espace muni d’une forme bilinéaire < -,- > et d’un endomorphisme T, comme décrits
n

P
en début de section. Une décomposition D de E de la forme: E = & (& D,,) est
p=1 ¢=1
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Ei (En k+1]

N [Enk + En1 k1]
Ey1 C Eop
N N
Ey
N

Expip C Epiiptr

N n

n N N N
E,1 C E,o C -+ C Eup C| Eypy1 |C -+ C Epy,

!

Ey,

DIAGRAMME 1 — les quotients F,

dite adaptée a T si elle vérifie les deux premiéres des propriétés suivantes et adaptée
a (< -,->,T) sielle vérifie les trois (on utilise les notations déja introduites) :

o elle respecte les inclusions des Eyp 4, i.e. chaque D, 4 est un relevé de E, ,/(Ep_1,4 +
Epq-1) dans Ep g,
e Vp <n,Vqg<p, Dp,q = Tn_p(Dn,q—I—(n—p));

1 1 1
o b= ® Dpq @ Dnti—gnti—p ) | ® & Dpnti1-p
pHg<n - N~ —_— p<14n/2 . —

tot. isotrope tot. isotrope non dégénéré

On notera D l’ensemble des décompositions adaptées de E.

Dans le cas (E,< -,- >,T), on a le diagramme 2 suivant :

D1,
@
Dy; @ Dop
@ D
D3y & D32 @ Dsg3
&) D D
@ D D
D, 21 & Dp22 @ @ -+ @® Dp_ono
&) D D
Dp_11 & ® Dp1zg @© -+ @ Dpip2 @& Dp_1p
@ D D D )
Dy, 1 S Dn,2 S Dn,3 e - & Dn,n—2 S Dn,n—l S Dn,n:E

DIAGRAMME 2 - une «décomposition adaptée> (Dy q)i1<q<p<n
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ou, écrit autrement :

Tn_l(Dn,n)
@D
Tn_2(Dn,n71) > TH_Z(Dn,n)
@D @
Tn_3(Dn,n—2) 2] Tn_g(Dn,n—l) 5> Tn_s(Dn,n)
S > S
5> @ S
T?(Dp3) @ T*(Dna) & |T*(Dps)| ® -+ ® T*(Dpy)
@D 5> S
T(Dyp2) & |T(Dpg)| @& T(Dpa) @ DT (Dpp-1) ®T(Dyyp)
@D @ S @D @D

Dnl 7 Dn2 S Dn3 SP AR Dn,n—2 5> Dn,n—l @Dn,n =F

3

DIAGRAMME 3 — une «décomposition adaptée» (Dpgq)i1<q<p<n, autre présentation

e chaque terme de la grande diagonale — les termes encadrés — est non-dégénéré,
orthogonal a tout autre terme,

e tous les autres termes sont totalement isotropes,

e chaque somme de deux termes en position symétrique par rapport & la grande dia-
gonale — par exemple D35 & D142 = T" 3(Dpp—1) ® T(Dnyn—1) — est non
dégénérée, orthogonale & tout autre terme.

Le troisitme point de la définition peut également étre formulé ainsi: pour tout (gi,q2) €
[1,n]? et tout (k) € [0,n — 1]%, T*(Dy q,) et TH(Dy, q,) sont de somme non dégénérée si
g1 = g2 =1+ k+ 1, et orthogonaux sinon. L’existence de telles décompositions découle de
la proposition 3 donnée page 57 en section II.2. .

Remarque Les décompositions de F adaptées a T nilpotent existent: c’est le théoréeme
de Jordan. Les décompositions adaptés a (a,T") existent également, on le montre dans la

proposition 3 page 57.

On peut & présent énoncer le théoréme 1.
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II Cas a et b de méme nature

II.1 Structure et action de {2 quand a et b sont de méme
nature

Ici a et b sont deux formes réflexives de méme nature et a est non dégénérée. On pose
B P'endomorphisme a-autoadjoint tel que b(-,-) = a(-,B-). D’aprés la proposition 1 page
49, on peut supposer B de polynéme minimal P", P irréductible. On note S la partie
semi-simple de B et T sa partie nilpotente: B =T + S, T'S = ST. On note n l'indice de
nilpotence de 7. Comme polynoémes en B, S et T sont également a-autoadjoints.

Attention, il ne s’agit pas ici tout & fait de ’endomorphisme nilpotent 7' = P(B) in-
troduit par Klingenberg et présenté dans la section 1.1, bien que ce qui suit soit également
vérifié avec T' = P(B).

Remarque: une telle décomposition B = T + S n’existe que si P a toutes ses racines
séparables. C’est le cas pour tout endomorphisme de E ssi K est parfait ( en particulier
donc si K est de caractéristique nulle).

En pratique cependant, le probleme ne se pose pas: la suite ne considére que le cas ou
P est de degré un — c’est-a-dire notamment le cas ol K est algébriquement clos —, sauf
si K =R ou tous les cas sont traités. Cela suffit en un sens: si deg P > 1 et K quelconque,
on considére B comme endomorphisme de E ®x K avec K la cloture algébrique de K; le
théoreme explicite alors I’action de Q sur espace E @ K.

Dans le cas des corps parfaits, un théoréme explicitant I'action de 2 sur E lui-méme,
quel que soit le degré de P, serait donc possible sur le méme modéle.

I1.1.1 Le théoréme

Théoréme 1 Si deg P = 1, Q agit simplement transitivement sur D x Hz;é Stab(Ey,bx),
ot D est l’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T’). Plus précisément, Q2 est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :
~ N = {y € Q / Paction induite par v sur chaque Ej, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,
- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ej,by) — en particulier
R =~ [[}—; Stab(Ey,by). R est réductif.

Ce théoréme est décliné dans les trois cas possibles — symétrique, antisymétrique, ses-
quilinéaire — au cours des sections I1.3 page 62, I1.4 page 66 et I1.5 page 68.
11.1.2 Une construction de 2 par récurrence

On peut dans une certaine mesure dégager, par récurrence et a titre de corollaire, la
structure de ). Cela nécessite cependant I'introduction d’objets supplémentaires & ceux
définis en section 1.2 et nettement moins essentiels. On les introduit ici, par une notation
et une définition.

Notation : on note E¥ = E/ker T*. En particulier, E® = E, E" = {0}. Pour tous p,q < n,
on note E}’,f,q Iimage de E,, par la projection canonique 7% : E — E*. On rappelle
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que chaque E* est muni de la forme réflexive non dégénérée b* et d’un endomorphisme
bk-(anti)autoadjoint obtenu par I'action quotient de T', et qu’on note encore T'. Les E}’,f’q
s’ordonnent par inclusion comme les E, ,:

k(Ian—(k—i—l))

k _
Ek+1,k+1 =7
n
k k _ ok ~(k+2
Efiok1r  C Epigpie=m(ImT" (k+2))
n n
k k k
Eiispr1  C Eispre  C Eiispgs
n n ’
k k k_ k
En,k—|—1 - En,k—|—2 C Tt - En,n =F
¥ (ker TFT1) 7* (ker TF+2)

Définition 2 Pour tout k < n, ker T* est stable sous Uaction de Q; Q agit donc sur les
quotients E*. Soit OF C GL(E*) le sous-groupe de GL(E*) correspondant d cette action :

QF = {v* € GL(EF) /3y € Q : Vz € E,7*(7*(z)) = 7% (y(2))}.

En particulier, Q° = Q et Q" = GL(E") = GL({0}) = {Id}. Rappelons que b* est
définie sur E¥, donc que Stab(b*) C GL(E*). On peut alors énoncer le résultat suivant :

Corollaire 1 (du théoréme 1 et de la proposition 3, énoncée en section suivante) Les
groupes Q¥ vérifient :
Vk < n,QF = Stab(b*) N Stab(b* (-, T-))
= {7 € Stab(tF) / 'Y(Erl:,k—l—l) C Eﬁ,k—kl

et l'action de v sur E**! ~ EF/EF | est dans Q! }.

K+

Ce corollaire construit chaque QF & partir de Q¥*1. Par récurrence, il permet donc de
dégager la structure de Q = Q°. Dans le cas a et b symétriques, K = R et deg P = 1, on
exploite en ce sens ce corollaire en section II.7 page 72.

I1.2 Démonstrations

Pour alléger les notations, on note:
e dans chaque EF, F¥ = Elvj,k+1 = 7k (ker T*+1).

e 7 la projection canonique: E¥~1 — EF,

11.2.1 Les décompositions adaptées

Montrons I'existence des décompositions adaptées & (E,< -,- >,T) au sens de la définition
1 page 53. Il est méme intéressant de montrer un peu plus, en effet :

Remarque: Si D = (Dpg)k+1<q<p<n €St une décomposition adaptée de (E¥b*,T), on
vérifie alors que D' = (7*t1(D, ,))k+2<q<p<n, <projeté de D sur EFFL par 7%+1s  est une

décomposition adaptée de (E**! pF*1 T). Réciproquement :
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Proposition 3 Si DF = (Dﬁ,q)k-}-lSquSn est une décomposition adaptée de (E*bET),
alors il existe une décomposition adaptée D1 = (DS,El)kSquSn de (E¥=1pF=1.T), qui «se
projette par T sur DF» : V(p,q),k+1<q¢<p<n= D]',f’q = ﬁk(Dﬁgl).

Corollaire 2 D # ).

({0}) est une décomposition adaptée de E™ ~ {0}. D’aprés la proposition 3 page 57, et par
récurrence descendante sur , il existe alors une décomposition adaptée de chaque (E*,b*,T)
et en particulier de (E,< -, >T), i.e. D # (. O

Démonstration de la proposition :
o Construction d’une famille de sous-espaces de E¥—1, se projetant sur D¥.

Notons A*F = @k_i_lSanD,,k;,q C EF et AF—1 = (7%)~1(AF) c EF~1. Vérifions que A1 est
bkfl

-non dégénéré. On choisit un supplémentaire b*~'-totalement isotrope H de FF~! 4
(F¥=1)+ dans E*~! (¢f. remarque informative apres cette démonstration). Alors H+ N Fk~1
noté G et H+ N (F¥~1)L noté G’ sont chacun non-dégénérés et :

L 1
Ek*l — [(kal ﬂ (kal)J_) @ H] EB G@ GI.

Dans un diagramme calqué sur celui des EI’,“,EI (voir page 56) :

Eﬁ:},n—lz(Fk_l)J' (*) ®| o

52 52
(e e[ u  J-p+
By =Fkt

otr (%) = FF-1n(Fk1)L Or: A1 @ G' = E*¥ !, en effet: supposons z € A¥~1 N G’,
alors: 7 (z) € AF et 7 (z) € TH((FF—1)1) = ﬁk(E’,i:in_l) = E’nﬁl,nfl donc 7 (z) = 0 i.e.
r € FF~1. Mais FF¥"' N G' = {0} donc z = 0 et: A*~1 NG’ = E¥~! = {0}. D’autre part
(ARl 4+ G = AR + Eﬁ_l,n_l = E*¥ et F*~! C A*! donc: AF"' @ G’ = E*~!. Comme
G' est b*~'-non dégénéré, A¥~1 Dest aussi.

Dans A¥~1, on choisit alors un supplémentaire totalement isotrope B¥~! de (Fk_1 + (Fk_l)L)ﬂ
AL = ph-l = E’;;l (c¢f. & nouveau la remarque en fin de démonstration). Alors, par

définition, 7* induit I'isomorphisme :
—k
BF-1 T, Ak,

Notons alors D! = (ﬁka_l)_l(D’n“,q) pour tout g € [k + 1,n]. On pose enfin, dans A¥~1:
D’;,_kl = (B¥ 1)L, comme A*~! est non dégénéré et F*¥~! totalement isotrope, th_kl N
Fk=1 = {0} et Df;kl est donc un supplémentaire de (F¥~1)+ = Eﬁj’k dans Fk~-1 = Ez;cl
Soit D*~! la famille définie par: D¥1 = (DF N)pcicpan = (T P(Df L)) k<q<p<n-
Alors, D* est «I'image par 7» de D*~': par définition: Vq € [k + 1,n], 7" (Dﬁ;zl) = Dﬁjq.
Comme l'action de T commute avec 7%: Vp € [k + 1,n],Vq € [k + 1,pﬂ,ﬁk(D57;1) =

_ _ k— i k— _
™ (T" p(Dn,q—lkn—p)) =T1" p(Wk(Dn,q}kn—p)) =" p(be,anp) = Dzl;,q'
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o Vérification : il s’agit d’une décomposition adaptée de E*1.

Il faut vérifier que D¥~! satisfait le premier et le troisieme point de la définition 1 page 53.

— Chaque DE! est un relevé de EE ! (E’ncj;l + Eﬁj’q) dans Ef':sig =k, on

I'a déja remarqué plus haut et si ¢ > k+1, DF 1 = (ﬁ‘kBk_l)*l(Dﬁ,q) et DF . vérifie la
méme propriété. Par transport par les puissances de 7': chaque DS,EI est un relevé de

E¥/(EF L + EE] ) dans BF L.
— DF¥ est une décomposition adaptée a (E*,bF,T), donc: TZ(DfL,ql) et Tm(DfLm) sont
de somme non dégénérée si g1 = go =1+ m + k + 1, et sont orthogonaux sinon.
Soient v € DE" ! et w € DE ! Soient I et m dans [0,n — k] t.q. [+m > 1 — on
suppose par exemple que m > 1 et on choisit w' € T~!(w) —, alors: b*~1(T!v,T™w) =
01 (0, T ™ w) = +bF (7o, 7™ (FFw')). Par conséquent, b sur TH(DE" 1) +T™(Dk 1)

est comme b* sur T'(DEZ 1) +T™ 1 (DE)). Ainsi, THDE!) et T™(D}7.)) sont de somme
non dégénérée si ¢y = qo =+ (m—1) +k+1 =1 +m+k, et sont orthogonaux sinon. D*~1

vérifie le troisiéme point de la définition 1 page 53 et est donc adaptée & (E*~1p*~1 T). O

Remarque: Les choix arbitraires effectués dans cette démonstration sont ceux de supplé-
mentaires totalement isotropes quelconques de certains sous-espaces dans certains quotients.
La construction effectuée repose donc, par récurrence, sur de tels choix successifs. On pourra,
a titre informatif, consulter la section I1.6 page 69 qui détaille cette situation élémentaire
et notamment les groupes mis alors en jeu.

I1.2.2 Démonstration du théoréme

Le vrai travail réside dans la proposition démontrée ci-dessus. Le théoréme en est la
suite facile et un peu fastidieuse & vérifier. On suppose P de degré un, on le note X — A.
En particulier, S = A 1d.

o Q agit sur D et sur [], Stab(Ej,b*)
Cela est facile & voir. Soit y un élément de Q et D = (D), 4)q<p<n une décomposition adaptée
de E. Alors (y(Dp,q))q<p<n st aussi une décomposition adaptée de E. En effet :
x v préserve < -,- >et <, T- > donc: <~y - T(y-)>=<-,T- >=
<7 - (T-) >, et donc v commute avec T. En conséquence: 7y préserve les E, , et
donc la décomposition (y(Dy,q))q<p<n respecte les inclusions des E, 4, premier point
de la définition 1 page 53. (D, q) = fy(T”_p(Dn,q+(n,p))) = T”_p('y(Dn,q+(n,p))) ; les
v¥(Dp,q) satisfont donc la deuxiéme condition de la définition 1.

*x d’autre part, la propriété:

L 1 1

E = S Dpg @ Dnyi—gn+i—p )| @ @ Dypnt1-p
p+g<n N~~~ S— p<1l4n/2 N——
tot. isotrope tot. isotrope non dégénéré

vérifiée par les D), , I'est aussi par les y(Dp 4) parce que v est < -,- >-orthogonal.

D’autre part, -y laisse stables tous les les E, 4, donc ’action de 7 passe au quotient sur les
E}. v préserve aussi < -,- > et commute avec T', donc préserve toutes les formes b* et
agit donc sur [, Stab(Ej,b).

e N et R agissent simplement transitivement, respectivement sur D et sur Hz;é Stab(Ey,by).
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Pour tout k < n, soit B une base quelconque de Ej. Soient D = (Dp,g)q<p<n €t A =
(Ap q)g<p<n deux décompositions adaptées de E. Pour tout k <n, Dy, ~ Ay, =~ Fy_; de
fagcon canonique. Ces isomorphismes fournissent donc , pour tout k, une base ﬂ,?_l de D,

et une base ﬂkA 1 de Ag . TP étant bijectif de Dy, g1 (n—p) sur Dy 4 et de Ay 4 (n—p) SUr
Dpg, TV P(BY np- 1) et T"P(B%,,,_,_1) sont des bases, respectivement de Dy, 4 et de Ay 4.
On les notera g3, et ﬁp’q

On définit alors v linéaire par: Vg < p <n,vy : ﬁp?q — ﬁpA,q. On vérifie alors sur les vec-
teurs des bases B et 8 que y préserve < -,- > =aet <-,T- >=<-,(B—S8)- >=b— Aa,
donc préserve a et b et est dans ). Par construction, -y agit trivialement sur les Ek, donc
de plus: v € N. Enfin, si v/ € N et 4/(D) = A, alors nécessairement, Vp,q,*y'( ) = ﬁpﬂ
et donc v/ = 7. N agit simplement transitivement sur D.

Soit de plus (hg)7Zy € [, Stab(Ek,bk) une famille de transformations orthogonales,
symplecthues ou unitaires des Ej. On pose: ﬁhk = hy(Bk). Les isomorphismes canoniques
Dn k ~ F}_1 permettent & nouveau de définir, & partir des S et des " %, des bases B et

P.q
ﬂ P de chaque D, 4.

On définit alors v linéaire par: Vg <p < n,vy : ﬁp?q — ﬁp,q On vérifie encore sur les
vecteurs des bases 8° et 5P que v préserve < -,- > =aet < -,T- >=<-,(B—8)- >=b—
Aa, donc préserve a et b et est dans Q. Par construction, ’action de v sur chaque E}, est celle
de hy. Ainsi, Q agit transitivement sur [, Stab(Ej,b*), par translation & gauche. Soit 7' € Q2
agissant pareillement sur ces quotients; alors v~ o o' agit trivialement sur eux et est donc
dans N. ' = y[N] et donc R = Q/N agit simplement transitivement sur [[}Zy Stab(Ey,b*).

e N est nilpotent d’indice < 2n — 1.
Soit n lalgébre de Lie de N. N agit trivialement sur les Ej, = Ep g1/ (En—1 k41 + Eny) et
commute avec 'action de T'. Les différentes puissances de T envoient les E;, 11/ (Ep—1k+1+
E, 1) sur tous les Ej, 4/(Ep—1,4 + Ep¢—1), donc N agit encore trivialement sur chacun d’eux.
Or, pour tout (p,q), N(E,4) C Ep 4, donc: Vg <p <n,n(E,,) C Eyp_14+ E,4—1. Donc, si
ven, Imv?"~1 C Eyy + E1 o = {0}, c’est le résultat voulu.

e )~ N xR.
) est extension de R par N, on a la suite exacte: {0} - N — Q@ — R — {0}. Pour
montrer que: @ = N x R, il faut et il suffit d’exhiber une section s de la surjection

Q — R, dont I'image est un sous-groupe de (2. 11 suffit pour cela, par exemple, de choi-
sir une décomposition adaptée D de E et de choisir dans chaque classe 7 € R 1’elément
(unique) s(7) stabilisant D. On le construit par le procédé de construction de v au para-
graphe précédent. On pose alors, Gp = {s(¥) / ¥ € R} = {y € @ / v(D) = D}, c’est un
sous-groupe de . Il n’y a pas de section dont I'image soit un sous-groupe distingué car le
produit n’est pas direct, on le verra dans la section I1.7 page 72. O

11.2.3 Démonstration du corollaire 1

La premiére égalité. Tout y de Q laisse invariant chaque by, donc en particulier: QF C
Stab(b¥) N Stab(b*(-,T-)). Reste & montrer le sens [D] Faisons-le par récurrence sur k;
supposons:

QF > Stab(b*) N Stab(b* (-, T-)).
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Soit k1 E QF+1 Par le théoréme 1 page 56, QFt! agit simplement transitivement sur
DFHLX T, | Stab(E),b') ot DF+! est ensemble des décompositions adaptées de (E’“Jrl bELT).
On ch0151t DF+1 ¢ DhHL, oF+l egt caracterlse par D'¥H1 = k+1(DE+Y) et par (b)), €
Hl kil Stab(E;,b') son action sur Hl kot E;. Par la proposition 3 page 57, il existe D¥ et
D'* dans D* se projetant par 7L qur DFF1 et D'A+1 respectivement. Par le théoréme 1,

il existe un (et un seul) v* € Stab(bk) N Stab(b*(-,T-)) envoyant D* sur D'* et dont Iac-
tion sur [}, E; est: (Idg, »(h)= lc+1) € [17=, Stab(E;,b). Alors v* laisse stable E,;L:,k+1 =

7 (ker TF*1) et par construction:

e l'action quotient de ¥ sur E¥*! envoie D*¥*! sur D'*+1,

e son action sur H?:_klﬂ Ejest: (b))} kot 10

k41 o k1 ok

ce qui caractérise Y**1 j.e.: yFtloT Lok,

Or par hypothése de récurrence, QF D Stab(bk) N Stab(b*(-,T-)) donc v*¥ € QF i.e. il
existe un v de Q t.q.: Y¥ o7k = 7% oy, Avec ce y: YFTl o ghtl = AFHl okt o gk =
Tl oqk o gk = 7ThHl o 7k 0 y = 7FH1 0y et donc 4#11 € QFFL. La récurrence se propage.

Enfin, ’hypothése de récurrence est vraie par définition de Q pour k = 0: Q° = Q =
Stab(b%) N Stab(b!).

La deuziéme égalité. Encore une fois, il suffit de vérifier . Montrons donc:

Vk € [[0 n — 1], Stab(b*) N Stab(b* (-, T"))
D {7 € Stab(b*) / v(Ef ;1) C Ef ;. et Daction de v sur E’“+1 ~ EF/E} . est dans QFF1 }.

Soit k € [0,n — 1] et v* € Stab(b*), stabilisant En k1 b tel quiil existe FF1 € QFH

vérifiant : 78! o 4% = k1 o TEF+1 Montrons que: v* € Stab(b*(-,1"-)). Soit (z,y) € (E*)2.

b (¥ 2, T (Fy)) = b (T (F) 75 (Fy))
= P E (@) 7 )
— bk+1(fk+1(x),fk+l(y)) car ,),lc+1 € Qk+1 C Stab(bk+1).

Donc: b*(vFz,T(v*y)) = v¥(z,T(y)) et v* € Stab(b*(-,T-)). O

11.2.4 Démonstration de la proposition 2

2 = 1 est immédiat. Si u € End(FE) et si u commute avec T', u préserve les ker T? et
ImTY, donc tous les E, , et toutes leurs sommes, d’ou 3 = 2. Montrons 1 = 3. Soit un
sous-espace F' ne pouvant s’écrire sous la forme: + seg Ep 4. On trouve alors un couple (p,q)
tel que:

e B, ¢ F,

o F g (Ep1q+ Epg-1)

(S’il n’existe aucun tel couple (p,q), on s’apercoit que vect({E, 4/E,, C F'}) = F donc F
est de la forme +, 4cg Ep 4.) Notons alors 7 la projection :

T Epg— Epg/(Ep-14+ Epg-1),

val (Ep-1,4+ Epg-1) et G=FNE,,.

Par le deuxiéme point, Fﬂ[ pa \ (Ep—1,4+ Epqg—1)] # 0 donc 7(G) # {0}. D’autre part
m(Q) # pq’eneﬂet Slqu\( p—1,+ Epqg— I)CF Epq = vect(Ep g\ (Ep-14+Epg-1)) C
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F' ce qui contredit le premier point. Enfin, 7" établit une bijection de Eq+n_p_1 =
En,q—|—nvfp/(En,q—|—nfpfl + En-1,g+n—p) sur Ej, . On notera H I'image re¢iproque de 7(G)
dans Eqi,_,_1 par cette bijection.

Or, le théoréme 1 page 56, dans le cas ou T est < -, - >-autoadjoint, ou le théoréme 5 page
80 dans le cas ou T est < -,- >-antiautoadjoint, implique que 2 = Stab(< -,- >) N Stab(<
-,T- >) agit transitivement sur chaque Ej, donc notamment sur E'q+n_p_1. On trouve
donc un u dans €, i.e. stabilisant < -,- > et commutant avec T, tel que u(H) # H, car
{0} € H C E;yn—p-1 (on note ici encore u I'action de u € End(E) sur E;y,_p_1). Alors
u(m(G@)) = uw(T"PH) =T P(u(H)) # T P(H) = n(G), donc nécessairement, u(G) # G
et donc: u(F) # F. F n’est pas intrinséquemenet associé a (< -,- >,T).

Note: On peut aussi montrer directement, sans utiliser les théorémes 1 et 5, 'implication
2 = 3. On reprend la démonstration précédente jusqu’a la construction de 7(G). On choisit
alors z € 7(G) et y ¢ 7(G). On choisit ' € T~ P)(z~1{z}) et 3 € T~ P)(x~{y}),
'espace A = vect((T*z' )z+g Pl (Tky )Z+8 P~1) est alors stable par T, par construction. De
plus, la famille ((T*z")707P~1 (Tky")T2"P~1) peut étre complétée en une base de Jordan;
on choisit une telle base et on notera B 1’espace engendré par les vecteurs ainsi ajoutés. On
définit alors v € End(E) par:

d U‘B = IdBa

® u;4 commute avec T|A, u(z') =y et u(y') = 2.
Comme B est stable par T', v commute avec T'. Mais par construction, u(7(G)) # 7(G) —
on note encore u 'action quotient de u sur E,, , —, donc u(G) # G et enfin u(F) # F.

Une autre version de cette derniére note, pour un endomorphisme quelconque et sur un
corps quelconque, non nécessairement parfait, peut étre trouvée dans [Q94]. Nous remercions
Pierre Marchand de nous ’avoir signalé, ainsi que pour une discussion fructueuse a ce sujet.

I1.3 Cas a et b symétriques: ’action de (2, les bonnes bases

Sur le K-espace vctoriel E, a et b sont ici deux formes bilinéaires symétriques, a est
non dégénérée. Toutes les notations sont identiques a celles de la section précédente. Ici,
Q = O(a) NO(b); les by, b* et b* introduites dans la section 1.2 sont symétriques. L’indice
de nilpotence de T' est toujours noté n.

Théoréme 2 Sideg P = 1, alors Q2 agit simplement transitivement sur D X Hz;é O(Ey.by,),
ot D est l’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / l’action induite par v sur chaque Ej, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de ), nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hk 0 O(FEy,by). En particulier, R ~
H 9 O(Ek,bk) R est réductif. SiK est algébriguement clos et si on note dj, = dim E,

O(Ek’bk) Z;é Odk (K) .
Les mvarmnts de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-
potence de T, et les (dk)z;é ; ce sont les invariants de Jordan de T'.

Si K =R, deuz cas sont possibles :
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e Sideg P =1, comme dans ’énoncé général ci-dessus, ) est isomorphe a un produit
semi-direct N X R ou N agit simplement transitivement sur D et R sur Hz;é O(Ey,b").
Cette fois: O(Eg,b*¥) =~ Oy, s, (R), 0i (ry,sx) est la signature de b* définie sur Ey. Les
invariants de la situations sont donc n lindice de nilpotence de T, et les ((rk,sk))z;é,
vérifiant vy + s, = dy (les b* sont non-dégénérées sur les Ey,).

e SidegP = 2,ie. P = (X —A)(X —X), A € C\R, Q agit sur Uespace T-stable
E' = ker(S® — Mdgc) C EC, ou EC est le complezifié de E et: Q ~ N x R, oti N agit
simplement transitivement sur ’ensemble D' des décompositions de E' adaptées a (a,TC) et
ot R agit simplement transitivement sur HZ;(I) O(E’,’C,lv)k). En particulier, R ~ Hz;é Oq4, (C)
ot d = dim E,'c Les invariants de la situation sont encore n et les (dk)z;é, invariants de
Jordan de T sur E'.

Remarque : Dans ce dernier cas mentionné, on peut aussi construire directement les espaces

. - .. L L
quotients réels (E,b*). En notant E” = ker(S®—XIdgc) C EC, ona: (Eg,b*) ~ R((EL,F)&
(EY.bF)), et dim By, = 2dy. La signature de b* est alors (dy,dj)-

D’autre part on vérifie que, si D' = (D), ,)q<p<n est une décomposition adaptée de
(E',a,T‘%,), alors D = (Dp,g)g<p<n OU Dpg = D, @ Dy . est une décomposition de E,
adaptée simultanément & (a,T') et & (a(-,S+),T). Soit D I’ensemble, par conséquent non
vide, de ces décompositions deux fois adaptées. I1 permet une description de I'action de

sur 'espace réel F ; on vérifie en effet que:
e N agit simplement transitivement sur D,
e R agit simplement transitivement sur Hz;é O(Ey,bF) N O(Ey,b5(-,S)).

Démonstration. Quel que soit le corps de base, si deg P = 1, on applique directement
le théoréme 1 page 56. Si K est algébriquement clos, Stab(Eg,b*) = O(bF) ~ Oy, (K) ; si
K = R, Stab(Ej,b*) = O(*) ~ O, s, ot (k,sx) est la signature de b¥. Comme % est non
dégénérée, rp + sp = di. Ces signatures apparaissent donc comme des invariants supplé-
mentaires. On vérifie bien qu’elles peuvent étre quelconques: & partir du choix arbitraire
des d, qui détermine le réseau de drapeaux (E, )s<p<n & isomorphisme pres, et du choix
arbitraire d’entiers (r,s;) vérifiant ry + s, = dj, on construit une forme < -,- > et un en-
domorphisme nilpotent < -,- >-autoadjoint T', défini par la valeurs des formes < -,T% . >
sur les quotients Ej,.

SidegP =2, i.e. P= (X —\)(X — X)), A € C\ R, on considére {2 comme agissant sur

EC le complexifi¢ de E. E¢ = ker(S® — Mdgc) & ker(SC — X1dgc) = E & E", et Q agit
simultanément de la méme fagon sur chacun de ces sous-espaces: z € ker(S(C —Aldge) &
Z € ker(S® — X1dgc) et: Vy € Q,v.Z = 7.2. Notamment, chaque facteur est stable par 7'
La structure et I'action de 2 sont donc entiérement données par son action sur I'un des
facteurs, par exemple ker(SC — AIdgc) = E'. On applique alors le théoréme 1 & cet espace;
Q est donc isomorphe & un produit semi-direct N x R, N agit simplement transitivement
sur D', 'ensemble des décompositions de E', adaptées a (a,T|%,) et R agit simplement tran-

sitivement sur [[}Z, O(E},b%), o le résultat. 0
En formalisant une construction effectuée dans la démonstration du théoréeme 2, on

définit des bases «adaptées» au couple de formes bilinéaires (a,b). Introduites autrement, ce
sont les bases de Klingenberg.
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Définition 3 Soit E un espace vectoriel muni de deuz formes bilinéaires symétriques a et
b, telles que a est non dégénérée et que b = a(-,T ) avec T nilpotent a-autoadjoint.

A une décomposition D = (D; j);j<i<n de E, adaptée d (a,T), et & un n-uplet (BF)7_y de
bases (pseudo-)orthonormées des E), on associe canoniquement une base 3 de E, obtenue
en relevant les B* en bases des Dy, 41 et en les propageant par T' en bases de tous les D 4.
On note B l’ensemble de ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (E,a,b).

Remarque: Par construction, et si [ > k, les bases adaptées de (E¥,b¥,T) se «projettent
modulo ker E'/ ker EF = Eﬁ,l sur des bases adaptées de (E',b!,T)». Plus exactement, si
B* est adaptée & (E*b*T) alors #+1(BF) = ((0,...,0),8%%1), o BK*t! est adaptée &
(Ek+1,bk+1,T).

Remarque : Par construction encore, B est en bijection avec D' x Hz;é Stab(Ey,b*) et Q
agit donc simplement transitivement sur les bases adaptées.

Lien avec la présentation de Klingenberg. Les bases de B ainsi construites sont donc
formées de vecteurs e des Dy, 4,q € {1,..n} et de toutes leurs images successives par les ¢ —1
premieres puissances de 7. Il s’agit donc de bases de Jordan. D’autre part, ’examen des
orthogonalités et isotropies dans la relation du troisieme point de la définition 1 page 53
montre que:

— les «sous-espaces de Jordan», engendrés par les familles du type (e,T.e,T2.e,...,T7 ! e),
sont mutuellement orthogonaux,

— sur ces espaces, munis de ces matrices de Jordan, la matrice de a a la forme annoncée
dans la section I.1.

Les bases adaptées sont donc les bases de Klingenberg, présentées dans la section I.1. O

On le vérifie également en exhibant les matrices de a et B = T' 4+ A1d dans une base
adaptée. On choisit ici un ordre sur les vecteurs de la base, un peu différent de 1'ordre
habituel d’une base de Jordan. Il est en un sens plus adapté aux espaces canoniques F, ; et
les matrices y sont un peu plus simples.

Les matrices de a et B, cas réel et P de degré un. Si P = X — X est de degré un, on
est dans la situation de la définition 3 page 63 avec T' = B — AId. Soit D = (Dpq)g<p<n
une décomposition adaptée et S une des bases adaptées associées a cette décomposition,

k-1
on pose Dy = @ T*(Dy ). On note S, la sous-famille de 3 qui est une base de Dy, 1 ; les
i=0

T%(Bnx) sont des bases des T%(D,, ;). Alors:
e chaque B = (T* Y (Buk),--- sT(Bnk)Oni) est une base de Dy,

1L
e F= & Dy etles Dy sont stables par T'.
1<k<n

11 suffit donc de donner les matrices de a et B dans les 3. Rappelons que dj, = dim Ej, =
dim Dy et que (rg,sx) est la signature de bk sur Ey ; ri + s = dj. Dans Brt1:

ITk,Sk )\Idk Idk

VP
Matg, ., (a\Dk+1) = : ) Matﬂk+1(B\Dk+1) = t

I

TksSk

My,
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avec k + 1 blocs I, 5, ou Ay, .

kySk
Les matrices de a et de B, cas réel et P de degré deux. Fournissons des bases
adaptées a (a,b) dans le cas ou P est de degré deux.

Définition 4 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R, muni de deux formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,S-) 0t S est un automorphisme
semi-simple de valeurs propres complexzes non réelles X et A, a-autoadjoint. E est alors
nécessairement de dimension paire, on notera k = 2d. Une base 8 de E est dite adaptée a

(a,S) si:
B = (@) (w)in)) avee i,z = S((1 =)z + T 05) et yj = 5(1+i)z + T+ 5)

ot (zj);-l:1 est une base a-orthonormée compleze de E' = ker(SC — A1dyc) C EC.

Dans une telle base: Mat(a) = JJ, = ( IO Ig ) et Mat(B) = Ay = ( ﬁfd _;:IId ) €
’ d d d

Mj4(R), ou u et v sont les parties respectivement réelle et imaginaires de A; p € R, v € R*.

Définition 5 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuzr formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,B-) ot B est un automorphisme
a-autoadjoint de polynéome minimal P = (X — \)(X — ), A € C\ R, de partie nilpotente T
d’indice n. Soit D = (Dy 4)q<p<n une décomposition de E adaptée a (a,T) et a (a(-,S-),T)
et (ﬁk)z;é un n-uplet de bases des Ey, adaptées a (b*,8) au sens de la définition 4 page 65.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy 11 et en les propageant par T' en bases de tous les Dy 4. On note B l’ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque : une telle base est aussi une base ( telle que:

. 1 . T 1 . L
B = ((2)j=1,(y7)j=1)) avee Vi, z; = o((1 —i)z; + (1 = i)z;) et yj = S (1 +4)z + (1 +14)z)
ol (zj)?:1 est une base de E' = ker(S® — AIdgc) C EC, adaptée & (a,T|%,).

Soit 3 une base adaptée a (a,B); on reprend les notations Dy, et [y introduites dans

I
le cas deg P = 1: E = @Dy, B(Dy) C Dy et (B est une base de Di. On note cette fois
dy = dim B, = 1 dim Ej, =  dim D, j41. Dans 8571

+
Ja, Ag, Iog,

Ag,

Matﬁk-u (ale+1) = ) et :Ma‘tﬁk+1(B|Dk+1) = I
. 2dy,
Jf}: Adk
.. | plg, —vig,
ou: Adk = ( VIdk /dek € M2dk (R)

On vérifie au passage que sign(b*) = (dy,dy).

65



I1.4 Cas a et b antisymétriques: ’action de 2, les bonnes
bases

a et b sont deux formes bilinéaires antisymétriques, avec a non dégénérée ; on reprend les
mémes notations que dans la section I1.1. Ici, Q = Sp(a) N Sp(b) ; les by, b* et b* introduites
dans la section 1.2 sont antisymétriques. On note toujours n I'indice de nilpotence de T'.

Théoréme 3 Si deg P = 1, Q agit simplement transitivement sur D X Hz;é Sp(Ey,by),
ot D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, ) est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / action induite par v sur chaque E} est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n— 1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Sp(Ey,by) ~ HZ;& Spa, (K) ou
les dp = dimEy, sont des entiers pairs; en effet les b* sont antisymétriques, non
dégénérées sur les Ej,. En particulier R ~ Hz;é Spa, (K). R est semi-simple.

Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-

potence de T, et les (dk)z;é ; ce sont en fait les invariants de Jordan de T.

Si K =R, deuz cas sont possibles :

e Si deg P = 1, comme dans le cas général ci-dessus, S est isomorphe d un produit
semi-direct N X R ot N agit simplement transitivement sur D et R sur HZ;& Sp(Ey,,bF) ~
Hz;é Spa, (K), les d, = dim(Ey) étant encore pairs. Les invariants de la situation sont
encore n l’indice de nilpotence de T, et les (dk)z;é, invariants de Jordan de T'.

e SidegP = 2,ie. P = (X —A)(X —)X), A € C\R, Q agit sur ’espace T-stable
E' =ker(SC — A1dgc) C EC, ou EC est le complezifié de E et: Q ~ N xR, ot N agit sim-
plement transitivement sur l’ensemble D' des décompositions de E' adaptées a (a,T) et ou
R agit simplement transitivement sur H:;é Sp(E\.,b*). En particulier, R ~ HZ;& Spa, (C)
ot dy = dim E}. Les invariants de la situation sont encore n et les (dk)z;é, invariants de
Jordan de T sur E'.

Démonstration : on applique le théoréme 1 page 56 de la méme facon que pour la démonstration
du théoreme 2 page 62.

Remarque : Dans le dernier cas du théoreme, et comme dans le cas symétrique, on vérifie
que l'action de Q sur I’espace réel E est la suivante:

e N agit simplement transitivement sur D, ’ensemble non vide des décompositions
simultanément adaptées & (a,T) et & (a(-,S-),T),

e R agit simplement transitivement sur Hz;é Sp(Ey,bk) N Sp(Ey,bF(-,5-)).

Les matrices de a et de B, cas ou P = X — )\ est de degré un.
C’est notamment toujours le cas si K est algébriquement clos.

Définition 6 Soit E un espace vectoriel muni de deux formes bilinéaires antisymétriques
a et b, telles que a est non dégénérée et que b= a(-,T-) avec T nilpotent a-autoadjoint.

A une décomposition D = (Di;)j<i<n de E, adaptée a (a,T), et ¢ un n-uplet (B2,
de bases symplectiques des Ey, on associe canoniquement une base 8 de E, de la méme
maniére que dans le cas symétrique (cf. def.3 page 63). On note encore B l’ensemble de ces
bases, dites adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (E,a,b).
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Les mémes remarques peuvent étre faites que dans le cas symétrique. B est ’ensemble
des bases de Klingenberg associées & (a,b), {2 agit simplement transitivement sur lui.

En reprenant les mémes objets Dy et [ et en notant que dy = dim Fy = dim Dy est
pair:

J-

dk/2
M _ ‘ N - O Id M K
atﬁk+1(a\Dk+1)— . ,ould, = I, 0 € Mgy(K) et
Tars2
Mg, Iy
M,
Matg, ,, (B|Dk+1) = ' T
dy
My,

Les matrices de a et de B, cas réel et P = (X — \)(X — \) de degré deux. On
introduit les mémes notions de bases adaptées qu’en fin de section I1.3 page 62.

Définition 7 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes bi-
linéaires antisymétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,S-) ot S est un automor-
phisme semi-simple de valeurs propres imaginaires pures non nulles \ et \, a-autoadjoint.
E est alors nécessairement de dimension multiple de quatre, on notera k = 2d, d pair. Une
base B de E est dite adaptée a (a,S) si:

B= ()32 u)) )5 )5 avee

. 1 _ 1 _ 1 — 1
Vi, xj = E(Zj +7), yj = m(—zj +7), o = ﬁ(z} +25) et y; = m(% — 2).

ol ((zj)?fl,(zg-)?/jl) est une base a-symplectique compleze de E' = ker(S¢ — Adpc) C EC.

Dans une telle base: Mat(a) = J,; ; = ( 0 14 ) et: Mat(B) = ( Agpp 0 ) otl, si on

—I; 0 0 Agp
, I, —vI T I, v]
note)\:u—f—ZV,HERVER*:Ap:(l:]'p :IP)EMQP(R) etAp:(_'l;;’ :Ip>€
» p » Mp

Mo, (R).

Définition 8 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deuz formes bi-
linéaires symétriques non dégénérées a et b telles que b = a(-,B-) ot B est un automorphisme
a-autoadjoint de polynéme minimal P = (X — \)(X —X), A € C\ R, de partie nilpotente T
d’indice n. Soit D = (Dp 4)q<p<n une décomposition de E adaptée a (a,T) et a (a(-,S-),T)
et (ﬁk)z;é un n-uplet de bases des Ey,, adaptées o (b¥,S) au sens de la définition 4 page 65.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy, 11 et en les propageant par T en bases de tous les Dy 4. On note B I’ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque: Une telle base est aussi une base
N N N N
B= ((l‘j)jzla(yj)jzla(xg')j:b(y})jzl) avec
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. 1 _ 1 _ 1 — 1
Vi, z; = ﬁ(z] +7), yj = ﬁ(—z]- +7), z; = ﬁ(zé +2}) et y; = m(z; — ).

ol ((zj);vzl,(z;)jvzl) est une base complexe de E', adaptée a (a,T|%,) au sens de la définition
6 page 66.

On considére D' = (D), ,)q<p<n une décomposition adaptée de (E' ,a,ﬂ%,), D la décom-
position (R(D}, , ® D}, ,))q<p<n de E et § une base adaptée & (E,a,B) construite & partir

de D. On reprend alors les objets Dy, et Oy introduits en fin de section I1.3; d, = dim E,’c =
1
dim D;z,k+1 est pair. E = @Dy ; Yk, B(Dy) = Dy. Alors, dans ;41 :

Tay La,j2  Tagy
Mat — - t Matg, . (B = Lay /2
atg, . (a\Dk+1) = et Matg, .., ( |Dk+1) - I
) 2,
Iy Ly /2

avec Ly = ( 1})‘1 KO ) € My (R).
d

La dimension de F est dans ce cas multiple de quatre.

I1.5 Cas a et b sesquilinéaires : I’action de {2, les bonnes bases

a et b sont deux formes sesquilinéaires, avec a non dégénérée ; on reprend les mémes
notations que dans la section IL1. Ici, Q@ = U(a) N U (D) ; les by, b* et b* introduites dans la
section 1.2 sont sesquilinéaires. On suppose de plus K algébriquement clos. On note toujours
n l'indice de nilpotence de T'.

Théoréme 4 Sideg P = 1, alors Q) agit simplement transitivement sur D X Hz;é U(Ek,ék),
ot D est ’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T). Plus précisément, ) est
isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / Uaction induite par y sur chaque E}, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de ), nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,
- R = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é U(Ey,by). En particulier R ~
-1 ~ Y
[T5=0 U (E,br)-

Si K = C, alors: Yk < n,U(Ey,b) ~ Urp.s: (K), ot (r,55) est la signature de be définie
sur Ey. R~ [[}Z5 Ur,.s, (K) est réductif. Les invariants de la situations sont donc n Uindice
de nilpotence de T et les ((rk,sk))z;é, vérifiant Ty + s = dy (les b¥ sont non-dégénérées
sur les Ey).

Démonstration : encore par application immédiate du théoréme 1 page 56.

Les matrices de a et B quand K = C. Les bases adaptées se construisent de la méme
facon que dans le cas réel symétrique; les matrices obtenues ont alors la méme forme.
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I1.6 Une situation plus simple : les isomorphismes préservant
une forme réflexive et un sous-espace

La lecture de cette partie n’est pas nécessaire 4 la compréhension du chapitre et ne traite
pas directement de son sujet, i.e. de la situation créée, sur un espace vectoriel, par une
paire de formes réflexives. Cependant celle-ci repose, par récurrence, sur un «empilement»
de situations plus simples: des espaces V' munis d’un sous-groupe de GL(V') préservant une
forme réflexive et un certain sous-espace. Cette partie est consacrée & ce type de groupes.
Ceux-ci mettent en jeu, dans un cas plus simple, les mémes raisonnements.

Seule toutefois la section I1.7, constituant une sorte d’annexe de la partie II, utilisera
effectivement le résultat des présentes sections I1.6.2 et I1.6.3.

11.6.1 La décomposition

Soit V' un espace vectoriel muni de < .,. > forme réflexive, non dégénérée, F' un sous-
espace vectoriel de V' et T' le sous-groupe de Stab(< .,. >) laissant F stable. On a alors la
situation suivante :

— F

{O};)FHFL{ o Pl }<—>F+FL;>V,

qu’on peut aussi écrire:
(FNFY) c Ft
N N
F c W

Définition 9 On appelle décomposition de V' adaptée a (< -,- >,F) une décomposition de
V' en somme directe de la forme:

v=((&nFrt)e & )éGéG’,

~
totalement totalement
isotrope isotrope

tell | G est un relevé de F/(FNF*) dans F,ie.: (FNF1)®G =F,
HEAUE G est un relevé de FL/(FNFY) dans F-, ie.: (FNFY)® G = F*.

Ainsi, sur un diagramme calqué sur celui des inclusions, au-dessus de la définition :

FNnFt o &
(&5} ) =V.
G o H

Remarque : Choisir une telle décomposition revient en fait & choisir H : les décompositions
adaptées & (< -,- >,F) sont en bijection naturelle avec les supplémentaires H totalement
isotropes de F' + F+ dans V. En effet :

e Si (FNFY),H,G,G") est (< -,- >,F)-adaptée alors nécessairement: G = H- N F et
G'=H-nF+,

e Si H est un supplémentaire totalement isotrope de F' + F+ dans V, on pose G =
HiNFet G =HNF+; ((FNFY),HG,G') est alors une décomposition (< -,- >,F)-
adaptée.
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I1.6.2 L’action de T’

On notera ici F; = F/(F N F'). Le noyau de < -,- > pest F'N F~, donc cette forme
passe au quotient sur F; en une forme non dégénérée, notée < -,- >;. De la méme fagon on
note Fy = F+/(F-NF'); <.,- > passe au quotient sur Fy en < -,- >,, non dégénérée.
On note enfin Ffy = FN F*.

Remarque: A la donnée:

— d’une base quelconque §y de Fy,

— d’une base ; de F) adaptée a < -,- >, i.e. pseudo-orthonormée, symplectique ou
unitaire, selon la nature de < -,- >,

— d’une base 3y de Fy adaptée a < -, >,

~ d’une décomposition adaptée (Fy,H,G,G') de V,
on associe naturellement une base f de V: (G,< -,- >‘G) est canoniquement isomorphe &
(F1,< -+, >1), on y transporte £y ; de méme avec [y sur G'. Par < -,. >, H s’identifie au
dual de Fy, on le munit de 3. la famille 8 = (5y,01,62,0;) est alors une base de V.

Si par exemple < -,- > est symétrique, sa matrice dans une base de ce type est:

Fy G G H
NSNS
0 0 0o I

0 I,s, 0O 0

Matg(< -, - >) = 0 0 I, 0 ,
1, 0 0 0
ou I, = I(; _OI ), ou (r;,s;) est la signature de < -,- >, pour i € {1,2} et ou
S

d =dim Fy = dim H.

Si < -, > est antisymétrique, sa matrice est alors:

Fy G (el H
et Ve Ve
0 0 0 I
0 J 0 0
Matg(<-,->) = | o 9" Jnp 0]
2

-1y 0 0 0

. 0 I . : . , . . .
ou Ji = (_ I 0 ), ou d; est la dimension, nécessairement paire, de F; pour i € {1,2} et

ol d = dim Fy = dim H.

Proposition 4 Si I" = Stab(F) N Stab(V,< -,- >), alors T ~ N x R ou:

o N est le sous groupe de T qui agit trivialement sur Fp = FNF+, F; = F/(F N F*t)
et Fy = FL/(FNF1Y). N agit simplement transitivement sur les supplémentaires H
totalement isotropes de F N FL, donc sur les décompositions adaptées d (F,<-,->);
N est nilpotent et distingué dans T,

e R = T'/N, R agit simplement transitivement sur GL(Fy) x Stab(F1, < .,. >1) X
Stab(Fy, < .,. >9) — donc R ~ GL(Fy) x Stab(Fy, < .,. >1) X Stab(Fy, < .,. >2). R
est réductif.
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Démonstration : Par définition de I', tout élément de I" envoie une décomposition adaptée
sur une décomposition adaptée, agit sur Fy et sur les quotients F; et Fb, en préservant
<-,»>; et <-,->; sur ces deux derniers. Si on note D I'’ensemble des décompositions
adaptées de V', T" agit donc sur D x GL(Fp) x Stab(F;,< -,- >;) X Stab(Fy,< -,- >,).

Soient D et D' deux décompositions adaptées de V. On choisit 8y une base de Fy, et
B; une base de F; adaptée & < -,- >, pour ¢ € {1,2}; on note § la base de V associée &
(Bi)3_; et & D et B’ la base associée a (3;)?_; et & D', au sens de la remarque de la page 70.
Siy € GL(V) est défini par v(8) = ', v préserve < -,- > et F donc est dans T'. De plus,
v agit trivialement sur les F;, i € [1,3], donc: v € N. Si d’autre part un élément v de N
fixe une décomposition adaptée quelconque D", il fixe la base 3" associée a (8;)?_, et & D"
donc est trivial. IV agit donc simplement transitivement sur D. Il découle de la définition
de N que celui-ci est distingué.

Examinons l'action de R. On reprend les mémes bases f3;. Soient hy € GL(Fp) et
hi € Stab(F;,< -,->;) pour ¢ € {1,2}; on note 3 = h;(;) pour ¢« € [1,3]. On choisit
D une décomposition adaptée de V, on note 3 et (3’ les bases de V associées & D et aux
B; ou B} respectivement. Si vy € GL(V) est défini par y(8) = ', il agit sur chaque F;
comme h;. Soit 4 € T': si 7 agit sur les F; comme v, 4.y~ agit trivialement sur eux et
donc est dans N. Ainsi, I'/N agit simplement transitivement (par translation & gauche) sur
GL(Fy) x Stab(F1,< -, >1) x Stab(F»,< -, >,).

N est nilpotent: si v € n l'algebre de Lie de N, on constate que ses itérés vérifient :
V-5 (F+FY % (FnFY -2 {0},

Enfin, T" est produit est semi-direct: si D est une décomposition adaptée de V, on
constate que Rp = {y € ' / v(D) = D} est un sous-groupe de T, isomorphe & R. Alors,
comme N est distingué: I' = N x Rp ~ N x R. O

11.6.3 L’algebre de Lie g de I' — cas ou < -, > est symétrique

On retrouve les résultats qui précédent en calculant ’algébre de Lie g de I'. A titre
d’exemple, on traite ici le cas symétrique. Dans une base 8 comme construite dans la
remarque de la page 70:

ty X, Xy H
0 H, 0 X,
0 0 Hy, X,
0 0 0 Y

YyEGgS Matﬂ('y) =

ou: —Y, X; et Xo sont des matrices quelconques,
- X1 = tXlI'rl,sl et XQ = tXQI,,-%sQ,
- He€e so(d), H, € 50(7"1,31) et Hy € 50(’/‘2,82).

[Note annexe : On aura besoin en partie I1.7 de la matrice d’un tel élément de g, exprimée
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dans une base ' légérement différente, telle que:

0 0 0 I,
Matg (< -, >) = 8 I’"b’sl Ir?52 8 , avec 1 et s des entiers t.q.: r+ s = d.
I s 0 0 0

’

Dans ce cas, la matrice de v a la méme forme, mais avec:
- H € so(r,s),
— 'Y remplacé par Y = I,«’stYIr,s,
- Xy =L X110 et Xp = I Xolr, s, ]

Reprenons avec la base B: y € N &Y =0, H =0, Hy = 0, d’ou, si n est I'algebre de
Lie de N :

1 Xo H
1
2

X
0
v € n & Matg(y) = 0
0

o O O O

0
0
0

o 3 3

ou X1, Xo, )~(1, 552 et H sont comme plus haut. N est donc un groupe de Lie nilpotent
d’indice 2, plus précisément : N est extension centrale de B par A ou:

o A={y€Tl /ypipr =1dp,p1}, groupe abélien central dans N,
e B = N/A, groupe également abélien.
{0} = A— N — B — {0}.

On vérifie également que N est distingué dans T'.

I1.7 Annexe: structure de 1’algébre de Lie so(a) N so(b)

A titre d’annexe, cette section utilise le corollaire 1 page 57 pour dégager, par récurrence,
des éléments de la structure de I’agebre de Lie w de 2. Elle ne traite, & titre d’exemple, que le
cas a et b symétriques, K = R, deg P = 1: dans ce cas donc, w s’écrit so(a)Nso(b). Les autres
cas se traitent sur le méme modele et sont peu différents dans le principe. L’exemple choisi
ici comporte en fait une complication supplémentaire, provenant des groupes orthogonaux
secondaires O(r,si), de signature quelconque: ces signatures compliquent I’algébre de Lie
w. On reprend la définition et les notations de la section II.1 pages 56 et suivante.

I1.7.1 Quelques cas particuliers

Pour comprendre la suite récurrente des QF, arrétons-nous déja sur les trois rangs les
plus simples: k=n—1,k=n—2etk=n—-3 (sik=mn, Q" = GL({0} = {Id}). Cette
section n’a qu’un but illustratif. Le résultat général est énoncé dans la section suivante.

Notation : On rappelle que pour tout k de [0,n—1] : dj, = dim E}, et (r4,s;) est la signature
de 0¥ sur Ey ; i + s = dy.

. Soit B une base adaptée de E" ! = E/kerT™ 1. 3 est simplement une base
b"~1-pseudo-orthonormée de E,_; = E"~!. Dans 3:

Matg(bn_l) =1

Tn—1,5n—1
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et d’autre part:
Wt = 50(0"Y) ~ s0(ry 1,80 1)-

. Soit 3 une base adaptée de E" 2 = E/ker T" 2. Onnote D = (Dp—1n—1,Dnn—1,Dnn)
la décomposition adaptée associée & (. Le calcul montre que:

En—2

n,n—1
0 0 In—l,n—l
Matg(b"_2) = 0 In_2,n_2 0 ,
In—l,n—l 0 0
Dn—‘lr,n—l Dn?;—l D:l:n
et que: _
H,, X H'
h € Ww"? & Matg(h) = 0 H,o X ,
0 0 H,

avec: o H, i et H' dans 50(7"n—1,3n—1) ~ EO(En_1,5n_1),
n—2)
7

e H, o dans so(rp_2,5p—2) =~ $0(E,_2,b

e X une matrice quelconque de Mg, , 4., (R) et X = )LD, ¢

On vérifie alors la deuxiéme égalité du corollaire 1 page 57 au rang kK = n — 2. En effet,
d’apres elle:
o h €s0(E""2b" %) et h(EL,2 ) C En.2,

e l'action de h sur E"~! ~ E”_Q/EZ;LQ_1 est dans w" 1.

¢ ~

hew 2 ssi: {

Y X H
eMatg(h)=| 0 H,_o X avec H' € s0(rp—1,5n-1),
0 0 Y

H, - € SO(T‘n_z,Sn_Q), Y € Mdnfl (R), X e Mdn72ydn71(R),

Y = Irn—lasn—ltYITn—lysn—l et X = ITn—l,Sn—ltXITn—Z,Sn—2'
(voir section I1.6.3, la note de la page 71.)

i.e. 881: X

[ oY € w™ ! ~s0(rp_1,5n_1) = s0(En_1,0" ).
c’est-a-dire ssi Matg(h) est de la forme annoncée.

Enfin, comme annoncé dans le théoréme 2 page 62, on vérifie également que w™ 2 est
isomorphe & un produit semi-direct t X n ol n est I’algebre de Lie de N = {y € Q"2 / v

agit trivialement sur F,_; et En,g} et ol t = wW" 2 /n:
X H N
v € n < Matg(y) = 0 X | avec X, X et H comme plus haut.

0 0

S O O

On note enfin que N est extension centrale de B par A, avec A = {y € Q"2 / VNer-2, =
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IdEn—2_1} et B= N/A. A et B sont abéliens, N est nilpotent d’ordre 2 si d,—1 # 0, abélien

sinon (N = A dans ce cas). On remarque également que R n’est pas facteur direct de Q™ 2.

. Soit 3 une base adaptée de "2 = E/ker T" 3. Onnote D = (Dp 4)n—2<q<p<n
la décomposition adaptée associée a 5. Rappelons les deux diagrammes:

-3
E 27” 2 anZ,an
n ®
E in ZCE:LL io’n 1 «relevé» en: anl,an D anl,nfl = En_3-
n N S S
E’:LL'IL 2 C E':n 1 CEn;L3:En73’ Dn,n72 S Dn,nfl @ Dn,n
Le calcul montre que:
E:LL n3—2
S0 0 0 0 Iigpe 0
0 0 0 0 0 In—1n—1
0 0 I, 35— 0 0 0
M n—2\ _ n—3,n—3
atﬁ(b ) 0 0 O In_lyn_l O 0 )
In72,n72 0 0 0 0 0
0 In—l,n 1 0 0 0 0
Dn Tn 2 Dn ;n—2 Dn‘,;72 an‘lrn—l Dnjgfl D:Lr,n
et que:
H, - 0 X" X H”
X H,, X H
" !
h € w" 3 < Matg(h) = 0 0 Hn-s 0 X X, ,
0 0 0 H,;, X H
0 0 0 0 H, », X
0 0 0 0 0 H,

avec: o H,_ i et H' dans so(r,_1,5,_1) ~ s0(E,_1,0" 1),
e H, 5 dans s0(r,_2,5,_2) ~ 50(E,_2,6"2) et H, 3 dans so(r,,_3,5,_3) =~ s0(E,_3,0"3),
e X une matrice quelconque de My, , 4, ,(R), X’ de Mg, ,4, ,(R) et X" de Mg, ,.4, »(R),
e X =1 EXT, X' =1 PXT,, s, et X" =1, D¢}

Tn—1,5n—1 Tn—2,5n—27 Tn—1,5n—1 Tn—2,5n—2 Tn—3,5n—3"

0 I

Tn—1,Sn—1

o H" € My, +4,(R), vérifiant H” = —I'H"T ou I = (Irn 2on-2 0 )
(H" est «I-antisymétrique»).

On reconnait dans le bloc encadré la matrice générique d’un élément de w™ 2. C’est en
effet la deuxiéme égalité du corollaire 1 page 57 au rang kK = n — 3, qui est vérifide:

o h€so(E" 3" 3) et h(E"2,)C E"3

n,n—1 nn2

e l'action de h sur E" 2~ E" 3 /E" n 5 est dans w2,

hew 3 ssi: {
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? X, X, HII
0
0
0

e Matg(h) = Hns| O X1 avec Hy,_; € s0(rn—i,Spn—i),
0 |Hp1| Xo
o0 |Y
WSS N X = TX0Ly sy Xi=1Xilh s, Y =I%I

et H" comme plus haut. (voir section I1.6.3, note page 71.)

H, 1 X,
0 Y

(voir la forme d’une telle matrice au point précédent).

e le bloc inférieur droit (

\

i.e. ssi Matg(h) est de la forme annoncée.

Enfin, on vérifie également que w™ 3 est isomorphe & un produit semi-direct t x n o1 n
est Palgébre de Lie de N = {y € Q"3 / v agit trivialement sur E,_; E,_o et E,_3}. Le
produit n’est pas direct. D’autre part, on le voit & la forme des matrices, le facteur nilpotent
de w* devient vite compliqué quand k décroit.

11.7.2 Le cas général: une formule de récurrence
Soit D une décomposition adaptée de (F,a,b) et pour tout j € [0,n — 1], (ég)?i1
une base de E;. On associe canoniquement & ces objets une base adaptée de E: 8 =

(((Tl(eg))?il)?:j)?:—&, ou chaque (eg)gil est le relevé naturel de (éf):l]:l en base de Dy, j1.
Notons ef’q = T"*pe?ﬂ_p et également d, ; = d,_pyq—1 =dimE,_p,,_1 = dim D, 4. pour
tout & € [0,n — 1], on tire de B une base adaptée 5% de EF:
k k( p,q\dp, -1 1@\ dn,
BY = (7" (e )2 ) pmn—1)gorr1- (€] )2 )q=k+1) » dans cet ordre.

Ainsi, 8 et (§°, par exemple, sont des bases adaptées de (E,a,b) composées des mémes
vacteurs, mais ordonnées différemment.

Sur un diagramme des 7¢(D, ;) = D]’,f,q comme posé en section 1.2, cela revient & ordon-
ner les D]’,f,q de la fagon suivante:

E’ﬁ—l,n—1 (la) (lb)

| (2a) || (2b) |
| ——

k
En,k+1

— déja ceux de Eﬁ_l,n_l, notés (1), de bas en haut et de gauche & droite,
~ puis ceux de @ZZIC-I—IDfl,q? notés (2), de gauche a droite.
Cet ordre ne se projette de B* sur g5*+1. On distingue ici (1a) et (1b) d’une part, (2a)

et (2b) d’autre part, pour les besoins de la suite. (1a) désigne les vecteurs de base de

Eﬁq,lﬁ-p (1b) ceux qui les completent dans Eﬁ—l,n—l? (2a) ceux de DfL,,H_l et (2b) ceux
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de @Z:k +2Dfm. Alors, en gardant ces notations, 8* étant une base adaptée ainsi ordonnée
et BF*1! étant la base — adaptée — de E*t1 obtenue par projection de g :

1) (2
—~~N
" k Wy Zg .
Proposition 5 h € w” < Matgi(h) = ot :
0 Y
(2a) (2b) (2a) (2b) (1a) (1b)
Hy, X > ( X;: Hk ) (1a) ( k* iy )
Y, = Ty = Wi = TRr1 ZEe1 )
k ( 0 Yiu F 0 Zpyr Jrawy 0 F 0 Win

avec .

. Z
o Yii1, Wiyt et Zxy1 matrices telles que: ( WSH Yk"'l ) = Matﬁk“(hk"'l) avec
k+1

hEHL un élément de wkt?,

e Hj une matrice quelcongue de so, , ; . (R) ~ so(Ey,by),

X}, une matrice quelconque de Mdk d (R) et X; = I Ky, 50 i

e Hj une matrice de M;, &k(R) t.q.: Hy = I~,CtH,’CEC,

Yi,= Iy Vi Iy,

Zpoq = It 'Zyy 1 I,

ou Iy et Iy, sont des matrices diagonales par blocs : I, = Diag(Ir, | s;i1dreia,s5400 -+ Arn—i,sn-1)

et fk = Diag(j-]c+1,f]9+2, e ,Tnfg)et ou Jk; = dk+1 + dk+2 +...+ dnfl.

Il est & noter que n’importe quel ordre sur les vecteurs de 5%, respectant I’inclusion des
E}’;,q — le vecteur v € E}"f,, ¢ classé avant w € Eg,q si E]’:,’ s C E}’;’q —, donne & la matrice de
h € w* une forme triangulaire supérieure par blocs correspondant aux D,’;’q : les E]’;’q sont en
effet stables pas w*. L’ordre choisi ici ne respecte pas cette inclusion, et la matrice obtenue
de h € wF n’est pas triangulaire supérieure par blocs correspondant aux Dﬁ,q. Par exemple,
Y est triangulaire inférieure par blocs. Cependant, c’est seulement avec un tel ordre sur
les vecteurs de B* que la matrice générique de h € w* devient lisible.

Démonstration: C’est lourd mais pas profond. Montrons la proposition par récurrence
descendante sur k. Au rang k = n, elle est vide, donc vraie. Supposons le résultat vrai au
rang k + 1. Soit 4% une base adaptée «bien ordonnée» de (E* b*,bE(-,T-)) et B*+! la base
adaptée «bien ordonnée» de (EFT!pE+1 pE+1(. T.)) déduite de B* par projection. Alors:

n

- . d’apres 1 llaire 1.
si h € gl(E*¥*1) est P’action de h sur EFt1 h € wkt! apres fe corotiate

heok o { h € so(b*) et h(ES ) CEf L
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( (1a) (1b) (2a) (2b)

et Yt Ve Vo N
Y* X* XI* GI’
0 G 0 X
o 0 & X
0 0 0 Y
G" =T,'G"T, Y*=I,'V*I, X*=I!'XI; et X"* =1 'X'L,, .
(¢f. note annexe de la section I1.6.3 page 71.)

o Mat g (h) = ot G =1,'GI,, G' =1, s 'GI

TksSk ThsSk?

G X N Wit Zigr .
o ( 0y ) = Mat gi+1(h) = ( O+ Yk; s ou Wiy, Zgy1 et Y

| vérifient les propriétés de la proposition. (C’est I’hypothése de récurrence.)

< Matgk(h) est comme annoncé dans la proposition.

Le résultat est vrai au rang k. La récurrence est propagée. O

On peut alors dégager, par récurrence, la structure des w”. Introduisons & cette fin, pour
tout k de [0,n — 1], trois groupes de Lie G¥, A* et B*:

o Gk = {y € QF / v agit trivialement sur Eﬁ—l,n—l et, par action quotient, sur Ej},
c’est un sous-groupe de Lie distingué de QF,

o A¥ = {y € QF / 4 agit trivialement sur E’nﬁl’nfl +E’Tf,k+1}, sous-groupe de GF,
distingué dans QF,

o BF =GFk/AF,

on notera g¥, a* et b¥ leurs algebres de Lie respectives. Remarque: au rang n —1: G*! =
A"=1 = {0}. alors:

Proposition 6 Les objets introduits vérifient, pour tout k de [O,n — 1] :

— aF et b% sont des algébres de Lie abéliennes de dimension respective Ji et dk.Jk,
— G* est extension centrale de B* par A* :

{0} - AF - G* —» B¥ - {0} et A" est central dans G¥,
— QF est extension d’un produit semi-direct (QFt1 x O(Ey,by)) x B par A* :
(0} — AF 5 QF [(Q’““ x O(Ey,by)) Bk] - {0}
De plus, sous les notations de la proposition 5 page 76 :
hegheW,=0e (Vg1 =0, Wip1 =0, Zpy1=0); head o (W,=0et X, =0).
Les crochets de Lie décrivant les extensions données plus haut se lisent sur la matrice

générique de h de la proposition 5: en confondant leb: algébres de Lie une de leqrs sections
pour les fleches, les crochets [bF,bF], [6F wF+1 x s0(Ey,by)] et [aF, ((w*! x s0(Ey,bg)) x b¥)].

Démonstration : cette proposition se lit sur la matrice générique de la proposition 5. O
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On sait enfin que, pour tout k, QF est isomorphe & un produit semi-direct N* x
H?:_kl O(r;,5;). On peut, de la méme facon, dégager la structure de N* seul.

®n @
—~ =N
.. k Wi Zy . iy
Proposition 7 h € n" & Matgk(h) = 0y ou Yy, Wy et Z vérifient les
k
mémes relations qu’a la proposition 5 page 76, sauf:
(2a) (2b)
AN

Z L
— ( Wit Zen ) = Matgi+1 (R*T1) avec R5TL un certain élément de nFt!.

Pour tout k, N* est extension d’un produit semi-direct (N*T1 x B¥) par A* :

{0} —» A¥ - N* [N’““ X B’“] — {0}
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III Cas a et b symétrique et
antisymétrique

Ce dernier cas n’a pas été abordé par W.Klingenberg. Il faut tout d’abord reprendre la
proposition 1 page 49, qui doit étre modifiée.

II1.1 Le lemme préliminaire revisité

Proposition 8 Soient a et b deur formes bilinéaires, 'une symétrique, 'autre antisy-
métrique, a €étant non dégénérée. On rappelle que B est ’endomorphisme cetie fois a-
antiautoadjoint tel que: b(-,-) = a(-,B-). Soit E = K®k E la complétion de E comme
espace vectoriel sur K, la cloture algébrique de K.

B est a-antiautoadjoint, donc B et —B sont conjugués et le polynome minimal p de
B peut s’écrire dans K[X]: p = X" Hle P, avec: Py = ((X — N)(X + N)), et avec:
i £ =>NF EN et:Vi>1, N #0. Alors:

o Les sous-espaces caractéristiques ker(B—\; Id)"™, i > 1, associés a des valeurs propres
non nulles, sont a- et b-totalement isotropes.

e En notant E; = ker P"'(B) C E sii>1 et By =ker B" C E, alors:
~ i
E= & E,
0<i<k

la somme étant a- et b-orthogonale, et les espaces E; a-non dégénérés.

Démonstration : S et T, les parties respectivement semi-simple et nilpotente de B, considéré
comme endomorphisme de E, sont, comme B, a-antiautoadjoints. En effet, —S et —1 sont
les parties semi-simple et nilpotente de —B: —B = —S—T, (—=S)(-T) = (—T)(—S), —S est
semi-simple et —7 nilpotent. Or il existe Pr et Ps dans K[X] t.q. T = Pr(B) et S = Ps(B).
Comme B et —B sont conjugués, les mémes polynémes Pr et Ps appliqués & —B donnent
ses parties nilpotente et semi-simple, c’est-a-dire: —T' = Pr(—B) et —S = Pg(—B). Alors:
Vz,y,a(z,Sy) = a(z,Ps(B)y) = a(Ps(—B)z,y) = a(—Sz,y) et de méme avec T, c’est le
résultat annoncé.
Prenons alors ¢ > 1 et x et y dans ker(B — \;Id)™ = ker(S — \;Id). Alors:

1 1 1 1
a(av,y) = —a(:v,)\zy) = —a(x,Sy) = —a(—Sz,y) = __a()‘lway) = —G/(.’L',y)
)\z‘ /\z’ )\i )\i
donc a(z,y) = 0. L’espace ker(B — \; Id)™ est donc a-totalement isotrope. De plus, b(-,-) =
a(-,B-) et S et T commutent avec B, donc ker(B — \;Id)™ est également b-totalement
isotrope.
D’autre part, posons Py = X € K[X], prenons 0 < i < k et z dans ker P/(B), 0 <
j <k, j#ietydans ker P7(B), U et V dans K[X] t.q.: UP + VP;” = 1. B est
a-antiautoadjoint ; comme X?|P;, P;(B) est a-autoadjoint et :
a(z,y) = a(UR" + VP;”)(B).z,y)
= a(UP}"(B).zy) + a(x,VP;” (B).y)
=a(0,y) + a(z,0) =0 ainsi que:
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b(z,y) = b((UP]" +V P;’)(B).Bxy) |
b(B(UP"(B).x),y) + a(x,B(V P} (B).y))
a(0,y) + a(z,0)

0

d’ou le deuxieme point. O

Remarque : D’autre part, si a et b sont de nature différente, T est a-antiautoadjoint ; par
conséquent, les formes by =< -, T%- >, bF et b* introduites dans la section 1.2 page 52 sont
de nature variable suivant la parité de k. En effet, Si a est symétrique et b antisymétrique,
les by, b* et b* sont:

e symétriques si k est pair,
e antisymétriques sinon;

la situation est inversée si les natures de a et b sont permutées.

II1.2 Quand K est algébriquement clos

On se restreint dans cette section & un sous espace canonique F; noté simplement FE,
on a alors p = P = P", avec P = X ou P = (X — X)(X + X). S et T sont les parties
semi-simple et nilpotente de B, n 'indice de nilpotence de T.

I11.2.1 Structure et action de

Le théoréeme ne traite que le cas ou 'une au moins des deux formes n’est pas dégénérée.

Théoréme 5 Si K est algébriquement clos, trois cas apparaissent :
e La forme symétrique est non dégénérée, ’autre est dégénérée.

On note alors a la forme symétrique, b antisymétrique, b est dégénérée, donc B a
la valeur propre zéro et on est dans le cas P = X, B = T. Alors: Q agit simplement
transitivement sur D X Hz;é Stab(Ey,by), ot D est lensemble des décompositions de E
adaptées a (a,T'). Plus précisément, Q est isomorphe & un produit semi-direct N x R, ot :

~ N = {y € Q / Taction induite par -y sur chaque Ej est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de ), nilpotent d’indice < 2n— 1, qui agit simplement transitivement
sur D,
~ R = Q/N agit simplement transitivement sur [[y_, Stab(Ey,by) = <H05k<n Og, (K))
k pair

(H0<k<n’k impair SPdy, (K)) ot d = dim Ey. Les dy avec k impair sont des entiers

pairs ; en effet les b* sont antisymétriques, non dégénérées sur les Ey,. En particulier
R ~ (H0§k<n,k pair Odk- (K)) X <H0§k<n,k impasr Spdk (K)> - Rest 'rédUCtif‘

Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n Uindice de nil-
potence de T, et les (dk)z;é ; ce sont les invariants de Jordan de T'.

e La forme antisymétrique est non dégénérée, ['autre est dégénérée.

On note alors a la forme antisymétrique, b la symétrigue, b est dégénérée, donc d nou-
veau P = X, B =T et le méme résultat est vérifié: Q agit simplement transitivement sur
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D x Hz;é Stab(Ey,by), ot D est lensemble des décompositions de E adaptées d (a,T). Plus
précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

~ N = {y € Q / Paction induite par y sur chaque E}, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R =Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é Stab(Ey,by) ~ (Ho§k<n Spd, (K)) X

k pair

(H0<k<n,k impair O, (K)) ot d, = dimEy. Les dy avec k pair sont des entiers

pairs ; en effet les b sont antisymétriques, non dégénérées sur les Ey. En particu-
lier R ~ (H0§k<n,k pair SPdy (K)) X (H0§k<n,k impair O, (K)) R est réductif.

e Les deux formes sont non dégénérées.

On choisit ici de prendre pour a la forme symétrique, pour b antisymétrique. b est non
dégénérée, donc P est du type (X —N)(X + ), A # 0. Q agit sur ET = ker(B —\1d)", cette
restriction p Uenvoie sur QT = p(Q) C GL(E™). Alors: p est un isomorphisme de Q sur
QF et QF est Z(T g+) le commutant de T, ie.: @ = {y € GL(E") / 4T = Tv}. Donc:
Q ~ Z(T"E+).

Remarque : Sur le méme principe que dans les deux premiers cas, on peut, dans ce dernier
cas, décomposer 'action de €. Soit Dt ’ensemble des décompositions de ET adaptées &
T+, i-e. des décompositions de E* en somme directe Et = @4<p<n D, relevant le réseau

de drapeaux (E, )q<p<n associé & T g+ (voir définition 1 page 53). Alors, et c’est encore le

théoréme de Jordan: QF = Z(Tjg+) est isomorphe & un produit semi-direct N* x G* otr:

e Nt ={y€ Q" /Taction induite par 7 sur chaque E;" est triviale }. N* est un sous-
groupe distingué de QT, nilpotent d’indice < 2n — 1, et agit simplement transitivement sur
D,

. G+ = Qf/N+ algit simplement transitivement sur 17—y GL(E}). Donc G+ ~

v—o GL(E]) ~ [IiZy GL4, (K) o dy, = dim B}

Cette remarque décompose ’action de € sur un sous espace de E. On peut en déduire

la facon dont 2 agit sur E.

Corollaire 3 L’ensemble D des décompositions de E adaptées simultanément a (a,T) et
a (a(-,S+),T) n'est pas vide. Il est canoniquement en bijection avec Dt. De plus, Q est
isomorphe a un produit semi-direct N X G, ot :

e N = {y € Q/ Iaction induite par y sur chaque E}, est triviale }. La restriction p est
bijective de N sur N*t. N est un sous-groupe distingué de §, nilpotent d’indice < 2n — 1,
et agit simplement transitivement sur D.

o G =Q/N agit simplement transitivement sur [[}—; (Stab(Ej,b*) N Stab(Ej,b5(-,S+))) =
Z;é (Stab(Ey,bF) N Z(S)) ~ Hz;é GL(E;"). Ici, l'action de S passant au quotient sur les
Ey, on note encore S les automorphismes des Ej, obtenus. Donc G ~ Gt ~ Z;é GLg, (K).

Les invariants de la situation sont donc les dy, invariants de Jordan de T p+.
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I11.2.2 Démonstrations

Démonstration du théoréme

e Les deux premiers cas

Dans les deux premiers cas, £ = ker B” est le sous-espace caractéristique de B associé
a la valeur propre zéro; par la proposition 8 page 79, il est a-non dégénéré . Sur FE, a est
donc réflexive non dégénérée, B = T est un endomorphisme de F, a-antiautoadjoint. On
peut effectuer la méme démonstration que pour le théoreme 1page 56.

e Le troisiéme cas

La restriction p & E*, de I'action de Q, est un isomorphisme de Q sur Z (Tig+) C
GL(E"). Tl suffit de montrer que p est bijective de Q sur Z(T g+). Soit v € Q@ C GL(E) et
vt = p(7) = v+ € GL(E") sa restriction & E*. y est <-,- >- et < -,T- >-orthogonal,
donc commute avec T, donc, y*T =Ty et p(Q) C Z(Tp+).

Soit y* € Z(Tjg+) C GL(E™); v admet alors un unique prolongement 5 € Q C
GL(E). En effet, a est non dégénérée sur E, donc fournit un isomorphisme de E sur E*:

b b
E — E*. Notamment, ET et E~ étant totalement isotropes: E~ = ET*.
# i

A tout v* € GL(E™) est canoniquement associé un élément v~ de GL(E~) donné par:

On note ¥ = (y*,y7) € GL(E™) x GL(E~) C GL(E). C’est I'unique prolongement re-
cherché, en effet :

e 5 commute avec B. Comme 7 stabilise E¥ = ker(S F A1d), il suffit de vérifier qu’il
commute avec T', donc que: [y~,T|p-] = 0. T est antiautoadjoint, donc: Vz € E'T(2") =

—(T'(2))". Soit alors y € E~ :

donc v~.T'=T.y et le résultat.

e yest < -,- >-orthogonal. Comme ET et E~ sont chacun totalement isotrope, il suffit
de le vérifier avec x et y dans ET et E~ respectivement.

<FyFe > =< ("))t (@) >
=[N ' @) ()
=<y,(y") (v (2) >
=<y, xr >.
Ainsi, ¥ € Q et p(7) = 7.
e 7 est le seul antécédent de y*. Siy = (y+,§) € GL(ET) x GL(E™) est dans , alors:
Vy € E7,(6(y))" € (E)" et:

1

0) = 7)) =<F(y),- >=<y7 ' >=<yy" >="(y") ")

donc nécessairement, § = . O
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Remarque: Les bases adaptées de ’espace ET sont ici les bases de Jordan de T g+, ob-
tenues & partir d’une décomposition Dt adaptée & T quelconque et de bases quelconques
des E',‘c", relevées en bases des D;:k 41 et propagées par les T" en bases de tous les D;—, e Qt,
donc €2, agit simplement transitivement sur ces bases.

Reste & démontrer le corollaire. Commencons par démontrer que D est non-vide.

Proposition 9 D n’est pas vide ; plus précisément, si D¥ = (D

na)a<p<n € DT # 0 est une
décomposition adaptée a T\p+, alors :

o (D) = ((D*); )a<p<n, la décomposition duale, est une décomposition de E*,
o (D) = ((D+);?q)q§p§n est une décomposition de E~ ~ (ET*)f,

e D™ = (D, )q<p<n = ((D+);ﬂ—|—1—q,n—|—1—p)4§p§n est une décomposition adaptée a (E~ ,a,T|g-),

e D= (ﬁp,q)qugn définie par ¥p,q, Dy g = D/, ® D, , est une décomposition de E
adaptée a (a,T) et a (a(-,S-),T), i.e. un élément de D.

Démonstration : Montrons déja que D~ est une décomposition de £~ adaptée a T

e Les (D, ,)q<p<n sont des relevés des drapeaux E, , relatifs & T sur E—, en effet:

* Vg <p<mn,D,,CE,, Soity dans D, ,, alors Y e (D)r i1 gnt1ps B-e y?’DZL‘ est nulle

J
si (,7) # (n+1—g¢,n+1—p). En particulier, 1” est nulle sur ker 7+1-P)=1 = ker 777,
i.e. y € (ker T"P)L = ImT™P. Donc D,, C ImT""P. D’autre part, 1’ est nulle
sur Im 7" (" H-O+ = ImTY, je. y € (ImT9)* = kerT% Donc Dy, C kerT9 et
Dy, C EpqnE~ = By,
* Vg<p<n,D,,N ker 797! = D,,N Im 7" P*! = {0}. Soit y € D,,N ker TP~ y €
ker 791, donc 0 = (T9 '(y))” = +'T9 (y’), donc 3’ est nulle sur Im79 1 =

+ _ + ’ - b +
B iiin—qt1 = jSiS%B—q-i-lDi’j' D’autre part, y € D, ., donc 3’ est nulle sur les Di,j

avec i >n —q+ 1 et donc y° = 0 et la premiére égalité est vérifiée.
Soit y € D,, NImT" P+l y = T™ P*l(z) pour un certain z de B~ et: y’ =

TPt (z)" = £'T"P+!(2) donc g’ est nulle surker T" P+ = EF | = ® D} ..
’ j<minf{in—pt+1} "’

Comme y € D, 1’ est nulle sur les D;F javec j >n+1—p, donc 3 est nulle sur les

DZT': ; avec j <i<m,ie sur BT et la deuxiéme égalité est vérifiée.
Par ces deux points, D, C E, et D, N (E,  ,+ E, ;)= {0}. Pour tous i et j, D:j et
(D+)Z§- sont de méme dimension car isomorphes, dlm DZ’ ; = dim D: 41—jnt1—; car ils sont
envoyés bijectivement 'un sur Pautre par T'"+1~(+9)| donc:

. — _ . =+
dimD,, = dimD,y g4,

dim D,
dim[E;q/(E;r—l,q + E:,q—l)]

= dimEp_’q/[(E;_l,q + E;q_l)]

et D, , est unrelevé de E, /(E, ; ,+ E, ;) dans E .
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e Les D, , vérifient: Vg <p <n,T(D,,) = D, , 4, SiyeE:

ye D;q < (V(Z,J) 7é (n‘l‘ 1 —q,n + 1 —p)’y:’D?_j — 0)

Soit y € Dy et (i) # (n+2—qn+2—p). T(y) = —'T(y’), done T(y)}p, =0«
By

:O<:>y;’D_+ :O.Or(z’—l,j—l);é(n+1—q,n+1—p),doncy:’D4+ =0.

b
Yy +
IT(D;) i—1,j—1 i—1,j-1

Par conséquent, T'(y) € D, |, 1¢et D™ est adaptée & T

La décomposition D releve donc les drapeaux (B ;)q<p<n €t vérifie: Vp,q, T(Dp ) =
5;,,_1,(1_1. Elle est (E,a,T)-adaptée: il reste & vérifier le troisitme point de la définition 1
page 53: pour tout (q1,q2) € [1,n]? et tout (k,l) € [0,n — 1]?, Tk(f)n,ql) et Tl(ﬁn,qz) sont
de somme non dégénérée si g1 = q2 = [ + k + 1, et orthogonaux sinon. Cela découle du
systéme :

k(D — Dt - — pt +f
T (Dn,ql) - Dn*k#}l*k @ ank,q1fk - ank,q1fk @ anq1+k+1,k+1

Un — Dt - —_ nt +xf
T (Dn=q2) - anl,qul ® anl,qul - anl,qul @ anq2+l+1,l+1
DS, ® D;,*(f, est non dégénéré ssi (p,q) = (p',q'), tot. isotrope sinon.

D est donc adaptée & (E,a,T'). Par construction, les 5,,,(1 sont stables par S, D est donc
également adaptée & (E,a(-,S-),T) i.e. D € D. O

Remarque: On vérifie en outre que:

— Lapplication DT +— D de DT dans D construite plus haut est bijective et commute
avec I’action de N de DT dans D,

— Toutes les décompositions de D sont stables par S, d’ou la partie directe de I’équivalence :
«(E,a,T)- et (E,a(-,S-),T)-adaptée < (E,a,T)-adaptée et S-stable».

Démonstration du corollaire. Par définition, 2 agit sur les décompositions adaptées

a (a,T) et sur celles adaptées a (a(-,S-),T), donc, agit sur D # () les décompositions

adaptées aux deux triplets. Sur les Ej, Q préserve b* et Ek( ,5+). D’ou, Q agit sur D x
25 (Stab(Ej,bF) N Stab(Ey,b*(-,S-)).

On note N = {y € Q / P’action induite par -y sur chaque E}, est triviale }. Le raisonne-
ment est alors le méme que dans la démonstration du théoréme 1 page 56. En choisissant
deux décompositions D et A de D, des bases (i des Ej, en relevant ces bases sur D et A
pour obtenir des bases de E, on montre que les actions de N sur D et de G = /N sur

Z;é (Stab(Ej,b*) N Stab(Ey,b(-,S-))) sont simples et transitives.

Enfin, p~!(N1) = N et p est bijective de N sur N*t. Soit v € €. Si y agit trivialement
sur By, vT = 7Y g+ agit aussi trivialement sur E,j' donc p(N) C N*. Si~y™T agit trivialement
sur B, t(y*) ! agit de méme sur (E})*, canoniquement isomorphe & E,, donc y~ agit
trivialement sur Ev,; et ¥ € N. Ainsi, p étant injective, N %’ NT. O

I11.2.3 Les bonnes bases

Enfin, exhibons les «bases adaptées», sur lesquelles {2 agit simplement transitivement.

Les matrices de a et B, cas ou la forme symétrique est non dégénérée et pas
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’autre.

Définition 10 Soit FE un espace vectoriel muni de deux formes bilinéaires a et b, telles que
a est symétrique non dégénérée et que b= a(-,T ) avec T nilpotent a-antiautoadjoint.

A une décomposition D = (D ;)j<i<n de E, adaptée da (a,T), et d un n-uplet (B*)2Zs
de bases des Fj,

o bE-symplectiques pour les k impairs,

e bE-orthonormées pour les k pairs,

on associe canoniquement une base B de FE, de la méme maniére que dans le cas ot a
et b sont symétriques (cf. def.8 page 63). On note encore B l’ensemble de ces bases, dites
adaptées au triplet (E,a,T) ou au triplet (E,a,b).

On considére D = (Dy q)¢q<p<n une décomposition adaptée de (E,a,T) et 5 une base
adaptée & (F,a,T) construite & partir de D. On reprend alors les objets Dy, et §i introduits
page 64 en fin de section I1.3 ; dy, = dim Ej, = dim D,, ;,1, si k est pair, bk est antisymétrique

I
et dy, est pair. E = @Dy, Vk, B(Dy) = Di. Alors, dans By 1, la matrice Matg, , (a)p, ) est
une matrice-blocs de taille k£ + 1. Si k est pair:

/

Matﬁk+1 (G\Dk.u) = : )
+Idk
—1I,,
+Idk

T Ydg /2

si k est impair, dj est pair et: Matg, ,(ap,,,) = : ,

+ di/2

a2
+Ja./2

Dans tous les cas, B =T et:

0 Iy

Ma‘tﬁk-m (B|Dk+1) =
Idk

0

On vérifie dans les deux cas que la matrice de a est symétrique, celle de a(-,B-) anti-
symétrique.

Les matrices de a et B, cas ol la forme antisymétrique est non dégénérée et
pas ’autre. Les bases adaptées se construisent de la méme facon. La matrice de a est la
méme, a ceci pres que les blocs +1;, apparaissent quand k est impair et les blocs + d_k /2
quand k est pair. La matrice de B = T est inchangée. Cette fois, la matrice de a est donc
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antisymétrique, celle de a(-,B -) symétrique.
Les matrices de a et B, cas ou les deux formes sont non dégénérées.

Définition 11 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur K muni d’une forme bi-
linéaire non dégénérée, symétrique ou antisymétrique et d’un automorphisme semi-simple
S de valeurs propres non nulles A et —\, a-antiautoadjoint. Par la proposition 8 page 79,
k = 2d, ker(S — A1d) et ker(S + A1Id) sont totalement isotropes de dimension l; on appelle
alors base adaptée a (E,a,S) une base quelconque de ker(S — A1d), complétée par une base
de ker(S + \1d) qui lui est:

— duale si a est symétrique,

— antiduale si a est antisymétrique.

Dans une telle base:

0 1 Al 0
Mat(a)z]&t(ijd g),Mat(S)Z( Od _/\Id>,

avec Jy affecté d’un signe + si a est symétrique, — sinon. Par projection, ces bases sont en
bijection avec les bases quelconques de ker S — A1d.

Définition 12 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deux formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ot B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X — A)(X — ), A € C\ R,
de partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dp 4)q<p<n une décomposition de E adaptée a
(a,T) et a (a(-,B-),T) et (B5)7_} un n-uplet de bases des Ey, adaptées a (b,S) au sens de
la définition 11 page 86.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les % en bases
des Dy, 11 et en les propageant par T en bases de tous les Dy 4. On note B l’ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Remarque: une telle base est aussi, & I'ordre pres des vecteurs, une base 8 = (87,87,
ou:
e 31 est une base de Jordan de T\ g+, ou E* =ker(B — \1d),

e 3 est une base de E= = ker(B + A1d), duale de 37 si a est symétrique, antiduale si
a est antisymétrique.

Enfin, et comme dans le cas ou a et b sont de méme nature, si D = (Dp4)q<p<n €st
une décomposition adaptée a (a,T') et & (a(-,S-),T) et S une base adaptée construite &

k—1
partir de cette décomposition, on pose Dy = @ T*(D, ). On note B, la sous-famille
i=0

de ( qui est une base de Dy, ; les T%(3, ) sont bases des T%(D, ) et on note B =
(TF1(Bk), - - ST (Bnk)sBn.k)- Alors:
e chaque B = (T* Y (Bnk),--- ;T (Bnk):Onk) st une base de Dy,
I
e F= & Dy etles Dy sont stables par B.
1<k<n

11 suffit donc de donner les matrices de a et B dans les 0. Rappelons que dy = dim EV,‘: =
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dimD"’k+1 = %dimDn’kH. Dans 41

n,

iJj;

' . 0 Iy
Matlgk+1 (a|Dk+1) — . . , ou Jj: = ( :|:Id 0 > S Mgd(K),
+Jdk

+

dy
avec des J* si k est pair, des J~ sinon. Les blocs J j; sont affectés de signes alternativement
+ et —; en effet, le bloc inférieur gauche est la matrice des a(z,y) avec £ € Dy, j1 et
y € Dy_g.1, donc des a(z,T%(2)) pour z,z € Dy, 1. Ce bloc est donc la matrice Mat gx (W) =
J(i. Le bloc suivant est la matrice des a(xz,y) avec £ € D,_1\ et y € Dy_gy1,2, donc des
a(T(z),T* (2)) = —a(z,T*(2)) pour 2,2 € Dy, 1. Il apparait donc un bloc —J(i. De cette
facon, le signe des blocs est alterné. On vérifie en outre que a est symétrique:

+Jj;

e Si k est pair, on a affaire & des blocs iij. La matrice de a comporte par ailleurs
un nombre impair de ces blocs (un seul si & = 0) donc, deux blocs iJ(;: échangés par
transposition dans cette matrice sont affectés du méme signe. Il faut donc vérifier: tJ(;: =
J;;c. C’est le cas, J;l: est la matrices de by, symétrique.

e Inversement, si k est impair, on a affaire & des blocs +J 4 la matrice de a comporte
un nombre pair de ces blocs donc deux blocs iJ(;: échangés par transposition sont affectés
d’un signe opposé. Il faut donc vérifier: tJ;;C = —J&:. C’est le cas car by, est antisymétrique.

Pour finir:
AIdk ,dp IQdk

)\Id ,d T
Ma‘tﬁk+1(B\Dk+1) = Rl

Iy,
AL dp,d,

ITI.3 Quand K =R

I11.3.1 Préliminaire

Sur quel espace effectuer ’étude? E est un espace vectoriel sur R, soit EC son complexifié.
D’apreés la proposition 8 page 79 :

1 1
EC= & ES= & E°({\—A\})
0<i<k {X—-A}cS

ou la premiére expression reprend les notations de la proposition 1 page 49, ou S est le
spectre de B, ot EC({\, — A\}) = EF = ker(S® — X\;Idyc)(SC + A Idge) si A # 0 et
{A\, = A} = {N, — N} et ot E€({0}) = E§ = ker SC. La somme est a- et b-orthogonale.
Cette décomposition est la plus fine possible avec cette propriété. La décomposition la plus
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fine de E espace réel est donc:

5= B({0)) & (

D
{A—=A}CS et AeR*

1 1 _
E({A,—A}))ea< & E({A,A})>

{MA}CS et ACiR*

& ( B B({\, — A%, — X}))
{A=2A,—A}CS et AZRUIR
ou:
—siAe R, E({\, — A\}) = ker(S — AId)(S + AId),
— si X €iR*, E({A\}) = R[ker(SC — A1dge)(SC — X1dgc)],
— si A € RUGR, E({\,— A\, —X}) = Rlker(SC — Adge) (SC+ A 1dge) (S€ — X1dge) (SC+
Xdge)).

On se restreint donc dans la suite a l'un de ces sous-espaces E(E), ot € C S il sera
noté E. p le polynome minimal de B est donc du type X, (X —A)(X +A) avec A € R* UiR"
ou (X — A (X + A)(X =N (X 4+ ) avec A &€ R* UiR*.

I11.3.2 Structure et action de 2

Théoréme 6 Cing cas apparaissent :

e La forme symétrique est non dégénérée, l’autre est dégénérée

On note alors a la forme symétrique, b antisymétrique, b est dégénérée, donc B a
la valeur propre zéro et on est dans le cas P = X, B = T. Alors: Q agit simplement
transitivement sur D X Hz;é Stab(Ey,by), ot D est l’ensemble des décompositions de E
adaptées a (a,T'). Plus précisément, Q est isomorphe & un produit semi-direct N x R, ot :

~ N = {y € Q / l'action induite par v sur chaque Ej, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

- R = Q/N agit simplement transitivement sur HZ;(l) Stab(Ey,by) ~ <H0§k<n Orp 51 (K)) X

k pair
(H0<k<n’k impair OPdy, (K)) oti dy, = dim B}, et ot (1,5), avec k pair, est la signature
de b* bilinéaire symétrique sur Ek . Les dy avec k impair sont des entiers pairs. En
particulier R ~ (H0§k<n Orp 51 (K)) X (H()S]Kn Spa, (K)) R est réductif.
k pair k impair
Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-
potence de T, les (rk,sk)z;é, k pair €t les (dk)z;é, k impair-
e La forme antisymétrique est non dégénérée, l'autre est dégénérée
On note alors a la forme antisymétrique, b la symétrigue, b est dégénérée, donc d nou-
veau P = X, B =T et le méme résultat est vérific: Q agit simplement transitivement sur
D x Hz;(l) Stab(Ey,by), ou D est l’ensemble des décompositions de E adaptées a (a,T'). Plus
précisément, Q est isomorphe a un produit semi-direct N X R, ot :

- N = {y € Q / Paction induite par v sur chaque Ej, est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de ), nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D,

~ R=Q/N agit simplement transitivement sur [ [}_, Stab(Ej,bg) ~ <H05k<n Spa, (K)) X

k pair
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(HOSk(n Ory 51 (K)) oty dp = dim Ey, et ot (r,5%), avec k pair, est la signature de
B k impair .
bk bilinéaire symétrique sur Ejy . Les dy avec k impair sont des entiers pairs. En
particulier R ~ <H0§k<n Spa, (K)) X (H0§k<n Orp 51 (K)) R est réductif.
k pair k impair
Les invariants de la situation, c’est-a-dire du couple (a,b), sont donc n lindice de nil-

n—1 n—1
potence de T', les (TksSk)p—o. k impair €6 165 (dk)E=0, K pair-

e Les deux formes sont non dégénérées
On choisit alors de prendre pour a la forme symétrique, pour b 'antisymétrique. b est
non dégénérée, donc E peut étre de trois types.

a) E=E({\ —)A}), \eR

P est du type (X —A)(X +)X), A € R*. La situation est exactement la méme que dans le
cas algébriguement clos, R remplacant K. Q agit fidélement sur ET = ker(B — \1d)", cette
restriction p est donc un isomorphisme de Q sur Qf = p(Q) C GL(E"Y). Qt = Z(T|g+)
est le commutant de T, i.e.: QT = {y € GL(E™) |/ vT = Tv}. Donc, Q est isomorphe au
commutant d’un endomorphisme nilpotent de ET.

b) E = E({\\}), X € iR

Q agit sur E' = ker(SC — X1dc), espace TC-stable muni de la forme sesquilinéaire non
dégénérée a : 21,29 — a(z1,22). En notant D' ’ensemble des décompositions de E' adaptées
a (a,T), Q agit simplement transitivement sur D' x Hz;é U(E'b) ot by est une forme
sesquilinéaire non dégénérée sur E','C, canoniquement associée & by, bilinéaire non dégénérée
sur Ey. Plus précisément, Q >~ N X R, ou:

-~ N = {y € Q / laction induite par +y sur chaque E}, est triviale }. Cest un sous-
groupe distingué de 0, nilpotent d’indice < 2n—1, qui agit simplement transitivement
sur D',

~ R=Q/N agit simplement transitivement sur [[{—y U(E"by,) = T17Zg Ury.s 0% (Tks5%)
est la signature de by, sur E' ; v+ s, = dy, = dim E},. En particulier R ~ T17=0 Ure.si -
R est réductif.

c) E=E({\ — A\ — A}, A¢R UiR*

P est du type (X —A)(X + A)(X =N (X +X), A € R*. La situation est similaire a celle
du cas algébriqguement clos. Comme en a), Q agit fidélement sur Et = ker(B® — ATdgc),
cette restriction p est un isomorphisme de Q sur Qt = p(Q) C GL(E™). Or, Q" = Z(T|5+)
est le commutant de T, i.e.: Qt = {y € GL(E") /| 4T = T~}. Donc Q est isomorphe au
commutant d’un endomorphisme nilpotent de ET.

Remarque: Dans les cas a) et c), on peut détailler 'action de Q ~ Z(Tg+) sur ET.
Notons D+ ’ensemble des décompositions adaptées de (E+,T| g+). Alors Q est isomorphe &
un produit semi-direct N x G, ou:

e N = {y € Q / I'action induite par v sur chaque E; est triviale }. C’est un sous-
groupe distingué de €, nilpotent d’indice < 2n — 1, qui agit simplement transitivement sur
D,

e G = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é GL(E;). En notant dy = dim E;: :

— dans le cas a), G agit simplement transitivement sur Hz;é GLg4, (R),
— dans le cas ¢), G agit simplement transitivement sur Hz;(l) GLg, (C).
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Les invariants de la situation sont donc dans les deux cas les dj, invariants de Jordan de T’
sur Et.

Démonstration:
e Les trois premiers cas, ou la ou les valeurs propres de B sont réelles

La situation est la méme que dans le cas algébriquement clos, et la démonstration
identique & celle du théoreme 5 page 80. Seuls les deux premiers cas different légérement :
les groupes orthogonaux qui apparaissent sont désormais affectés d’une signature (r,sk).
Quand la forme dégénérée est la forme antisymétrique, c’est le cas pour les O(Ek,ék), k
pair, et quand la forme dégénérée est la forme symétrique, pour les O(E},by), k impair.

e Le cas oil les valeurs propres sont imaginaires pures # 0: E du type E({\,A}), A € iR*

Ici, E' = ker(SC — A1dgc) = ker(S€ — X1dgc) = ker(S© + A1dgc) donc, par la proposi-
tion 8 page79: E est a-non dégénéré et: EC = E' @ E', chaque facteur de la somme étant
a-totalement isotrope. La forme sesquilinéaire a : 21,22 — a(z1,22) est donc non dégénérée
sur E'. Q stabilise E' et son action y commute avec T ; elle commute aussi avec la conju-
gaison complexe, donc preserve a. Réciproquement, si v € U(FE’',a) commute avec TC et
avec la conjugaison complexe — c’est-a-dire stabilise RE' —, il agit alors sur E = E' @ F,
commute avec TC et préserve a, donc est dans Q (Q a une action diagonale sur E' @ F)
La représentation de Q dans U(E’,a) est donc fidele et Q ~ U(E',a) NU(E',a( - ,T|%, -)). On

obtient alors le résultat par application du théoréme 4 page 68 & (E' ,g,Tf%,).

e Le cas ot les valeurs propres sont ailleurs: E du type E({\, — A\, — A}), A € R* U4R*

Notons E* = ker(SCFAIdge) ; alors EE = ker(SCFAIdgc) et E= ET®OE - ®ET®E-
car A € R* U4R*. Par la proposition 8 page 79, a est non dégénérée sur ET @ E~ et () agit
sur cet espace. Comme ’action de {2 commute avec la conjugaison complexe, sa restriction
A ET @ E est fideéle . Notons ff et b les deux isomorphismes réciproques induits par a entre
(ET)* et E~. On montre alors, comme on I'a fait pour le théoréme 5 page 80, que: v € 2
ssiy = (yT,y7) olt:

e vt € GL(E") commute avec T|%+,

oy =fol(y") lobe GL(E).

De nouveau donc, la restriction de Paction de & E* est fidele et ) agit comme le centra-
lisateur de Tjp+ O

Dans les trois derniers cas, on a décomposé I’action de 2 sur un sous espace de E ou de
EC. On peut en déduire la facon dont  agit sur E.

Corollaire 4

Si E est du type E({\, — A}), A € R*, la situation est la méme que dans le cas algébri-
quement clos. L’ensemble D des décompositions de E adaptées simultanément a (a,T) et a
(a(-,S),T) est aussi l’ensemble des décompositions adaptées a (a,T') et stables par S. Il est
canoniquement en bijection avec D : si D = (Dpg)q<p<n € D, DT = (Dp g N E)g<p<n €
D*. L’application réciproque est: D — D, oti D = (ﬁp,q)quSn = (Df,®

(Dp_,q)qépsn = ((D—l—):zu—kl—q,n—kl—p)(ISpSn' De plus :

p,q) q<p<n GUEC

e L’action de N sur DT commute avec cette bijection. Donc: N = {y € Q / l’action
induite par vy sur chaque Ey, est triviale } et N agit simplement transitivement sur D.
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o G = Q/N agit simplement transitivement sur Hz;é (Stab(Ek,l}k) N Stab(Ey,bk (- .S )
s (Stab(Ey,b%) N Z(8)) ~ [T}—y GLay (R).

Si E est du type E({/\,X}), A € 1iR*, 'ensemble D des décompositions de l’espace réel
adaptées simultanément a (a,T) et a (a(-,S-),T) est aussi l’ensemble des décompositions de
E adaptées a (a,T) et stables par S. D est canoniquement en bijection avec D' : Si D € D,
si DC est sa complezifiée, D' = (E' N D), ,)q<p<n €st une décomposition de E' adaptée
d (a,T). L’application réciproque est: D' — D = (ﬁp,q)qﬁpﬁn = (R(D} , & D}, ))q<p<n-
Alors :

e L’action de N sur DT commute avec cette bijection. Donc: N = {y € Q / laction
induite par v sur chaque Ej, est triviale } et N agit simplement transitivement sur D.

e R agit simplement transitivement sur Hz;(l) (Stab(Ej,b*) N Stab(Ey,b4(-,S-))) =

io (Stab(Ey,0¥) N Z2(8)) ~ TTizo U(Ey.bk) = TTizg Uresi (O).

Si E est du type E({\, — M\, — A}), A € R* U4R*, ’ensemble D des décompositions de
Uespace réel E adaptées simultanément a (a,T) et a (a(-,S-),T) est aussi l’ensemble des
décompositions adaptées a (a,T) et stables par S. Il est canoniquement en bijection avec
Dt :si D= (Dpg)g<p<n € D, DT = (Dg:,q N ET)q<p<n € DF. L’application réciproque est :
D* = D, 0d D = (Dpg)g<p<n = (R(Dyy @ Dy g @ Dig © Dpg))q<p<n avec (Dyq)q<p<n =
((D+);{L17q,n+1fp)q3pén- De plus :

o N agit simplement transitivement sur D,

e G agit simplement transitivement sur HZ;(I) (Stab(Eg,b*) N Stab(Ey,b*(-,5-))) =

"~ (Stab(Ey,b%) N Z(S)) = [1rZy GL(E}) ~T1iZs GLa, (C).

Dans le premier et le dernier cas, les invariants de la situation sont les dy, invariants de
Jordan de T\g+. Le deuziéme cas est plus compleze, les invariants sont les (Tk,SK), Signatures

des b* sur les Ek.

Démonstration : Le premier cas est identique au cas algébriquement clos, les deux autres
tres similaires: on reproduit dans tous les cas le raisonnement du corollaire 3 page 81.

I11.3.3 Les bonnes bases

On peut a présent définir les bases adaptées a chaque situation, bases sur lesquelles, par
construction, 2 agit simplement transitivement.

Les matrices de a et B, cas ol la forme symétrique est non dégénérée et pas
Pautre.

Définition 13 Soit E un R-espace vectoriel muni de deuz formes bilinéaires a et b,telles
que a est symétrique non dégénérée et que b = a(-,T ) avec T nilpotent a-antiautoadjoint.
On définit les bases adaptées a (E,a,T), ou (E,a,b) de la méme facon que dans le cas
compleze (cf. def. 10 page 85). Cette fois cependant, les bases 3¢ des Ey, k impair, sont
b*-pseudo-orthonormées, de signature (r,sy).

i
On reprend les objets et notations de la section III.1. E = @Dy, T(Dg) C Dy. La
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matrice de a|p,,, dans ;1 est une matrices-blocs de taille k + 1. Si k est pair:

( +I"'k;5k

Matﬁk+1 (a’|Dk+1) = : ’
+Irk53k
-1

TksSk
+I7‘k55k

a2\

si k est impair, dj est pair et: Matg, , (a|p,,,) = .
+Jd_k/2

- a
a2

et on vérifie encore que la matrice de a est symétrique. Dans tous les cas, B =T et:

0 I4,

0
Matﬂk+1 (‘B|Dk+1) =
Idk

0

Les matrices de a et B, cas ol la forme antisymétrique est non dégénérée et
pas ’autre. Les bases adaptées se construisent de la méme facon. La matrice de a est la
meéme, a ceci pres que les blocs 1, 5, apparaissent quand k est impair et les blocs £ d_k /2
quand k est pair. Cette fois, la matrice de a est donc antisymétrique. La matrices de B =T
est inchanggée.

Les matrices de a et B, cas ou E est du type E({\, — A}), A € R*.

Les bases adaptées se définissent comme dans le cas algébriquement clos et les matrices
sont les mémes.

Les matrices de a et B, cas o1 E est du type E({\,A}), A € iR*.

Définition 14 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée a, symétrique ou antisymétrique et d’un automorphisme semi-simple S de
valeurs propres imaginaires pures non nulles X et X\, a-antiautoadjoint. Par la proposition
8page 79, k est pair, on notera k = 2d. Une base 3 de E sera dite adaptée a (a,S) si:

B = ()%, (i) r), Vi = %w L 5),y = %(—zj +7),

ot (,Zj)?:1 est une base compleze de ker(SC — M\1dgc) C EC, pseudo-orthonormée pour la
forme sesquilinéaire non dégénérée a, définie par: a = a(-,~) si a est symétrique et par:

a = —ia(-,~) sinon. On note (r,s) la signature de a; r+ s =d.
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Dans la base ((zj)?zl,(z_j)?zl) de EC:

e si a est symétrique: Mat(a) = ( Irs 0 ) ,Mat(a) = ( 0 Ins >,

0 Ir,s Ir,s 0
e si a est antisymétrique: Mat(a) = ( IB’S 2 ) ,Mat(a) = ( z? 116’5 ),
—dps —Ups

e dans tous les cas: Mat(S) = < Aéd X(} ) .
d

Dans une base adaptée 8 de E:

Mat(a) = ( 16’5 I7(')s > si a est symétrique, Mat(a) = ( _%S ITO’S ) sinon et :

0 —I/Id

Mat(S) = Ad = ( VId 0

),ofl)\:iu,ueR*.

Définition 15 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deux formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ou B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X — A\)(X — X), X € iR, de
partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dpq)q<p<n une décomposition de E adaptée a
(a,T) et a (a(-,B-),T) et (B5)}Z} un n-uplet de bases des Ey, adaptées a (b,S) au sens de
la définition 14 page 92.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy, 41 et en les propageant par T en bases de tous les Dy 4. On note B I’ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

Soit D = (Dp4)g<p<n une décomposition de E adaptée a (a,T) et & (a(-,B-),T); on

considere alors la décomposition habituellede E: E = EJéka. Les Dy, sont stables par B. On
choisit # une base adaptée a (F,a,b), elle fournit par restriction une base S de chaque Dy.
Rappel: ici dp = dim Ev,‘: = %dim Dy 1. Dans Bj+1, la matrice de a est une matrice-blocs
de taille £ + 1. Si k est pair:

-I-Irk sSksTk Sk \

N 1, 0
Ma‘tﬁk‘f'l (a|Dk+1) = ' ,ou IT,S,T,S = < 85 Ir s
+I7'k 35Sk TksSk ’

—1,

TksSksTksSk }

€ My(r 1.4)(K).

+Irkiskirkisk

Si k est impair:
( _Jaysk

' - 0 I
Ma’tﬂkﬂ (a|Dk+1) = ’ , ou Jr,s = ( -1, 88 >
_|_J— T8

Tk>Sk

_J"'kaSk

+J5

TksSk
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Les blocs sz sont affectés de signes alternativement + et —; voir le raisonnement effectué
page 87 en fin de section II1.2. On vérifie de méme que a est dans les deux cas symétrique.
Enfin, quelle que soit la parité de k:

Ag, Iog,

Aoy _ -

Ma‘tﬂk+1 (B|Dk+1) = dk . ou Adk = ( v, 0 ) avec \ = iv € iR*.
: IQdk k

Ag

k

Les matrices de a et B, cas o1 E est du type E({)\, — \,A, — A}), A € R* U iR*.

Définition 16 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée a, symétrique ou antisymétrique et d’un isomorphisme semi-simple S de
valeurs propres ni réelles ni imaginaires pures £\ et £, a-antiautoadjoint. Nécessairement,
k est multiple de 4, on notera k = 4d. Une base B de E sera dite adaptée a (a,S) si:

_ _ . 1 — 1 —
ﬁ = ((xj)g:b(yf);i:h(% )g:la(yi )?:1)5 VZ,.’II?: = _(Zz:t +zlzt)’y1:|: = —(_Zz:t +zz:t)a

V2 iv2

ot (2;7)L, est une base de ker(SC — AIdgc) C EC et ou (2])L, = ((z+):ﬂ)g:1. (z7)L, est

une base de ker(SC + A\Idyc).

Dans la base ((zj)gzl,(zj)gzl,(z;)le,(z)le) de E®: Mat(a) = JJ; si a est symétrique,

Mat(a) = J,, si a est antisymétrique et :

My
Mat (S) — Ma .

-y
Dans une base adaptée 0 de E:

0 Iyq

Mat(a) = J(Zd = ( 0 Lad ) si a est symétrique, Mat(a) = J, ( Iy 0

Iijg O
Ag 0
Mat(S):( Od —Ad)'

Définition 17 Soit E un espace vectoriel de dimension k sur R muni de deux formes
bilinéaires non dégénérées a et b telles que a est symétrique et b = a(-,B-) ot B est un
automorphisme a-antiautoadjoint de polynéme minimal P = (X —A\)(X = A)(X +A)(X + ),
A € C\ (RUiIR), de partie nilpotente T d’indice n. Soit D = (Dy, q)q<p<n une décomposition
de E adaptée d (a,T) et a (a(-,B-),T) et (B5)7—y un n-uplet de bases des Ey, adaptées d
(6%,S) au sens de la définition 16 page 94.

On leur associe canoniquement une base B de E, obtenue en relevant les B* en bases
des Dy 41 et en les propageant par T en bases de tous les Dy 4. On note B I’ensemble de
ces bases, dites adaptées au triplet (E,a,B) ou au triplet (E,a,b).

) sinon et :

Dans une telle base, et encore avec les mémes notations, Matg, , (a‘ Dy +1) est une matrice-
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blocs de taille k + 1. Dans Sj41:

+
:*:Jdk ydk

Matg, (ale+1) = n ' )
+Jdk »dk

n - Jdk N>
+ Jdk »dk

avec des J;; d si k est pair, Jd_k d sinon. Quelle que soit la parité de k:
lek Iq,
LI .. X R A 0
Matg, ., (Bp,,,) = e you L= ¢ € Myy(R).
4dy,
Lg,)

La dimension de F est dans ce cas multiple de quatre.
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Annexe: table des notations, table
récapitulative des résultats

On récapitule ici la forme des matrices de a et de B dans les bases adaptées de chaque
cas. On a placé ici aussi le rappel des notations utilisées pour certaines matrices apparaissant
fréquemment. Commengons par une remarque.

Corollaire 5 (de la proposition 2 page 53 et des propositions 1 et 8 pages 49 et 79) Soit
V un K-espace vectoriel muni de deux formes réflexives a et b, a étant non-dégénérée.
On note B l’endomorphisme tel que: b = a(-,B-) et on suppose que B admet une unique
décomposition B = S+ N avec S semi-simple, N nilpotent, SN = NS. On note p =[], P;"
le polynome minimal de B, les P; étant irréductibles, premiers entre eur deuzr d deux,
et & = O(a) N O(b). Alors, les seuls sous-espaces non dégénérés de E, stables et non
décomposables en somme directe a-orthogonale stable, sous l’action de Q, sont:

(i) Sia et b sont de méme nature : les sous-espaces caractéristiques ker P, (B) de B.

(ii) Sia et b sont de nature opposée : les sous-espaces ker(P;"i (B).P;"(—B)). On rappelle
que dans ce cas, P(X)|p = P(—X)|p.

La somme directe, a- et b-orthogonale, de ces sous-espaces, est égale a V.

Remarque: Pour que tout endomorphisme B de End(FE) admette une décomposition
B = S 4+ N comme requis dans le lemme, il suffit que K soit parfait; voir la remarque
de la page 56. Si ce n’est pas le cas, le présent résultat s’applique & K et E ®@x K, ou K est
la cloture algébrique de K.

Démonstration : par les propositions 1 et 8, pour chacun des deux cas successivement
énoncés, les espaces ker P/"/(B) ou ker(P,"(B).P;"(—B)) sont non dégénérés, stables. Par
la, proposition 2, leurs sous-espaces {)-stables sont les E,, = ImT" P N ker T%, qui sont
dégénérés s’ils sont sous-espaces stricts, d’ou le résultat. O

Remarque: Dans le cas (ii), ou a et b sont de nature opposée, et pour les indices 7 tels
que P;(X) # Pi(—X) (i.e. les racines de P ne sont pas dans iR; ce sont les dernier et
avant-avant-dernier cas de la table 2), alors ker(P;"'(B)P;"(—B)) est décomposable (d’une
unique fagon) sous I’action de Q:

ker(P[" (B)P(~ B)) = [ker P/ (B)] @ [ker P (~ B)]

Cette somme n’est cependant pas a-orthogonale ; au contraire, chacun des deux sous-espaces
stables est a-totalement isotrope.

Soit donc {a,b} une paire de formes réflexives sur un R-espace vectoriel
V, avec a non dégénérée, et E C V un sous-espace non dégénéré, stable
et indécomposable sous ’action de 2 = O(a) N O(b). Le polynéme minimal
de B est noté P™, avec P premier (cas (i) du corollaire et cas (ii) quand
P;(X) = P;(—X)), ou P = Q(X)Q(—X) et Q premier (cas (ii) du corollaire
quand P;(X) # P;(—X): on note Q = P;). Enfin, on considére 3 une base de E
adaptée a {a,b}.
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Alors, dans 3:

e Mat(a) et Mat(B) sont diagonales par blocs, respectivement (Ak);:;é et
(Bk)z;(}, blocs correspondant aux mémes vecteurs de base de 3.

e Les matrices A, et By sont elles-mémes des matrices carrées de taille
(k + 1)dg, ou les O sont des entiers, dans certains cas nécessairement pairs ou
multiples de 4, et éventuellement nuls sauf si Kk = n — 1. Plus précisément, les
Aj et By sont des matrices formées de (kK + 1) X (k + 1) blocs de taille Jk.
La forme de ces Ay et By est récapitulée, en utilisant cette décomposition en
sous-blocs, et selon les différents cas possibles sur la paire {a,b}, dans la table 2.

Remarque: Les (6)}_; sont les dimensions des quotients (Ej)}—, définis page 53. Des
dimensions dj ont été introduites dans ’exposé; selon les cas, dy = dimFEy, = 0, dy =
dimE}, = ;dimE, = 30, d = dimE} = dimE; = 1dimE, = 16 ou enfin d; =

. . ~+ ~ — .
dim B} = dim B, = dimE, =dimE; = }dim Ej, = 16;.

Enfin, la table 1 rappelle les notations employées pour les matrices usuelles
du chapitre.

o I, € M,(K) est la matrice identité de taille p,
I, 0
e Ir,s = ( 6 —I ) E MT'-I—S(K),
S

I 0
b Ir,s,t,u = ( 85 I, ) € Mr+s+t+u(K)a
U

+_ (0 I4
. Jd_<ﬂd o ) € M2u(K),

0 I
:t J— b
* Jr,s - (ﬂ:Ir,s 65 ) € MZ(r—I—s) (K),

e siA=pu+iveC, (uv)€R? onnote A, = ( ply —viy

vI, ul, ) € Mgy (R). A, est
de méme la matrice associée & A = pu — iv.
A
e si A, est comme ci-dessus: * L, = ( Op KO ) € My (R)
P

A, 0
*L;,:( " _Ap>eM4p(R).

TABLE 1 — Notation des matrices usuelles
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aetd
symétriques,
degP =1

A =

I

Tk>Sk

I

TksSk

avec 1 + s = 0 et avec A € R la racine de P.

aetd
symétriques,
deg P =2

Ay =

Jk/2

avec pour tout k, d; pair et
As, /2 une matrice correspondant & A € C\ R une des racines de P (voir table 1).

aetbd
antisymétriques,
degP =1

Ay =

o072

Jk/2

Tocs2

avec pour tout k, d; pair et avec A € R la racine de P.

aetb
antisymétriques,
deg P =2

A =

Toes2

avec pour tout k, 6 =0 [4] et
Ls, /4 une matrice correspondant & A € C\ R une des racines de P (voir table 1).

a symétrique
non dégénérée,
b antisymétrique
dégénérée
(ie. P=X)

Pour k pair: Ay =

Tocs2

+Irk15k

T ATEySk

+I’I"k,3k

X, I,
M,

L;k

A,
Asy 2 Iy,
Asy 2

ng

Asy /2
/\I(;k ng
)\I(;k

Isz

A,
Ls, 4 Iy,
Ly, /4

I(;k

Ls, /4

+I’I"k,8k

, pour k impair:

(Se poursuit page suivante)

TABLE 2 - Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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0 I,
0
A = : et pour tout k: By =
+J5k/2 Iy,
—J 52 0
+J 5/2
avec pour tout k impair, d; pair et pour tout k pair, r + s = dk.
a antisymétrique
non dégénérée, Mémes matrices Ay et By que dans le cas précédent,
b symétrique les formes pour k pair et k impair étant interverties, et donc avec:
dégénérée pour tout k pair, d; pair et pour tout k£ impair, ry + s = d.
(i.e. P=X)
+
+J5 /2
: Al I
a symétrique . Or/2:0%/2 L0
b antisymétrique Mg /2,6 /2".
A= . B, = k/2:0k
P =Q(X)Q(-X) | 7 e * o
Q=X-\ A€k Y - Ts
;J(Sk/Z AI‘,5k/2,‘,5k/2
+J 52

avec pour tout k, 0y pair et avec A € R* la racine de Q.

+Irk »SksTkSk

a symétrique
b antisymétrique
P premier, . _ : S
donc ici type Pour k pair: 4y = ; , pour k impair:
P=(X+))(X-)), , Flrsiomisn
A€iR* T ks Sk Tk Sk
+Irk7skﬂ’rk7sk
_J";c:sk
As, o s,
As, /2
Ay = . et pour tout k: By = k
—i__JT;,Sk I(sk
~Jres Afsk/2
+J7;c7sk

avec pour tout k, d; pair, pour k pair, ri + s = 0x/2
et avec Ag, /2 une matrice correspondant a A € iR* une des racines de P
(ici, si P est premier, ses racines sont nécessairement imaginaires pures).

(voir table 1)

(Se poursuit page suivante)

TABLE 2 - Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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+
:I:J5k/2,5k/2

a symétrique
b antisymétrique

P = Q(X)Q(~X) Ay = .
Q premier, +J6k/276k/2
= +
deg@ =2 _J<5k/2,5k/2
+J5
Ok /2,0k/2
roo.
Bk = L(sk/4 '
. I,
!
Ly, 4

avec, dans le bloc A, des J;/Q,Jk/Q pour k pair et des JJ_k/Q,Jk/? pour k impair,

avec pour tout k, o = 0 [4] et
Lgk /4 une matrice correspondant & A € C\ (R UiR) une des racines de @ (voir table 1)

(ici, nécessairement, Q@ = (X — A\)(X + A) avec A € C\ (R UR)).

TABLE 2 — Forme des matrices de a et B dans les bases adaptées, cas réel — récapitulatif.
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