Chapitre 3

Des coordonnées locales sur les
variétés pseudo-riemanniennes
irréductibles, indécomposables
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Introduction

L’objet de ce chapitre est de munir les variétés pseudo-riemanniennes de systémes lo-
caux de coordonnées les plus adaptés possible aux éventuelles propriétés de réductibilité de
I’holonomie restreinte. Expliquons-nous.

Les liens entre I’holonomie restreinte et la géométrie locale des variétés riemanniennes
sont bien compris:

e D’une part, la représentation de ’holonomie restreinte H dans ’espace tangent T, M
a une variété riemannienne M en un point m, est semi-simple. Le théoréme de de Rham
précise alors qu’en fait, cette représentation est une représentation produit, correspondant a
une décomposition de H en produit direct. Localement, la variété M se décompose de plus
en produit riemannien. Ainsi, si m est un point de M et si T,, M = M, GLB (1<$< MZ) est

(3

une décomposition de T, M en M son facteur plat et (M;);; un n-uplet de composantes
irréductibles, alors:

* Cette décomposition est unique & I'ordre prés des facteurs.

* H ~ [[, H; ot chaque H; est le sous-groupe de H qui agit trivialement sur les M;
pour j # i. Par hypothése alors, chaque H; agit irréductiblement sur M;.

% Par transport parallele, chaque M; se prolonge en une distribution parallele sur un
voisinage de m dans TM ; cette distribution s’intégre, on note M; la feuille intégrale
passant par m. Il existe alors une isométrie locale ¢ de M dans le produit riemannien
[Tiy M, vérifiant : Vi € [1,n], dpjm, (M;) = T Mi.

e D’autre part, dans chaque facteur irréductible, les propriétés de I’holonomie restreinte
correspondent & des propriétés géométriques de la variété. Tout un dictionnaire bien connu
est établi; citons seulement ici deux exemples simples:

* d =dim M est pair et H C Uy/p ssi M est kihlerienne,

* d = dim M est pair et H C SUy/9 sst M est kihlerienne, Ricci-plate.
Tout un travail consiste & déterminer les holonomies irréductibles effectivement possibles
et & trouver, s’ils existent, des exemples de variétés irréductibles pour chaque holonomie,
exemples si possibles complets ou compacts ... Ce travail est aujourd’hui achevé

Toute cette théorie s’applique semblablement aux variétés pseudo-riemanniennes, du
moins a celles qui sont totalement décomposables, c’est-a-dire dont la représentation de H
dans ’espace tangent en un point se décompose en somme directe orthogonale de sous-
espaces semi-simples.

1L 1
e La décomposition T,, M = My & ( & MZ) est unique et il lui correspond une
1<i<n

décomposition de H en produit direct et de M en produit riemannien.

e Un dictionnaire traduit les propriétés de chaque holonomie irréductible en propriétés
géométriques de la variété correspondante. La méme investigation que dans le cas rieman-
nien est & mener.

Remarquons également qu’'un autre type de représentation semi-simple est encore possible.
L’espace tangent peut se décomposer en somme directe de deux sous-espace totalement
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isotropes stables: T,, M = I @ J. Nous ne traiterons pas ce cas ici. Il a été abordé par
A Tkemakhen et L.Bérard Bergery (voir [BBI9T7]).

Un phénomeéne nouveau peut cependant apparaitre avec le cas pseudo-riemannien. La
représentation de 1’holonomie restreinte H sur I'espace tangent T,,M en un point m de
M peut ne pas étre semi-simple. Si en effet un sous-espace isotrope de T,, M est stable
par holonomie, il n’admet pas nécessairement de supplémentaire stable. Dans ce cas, 1’es-
pace tangent est alors réductible sous ’action de H, mais pas décomposable : il n’admet pas
comme plus haut de décomposition en somme directe de sous-espaces stables, irréductibles
ou plats. Dans ce cas nouveau, la structure stable sur T,, M est un drapeau — ou plutoét,
généralement, plusieurs drapeaux — et non plus une somme directe.

Ce dernier cas n’a, lui, été que trés peu exploré. On peut pourtant se poser les deux
mémes types de questions que quand T,, M est totalement décomposable :

e Dans ce dernier cas, la décomposition de T,, M correspondait & une décomposition
de M en produit riemannien local. A quelle structure géométrique locale, s’il y en a une
identifiable, correspond le réseau de drapeaux dans le cas indécomposable? Des fibrations,
des produits tordus, autre chose?

e Si, outre la stabilisation de différents drapeaux, I’holonomie vérifie d’autres propriétés,
a quelles propriétés supplémentaires de ces structures correspondent-elles, s’il est possible
de Véclaircir?
Notamment, dans le cas lorentzien, A.lkemakhen et L.Bérard Bergery ont exhibé dans
[BBI93] les différentes holonomies indécomposables possibles. On peut alors se demander
si elles apparaissent effectivement comme holonomie de certaines variétés lorentziennes et
essayer de classifier exactement ces dernieres. C’est une des motivations des deux questions
listées plus haut.

Paradoxalement donc, alors que le cas totalement décomposable, étudié depuis long-
temps, n’offre plus que peu de problémes ouverts — mais alors les plus ardus — le cas
indécomposable est presque vierge. Ainsi, le travail qui suit part de presque zéro: diffi-
culté et chance. Aucune «artillerie lourde» n’est disponible et tout est a inventer; le lecteur
sera, d’ailleurs amené & se familiariser avec tout un bestiaire d’objets canoniques intro-
duits au long de 1’exposé. Mais d’autre part les seuls prérequis sont les théorémes de de
Rham-Wu et de Ambrose-Singer sur ’holonomie et, pour un corollaire, le résultat cité plus
haut de A.Tkemakhen et L.Bérard Bergery. Le raisonnement, lui, ne repose que sur des
résultats et techniques du patrimoine commun des mathématiques : essentiellement la suite
de Jordan-Holder d’une représentation et le théoréme de Cauchy-Lipschitz sur les équations
différentielles ordinaires.

A quelles structures ou propriétés géométriques locales correspondent donc les propriétés
de réductibilité de I’holonomie restreinte, lorsque celle-ci agit de facon indécomposable?
Dans I'inconnu de départ, on a choisi d’aborder cette question par I'outil le plus modeste et
le moins abstrait, mais aussi le plus «tout-terrain» : des coordonnées locales. Elles semblent
adaptées a un premier tatonnement ; si elles mettent en évidence des propriétés plus abstrai-
tement caractérisables de la géométrie locale, il sera toujours temps ensuite de les mettre
en évidence pour elles-mémes. Inversement, la structure de produit riemannien local qui
apparait dans le cas totalement décomposable a une traduction en termes de coordonnées:
il existe sur M au voisinage de m un systeme de coordonnées produit, i.e. un systeme de
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coordonnées ()", = ((y;);“:l)?:l dans lequel la métrique g prend la forme:

g9'(yh)
Mat(g) =
9" (")
ou le 7¢me bloc correspond aux coordonnées (y;'-);-il, et n’est fonction que desdites co-
ordonnées. On se propose donc dans ce chapitre de construire sur une variété pseudo-
riemannienne (et notamment lorentzienne, avec en vue dans ce cas la question notée plus
haut) indécomposable, des coordonnées qui rendent au mieux lisibles les propriétés de
réductibilité de I’holonomie locale. «Au mieux»: on verra en effet qu’il n’existe pas de
systeme canoniquement préférable & tout autre, comme le systéme de coordonnées produit
peut étre canonique dans le cas totalement décomposable.

A dire vrai, pareille entreprise a déja été menée. Il y a cinquante ans en effet, A.G.Walker
a proposé des coordonnées locales particulieres sur les variétés M indécomposables admet-
tant une distribution totalement isotrope paralléle (voir [W49] et [W50a]). Si X C T,, M
est totalement isotrope, stable par holonomie alors T,, M admet le drapeau stable:

{0}c X c X+ c T M.

Walker construit alors des coordonnées que nous noterons ((z;)™ (1) ,,(zi)™,), ot les d;

premieres coordonnées parametrent les feuilles intégrales de la distribution X et les d; + do
premiéres les feuilles intégrales de la distribution X*. Dans ces coordonnées, la métrique g
prend la forme:

0 0 Iy
Mat(g) = 0 A H |,
I, 'H B

ou les sous-matrices A et B sont symétriques et ol A et H ne dépendent pas des coordonnées
(m,)fél Semblablement (voir [W50b]), il propose des coordonnées du méme type dans le
cas, plus général, ou T,, M admet un sous-espace partiellement isotrope stable Y. Le noyau
Y NY' deY est alors totalement isotrope stable et T,, M admet le réseau stable :

{O}CYﬂYJ‘C{ gL

} CY+YtcTaM.
Les coordonnées proposées par Walker parameétrent alors les feuilles intégrales des diverses
distributions paralléles de ce réseau.

Cependant, ces coordonnées présentent deux insuffisances:

e Elles sont trés loin d’étre uniques. Il existe par exemple une infinité de systémes de
coordonnées de ce type, qui coincident sur une feuille intégrale de X1. Techniquement, ils
sont construits comme une solution, arbitrairement choisie, d’un systeme différentiel qui
en admet plusieurs. Beaucoup d’éventuelles propriétés géométriques locales de la variété
risquent alors de passer inaperyes pour de telles coordonnées: notamment, les propriétés
de I’holonomie locale ne sont pas lisibles sur la matrice de la métrique dans de telles coor-
données.

e Elles ne sont «adaptées» qu’a un seul drapeau {0} C X C X+ C T,,M & la fois
— deux dans la généralisation citée plus haut.
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On tentera donc ici de rechercher des coordonnées les plus uniques possible, en un sens que
nous proposerons et, en s’appuyant sur une réflexion algébrique préliminaire, adaptées a la
structure algébrique générale de T,, M, et non au un choix arbitraire d’un sous-espace
isotrope stable. Le résultats proposé ici, nous en sommes trés conscients, n’est qu’une
petite étape vers un éventuel systéme général de coordonnées applicable a toute variété
pseudo-riemannienne. Nous avons en effet restreint 1’étude aux variétés satisfaisant deux
propriétés techniques tout a fait arbitraires. Cependant, il constitue une premiére explora-
tion et prouve 'existence de systémes de coordonnées batis selon une certaine philosophie.
Reste maintenant, avant de poursuivre, & vérifier si ces systémes peuvent avoir une utilité.
Une des motivations initiales de ce travail fournit déja une application de ces coordonnées :
elles permettent de déterminer quelles variétés lorentziennes ont, localement, les différentes
candidats holonomies possibles listés par A.Tkemakhen et L.Bérard Bergery. Ils sont tous
réalisables comme holonomies de variétés lorentziennes. Y a-t-il d’autres applications de ces
coordonnées? Le travail est & poursuivre.

Un lemme algébrique et un lemme analytique constituent le I et le IT de ce chapitre. Ils

permettent alors la construction des coordonnées au III. A titre de corollaire, le IV classifie
alors localement les variétés lorentziennes suivant leur holonomie.
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I Un lemme algébrique

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre, comme I’expose I'introduction générale, est de proposer un systéme
de coordonnées locales sur les variétés pseudo-riemanniennes indécomposables réductibles,
«adaptées» au mieux aux propriétés de I’holonomie dans ce cas : des coordonnées qui rendent
de quelque maniére «lisibles» ces propriétés. Cette entreprise suppose déja la compréhension,
ou au moins une certaine compréhension, de I’action du groupe d’holonomie restreint H sur
Iespace tangent T,, M a la variété M en un point m.

C’est 'objet de cette premiére section, purement algébrique. Oubliant momentanément
les motivations géométriques résumées ci-dessus, elle est consacrée &

I’étude d’un triplet (E,< -,- >,T")
ou E est un R-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une forme bilinéaire non dégénérée < -,- >
et T un sous-groupe de SO(E,< -, >).

On effectuera I’étude sans hypothese supplémentaire, notamment sans supposer a priori
FE indécomposable.

Notons que le cas ou ’action de I' est semi-simple est entierement connu, par application
des résultats classiques de la théorie des groupes de Lie. Il ne semble pas en revanche
exister d’étude poussée d’une telle situation algébrique dans son cas général. Notons aussi
au passage qu’'une telle étude est bien requise par le caractére pseudo-riemannien de la
variété M. En effet, si la forme < -, > est définie, I’action de I" est alors semi-simple et la
situation est la suivante:

Proposition 1 Si < -,- > est définie, alors action de ' est semi-simple et E se décompose
de fagon unique en ses composantes isotypiques :

1
1<i<N

chaque E;, comme représentation de I', étant de la forme :
(Ei7< T >‘Ez) = (G’ia< h >i) ® (]Rnia< R >can)
ot la représentation de I' est simple dans G; et triviale dans R™ .

Ce résultat se retrouvera comme cas particulier des conclusions de cette partie.

Précisons enfin I’ambition, modeste, de cette partie. Elle ne prétend pas constituer une
étude complete de la situation examinée: loin de 14! Celle-ci est en effet véritablement tres
touffue et nécessiterait pour étre traitée & fond d’autres moyens que les petits raisonnements
«manuels» qui vont suivre. Le présent exposé est une premiére exploration du probléme,
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prenant comme point de départ une idée relativement naturelle. Schématiquement, il vise
a comprendre I'interaction entre

e d’une part, des objets classiques de la théorie des représentations, comme la plus
grande sous-représentation semi-simple de E,

e d’autre part, des objets typiques du cas pseudo-riemannien qui nous occupe, les sous-
espaces totalement isotropes I'-stables de FE.

Le principe de I’étude est plus précisément développé dans la section suivante 1.2, la section
1.3 page 110 précisant, avec les premiers résultats, le sous-probleme auquel on s’attachera
particulierement. Celui-ci est traité dans la section 1.4 page 116 et le point de la situation,
en vue de la construction des coordonnées qui nous motive, est effectué dans la section 1.5
page 124.

1.2 L’idée directrice

Comme toute représentation, £ admet les deux sous-espaces canoniques I'-stables que
sont le «plus grand sous-espace semi-simple» et le «plus petit sous-espace de quotient semi-
simple», explicités plus bas. En un sens, ce sont les sous-espaces les plus immédiatement
remarquables d’une représentation quelconque (voir par ex. [Bour]).

D’autre part, la représentation de I' dans E préserve la forme < -,- >. On vérifie facile-
ment que, si £ n’admet pas de sous-espace totalement isotrope I'-stable, cette représentation
est semi-simple: la situation est comme dans le cas ou < -,- > est définie, décrit dans la
proposition 1 page 107. De tels espaces apparaissent en revanche dés que l'action de I' est
indécomposable, réductible. C’est le cas nouveau, inexistant si I' est une holonomie rieman-
nienne, qui nous intéresse. Voir a ce sujet le sous-lemme 6 page 111. On introduira donc deux
sous-espaces canoniques ['-stables de F, notés X et W, liés a 'existence de sous-espaces
totalement isotropes stables.

Le travail qu’on se propose alors est de comprendre les liens entre ces deux types d’es-
paces, espérant par 13 un premier éclairage sur la structure de la représentation de I' dans
(E,< -,->). Introduisons-les tout d’abord, c’est I'objet de cette section.

1.2.1 Des sous-espaces liés a des repésentations semi-simples induites

Sous-lemme 1 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et p une représentation
de T' groupe de Lie dans GL(E). Alors la somme de toutes les sous-représentations semi-
simples (F,p\r) de p est une sous-représentation (S,p|s) de E, semi-simple.

Définition 1 On appellera cette sous-représentation la plus grande sous-représentation
semi-simple de p, ou S le plus grand sous-espace semi-simple de E.

Remarque: Au sens de Bourbaki ([Bour], page 40.), S est la somme, directe, des compo-
santes isotypiques de E.

Démonstration du sous-lemme. Il suffit de montrer que, si (F1,0r,) et (Fa,p|p,) avec
Fy et Fy deux sous-espaces de F, sont deux sous-représentations semi-simples, leur somme
(F1+ F2,p| 4 1,) Vest aussi. Vérifions-le. Chaque Fj, i € {1,2} est semi-simple, donc Fy N F
n . .
I’est aussi donc se décompose en F1 N Fy = @ E7, ou les E’ sont simples. Comme chaque
=1
n; .
F; est semi-simple, on peut encore écrire, pour i € {1,2}: F; = (F1 N Fy) & (j:1Eg) ol
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les B! sont simples. Ainsi: F; + Fy = ( & EN) & ( @ E) e ( @ EJ), Fy + F; est somme de
j=1 j=1 j=1

sous-représentations simples, donc est simple. O

Sous-lemme 2 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et p une représentation
de T' groupe de Lie dans GL(E). Alors l'intersection de tous les sous-espaces stables F
de E, tels que la représentation induite de I sur le quotient E/F est semi-simple, est un
sous-espace R qui a la méme propriété i.e. :

si R= FﬂSF ot § = {F sous-espace de E t.q. F est stable et (E/F') est semi-simple},
€
alors R est stable et (E/R) est semi-simple.
Cet espace R est le plus petit sous-espace stable tel que E/R est semi-simple.

Définition 2 On appellera la sous-représentation (R,p|R) la plus petite sous-représentation
de quotient semi-simple de p, ou R le plus petit sous-espace de quotient semi-simple de E.

Démonstration du sous-lemme. Il suffit comme précédemment de montrer que si Fi
et Fy sont dans §, F1 N Fy D'est aussi. Quitte & remplacer E, F; et F5 respectivement par
E/(F1 N Fy), F1/(F1 N Fy) et Fy/(Fy N F), on peut supposer que F; N Fy = {0}. Mon-
trons alors que E est semi-simple. Soit 7m; : E — E/F;, i € {1,2}. Par hypothese, mo(E)
est semi-simple et F est stable, donc mo(F}) est une représentation, semi-simple. Comme
Fy N Fy = {0}, les représentations F; et mo(F1) sont équivalentes, donc F; est semi-simple;
symétriquement F» ’est aussi. Si F} + F» = E, E est donc semi-simple. Sinon, 71 (F») est

stable dans 71 (E), on peut donc écrire: w1 (E) = ( & E;)®m(F2) oun > 1 et ou les E; sont
i=1
simples, ce qui donne, comme n > 1: E = ( ¥ E!)® Fy, ol pour tout 4, E! = 77 }(E;) D Fy.
i=1

Alors: m(E) = & mo(E}) ou Vi, me(E!) ~ E! car E, N Fy = {0}; comme m3(E) est semi-
1=1

simple, chaque m2(E}) 'est aussi et donc, chaque E!. Or pour tout i, F; est stable, inclus

dans E!, donc on peut écrire: Vi, E, = E' @ F; ou E] est stable, semi-simple. Enfin donc:
n

E=(®FE')® FL®F,ouF, F; et les E sont des sous-représentations semi-simples. E
i=1

est semi-simple. O

Remarque. Ce deuxiéme sous-lemme découle également de 1’application du premier au
dual de E.

Sous-lemme 3 Si E,< -,- > est un R-espace vectoriel de dimension finie muni de < -,- >
forme bilinéaire symétriqgue non dégénérée, si p est une représentation de I' groupe de Lie
dans O(E,< -,->), alors S le plus grand sous-espace semi-simple de E et R le plus petit
sous-espace de quotient semi-simple vérifient :

R=5".

Démonstration. La représentation contragédiente de p|s sur S* et la représentation quo-
tient induite par p sur E/S~ sont isomorphes, car I'isomorphisme canonique f : S* — E/S*
commute avec I'action de p(I') C O(E,< -,- >). Or la premiére est, comme p|g, semi-simple,
donc E/S L Vest également et donc, par définition de R:

Rc St
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Réciproquement, E/R est semi-simple donc de la méme facon (RY)* Dest aussi, donc
également R et donc par définition de S':

Rt cSs.
D’ou le résultat. O

1.2.2 Des sous-espaces liés a I’existence de sous-espaces totalement iso-
tropes stables

Comme exposé dans l'introduction, le but est ici une premiere approche des triplets
(E,<-,->I'). Or, on a vu page 108 au début de cette section 1.2 que l’existence de sous-
espaces totalement isotropes I'-stables est caractéristique des phénomeénes nouveaux qui
peuvent apparaitre (représentation non semi-simple ... ) quand < -,- > n’est pas définie.
Le sous-espace de E le plus naturel & faire intervenir dans I’étude est donc le sous-espace
engendré par les sous-espaces totalement isotropes stables. On le notera W ; il est I'-stable,
et nul ssi il n’y a pas de sous-espace totalement isotrope stable non trivial. Plus exactement
on s’intéressera au réseau, canonique et I'-stable:

cw

cwawh{ S,

}C(W-I—WL)CE,

qui est trivial ({0} = W C W+ = E) ssi {0} est le seul sous-espace totalement isotrope
stable.

On verra dans le sous-lemme 5 page 111 que W N W+ = X ou X est Uintersection
des sous-espaces totalement isotropes stables, maximaux pour cette propriété, simplement
notés ici sous-espaces totalement isotropes stables maximaux. Il est lui-méme totalement
isotrope, stable. Etudier le réseau introduit plus haut revient & étudier le drapeau, lui aussi
canonique et I'-stable:

{0}yc X c Xt CE,

en s’appuyant pour cela sur les espaces W et W.

Etudions donc, comme annoncé, les relations entre S et R = S+, d’une part, et le
drapeau {0} C X C X+ C E, d’autre part.

1.3 Premiers résultats

1.3.1 Remarques préliminaires

Remarque sur la notion d’irréductiblité. Dans tout ’exposé, on appellera, irréductible
un espace F' sur lequel agit un groupe, ou simple la repésentation de ce groupe dans cet
espace F' | si les seuls sous-espaces stables de F' sous laction du groupe sont triviauz: {0}
et F. En particulier, la représentation triviale de dimension un d’un groupe est ici classée
comme simple.

Donnons déja un nom a une notion auxiliaire utilisée régulierement dans la suite.

Définition 3 Si F est un sous-espace de E, on appellera quotient non-dégénéré de F le
quotient: F/(FNF') = F/(ker < -,- >1p)-
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Trois petits résultats précisent les premiéres propriétés des sous-espaces totalement iso-
tropes stables, de W et de X.

Sous-lemme 4 Les sous-espaces totalement isotropes de E, stables sous l'action de I,
mazimauz pour cette propriété, sont tous de méme dimension.

Démonstration : Soient [ et J deux sous-espaces totalement isotropes stables maximaux
et K le noyau de < -,- > sur I + J, alors: K = 1IN J. En effet, K est totalement isotrope,
stable et K 1 I, donc K + I est encore totalement isotrope, stable. Par maximalité de I,
K+I1=1i.e K CI. Symétriquement K C J, donc K C I N J. D’autre part, comme I et
J sont totalement isotropes, (INJ) L (I +J)donc INJ D K.

Notons I et J les projetés de I et J dans (I + J)/K. Par définition de K, I + J est non
dégénéré, mais d’autre part I et J sont chacun totalement isotropes, donc en particulier
J’ = I* et par conséquent, dim J = dim I, donc enfin dim I = dim J. O

Sous-lemme 5 X = W NW. En particulier, W/X et W/X sont non dégénérés.

Démonstration : Soit (I,)qen 1a collection des sous-espaces totalement isotropes stables
maximaux de F; W est la somme des sous-espaces totalement isotropes stables, en particu-
lier donc la somme des sous-espaces totalement isotropes stables maximaux: W = +,cal,,
mais: X = Ngealy donc: X C W. D’autre part X = Ngeale C Nacals = (tacala)t =
W+ donc X C W+, Enfin W N W+ est totalement isotrope, stable, et par définition de
W:Va e, (WNW) L I,. Par conséquent, pour tout «, I, + (W NW=) est totalement
isotrope, stable. Alors par maximalité de I, (W NW) C I,. Cette inclusion est vraie pour
tout «, donc: (W NW+) C X. O

Sous-lemme 6 o Si E n’admet pas de sous-espace totalement isotrope stable non trivial
alors tout sous-espace stable de E est non dégénéré et la représentation de I' dans E est
semi-simple,

e la représentation de T dans W /X est semi-simple, W /X est somme de sous-espaces
irréductibles non dégénérés,

o si I est un sous-espace totalement isotrope stable mazimal, la représentation de I’ dans
I+ /I est semi-simple, I+ /1 est somme de sous-espaces irréductibles non dégénérés,

o si E nadmet pas de sous-espace dont le quotient non dégénéré est mon trivial, ir-
réductible, alors il est de dimension paire et ses sous-espaces totalement isotropes stables
mazimauz sont de dimension moitié.

Démonstration : Vérifions le premier point. Supposons que {0} est le seul sous-espace
totalement isotrope stable et soit F' un sous-espace stable de E. L’espace F' est non dégénéré
car FNF* est totalement isotrope stable, donc réduit & {0} ; F- est alors un supplémentaire
stable de F' et E est donc semi-simple.

Les points deux et trois découlent alors de la remarque suivante : par définition de W+
et par maximalité de I, respectivement, les espaces W+/X et I'+/I n’admettent pas de
sous-espace totalement isotrope stable.

Montrons le dernier point. On suppose que E n’admet pas de sous-espace dont le quotient
non dégénéré est non trivial, irréductible. Soit I un sous-espace totalement isotrope stable
maximal de E. Si I C I+ alors I*/I est non trivial, somme de sous-espaces irréductibles
non dégénérés par le point précédent. Soit ' un sous-espace irréductible non dégénéré non
trivial de I'/I et F son image réciproque dans I'-. Alors F ~ F/(F N F') et donc le
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quotient non dégénéré de F est irréductible non trivial. C’est impossible, donc I = I et le
résultat suit. O

1.3.2 Une restriction de I’étude

La suite est exclusivement consacrée 4 'examen de la représentation de T' dans X/ X.
En effet:

e Lareprésentation de I' dans X, sous-espace totalement isotrope, peut étre quelconque,
i.e. tout sous-groupe de GL(X) peut étre obtenu comme {vx /v € '} pour un certain
FCOE<-, >).

e Il en est de méme pour la représentation de I' dans E/X~, contragédiente de la
précédente car E/X+ ~ X*.

e Enfin dans le drapeau {0} C X C X L C E, on ne s’intéressera ici qu’aux représenta-
tions sur les quotients successifs. L’étude du probleme général n’est en effet pas directement
exploitable par le procédé de construction de coordonnées locales qui suit et qui motive ce
préliminaire algébrique ; en revanche, elle ressort typiquement des questions qui nécessitent
des moyens plus lourds d’investigation que ceux, élémentaires, utilisés ici.

La suite est donc exclusivement consacrée au quotient X/X. En fait, on étudiera
toujours I'espace E lui-méme, mais en supposant que X = {0}. Cela revient au méme et
allege les notations. Donc:

dans toute la suite, on suppose nulle ’intersection des sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux de E, i.e. on suppose que X = {0}.

Remarquons qu’alors, par le sous-lemme 5 page 111:
E=WoWw'.

Par le deuxiéme point du sous-lemme 6 page 111, W est somme directe de sous-espaces
irréductibles non dégénérés ; il se comporte comme si < -, - >t était définie, i.e. comme
dans la proposition 1 page 107. Reste & examiner W.

Notation. On notera désormais dw la dimension de W, dw. celle de W et dj celle,
commune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaces totalement isotropes stables maxi-
maux.

I.3.3 Le cas ou dw = 2d;

Un sous-cas particulier. Remarquons que si dw = 2d; et que de plus deux sous-
espaces totalement isotropes stables maximaux I et J suffisent & engendrer W, alors ils
sont nécessairement en somme directe: W = I @ J. La représentation de I' dans I peut
étre quelconque et celle de I' dans J ~ I* lui est contragédiente. Par conséquent: {y €
SOW,< -,->) [ v(I)=1TIet y(J) =J} ~ GL(I) ~ GL4 (R).

Si strictement plus de deux sous-espaces totalement isotropes stables maximaux sont
nécessaires pour engendrer W —ce qui est possible—, la situation se complique, mais en
gardant une parenté avec le cas ci-dessus. C’est le lemme 1 qui suit.
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D’autre part, notons également que le cas dw = 2di est remarquable car c’est un cas
extrémal :

— la dimension des sous-espaces totalement isotropes stables est la plus grande possible
dans leur somme W,

— ces sous-espaces vérifient alors: I = I+
— et bien sir ils engendrent toujours W.

Les sections suivantes montreront de plus qu’en fait on peut toujours, dans le cas général,
décomposer W, de facon non nécessairement unique, en somme directe orthogonale d’un
sous-espace de ce type —vérifiant encore une propriété supplémentaire— et d’un sous-espace
totalement réductible.

Cette section exhibe une propriété caractéristique du cas dw = 2dy, donnant une idée
de la structure de la représentation de I' dans ce cas. Elle montre également ainsi en quoi
ce cas, effectivement particulier, peut étre intéressant & mettre en exergue. Encore une fois
cependant, elle est loin d’épuiser la question ; dans I’état actuel du procédé de construction
de coordonnées locales qui suit, les présents résultats suffisent amplement aux besoins.

Notations: On note (I;) ;-Vzl une base de sous-espaces totalement isotropes stables maxi-
maux, c’est-a-dire une famille de tels sous-espaces, engendrant W, minimale pour cette
propriété (nécessairement N > 2). Ces bases ne sont pas a priori toutes de méme cardinal ;
on peut de plus en choisir une de cardinal minimal. Si £ est une partie de [1,N], on notera
Is = Njeelj et, comme c’est ’habitude, € le complémentaire de £ dans [1,N].

Lemme 1 Soit (W,< -,- >.I') la représentation naturelle de T' C SO(E,< -,->) dans W.
Rappelons que W est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables mazimauz
et que ceuz-ci sont d’intersection nulle (i.e. X = {0}), par hypothése générale. On suppose
également que W admet une base de sous-espaces totalement isotropes mazimaux (Ij)j-\r:1
de cardinal N.

Alors, W est de dimension paire et ses sous-espaces totalement isotropes stables maxi-
mauz sont de dimension %dimW ssi W admet une suite de composition de la forme:

(Xp)E oy XD)9 ), de:{0}=XoCXiC...CX,CX;f C...CX{ C X5 =W,

e L. < N —2 (donc la suite est de longueur inférieure ¢ 2L + 1 = 2N — 3)

. XIJ;/XL est somme de deuz sous-espaces totalement isotropes stables supplémentaires
— mais peut étre éventuellement trivial.

Remarquons qu’alors, nécessairement, pour tout k de [1,L], Xy est totalement isotrope et :
b *
Xi/Xp-1 — (XkL_1/XkL) :

Démonstration. On pose:

X v L= 41 Al Xi ﬁ(+ I;)

= = . ors: = -

SR R O B I i
fE=N—1

Si N = 2, I’énoncé du lemme est immédiatement vérifié avec L = 0. Sinon, alors X est
totalement isotrope et donc X; C Xi . En effet alors: V{j,k} C [1,N],3l € {j,k}. Pour de

113



tels indices: Im C 1 et Im C I;, donc Im 1 Im et X7 est donc totalement isotrope. on
suppose désormais que N > 3.

Affirmation : Xi- est engendré par les (I; ﬂXlL);V:l. Il ’est méme, pour tout k de [1,N],
par les (I; N XlL)je[[l,N]]\k-

Pour tout j de [1,N], m # j = IiN(+nzmIy) = Ij, donc: NX:- = LN(NY_ (+nzmln)) =

m=1
NN (I; N (+nemln)) = IjN (+nz;l,). Pour montrer Paffirmation, il suffit donc de monter,
pour tout k£ de [1,N], I'inclusion:

N

n (+ In> C + (Ijm(+ In)).

i=1 \n#j ik n#i
Soit donc = dans Xi- = ﬂé\;l(—kn#j I,,), en particulier = est dans 4+, I;, donc peut s’écrire
x = +jzxx; avec: Vj € [LLN]\ {k},z; € I;. Alors, pour tout j de [1,N] \ {k}: z; =
el S mjr) ; £ € X{ donc = € 4y I, et pour tout j' de {5k}, zj0 € Iy C +pj I
Par conséquent, z; € +,.;I,. D’autre part z; € I, donc z; € I; N (4p2; In). Comme
T =42 T, € +j2i (I; N (+n2In)), c’est le résultat annoncé.

Notons & présent m; la projection canonique: W — W/X;. Par I'affirmation, Xi-, donc
également (X f‘), est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables du type
(I ﬁXf‘)j-V:l —respectivement du type (m (I} ﬂXf‘))j.V:1 pour 71 (Xi). Ces derniers sont de
plus de dimension moitié dans 71 (Xi). En particulier ils sont donc maximaux. Prouvons
cette relation sur les dimensions. L’isomorphisme musical b induit 'isomorphisme: X3 LN

(W/Xi-)*. Par cet isomorphisme, pour tout j de [1,N]:
(10 X0) = [/ X/t 0 X)) = [wrxi) /g xiy]

donc: dim(I;NXy) = dim(W/Xi) —dim(Z; /(I; N X{)) = dim(X;) — dim I; +dim(7; N X{).
On obtient alors:

dim(ry (I; N Xi°)) = dim(I; N Xi") — dim(I; N X7)
= dim I; — dim X;

= 1dimW — dim X,

(dim W — 2dim X))

(dim X{ — dim Xl)

(im(m (X7))) -

N =N =N =N

Par conséquent, 7 (X IL) est de dimension paire, engendré par ses sous-espaces totalement
isotropes stables maximaux (71 (f; N X f‘))évzl, qui sont de dimension moitié. On peut alors
extraire de (m1(I; N X%))é\’zl une sous-famille génératrice minimale (7 (1; N X)) es. Elle
sera nécessairement de cardinal < N — 1, par la deuxiéme partie de I'affirmation liminaire.

On construit alors par récurrence la famille (X k)£:1 annoncée dans le lemme en itérant le

114



raisonnement sur Xi-/X; = m (Xi"):

Vi€ & I =m(;NnX{), Xo= 4 Ir et Xo=m " (X2)...
C
BF=4E—1

Plus précisément, le raisonnement est itéré jusqu’a obtention d’un Xy, soit tel que X LL /XL
est trivial, soit tel que la base de sous-espaces totalement isotropes stables maximaux qu’on
en obtient est de cardinal 2. Comme le cardinal de la nouvelle base de sous-espaces tota-
lement isotropes maximaux décroit d’au moins un a chaque étape, on a comme annoncé:
L < N — 2 et la partie directe est prouvée.

Pour la partie réciproque, il suffit de remarquer que, si I est un sous-espace totalement
isotrope stable de X7 /Xy, et si on note my, la projection canonique W — W/X, alors
Wzl(I ) est dans W totalement isotrope, stable, de dimension %dim w. O

Matriciellement. Notons pour tout k de [1,L], dy = dim X/ Xy, et dr41 = 5 dim X{, /X 41 €
N; notons g l'algebre de Lie de I'. On peut trouver une base de W, respectant la suite de
composition ((X)E_,,(X;H)9_,) dans laquelle:

( I

0
Mat(< -, >) = Tay 1, et:
IdL+1
0
\ Iy,
A x e % \
0 * * :
g € g = Mat(g) = A 0
—tAL+1 *
: .. L%
0 v e 0 —'Ay

Remarque: On peut étre plus précis dans I'exploitation du raisonnement effectué pour
démontrer le lemme. Notamment, les espaces X; et W/Xi- sont somme directe de facteurs
stables: X = EBj-V:lIm par construction et (W/Xi) = @;VZIﬁ(Ij) ou 7 désigne la pro-
jection canonique W — E /Xf‘ Il en est de méme, pour tout indice k, avec X/ X1 et
X ,ﬁ-_l /Xk. A ces sous-décompositions correspond une suite de composition de W, plus fine

que ((Xk)%ZO’(Xé_)g:L)'

115



Il est d’autre part a noter que tous les X, et tous les espaces de la suite de composition
plus fine mise en évidence ci-dessus, s’expriment comme sommes et intersections des sous-
espaces stables (I) ;V: 1- La matrice générique d’un élément de ’algebre de Lie de I', exprimée
dans une base respectant cette suite de composition plus fine, posséde alors un jeu complexe
de blocs nuls dans sa partie triangulaire bloc-supérieure stricte. La encore, la poursuite de
Iinvestigation n’est pas en rapport avec les moyens et le temps dont nous disposons, et
surtout avec ’exploitation, trés sommaire, qui est faite de ces résultats dans la construction

de coordonnées locales qui suit.

I.4 Le résultat principal

Introduisons un résultat préliminaire jouant un role essentiel dans la démonstration du
lemme principal, et intéressant & exposer pour lui-méme.

Sous-lemme 7 Soit F' un sous-espace stable de W, dont le quotient non dégénéré est ir-
réductible, et minimal pour cette propriété, i.e. tel que:

* [ agit irréductiblement sur F/K, ou K =ker< -,- >F = FNF*,
x tout sous-espace strict stable de F' est inclus dans K.

Alors il existe deux sous-espaces totalement isotropes stables I et J de W tels que: F C I+J,
FNIt+ c K et FNJ* C K. De plus, si J est une famille de sous-espaces totalement isotropes
engendrant W, I peut étre choisi parmi les éléments de J.

Un petit commentaire: Introduisons une situation simple ou apparaissent dans W des
sous-espaces dont le quotient non dégénéré est irréductible. Soient I et J deux sous-espaces

totalement isotropes stables de W. On peut alors trouver une base 8 = ((fi)71,(e:)i1,(f)i1)

de I + J telle que T = vect((f;)iq,(ei)izy) et J = vect((e;)™,,,,(fi)i1) avec my et my

=1
deux certains entiers de [1,m] t.q. m1 > mgy — 1, et ou la forme < -,- > a pour matrice:

oo o
o o

0
Matg(< -, >) = 0
I,

n

Dans cette base (§, la matrice d’un élément g de g ’algébre de Lie de I est du type:

A4, 0 0
Mat(g) = | Cy By Dy
0 0 -4,

Si alors de plus {4, / g € g} est une sous-algebre de so0,(R) dont la représentation naturelle
dans R"™ est simple, on vérifie que l'espace F' = vect((f; + f)i;,(ei)",) est stable, de
quotient non dégénéré F/K irréductible (K = vect((e;)i;)), de signature (n,0). Notons au
passage que si K = {0}, i.e. si m = 0, F est simplement non dégénéré, irréductible. Dans

la base ' = (%(fz + fi*)?:b(ei);ll)a%(fi — fHi1):

I, 0 0 A, 0 0
Matg(<-,->)=| 0 0 0 et Matg(g)=| C;, B, Dy
0 0 I 0 0 -4,

116



Le méme raisonnement peut s’effectuer avec une base 8 dans laquelle:

0 0 Iy,
Matg(< -, >) = 0 0 O ,
I, 0 O

avec p et g deux entiers t.q. p 4+ ¢ = n. La matrice générique d’un élément g de g est alors:

A, 0 0
Mai(g) = { Cy B, D,
0 0 —Ip,quIpyq

Sialors {Ay / g € g} est une sous-algebre de so, 4(R) dont la représentation naturelle dans
R" est simple, on vérifie que 'espace F' = vect((f; + f;')j=1,(ei)j~;) est stable, de quotient
non dégénéré F'/K irréductible (K = vect((e;)!™,)). Ce quotient est cette fois de signature
(,9)-

Du sous-lemme 7 découle en fait que tous les sous-espaces stables de W dont le quo-
tient non dégénéré est irréductible s’obtiennent de cette facon. En effet, si I et J sont deux
sous-espaces totalement isotropes stables, on vérifie manuellement que I + J admet des
sous-espaces de quotient non dégénéré irréductible ssi il existe une certaine base 8 de I+ J,
dans laquelle se produit le phénomene décrit ci-dessus. (Ou plutdt, [ est une certaine base
de I'+ J', ou I' et J' sont deux certains sous-espaces stables de I et J respectivement.) On
vérifie alors que tous les sous-espaces de I’ +J' dont le quotient non-dégénéré est irréductible
peuvent s’obtenir comme les espaces F' construits plus haut, pour une base 3 bien choisie.

Démonstration. Affirmation : Si I est un sous-espace totalement isotrope stable et si F’
est un sous-espace de E comme dans I’énoncé, alors:

(I+FY)NF=Ketalors I C Ft
ou
FCI+F*

Montrons cette affirmation. Soit I un sous-espace totalement isotrope stable. Alors I + F*
est stable donc par hypothése sur F: F C I+ F+ ou (I + F-)NF C K. Si on est dans ce
dernier cas, K + (I + F+) = F. En effet, (I + F1) N F C K donc les orthogonaux vérifient
linclusion inverse: F- + F = K+ ¢ F* + (I* N F). Soit 7 la projection canonique de E
dans E/K, alors: n(F+) @ n(F) C n(F‘) ® 7(I* N F); comme 7(I* N F) C «n(F), par
projection sur 7(F) parallelement & n(F1): 7(F) = n(I*NF),ie. F+ K= (I"NF)+ K
i.e. F = (I* N F)+ K. L’inclusion réciproque est immédiate. Or, I- N F est stable, inclus
dans F, donc I* NF C K oul* NF = F. Par conséquent, I[* NF = F i.e. F C I'* i.e.
I C F+. L’affirmation est démontrée.

Si tous les sous-espaces totalement isotropes stables de E sont dans le premier cas de
lalternative présentée par I'affirmation, alors W C F' par définition de W. Ce n’est pas
le cas, donc on trouve un sous-espace totalement isotrope stable I tel que: F C I + F=L.
Enfin si J est une famille de sous-espaces totalement isotropes stables engendrant W, en
effectuant ce raisonnement pour les éléments de J, on peut supposer que I € J. Dans la
suite de la démonstration, on supposera de plus I inclus dans F + F1, quitte & remplacer
I par I N (F + F1). La conclusion, valable avec I N (F + F1), le sera aussi avec 1.
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Pour la suite, on note G = F + F* et on surmonte d’un tchetch les objets quotient
mudulo K = FNFL: G = F o FLt = (F+ FLY)/(FNFL), muni de la forme bilinéaire
induite toujours notée < -, - >, est non dégénéré. Notons également dans G, 7 la projection
sur F' parallelement & F-, 7y la projection sur F- parallelement & F' et F' = 7y(I). Comme
F et F'* sont stables par H, m; et m commutent avec 'action de H. Comme I N F = {0},
(m2), est inversible, soit alors ¢ la composée :

L (m)Ft .
¢ P K L F

La deuxiéme fleche est surjective car F C T + F-. Remarquons que:

I={f+o(f)/ feF}.

En effet, si f € F”, notons i = (7r2)|_1~1(f) € I, alors i = m (i) + mo(d) = (w1 0 (71'2)‘_[1)(]‘.) +

f = ¢(f) + f donc ¢(f) + f € I. Réciproquement, si i € I, en notant f = my(i) € F',
i=m(2) +me(i) = (m1 o (7['2)‘_]1)(,]0) + f = ¢(f) + f. Introduisons l'espace

J={f-o(f) | f€FY,

J est totalement isotrope, soit en effet f; et fo dans F:

J

< d(f1) = fr,0(f2) — fo > =< fr.fo > + < d(f1),0(f2) > =< f1 ,d(fo) >—< fo ,o(f1) >
~ —~—~ ~
R eFL ¢cF N eFL cF
=0 =0

=< fi,fa >+ < ¢(f1),0(f2) > + < f1,8(f2) > + < f2,0(f1) >
=< ¢(f1) + f1,9(f2) + f2>=0

~~ ~~

el el

D’autre part, J est stable sousl’action de H, car F” est et car ¢ commute avec Iaction de
H. Enfin, par construction, ¢ étant surjective de F' sur F, F+ F' =T+ J,donc F C I+ J
ot I et J sont les images réciproques,encore totalement isotropes, stables, de I et J dans
G. Par construction enfin, F C F++ I, donc F + F+ C F* + I, d’ou I'inclusion inverse sur
les orthogonaux: F N I+ C K. Le méme raisonnement s’effectue pour .J. O

On peut a présent énoncer le résultat principal de cette partie. On rappelle qu’on suppose
X réduit & {0} ; dans ce cas, E=W @ W.

Lemme 2 Notons S le plus grand sous-espace semi-simple de E et R sont plus petit sous-
espace de quotient semi-simple. Comme S est semi-simple, S N R admet au moins un sup-
plémentaire S' stable dans S. Soit S' l'un quelconque de ces supplémentaires ; on note W' =

S't. Alors :
1
o S est non dégénéré, donc E = S'@W', e¢e RC W' Cc W ie. Wt C 8 C 8S.
Autrement dit, tout supplémentaire stable S' de SN S+ dans S contient W+.

e R et W' sont chacun engendrés par leurs propres sous-espaces totalement isotropes
stables.

o R n’admet pas de sous-espace stable F' dont le quotient non dégénéré est irréductible,
i.e. tel que F/(F N F1) est irréductible.
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o W' est de dimension paire 2dy, ou di est la dimension de ses sous-espaces totalement
isotropes stables mazrimauz.

Démonstration. Le premier point.

I
Par le sous-lemme 3 page 109, SN R = SN S+ donc S’ est non dégénéré et E = S'@W'.
D’autre part, R = S+ C 8" = W'. Il reste & montrer que W’ C W. Montrons en fait que
wics.

Par le sous-lemme 6 page 111, T agit de facon semi-simple sur W+ donc W+ C S, de
plus W+ est non dégénéré, donc W+ N (SNS+) = {0}. T existe un supplémentaire stable S}
de SN S+ dans S, contenant W : soit 7' un supplémentaire stable de W+ + (SN S+) dans
S semi-simple, il suffit de poser S, = W@ T. Soit 7 la projection canonique S — (SN S+)
et ¢ définie sur S par: ¢ gngr = Idgnge et: g = (mg) ! om. Comme SN S+, Sj et S
sont stables sous ’action de I' et que 7 commute avec cette action, il en est de méme pour
¢.

D’autre part, S- NSy = (S"*NS)N Sy = (St N S)N Sy = {0}, donc S"* + S} = E
et on peut introduire py la projection de E, sur S'* parallelement & Sj). On prolonge ¢ &
E par: ¢g = (Wo)‘S(IJJ_ (ceci redéfinit, de fagon cohérente, ¢pgngr = Idgngr). Comme St
et S sont stables sous l'action de I', mp commute avec cette action et il en est de méme
de ¢; ¢ est de plus orthogonale par construction, donc ¢ envoie les sous-espaces totale-
ment isotropes stables les uns sur les autres, et donc ¢(W) = W. Or ¢(Sj) = S', donc
Wt =¢(Wt) C ¢(Sh) =8, c’est le résultat rechercché.

Le deuziéme point, pour l’espace R.

Montrons que R est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes stables.

Affirmation. Soit T un supplémentaire de R dans W' et T le plus petit sous-espace I'-stable
contenant 7', alors: R C T. Par conséquent, si G sous-espace de W' vérifie n(G) = n(W'),
alors G = W'.

Montrons I’affirmation par I’absurde; posons R’ = T N R (R’ est alors un sous-espace
stable de FE) et supposons que R’ C R. Soit 7 la projection canonique W' — W'/R' et
z € 7(T) N 7(R). On prend alors ¢ dans T tel que 7(t) = z et r dans R tel que 7(r) = x;
alors t = r [R'], donct € R+ R' = R,donct € RNT = R' et donc enfin z = 0.
Comme d’autre part T+ R = W', on a: 7(T) & n(R) = n(W'). Mais 7(T) C «(T) et
7(T) + 7(R) = n(W'), donc enfin 7(T) = = (T).

D’autre part 7 commute avec action de ', donc #(T) = 7(T) ot 7(T) est le plus petit
sous-espace I'-stable de w(W') contenant 7(T'). Par conséquent, w(T') = 7(T) i.e. w(T) est
[-stable dans m(W'); 7(T') est de plus semi-simple car équivalent & T': 7 est bijective de T
sur 7(T') car TN R' = {0}.

Soit alors {0} € Ry C Ry € ... C R, 1 € R, = 7(R) (k < 1 car R' C R) une
suite de Jordan-Holder pour I'action de T' sur 7(R) = R/R' et ' la projection canonique
(W'/R') = n#(W') — n(W')/Rg_,. Par le méme raisonnement que plus haut, appliqué a
7', on a encore: 7' (w(T)) ® «'(w(R)) = «'(w(W")). Le premier terme 7'(7(T')) est stable,
comme 7(T), il est équivalent & 7(T) donc semi-simple car 7' est invective sur 7 (7). Le
deuxiéme terme est ' (7(R)) = w(R)/Ry_1, simple par définition de Rj_;. Par conséquent,
7 (n(W')) = W' /(x') "' (Rg_1) est semi-simple; or E = S’ ® W' ou S’ est semi-simple donc
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E/(x") " Y(Rp_1) = 8" @& (W'/(x")""(Ri_1)) est également semi-simple. Par définition de R
alors: R C (n')~!(Rg_1). C’est absurde, donc R = R', c’est la premiére partie de l'affirma-
tion. La conséqunce mentionnée ensuite est immédiate.

On note désormais 7 la projection canonique E — E/(R+S). Comme W' C W, il existe
une famille (quon peut prendre finie) (I})j_; de sous-espaces totalement isotropes stables
telle que W' C (+7_,I}); ces I vérifient m(+i_I;) = m(W') = 7(E), en effet, comme
W'+ (R+S) = E, n(W') = n(E), done m(+j_ I’) m(E) = n#(W') C 7r(—|—;1-:1];-). On
définit alors par récurrence la famille de sous-espaces totalement isotropes stables (I ]-)?:1
de la fagon suivante:

o I} =15.

e Supposons le k-uplet (I;)% j);j—1 défini. L’action de I sur E/(R + S) est semi-simple par
définition de R, on prend alors un supplémentaire stable I, | de 7r(+k I ) n(I}, ;) dans

m(I;, ) et on pose Iy 11 = ' (Tg41) NI, ; c’est un sous-espace stable de I ., totalement
isotrope, donc un sous-espace totalement isotrope stable.

Les (I;)?_, vérifient:

=
Vk < g, m(+5=1 1) N w(Ikyr) = {0}

— les (7T(Ij));1-:1 sont donc en somme directe — et :

m(+5 1) = w(+5., 1)),

donc en particulier:

Soient alors:

e p; la projection de E sur W', parallelement & S’,

e ps la projection de E sur S’, parallelement & W'.
Ces deux projections commutent avec 'action de I, elles définissent donc une équivalence
de représentations, pour tout j de [1,q], respectivement entre I;/(S' N I;) et p1(I;) et entre
I;/(W'N1I;) et pa(I;). Sont donc encore équivalentes les représentations pl(I )/ (W'N1I;) et
Ij/[(S’ N IJ) @ (W' N 1;)] d’une part et po(1;)/(S"'NI;) et Ii/[((W' N I;) @ (5" N I;)] d’autre
part donc enfin:

pi(L;)/ (W' N L) = pa(L;)/(S" N I

i)-
Or pa(I;) C S' donc po(I;) est semi-simple, de méme donc po(1;)/(S'NI;) et enfin py (I;)/(W'N
I;). Notons enfin, pour tout j, 7; la projection canonique pl(IJ) = pi(L;) /(W' N I).

On peut alors choisir pour tout j de [1,¢] un supplémentaire stable F; de m;(p1(Z;) N

R) dans 7;(p1(Z;)); on note G; = 7rj_1(F) I'image réciproque de F} dans p1(1;), et R;

I'intersection RN G;. Ces objets vérifient deux propriétés :

e Pour tout j de [1,q] et par construction de G;, G; + (p2(I;) N R) = p2(I;), donc:
m(Gj) = m(G; + (p2(Ij) N R)) = w(p2(I;)) = w(I;) et donc: f_,m(Gj) = GBJ:lW(IJ) =
m(E) = m(W'). Alors, par l'affirmation énoncée en début de démonstration, et ®]_,G;

étant un sous-espace de W': EB;I':lG] = W' ou EB G est le plus petit sous-espace I'-
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stable contenant 69;1-:16‘]-. Les G étant I'-stables on obtient :
!

e Par construction, pour tout j de [1,¢]: 7;(G;) & 7;(p1(I;) N R) = m;(p1(I;)), donc:
Rj = G;NR=[G;n (RN (I))] — {0}, donc R; C I; N W'. Par conséquent :

Rj C GjﬂG;‘.

En effet, soient r € R; et g € Gj; il suffit de vérifier: R; C Gj-. Comme G; C pi(I;), on
trouve i € I et s € S' telsque g =i+ 5. Alors: <r,g>=<ri>+<rs>;s€S LR
donc < r,s >= 0; enfin r € R; C I; et I; est totalement isotrope, d’ot < r,i >= 0 et le
résultat cheché.

On peut maintenant montrer que R est engendré par ses propres sous-espaces totalement
isotropes stables. Choisissons pour tout j un supplémentaire qualconque S; de R; dans G :
Gj = Rj D Sj. Alors:

(+7-15) N R ={0}.
Soit en effet z € (+_,S;) N R; on peut écrive z = >°1_, z; avec Vj,z; € S;j. Comme
z € R, m(z) = 0; mais par construction des I, @;’-le(Ij) = 7(W') et pour tout j, S; C I,
donc: Vj,n(z;) = 0 i.e. Vj,z; € R+ S. Comme Vj,z; € S; C G; C W', on a enfin:
Vj,z; € (R+S)NW' = R. D’autre part: Vj, RNS; = R;NS; = {0}, donc Vj,z; = 0, c’est
le résultat recherché.

Rassemblons les résultats.

W'=+1_,Gj = (+]_\Rj) + (+]_,S;) avec: +]_; Rj C Ret: (+]_,S;) N R = {0}.

Par conséquent, —I—?Zle = R i.e. R est engendré par ses sous-espaces stables ;. Pour

terminer, comme Vj € [1,¢],R; C G; N Gj-, les R; sont totalement isotropes. L’espace R
est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes I'-stables.

Le deuziéme point, pour ’espace W.

Montrons que 1’espace W’ est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes
stables.

On utilise ici les résultats et notations du point précédent. Comme montré au début de
celui-ci, pour tout j de [1,q], la représentation de I' dans 7;(p1(I;)) = p1(L;)/(I; "N W') est
semi-simple. Il en est donc de méme pour celle dans 7;(G;) ~ G;/(I; N W' N G;), donc
encore pour celle dans G;j/R; car Rj = G; N R C I; N W' N G;. Par conséquent, S; N S]J--
admet dans S; un supplémentaire S;- stable modulo R;. On notera:

Gy =R;® S}, alors: G;NGi =R,

Remarquons également que pour tout j, S;—J‘ N (RN S) est I'-stable. Soit en effet
s € S;-J- N(RNS), s € S} ety €T: < (s),s’ >=< s,77(s") >. On choisit ' € S}
et r € R; tels que v !(s') = 5+, alors: < (s),s' >=< 5,5 +7 >=< 35,5 >+ < 5,0 >= 0.
Le premier terme est nul car s € S;-L, le deuxieme car s € S =R Letr € R C R. On a
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montré: I'.s C S;-L. Comme R et S sont stables, I'.s C (RN S), donc enfin S;-L N(RNS)
est I'-stable.

D’autre part, par définition de S, l'action de I' sur R N S est semi-simple; on peut
alors choisir, pour tout j de [1,¢], un supplémentaire stable K, de S;- N (RN S) dans
R N S. L’isomorphisme musical b : v —< wv,- > fournit alors un morphisme cano-
nique de K; sur S7*. Ce morphisme est injectif car K; N S;-J- = {0}; il est surjectif car
Kj+S-=RnSet SiN(RNS)" =S;N(R+S)=5;n(G;n(R+S)) CSjnR; ={0}.
Les représentations de I' dans K et S;-J‘ sont donc contragédientes. D’autre part, S;-J‘ et
[(S}+ R;)/R;]* sont canoniquement isomorphes car R; L S}. Les représentations de I' dans
K et [(S; + R;)/R;]* sont donc contragédientes, celles dans K; et (S} + R;)/R; sont donc
équivalentes, i.e. il existe ¢ orthogonal dans L(K,(S} + R;)/R;), commutant avec 1’action
de I'. En composant ¢ avec l'isomorphisme canonique S — (S; + R;)/R;), on obtient
¢ € L(Kj,S;-), orthogonal, commutant modulo R avec ’action de I'. Par construction:
Yo,w € Kj, <v,¢ (w) >=< ¢'(v),¢'(w) >. En effet, si on note ¢, le premier isomorphisme
K; = [(S} + Rj)/R;] et @1 celui [(S} + R;)/R;] — [(S] + R;)/R;]*, la propriété est vérifiée
par ¢: < vp(w) >= [p1(v)](p(w)) =< [p1(v)]Lp(w) >=< p(v),p(w) >. On a donc le
méme résultat avec ¢'.

Le graphe {v — 2¢/(v) / v € Kj,y € T'} de 2¢’ est alors stable modulo R sous 'action
de I'. De plus, J; est totalement isotrope; soit en effet v € J; et v € I, alors:

<v—2¢(v),0 —2¢ (v) > = < v, > —4 < @' (V) > +4 < ' (v),¢ (v) >
———

=0 car Kj est tot. isotrope.

= -4 < ¢ ()¢ (v) >+4 < ' (v),¢' (v) >
=0

Ce méme espace J; est orthogonal & Rj car K; C (RN S) C Rt C R]-L et §; C RJ-L.
Finalement :

J;j + R; est totalemet isotrope, stable et: J; + R; C (K; +57) + R; C W'

D’autre part introduisons, pour tout j de [1,¢], Jj'- = GjﬂGj-. C’est un espace totalement
isotrope, I'-stable et :

7T(JJI~) +n(J;) = n(G; N GJL) +n({v—2¢'(v) /veKj,yeT})
m(R; @ (S; N 57)) + {n(v) =27 (¢ (v) ) / v € Kj,y €T}
— ——

=0 décrit s;-

(850 85) +m(S})
m((S; N S;) @ S))
(S5)
(R; ® S))
(Gy)

I;

Il
3

1l
303
[ ~

|
)

3

~—
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Par conséquent :
+;(m(J5) + 7(J5)) = +;m(I;) = m(W).

De nouveau par I'affirmation posée en début de démonstration, ceci implique: +j(J]'- +J;) =
W'. L’espace W' est engendré par ses propres sous-espaces totalement isotropes stables.

Le troisiéme point.

Préliminaire. L’espace R est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables
(Rj)g-:1 introduits plus haut. On peut en fait, en conservant cette propriété, remplacer les

(Rj)g-:1 par des espaces (ﬁj)?zl plus petits; cette substitution sera utile dans la suite.
On a introduit, pour tout j, le sous-espace G de W' et la décomposition: G; = R; @ S;
ou R; = Gj N R. Notons alors G le plus petit sous-espace I'-stable contenant Sj; c’est

un sous-espace totalement isotrope stable, inclus dans Gj. On constate facilement que les

(@)}21 vérifient, comme les (G']-);]-:1

que celui effectué sur les G, que R est engendré par les (é] N R);I-:l. On pose donc pour

: 7T(-|-jéj) = 7(W'). Il suit, par le méme raisonnement

tout j, }Nij = éj N R C R;; ce sont des sous-espaces isotropes stables de R, engendrant R.
De plus ils vérifient :

éjzﬁjeasj; (HstableetHCéj)iHZéjouHCEj.

Preuve du deuziéme point, par l’absurde.

Avertissement : on travaille ici dans R. Notamment, si A C R, A+ désigne I'orthogonal
de A dans R.

Soit F un sous-espace de R tel que F/(F N F+ est irréductible; prenons F' un supplé-
mentaire quelconque de K = F'N F dans F. D’apres le sous-lemme 7 page 116, on trouve
I et J deux sous-espaces totalement isotropes stables tels que F C I +J et K C I N J.
On peut de plus choisir I dans une famille de sous-espaces totalement isotropes stables,
génératrice, quelconque; on peut donc supposer que I est 'un des R, j € [1,q]. Quitte &
permuter les indices, on supposera que I = ﬁl Toujours d’apres le sous-lemme 7, I = ]Ai;l
vérifie: FNR: = FNIt C K, _par conséquent : F' N Ri = {0} et donc: F'* + R; = R.
Enfin, comme RiCGy: (F’ N Gl) + Ry =Gq. On peut donc choisir un sous-espace S; de
F'J- supplémentaire de R; dans G1. On a alors, comme avec le triplet (G1,R1,S1)

¢« Gi=R &8,

e par conséquent, él est le plus petit sous-espace stable contenant §1,

o él C 61 N é%

Supposons que F' n’est pas réduit & {0}. Alors Ry =1} F' donc Gy L F'; comme
d’autre part G 1 est le plus petit sous-espace stable contenant §1, on trouve v dans I', s dans
S1 et f dans F' tels que: < 7.s,f ># 0. Alors: < s,7.f ># 0; or on peut écrire v.f = f'+k
ou f' € F' et k € K, donc, avec ces vecteurs: < s,f' > + < s,k ># 0. Mais < s,f' >=0
car S L F' et < sk >=0car K C I = R, L S;. Cest absurde, donc F' = {0}, i.e.
F =FNF*, ie. F est totalement isotrope. C'est le résultat recherché.

Le quatriéme point.

Soit I un sous-espace totalement isotrope stable maximal de R et I son image dans
R/(RNS). Comme RNS = RNR™' est stable et que I est maximal, I contient nécessairement
RN S. On note ici d = dimI. Comme R n’a pas de sous-espace F tel que F/(F N F1) est
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irréductible non trivial, et par le sous-lemme 6 page 111:
dim[R/(RN S)] = 2dim I = 2d — 2dim(R N S).
Par conséquent, dim R = 2d — dim(R N S) et enfin:
2d = dim R + dim(RN S) = dim R + dim(W'/R) = dim W'.

D’autre part, I est un sous-espace totalement isotrope stable de dimension d de R, donc
de W'. Comme W' est non dégénéré, ses sous-espaces totalement isotropes sont de dimen-
sion au plus moitié, i.e. au plus d. L’espace I est donc nécessairement totalement isotrope
stable, mazimal. La dimension, commune par le sous-lemme 4 page 111, des sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux de W' est donc d = %dim W' c’est le quatriéme
point. O

I.5 Récapitulation: une décomposition de E

Combiné avec un rappel de résultats classiques sur les représentations réelles semi-
simples de groupes de Lie, le lemme 2 fournit une décomposition remarquable de £ — dans
le cas X = {0} —, donc de X+/X dans le cas général. C’est sur elle que se fondera la
construction de coordonnées locales des parties suivantes.

1.5.1 Rappel de résultats classiques

On rassemble ici sous forme d’une proposition-fleuve des résultats classiques de la théorie
des groupes de Lie. Cette proposition classifie les composantes isotypiques de la représenta-
tion naturelle dans E d’un sous-groupe X de SO(E,< -,- >), ou E est un espace vectoriel
réel muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < -,- >, quand cette représen-
tation naturelle est semi-simple. Attention, il s’agit encore d’un exposé ad hoc; d’une part
il n’est que largement partiel, d’autre part il effectue des regroupements arbitraires, utiles
seulement pour ’exploitation qu’on veut en faire et sans justification intrinseque.

La proposition est présentée sans démonstration. Elle repose sur la classification des
actions semi-simples d’un groupe de Lie sur un espace vectoriel complexe, intégralement
effectuée par J.Tits: ¢f [T67]. Sur la base de cette classification, il «suffit» de complexifier £
et d’utiliser le fait qu’une forme non dégénérée < -, - > est préservée pour obtenir la présente
classification. Celle-ci peut également s’obtenir de maniére directe, par des raisonnements
élémentaires mais un peu longs.

Proposition 2 Soit (E,< -,- >,X) un R-espace vectoriel E de dimension finie muni d’une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée < -,- > et d’un sous-groupe ¥ de SO(E,< -, >)
dont la représentation naturelle dans E est semi-simple. Soit G une composante isotypique
de E et W le sous-espace de E engendré par les sous-espaces totalement isotropes stables,
alors :

o (G est non dégénéré ou G est totalement isotrope,
e GCW ouGCWH,

124



o (G est de l'un des cing types suivants:

L
types la et lb‘ G= &

G;, avec les propriétés suivanies :
1<i<N

* les G sont chacun stables, irréductibles, non dégénérés, de signature (p,q) ou (q,p)
avec (p,q) la signature de G4

* il eziste un N-uplet (p;)Y, € Hfil L(G1,Gi) de morphismes orthogonauz — ou
antiorthogonauz, selon la signature de chaque G; —, qui commutent avec l'action
de X3,

* enfin Uaction de X sur G stabilise <-,->|q,, et éventuellement d’autres formes
bilinéaires réflexives, i.e. symétriques ou alternées, non dégénérées.

La composante sera dite du |type la| si l'action de X sur Gy ne stabilise que les

formes proportionnelles a < -,- > q,.

p
Dans ce cas : Il existe alors un unique couple (P,Q) d’entiers tels que: G = ( $) Gi) @
i=1

P1Q
( D G’i) ou: i € [1,P] & ; est orthogonal (et donc G; est de signature (p,q)) et
i=P+1

i € [P+1,P+ Q] < ; est antiorthogonal (et donc G; est de signature (q,p)). Comme
représentation de X :

(G< -y >) = (GL,< -, >1,) ® (RY <+, >p0),

ot (RV,< . . >p,Q) est la représentation triviale de ¥ dans RN muni de la forme
quadratique < -,- >po = Zle dz? — EE}%I dz?. La paire {P,Q} est la signature,

2
définie a l'ordre prés de P et QQ, du facteur tensoriel trivial de la composante isotypique
G.
En particulier : G contient des sous-espaces totalement isotropes stables ssi {P,Q} #
{N,0}; dans ce cas, G est engendré par eut.

La composante sera dite du type | type 1b| si l'action de 3 sur G stabilise des formes

réflezives non proportionnelles a < -,->\g,. Dans ce cas, la signature de G1 est
nécessairement (p,p) et laction de ¥ sur Gi commute alors avec une ou plusieurs
structures supplémentaires.

Par ezemple, elle stabilise, outre < -, >g,, une forme bilinéaire symétriqgue non
dégénérée indépendante de < -, - >\6, ssi elle commute avec une structure compleze
J: J, € L(G1,G1), J? = — 14, telle qu’il existe une base 3 de G1 ot : Matg(< -,- >) =
( (1) é ), Matg(J) = ( (1) _01 ) [voir a ce sujet, outre la référence de J. Tits donnée
plus haut, dans le chapitre 2 de cette thése, le théoréme 2 page 62 et la définition 4
page 65.]

Si elle stabilise, outre < -, - >|G,, une forme alternée non dégénérée w, alors elle com-
mute, selon les cas, avec une certaine structure compleze J ou paracomplexe J*. [voir
encore a ce sujet, au chapitre 2, le théoréme 6 page 88 et les définitions 11 page 86,
14 page 92 et 16 page 94.]

Dans ce cas : Pour tout couple (P,Q) tel que P+ Q = N, comme représentation de o :

(G’< - >) ~ (G1’< - >|G’1) X (RN,< -y >P,Q)'

En effet, chaque morphisme @; peut étre changé en p; o J? ou @; o Jt selon les cas
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et changer de nature vis-a-vis de < -,- >. Le facteur tensoriel trivial peut donc étre
choisi de signature quelconque.
En particulier : G est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes stables.

I
types 2a et 2b| G= & (G;®G)), avec les propriétés suivantes :
1<i<N

* les G; et G sont de méme dimension, chacun stables, irréductibles, totalement
isotropes, de somme G; & GL non dégénérée,

* il eziste un N-uplet (p;)N| € Hfil L(G1,G;) de morphismes orthogonaur — ou
antiorthogonauz, selon la signature de chaque G; —, qui commutent avec ’action
de X3,

* enfin action de Y. sur Gy préserve une ou plusieurs — au plus alors trois li-
néairement indépendantes — formes alternées non dégénérées et aucune forme
bilinéaire indépendante de celles-ci.

Notons alors w la, ou une des, formes alternées non dégénérées stables sur G.
Dans ce cas : L’isomorphisme 1 de G| dans Gy défini par

be . Y
p o GLEF G Gy

commute avec Uaction de ¥ ; G1 et G sont donc deuz représentations équivalentes (et
contragédientes a la fois). Il en est de méme, pour tout i, par composition avec les @;
de G et G. Comme représentation de 3 :

(Ga< B >) = ((Glaw) & (RQNawcaH)aw ® wcan) ’

ot (R?N wean) désigne la représentation triviale de ¥ dans RN muni de sa forme
alternée canonique wean). Notons qu’alors la forme produit tensoriel w ® wean est
symétrique.

En particulier : G est engendré par ses sous-espace totalement isotropes stables.

Notons enfin qu’on peut distinguer le |type 2a| ou une seule forme alternée non
dégénérée, a proportionnalité preés, est préservée sur G1 et le |type 2b| ou il y en
a plusieurs —des structures particuliéres commutent alors avec action de X.

type 3| G est totalement isotrope et : G = @ G, avec les propriétés suivantes :
1<i<N

* les G; sont tous de méme dimension et sont chacun stables, irréductibles

* il eziste un N-uplet (p;), € Hfil L(G1,G;) d’isomorphismes qui commutent avec
laction de %,

* enfin l'action de 3 sur G1 ne préserve aucune forme bilinéaire réflexive.

Remarque : Dans ce cas, nécessairement, E contient une composante isotypique G’
vérifiant :

dim G’ = dim G, G’ est totalement isotrope et G ® G’ est non dégénéré.

Alors lisomorphisme b : G — G"™ commute avec l’action de 3 et donc la représenta-
tion de X sur G' est la contragédiente de celle sur G. Ces deux représentations ne sont
pas équivalentes car l’action de ¥ sur Gy ne préserve aucune forme bilinéaire réflexive.
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Donnons un apergu matriciel des composantes isotypique des différents types. Cet apercu
ne prétend pas restituer toute la substance de la proposition. On note ici s I’algebre de Lie
de 3.

On peut trouver dans une composante de type 1 une base dans laquelle:

+1,4 0 S 0
Mat(< -, >) = 0 et s€s= Mat(s) = 0 ,
+1,4 S

oll la représentation naturelle de {S(s) / s € s} C s0p 4(IR) dans RP™? est simple.

On peut trouver dans une composante de type 2 une base dans laquelle:

Mat(< -,- >) et

s € s = Mat(s) = 15 )
0

0 0

_tg

ol n = 2n est pair et ol la représentation naturelle de {S(s) / s € s} C sp(R*" wean) dans
R?"" est simple et ne préserve aucune forme bilinéaire symétrique de R2" .

Les composantes de type 3, totalement isotropes, s’associent par paires «duales». On peut
trouver une base d’une telle paire, constituée d’une base de chacune des deux composantes
isotypiques, dans laquelle les matrices de < -,- > et de s € s ont la méme forme que ci-
dessus. Cette fois cependant, la décomposition de ’espace en deux sous-espaces totalement
isotropes est canonique (ce sont les deux composantes isotypiques) , n est quelconque et la
représentation naturelle de {S(s) / s € s} C gl(R",wcan) dans R™ est simple et ne préserve
aucune forme bilinéaire symétrique ou alternée de R™.

1.5.2 La décomposition annoncée

On exploite les données de la précédente proposition-fleuve par l'intermédiaire d’un
dernier résultat auxiliaire. On reprend les objets usuels (E,< -,- >I"), X, W, R, S et on
suppose toujours X = {0}. Ce résultat est essentiellement une suite de remarques simples;
il est donné sans démonstration.

Sous-lemme 8 Soit S = EB;I-ZIF]- la décomposition de S en composantes isotypiques. Alors :
SNR= @3‘:1(Fj N R). Par conséquent, S' est un supplémentaire stable de SN R dans S
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ssi §' = @?ZIF;, ou pour tout j, Fj' est un supplémentaire stable de F; N R dans F;.

Par conséquent, si F; est une composante isotypique, soit F; C RN S, soit Fj/(F; N R)
est non trivial ; ce quotient est alors d’un des cing types possibles donnés par la proposition
2 qui précéde.

Enfin, pour tout j, F; CW ou F; C W, plus précisément :

o F; C W ssi F; est non dégénérée, de type la, avec un facteur tensoriel trivial de
signature {N,0},

e F; C W dans tous les autres cas.

‘ Récapitulation.

Rappel : On suppose toujours X = {0}. Dans un espace E ou ce n’est pas le cas, 'exposé
s’applique donc au quotient X+/X. Cette récapitulation est en outre un xposé ad hoc, en
vue de la construction des coordonnées. Elle n’est pas nécessairement I’exposé algébrique le
plus canonique sur la situation.

Récapitulons la plupart des résultats dans un dernier lemme. Dans ces derniéres pages,
les sous-espaces canoniques sont désignés par les capitales simple, les sous-espaces non
nécessairement canoniques sont accentués : repérés par «primes» ou «seconde».

Lemme 3 L’espace E sur lequel agit T est muni des sous-espaces canoniques W, W+, S
et R =81, et S de sa décomposition canonique S = EB?ZIF]- en composantes isotypiques.
On choisit alors un supplémentaire stable quelconque S' = @?ZlFJ{ de SN R dans S, ou
pour tout j, F]' est un supplémentaire stable quelconque de F; N (SN R) dans Fj. S’ est non

dégénéré. On note W' = S'%. Alors E admet la décomposition, non nécessairement unique,
T'-stable :

o A
E=S¢eW

avec :
. w+cs'cs
RCcwW cw

o W' est de dimension paire, il est engendré par ses sous-espaces totalement isotropes
stables, qui sont de dimension moitié,

e le plus grand sous-espace semi-simple de W' est RN S, totalement isotrope,

o S est semi-simple, non dégénéré et sa structure est donc décrite par la proposition 2
page 124.

Matriciellement. Notons g I’algebre de Lie de I et dgnr la dimension de S N R. 11 existe
par exemple une base de E dans laquelle:
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S w’

—~N % ~
Mg 0 0
0 0 0 Tign
Mat(< -, >) = 0 0 My 0 et:
Tign 0 0
—_———
Sﬁ_/
R
GSI 0 0
S
1 0
0 0 < * *
g € g = Mat(g) = =
O Gwl %
0 _%g
' 0
0 0 o
—tg,

Les matrices Mg et Gg sont diagonales par blocs, avec des blocs correspondant a une
décomposition de S’ en composantes irréductibles. La forme de ces blocs est alors donnée
en fin de section 1.5.1 page 127. Le quotient R/(R N S) est engendré par ses sous-espaces
totalement isotropes stables maximaux et ceux-ci y sont de dimension moitié. La base de
FE peut donc étre telle que les matrices My et Gy soient de la forme donnée en fin de
section 1.3.3 page 115. (On aurait pu aussi proposer directement de telles matrices sur W’
entier.) Enfin, la représentation naturelle des algebres de matrices {S;(g) / g € g} dans R%
(d; = taille des matrices) est semi-simple pour tout s.

Naturellement, si F est un espace ou X n’est pas réduit a {0}, il existe une base de E
dans laquelle:

XL
——N—
X
~~
0 | 0 | Iy | %
Mat(< -,- >) = 0 M| 0 et: g€ (g)=Mat(g)=1| 0| G
Idx 0 0 010

ott M et G sont respectivement les matrices de < -,- > et de g sur X*/X ; elles sont du
type donné plus haut.

Précisions. On peut également expliquer, avec les objets introduits, comment s’expriment
W et W. Introduisons deux notations suplémentaires.

o Y' = vect{F'j / F] de type la ou 1b selon les notations de la proposition 2 page
124} c &
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o W" = vect{F'j / Fj est de type 2a, 2b ou 3 selon les notations de la proposition 2
page 124.} C '
Alors FE admet la décomposition, non nécessairement canonique, en sous-espace stables:

1 1
E:WIGBW”@YI,
avec :

Yi=Y'nW)o (Y'NnW') (Cette décomposition de Y’ est, elle, canonique.)

1 1L
W=weW's (' nW)
Wt=Y'nwt

Précisons la premiére égalité :

Y'NW = vect{F'j / Fj est non dégénérée et F] est de type la, avec un facteur
tensoriel trivial de signature {N,0} selon les notations de la proposition 2 page 124.}

Y'NW = vect{F'j / F} est dans tout autre cas.}

De plus:
o W' est semi-simple, non dégénéré, somme de composantes isotypiques de deux types:

* Des composantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces composantes
sont non dégénérées et admettent une décomposition, non unique, en somme de
deux sous-espaces totalement isotropes stables.

* Des composantes de type 2 selon les notation de la proposition 2. Ces composantes
sont totalement isotropes. Elles s’associent par paires de deux représentations
contragédientes ; la somme des deux composantes d’une telle paire est alors non
dégénérée, orthogonale & toutes les autres composantes.

C’est espace admet une décomposition W” = I @ J” en deux sous-espaces totalement iso-
tropes stables semi-simples, les composantes isotypiques totalement isotropes étant conte-
nues dans I ou J”, celles non dégénérées étant «a cheval» sur les deux.

1L
e Y’/ est semi-simple, somme de composantes isotypiques non dégénérées, du type &;G;,
les G; stables, irréductibles, non dégénérés.

1
N.B. Cette décomposition, partiellement artificielle, de S’ en W"” & Y’ est essentiellement
donnée en vue de la suite; on le verra par exemple en début de partie II.

1.5.3 Pour reprendre cette étude ...

Comme répété plusieurs fois, le lemme algébrique proposé ici n’est qu’un premier éclairage,
partiel d’une part et en partie arbitraire d’autre part, du probléme qu’il aborde. Nous ajou-
tons ici quelques remarques en vue d’un éventuel traitement plus canonique de la situation.

e Un exposé définitif devrait considérer tout ’espace E et pas seulement le quotient
X+/X, autrement dit, ne pas se restreindre au cas X = {0}. Est-il souhaitable ou pas dans
cette perspective de traiter d’abord le quotient X+ /X, puis tout 'espace? Ce n’est pas
évident.

e Dans le cas ou on choisirait de garder le présent exposé comme étape, une étape
suivante naturelle est d’introduire le plus petit sous-espace I'-stable X’ de X tel que
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7(X') = m(X1). On obtient alors le nouveau réseau :

XI

! (AR
{0} CcX'nX {XcX’L

} CX'+X"*CE
qui posséde quelques propriétés intéressantes, permettant de poursuivre I’étude.

De fagon générale dans ’étude d’actions de groupes stabilisant des drapeaux, les espaces
du type de X' sont intéressants & exhiber. Si 1’étude fait alors apparaitre de nouveaux
drapeaux stables, on peut méme alors itérer le raisonnement (exhiber & nouveau un espace
du type de X'), pour espérer dégager par récurrence la structure de la représentation.

e Un intérét du drapeau {0} C X C X+ C E est lié au fait que X = W + W, Les
vecteurs hors de X ne sont donc, ni engendrés par les espaces totalement isotropes stables,
ni orthogonaux a tous ces derniers. Ceci fournit des informations sur I’action de I' hors des
quotients successifs X/{0}, X*-/X et E/X'. Par exemple, on obtient qu’en un sens, dans
le cas ou X # {0}, la diagonale du bloc supérieur droit de la matrice générique de g (voir
page 129) est «pleine».

e [.. Bérard Bergery m’a tout récemment proposé une autre maniére de traiter le
probléme depuis le départ. on peut considérer S et R respectivement le plus grand sous-
espace semi-simple et le plus petit sous-espace de quotient semi-simple de [’espace E, puis re-
commencer ce travail dans le quotient, non dégénéré, R/S. On itére le procédé par récurence,
un nombre fini de fois car la dimension de E est finie; il se dégage un drapeau canonique
{0} C XCcXLCcE Nest remarquable alors de constater que: X C X. Quoi qu’il en soit
la réflexion sur ce point est en chantier et nous ne la traiterons pas plus avant ici.

e Sur un principe semblable, la bonne maniére, s’il y en a une, de traiter W' serait
sans doute d’effectuer sur lui le raisonnement qui a été tenu ici pour E. On obtient alors
une décomposition canonique de W' qui permet d’itérer le raisonnement. Par récurrence,
on dégage ainsi la structure de la représentation de I' sur W'. Le lemme 1 (cf. page 113) est
en effet particuliérement insatisfaisant du point de vue de la théorie des représentations.
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II Un lemme analytique

II.1 Introduction, notations, rappel sur le travail de Walker
et mise a profit du lemme algébrique

Comme exposé dans I'introduction générale, cette partie et la suivante sont directement
consacrées a la construction des coordonnées annoncées. La présente introduction reprend
les résultats fournis par le lemme algébrique qui précede; elle les applique a la situation
géométrique qui nous occupe: les variétés pseudo-riemanniennes localement réductibles,
indécomposables. Elle introduit notamment ainsi plusieurs familles de feuilletages de M
qui seront au coeur de la problématique du reste du chapitre.

Cette partie est ensuite consacrée & un résultat intermédiaire qui jouera un réle-clé dans
la construction des coordonnées. Ce résultat a, formellement, une relative autonomie par
rapport au théoréme sur les coordonnées lui-méme. Aussi en avons-nous fait, sous forme de
lemme, ’objet d’une partie propre.

Commencons par introduire le systéme de notations qui sera celui du reste du chapitre.

11.1.1 Quelques conventions générales
De fagon générale, sur une variété M, on désignera,:
e par des minuscules latines, les point de M : m, p...
e par des CAPITALES MAIGRES les vecteurs ou les champs de vecteurs: XY, Z A,V...
e par des minuscules latines, éventuellement indexées, des fonctions coordonnées : z,y;,z...

e dans le cas ou on dispose d’un systéme complet de coordonnées, par les CAPITALES
MAIGRES CORRESPONDANTES les vecteurs-coordonnées : 0/0z = X, 0/0y =Y ...

e par des CAPITALES GRASSES les distributions de sous-espaces dans le fibré
tangent ou les sous-espaces d’un espace tangent en un point: X, Y ; dans le cas des distri-

butions, la méme lettre, indexée par un point m, désigne la fibre en m de cette distribution:
X CTyuM, Y, C Ty M,

e dans le cas ou une distribution A est intégrable, par la CAPZTALE CURSIVE cor-
respondante, le feuilletage intégral, ici A ; la méme lettre, indexée par un point m, désignant
la feuille de ce feuilletage passant par le point m: A,,.

e par des CAPITALES BOTHTIQUES, diverses familles d’objets de méme nature: S,
R, EF...

e par des minuscules gothiques, les algebres de Lie des groupes de Lie notés par les
capitales maigres correspondantes: so, b ...

On désignera également :

e si A est un vecteur ou un champ de vecteurs sur M, par le symbole L4 f la dérivée
de Lie dans la direction A d'une fonction f définie sur M: (Laf) = (df)m-4,

e si M est munie d’une métrique g, par D sa dérivée covariante et par R son tenseur
de courbure, habituellement considéré ici comme un (1,3)-tenseur.
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I1.1.2 TUne construction des coordonnées de Walker

Comme il est rappelé dans l'introduction de ce chapitre, le physicien anglais A. G.
Walker avait déja proposé un systéeme particulier de coordonnées sur des variétés pseudo-
riemanniennes dont I’holonomie restreinte stabilise un sous-espace totalement isotrope. Nous
proposons ici une construction de ces coordonnées — par un procédé différent de celui de
Walker —, elle permettra une familiarisation avec les objets manipulés tout au long du
chapitre et fera aussi mieux comprendre la spécificité des coordonnées de cette these.

Nous n’abordons que le plus simple des deux cas traités par Walker : M est une variété
pseudo-riemannienne, m un de ses points, on suppose que Ty, M admet un sous-espace X,
totalement isotrope, stable par holonomie restreinte; les coordonnées construites veulent
alors tenir compte du drapeau stable:

{0} c X, € X € TpM.

On notera d la dimension de M, d; celle de X,,, et ds celle de X#l /X d=2d; + d.

Toujours comme rappelé en introduction, Walker propose dans cette situation des coor-
données, qu’on notera ici ((wi);-il,(yj)?il,(zk)zlzl) telles que:

e les coordonnées (xi);-gl parametrent les feuilles de X, le feuilletage intégral de la
distribution paralléle X,

e les coordonnées ((xi)fél,(yj)?il) parametrent les feuilles de X'+, le feuilletage intégral
de la distribution paralléle X,

e dans la matrice des vecteurs-coordonnées, la métrique prend la forme :

0 0 I
Mat(g) = 0 A H |,
I, 'H B

ou les sous-matrices A et B sont symétriques et ou A et H ne dépendent pas des coor-
données (wz)fél

Notons 7 la projection canonique M — M /X et surmontons d’un tchetch les objets
quotient: M = (M), X = 7(Xy) ... Les coordonnées de Walker admettent la construc-
tion suivante, illustrée dans le cas di = do = 1 par la figure 1 page 134:

e On choisit au voisinage de 7 sur M des coordonnées ((gjj)?il,(ék)ilzl) induites par
une carte quelconque de M vue comme un feuilleté en X*. Les coordonnées (gjj);-lzzl pa-
ramétrent les feuilles de X+, les coordonnées (ék)zlzl les complétent en un systeme complet

de coordonnées.

e On choisit une section ¢ de 7, envoyant 7 sur m, quelconque. Le reste de la construc-
tion est alors déterminé par les deux choix effectués.

e Les coordonnées ((gj);l;l,(zk)ﬁlzl) se relevent alors par o en des coordonnées ((yj)?il,

(zk)zlzl) de I'image S de o, au voisinage de m.

e En tout point p de S, notons (X;)™, la base de X,, duale de (Zk)zlzl i.e. telle que:
V(i,k) € [1,d1]?, g(Xi,Zk) = 6i . Une telle base est parallele le long des feuilles de X+ N S.
Or on vérifie que, le long de chaque feuille du feuilletage X'+, la distribution X est point par

point paralléle (c’est une des affirmations du sous-lemme9 page 137). Ceci permet, le long
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d
i)iz de X, feuille X

feuille X,

autres feuilles
du feuilletage X

autre feuille
du feuilletage X'+

coordonnées
d d
((yZ)Zild’(ZZ)Z;]d)
= 77*((?%)1;1,(51)@;1) T
sur 'image S de ¢

~

M

image S de o

! section
i quelconque
de 7

i
Xy
feuille X3 :
|

coordonnées de
feuilleté
(@), (2)8),
quelconques

autre feuille
du feuilletage X'+

FI1GURE 1 - Construction des coordonnées de Walker

de chaque feuille de X1, de prolonger la base (Xi);-il par transport parallele; elle est ainsi
définie sur tout un voisinage de m dans M et les flots des champs X; commutent. Ces flots
permettent alors de propager les coordonnées ((yj)?il,(zk)zlzl) a tout un voisinage de m

dans M ; les coordonnées (wi)?él, posées nulles le long de S, se déduisent des champs (Xi)?él.

Par construction , les champs (Xi)?él sont tangents aux feuilles de X et donc les coor-

donnnées (aci)ggl parameétrent les feuilles de X. Par construction également, les coordonnées
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(gjj);-lzzl paramétrent les feuilles de X de M ; les coordonnées (yj)?z:1 parameétrent donc les
feuilles de X+ NS dans S. Elles sont propagées par les flots des champs X;, donc enfin les
coordonnées ((:vi)gél,(yj)?il) paramétrent les feuilles de X*. La métrique est donc de la
forme:

0o 0 C
Mat(g) = 0 A H
‘C 'H B

La base (X;)%, a été choisie duale de (Z;){", le long de S, donc le long de S: C = I,.

On vérifie alors que le parallélisme des X; le long des feuilles de X implique que A, H et C
sont indépendantes des coordonnées (z;)™ ;. Le résultat attendu en découle.

Remarque. A chaque choix de coordonnées de feuilleté quelconques (('gj)?il,(ék)zl:l) de
M et d’une section quelconque o de 7, correspond de facon bi-univoque un systéme de
coordonnées «de Walker» de M au voisinage de m. Le principe du travail effectué ici sera
d’exhiber un choix particulier de coordonnées de M et un choix particulier de section o,
induisant des propriétés plus contraignantes sur les coordonnées correspondantes. Il est a
noter que ces deux choix seront alors, dans le cas général (précisément quand I’action de
I’holonomie sur X n’est pas triviale), indissolublement liés: on ne pourrait, pour obtenir les
coordonnées recherchées, les effectuer indépendamment 'un de Pautre. C’est malhaureuse-
ment une des raisons de la complication des raisonnements.

I1.1.3 La situation sur ’espace tangent en m: application du lemme al-
gébrique et introduction des objets de base

Dans cette partie, (M,g) est une variété pseudo-riemannienne localement réductible, in-
décomposable et H son groupe d’holonomie restreint. Soit m un point de M. L’application
du lemme algébrique a (T, M,g|,,,,H) va permettre de dégager divers feuilletages dont M
est naturellement munie et sur lesquels s’appuiront les coordonnées construites en partie ITI.
En reprenant les notations du lemme algébrique, on note X,,, I'intersection des sous-espaces
totalement isotropes de T,, M stables sous I’action de H, maximaux.

notation: Partout, on notera r, indifféremment la projection canonique: X;. — X% /X,
la projection intégrale: X~ — X.-/X ou encore la projection: U — U/X, ot U est un ou-
vert de carte de M, ou encore toute restriction de ces projections. On surmontera d’un
tchetch «”» les objets quotient modulo 7, les classes modulo 7 d’objets de TM ou de M,
par exemple: m(X1) = Xt 1(X)) = Xg et ...

La partie I fournit une décomposition H-stable, non nécessairement canonique, de
Xt /X,
1 x7! L " L & !
ol le sens des différents termes est donné dans le lemme 3 page 128.

Pour des raisons techniques détaillées & la fin du chapitre (voir page 214), nous suppo-
serons successivement que M vérifie la premiére des deux propriétés suivantes, puis les deux :

W/, admet une décomposition en deux sous-espaces

. . . P1
totalement isotropes stables supplémentaires. (P1)

dimX,, = 1 (P2)
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Dans le cas ott M satisfait (P1), on peut alors écrire: W = U’ @ V. ou U, et

V;h sont totalement isotropes, stables par holonomie. L’isomorphisme musical b fournit
alors un isomorphisme canonique de V', dans le dual de U, :V’, —i) U’ ; laction de

I’holonomie H commute avec cet isomorphisme. On peut alors choisir une décomposition —
non unique en général — de U, en somme directe de sous-espaces stables indécomposables :
. . . , oy T % 7! N7/ 7T
Uy, = &, Uy, 11 lui correspond une décomposition duale de Uz, donc de Vi, 5 Vi, @, V7.

W/, se décompose donc en la somme directe orthogonale stable suivante:

. T X - Y
W, =@, Wi ou: Vr, WL =UL o VI

avec IVJ'},; et V%’; totalement isotropes, stables, indécomposables —mais non irréductibles
car, par construction, le plus grand sous-espace semi-simple de W, est totalement isotrope.

D’autre part, par définition, 'action de H sur W', est semi-simple et cet espace peut
s’écrire :
. L. . . .
n "r N mr nr N7
Wm = @er ou: V']",Wm = Um @Vm,
avec UT et VI totalement isotropes, stables, irréductibles. (Une telle décomposition résulte
de deux successives:
e une premiere, canonique, en composantes isotypiques,
e une deuxieme, arbitraire, de chaque composante isotypique en somme directe de sous-
espaces irréductibles.)

En renumérotant, on peut alors écrire:

W, oW = 1<§'ZNW% olt: Vr, Wr = UT. @ V™. |
avec ﬂ:h et V:h totalement isotropes, stables, indécomposables (irréductibles ou non: dans
la construction de coordonnées locales qui va suivre, ils seront traités de la méme maniere).
On notera d, la dimension, commune, de U%, et de V7,
Enfin, chaque espace IVJ'%L admet, relativement & 1’action de I’holonomie H, des suites de
Jordan-Holder. On note n, la longueur de ces suites, qui est aussi celle des suites de th,

ou H agit de fagon contragédiente. Si on choisit une quelconque (IVJ':;’I]C)Z’ZO des suites de
Jordan-Holder de U7, :

les IVJ':;:C sont stables par holonomie,
{0} =0 CcUL C...C U™ = U7, et: Vk, UZF/UTF est irréductible.

On notera également d* la dimension de chaque fj;’f :0=d%<d! <...<d" =d,. Pour
. . Tk N .k
tout k, on introduit alors: V2* = VT N (U")1; alors:
les V:;lk sont stables par holonomie,
{0} = Vi cvitl o VR0 = VT et: VE, VIR /VTF st irréductible.

i.e. (V:;Lk)gznr est une suite de Jordan-Holder de VT, ; c’est la suite duale de (U:;Lk)g:"’“.
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D’autre part, on notera désormais Y';; simplement Y,;, la raison de son accentuation
dans la partie précédente n’ayant plus lieu ici. Par définition, Y,; est semi-simple et peut
14 3
s’écrire :

ou pour tout s > 1, th est non dégénéré, stable et irréductible par holonomie et ou
Y2 = ker b\Ym est le noyau, éventuellement réduit a {0}, de I’action de I’algeébre d’holonomie

sur Y. On notera d) la dimension de chaque Y3, . (De nouveau, une telle décomposition
résulte de deux successives:

e une premiére, canonique, de Y,; en composantes isotypiques,

e une deuxiéme, arbitraire, de chaque composante isotypique, sauf celle correspondant
a Daction triviale, en somme directe de sous-espaces irréductibles. L’éventuelle composante
isotypique Y?h de l'action triviale est ici singularisée; elle fait en effet 'objet d’un traite-
ment particulier dans la construction des coordonnées qui suit.)

Enfin, on notera § 'ensemble des feuilletages {U™, V"¢, V* / (r,s) € [1,N]x[0,N'] et k <
n, }. Ce sont les feuilletages intégraux, a feuilles totalement géodésiques, engendrés par les
distributions U™ V"* et Y* introduites plus haut.

11.1.4 Le but visé dans cette partie

Le but de cette partie est de construire une forme différentielle auxiliaire sur la feuille
XL, qui jouera un role central en partie ITT dans la construction des coordonnées locales
au voisinage de m. Plus exactement, & tout couple (Z,7) de champs de vecteurs de TM le
long de X}, on associera un forme différentielle Pz sur P

e dont certaines dérivées donnent des éléments du tenseur < R(Z,-)T,- >

e vérifiant certaines propriétés supplémentaires qui la rendent «la plus unique» possible.

I1.2 Trois résultats préliminaires

On aura besoin pour montrer I'existence d’une telle forme pz 1 de trois premiers résultats.
Le premier rassemble les remarques effectuables de premier abors au sujet des divers feuille-
tages introduits plus haut. Le deuxiéme introduit un systeme particulier de coordonnées
locales de X,# au voisinage de m ; ces coordonnées simplifieront la démonstration du lemme
4 et seront ensuite reprises dans la démontration du théoréme III lui-méme. Le troisiéme
rappelle enfin un résultat classique de calcul différentiel.

Sous-lemme 9 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne localement réductible, indé-
composable vérifiant la propriété (P1). On reprend les notations introduites plus haut.

1l correspond a la décomposition de Tm()E'TJ,;) une décomposition locale de la variété A?,# en
produit riemannien : A?T# est canoniquement isométrique, une fois choisie la décomposition

. Lo L1 . .

X = (8, W) & (8,Y%), au produit riemannien ([], WE,) x (I1,Y5). De plus, une
fois choisie la décomposition X+ = (@, Up) @ (8, V) @ (8:YF,), X est canoniquement
difféeomorphe a ([[, Uy,) x (I1, Vi) x (I, V5)- Quelques remarques enfin :

1. En un point p € Xﬂ,‘u si A€ Ay et B € B, avec Ay, et By, deur sous-espaces de X;‘

stables par holonomie, alors: Ap 1L By = R(A,B) = 0. De plus: R(X5,YJ) = {0}.
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2. Si A et B sont deuz distributions parmi les distributions X, U, r € [1,N], V7,
r € [1,N] et Y*, s € [0,N'] alors, si (A # B ou A L B ou A =Y?"), la distribution
A est point par point paralléle le long des feuilles de B. En particulier X et plus
généralement Y° sont des distributions paralléles le long de X

Démonstration : Il suffit de montrer les deux remarques.
1. Soient A et B comme dans I’énoncé et Cet D deux vecteurs quelconques de T, M. Par
le théoréme d’Ambrose-Singer, R(C,D) € h ou h est ’algébre d’holonomie restreinte de M.
Par conséquent, R(C,D).A € A, et donc < R(C,D).A,B >= 0. Mais < R(C,D).A,B >=<
A,B).C,D > et les vecteurs C et D sont quelconques donc : R(A,B) = 0. Avec les mémes C
et Det (Y,Y?) € XJ- XY, comme I’holonomie agit trivialement modulo X, sur Y et encore
par le théoréme d’ Ambrose—Slnger < R(C,D).Y% X >= 0. Le résultat suit semblablement
2. Prenons p un point de XT#. Supposons déja A 1 B et prenons A un vecteur de A, et
B, et By deux vecteurs de B,. Par la deuxiéme identité de Bianchi, < R(B1,B;).A = — <
R(B3,A).B;— < R(A,B1).Bs = 0 par le point précédent. C’est le résultat voulu: le vecteur
A peut étre prolongé par transport parallele le long des feuilles de B, le feuilletage intégral
de B. Supposons maintenant A } B et A # B. Nécessairement alors pour un certain indice
r: A =TU" et B = V" ou vice-versa. Alors B | B et par le premier point: V(B1,B3) €
(B,)?%, R(B1,B>) = 0 donc tout vecteur peut étre prolongé par transport paralléle le long
des efuilles de B. Supposons enfin que A =YY et prenons A dans A et By et By dans B,.
Toujours par 'identité de Bianchi: < R(B;,B2).A = — < R(B3,A).B1— < R(A,B1).B, =0
par le point précédent. Le vecteur A peut étre prolongé par transport parallele le long des
feuilles de B. O

Construisons 3 présent des coordonnées particulieres sur X,.. On reprend toujours les
mémes notations.
Précision : Attention, la décomposition de X- m/Xm dont il est question n’est pas obte-
nue sous 'action de ’holonomie H' de la variété pseudo-riemannienne X /X, mais bien
par l’action de H le groupe d’holonomie restreint de M, action qui passe au quotient. En
particulier par exemple, I’éventuel facteur YO est certes plat pour I’holonomie de XL/ X,
donc inclus dans le facteur plat de Tj;, (X5 /X), mais 'inclusion peut étre stricte. D’autre
part, en général, Paction de H sur Tj;(X;;/X) n’est pas 'action d’une des holonomies
pseudo-riemanniennes possibles de la variété X,# /X. En particulier par exemple, elle ne se
décompose pas en action produit dés qu’elle préserve un sous-espace non dégénéré.

Sous-lemme 10 On se donne:

e une section o7, de chaque fibré U], — U], /X, une section o3, de chaque fibré V;, —
V’" m/ X et une section o3, de chaque fibré Yy, — Yr, /X, les sections o7, o}, (r € [1,N]) et
ay des fibrés plats respectzfs , Vet VO étant choisies affines,

e en 1, pour tout r € [[l,N]], {0} =U cU cU? c...c U™ =U% une suite
. . . 7Tk o . ’k; .
de Jordan-Holder de U, pourvl’actzon de H et (V2 )2:7“ = (U N VE)9_ n, lo suite
de Jordan-Holder associée de V7, .
dx d, d,

Alors il existe un systéme local de coordonnées ((x;); %, ((uf );Zq,(v] )Z DN ((yr )jl DY) de
X autour de m, nul en m, de classe CE=2 i M est de classe CR et tel que, en notant

((X; )z XL (UDE L (vnd )N 1,((Y-S)Z DN les vecteurs-coordonnées correspondants :

(a) Les coordonnées (xz)f;‘l paramétrent les feuilles de X ; pour chaque r de [1,N] et

k
pour tout k de [1,n,], les coordonnées ((xz)f 1,(u")f 1) paramétrent les feuilles de U™ et
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dr
i=dk+1

((x,)fxl,(yz)zl 1) celles de Y*. Autrement dit, en tout point p :
* (Xz)ff1 est une base de X,.
* Pour tout r de [[LN]]: tout k de HlanTﬂ: (( );jxla(Ur);ikl) est une base de U;’k et
((X;) 1,(V’")Z dk41) une base de viE.

* Pour tout s de [O,N'], ((X. )Z 1,(Y-S);isl) est une base de Y.

dx

les coordonnées ((xz;);%,(vf)? ) celles de V™ ; pour chaque s de [0,N'], les coordonnées

(b) En tout point p, si A est un vecteur-coordonnée appartenant ¢ A, 'un des espaces
de € ={U},, V] Y5 /r € [1,N] et s € [0,N']}, alors: VB, € €, (B, # Ap ou A, =Y)) =
Dg,A = {0}. De plus, pour tout r € [1,N], les champs (U{)?;l sont paralléles le long de
U[n, .o VpeUy,,vie [1,d,],Dy, U] = {0}.

(¢) En m, pour tout r, (V[)g;l est une base de VT, duale de la base (U[)f;l de U’ ;

pour tout s, (171-5)?,;1 est une base pseudo-orthonormée de Yﬁh.

Remarque: en particulier, on tire de (b) que, pour tout vecteur coordonnée A: Vi €
dl
[1,dx],Vj € [Ldy], DaX; = Dx,A = DaY] = DyoA = 0. Les champs (X)X et (V)52

sont paralleles, et toutes les coordonnées sont paralleles le long des feuilles de )°.

Démonstration: On construit déja des coordonnées au voisinage de i sur le quotient

2\?7# La variété 2\?7# étant canoniquement isométrique au produit riemannien (H1J~V:1 W}"n) X
(Hivzl 0 )V),’n), il suffit de construire des cordonnées sur chaque an pour r € [1,N] et sur

chaque 37{,1 pour 7 € [0,N']. Sur chacun de ces derniers, et pour r # 0, on choisit des coor-

’ o . . , ‘z &
données (y]);”, nulles en 77 et telles que, en 0, les vecteurs coordonnées associés (Y;"),”;

constituent une base pseudo-orthonormée de Y7, PGy (M) = 326 (dgg )? avec el = +1.
Pour le reste, le choix est arbitraire. On choisit sur y&, plat, des coordonnées affines plates
pseudo-orthonormées.

Chaque an est canoniquement difféomorphe & I;{fn X f)fh, il suffit donc enfin de construire
des coordonnées sur les Uy, et les V7. Soit r € [1,N] et {0} :vU:;lO C I:T:,;l cUylc...c
U™ = Ur, la décomposition de Jordan-Holder choisie de UL, et (UF)%, une base de

. adaptée & cette décomposition, i.e. t.q.: (g, - VE € ﬂl,nrﬂ,ﬂ:;’lk = vect((ﬁ{)?ﬁl).
La feuille U, étant plate, cette base fournit sur elle, par transport parallele, un systeme
de coornonnées (12;7)?;1; on notera encore (UT) 1 les vecteurs-coordonnées associés. On
note alors (V) = ((U7)*){~, la base de V7, duale de (U7)$,. Tl lui est associé de la
méme fagon un systeme (v )f , de coordonnées de la feuille, plate, VT Le dlffeomorphlsme
canonique W~ UL, x V5, cité plus haut permet alors de prolonger les (] )% | et les (97)%"
a WE, entier. ; '

Remarque: en 77, si on note Vi =V N (T:TT’]) alors {0} = V2" c Vil ... ¢
V20 = V7 est une suite de Jordan-Hélder de v et en m: Vj < n,, vect((VT)

dJ +1)
V7. La base (V)% est adaptée & la suite (V7/)0_ . D’autre part, les suites de Jordan-

=Ny
Holder (UT’J)"’O et (V21)0 2, étant paralleles, les bases (U]){, et (V;"){&, respectivement,
leur sont en tout point adaptées.
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Notons alors respectivement U, V" et Y] les vecteurs dO’UT définis pour chaque r sur
I'image de o7, daV , définis pour chaque s sur 'image de o7, et daYTdeﬁms pour chaque T
sur 'image de ay ; par transport paralléle le long des feuilles de X, chaque famille (U’)Z 1

(V1) et (Yi’")i:1 se polonge respectivement, a toute la sous-variété U, V;, ou ),. Par
transport parallele le long des autres feuilles de ce type, ils se prolongent & X- tout entiere.

Remarquons au passage qu’alors en tout point : Vr,i, dn(U]) = U], dn(V]") =V et dn(Y]") =
ffi’ car 7 est parallele. Enfin, on choisit une base quelconque (Xi)gi‘l de X, ; propagée par
transport parallele, elle fournit une base de chaque X, pour p € X

Tous les champs obtenus commutent. En effet, désignons dans la suite par A et B deux
feuilletages différents parmi les 4", V" et J". En un point de X, si A est un vecteur-
coordonnée de A — i.e. un X;, un U], un V;” ou un Y;” — et B un vecteur-coordonnée de
B, alors: DsB = DgA = 0 par construction, donc [A,B] = 0. D’autre part:

e notons g4 la section (o7, o3, ou 07,, selon qui est \A), définie de A dans A,,. Soient
A1 et As deux vecteurs-coordonnées tangents en un point & og4(A;), alors: [A1,42] =
[doa(A1),dos(As)] = doa([A1,As]) = dog(0) =0,

e enfin si, en un point, A; et As sont tangents & une feuille de A et B & une feuille de B
alors: [B,Al] = _DAlB € B et donc: DB[Al,AQ] = DB(DA1A2 — DA2A1) = R(Al,B)AZ —
R(A9,B)A; — Dp 4,142 + Dip 4,41 + D4, (DpAs) — Dy, (DgAy) = 0. Les quatre derniers
termes sont en effet nuls par construction; pour les deux premiers:

* soit A L B; dans ce cas, par le sous-lemme 9, R(A;,B)As = R(A2,B)A; =0,
* soit A =U" et B=V", ou vice-versa, pour un certain r. Dans ce cas, par la premiere
identité de Bianchi, puis le sous-lemme 9: R(A;,B)A2— R(A2,B)A; = R(A3,A1)B =
Ainsi, partout, [A;,42] = [AI’A2:||T0'A(A7?,,) =0.

I1 suffit alors de poser par convention que toutes les coordonnées du point m sont nulles
pour obtenir des coordonnées ((zz)fxl,((u )f’ (V] );i’ DN L (yr );il D) dont les vecteurs co-
ordonnées associés sont les (X; ) im1, les U], les V" et les Y;" respectivement. Par construction,
comme pour tout vecteur-coordonnée A. d7r(A) A, on obtient, pour chaque coordonnée,
ici notée a: a = Gon. Vu la construction des coordonnées (((i})% (5% )N, (57 );i DN,
cela fournit le point (a) et le point (c) annoncés. De plus si M est de classe C%, les différents
champs de vecteurs-coordonnées sont construits par prolongation par transport parallele,
avec une condition initiale qu’on peut prendre de régularité maximale, i.e. C®~1. Ces champs
sont donc au moins C#~2 et il en est de méme des coordonnées.

Par construction enfin, si A et B sont deux vecteurs-coordonnée tangents en un point,
respectivement & A et B deux feuilletages différents comme donnés plus haut: Dy4B =

DgA = 0. Les vecteurs (Ylo)z | vérifient de surcroit: Vi € [1,d;], DxJ_YO = {0}. En effet,
les Y;O sont choisis paralléles sur yﬁn et la section ay est affine; les YZO sont donc paralléles
le long de VY. Tls sont ensuite propagés par tansport pa,rvalléle le long des feuilles de VyT
et V%, s # 0. Ils sont donc paralléles sur X-. Enfin, les U; sont choisis paralleles sur U,

et la section o7, est affine; les U] sont donc paralléles le long de U}, . Le point (b) est vérifié.O

Rappelons également un résultat de calcul différentiel.

Sous-lemme 11 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et B un champ de
formes bilinéaire sur E. Alors B est le hessien — i.e. ici la dérivée seconde — d’une fonction
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f + E— Rssi:
e B est un champ de formes bilinéaire symétriques
e B est de différentielle nulle, i.e. :

dB = ((V,V',V") = (DyB)(V'.V") — (Dy:B)(V,V")) =0

Démonstration: On notera (V;)!; un champ parallele de bases de E. Supposons que
B = Hess f ; B est symétrique par le lemme de Schwarz. Pour tout (4,7,k) de [1,n]3:

B . . — — — =
dB(V:,V; V) v, oV; V;oV;0Vi,  OV;0VidVy

0.

D’ou la partie directe. On suppose maintenent que B vérifie les prorpiétés exposées. Soit V'
un champ de vecteurs paralléle sur E. Par la deuxiéme propriété, le forme iy = B(-,V)
est fermée, donc on trouve une fonction gy nulle en 0 et t.q.: ¥y = dgy. La fonction ¢:
V +— gy est alors une forme linéaire sur £. Comme B est symétrique, elle est fermée :

. 0oV, 0o(V;
Vi) € [, 2552 = Boyn) = Blun) = 2500
On trouve donc une fonction f telle que df = ¢; par construction, Hess f = B. O

I1.3 Le lemme analytique

Notation. Introduisons encore deux sous-variétés de XnJi qui interviennent dans le lemme
et dans la suite. Si p est un point de M, on notera U, et V, les sous-variétés de M définies,
au moins au voisinage de p, par:

U =" ((H up) < (I1 5&?))
5=0

r=1
et :
B N 5 N’ 5
Vy=m" ((H Vi) < (] yg)) :
r=1 s=0

Lemme 4 Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne de classe C® avec R > 4, loca-
lement réductible, indécomposable, vérifiant la propriété (P1). On reprend les notations
introduites plus haut.

Soient Z et T deuzx champs de vecteurs de classe CE=1 le long de X: ;

s0it R = (((ﬁr’k)zrzl)f}:l,((vr’k)Z’:l)N ) une famille de relevés des drapeauz (X,(U;;Lk);c”zo)

r=1
et (X,(V:ﬁk)zzm), r € [1,N], i.e. une famille de décompositions
r,lc)

—_ k —_
U =X U") etV =X A\
m m & (1<1§9<n, ) et Vin m & (1<I§B<nr

telle que:

Vr € [1,N],Vko € [0, ], UTFe =X, @ ( @ TF) et Vilo=X,o( @ V).
1<k<ko ny >k>ko
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Alors :
(a) si p est un point de M et si (A,B) € Ap x By, avec A et B dans § et (A L B ou
A=B=F%, si Zy et Zy sont dans TyM, R(A,Z1,B,Zs) = R(B,Z1,A,Z>)
(b) il eziste sur X au voisinage de m une forme linéaire pz 1m s de classe CE2, nulle
en m et telle que :
Vpe Xt VABEF,(ALBou A=B=F"=
V(A,B) € Ap x By, R(Z,AT,B) = (Dpzrmm)(A,B) = (Dpzrmm)(B,A).

*

* en tout point de Z/{ U Vm, Pz Tmm est de dzﬁerentzelle nulle. En particulier, pz 1 mm
induit par restriction une forme fermée sur L{m et sur V

(DPZ,T,m,%) |m (U,V) =0

« VEL T YV 5 vu e T, vw e V7, {
* (Dpzrmm)m(V;U) =0

(c) Une telle forme pz 1 mm est définie modulo 7* (H?’:ll Zl(T*J}fh)>, i.e. modulo l’image

réciproque par d’uvne forme produit fermée de )E,# ~ (I, W;'n) x (I1, )V)fn), nulle sur le
facteur (TT, WE,) x V2,.

(d) De plus,
* Si l’holonomie agit trivialement sur X, PZ.T,m, m est alors image réciproque par m d’une
forme linéaire pz1m de la variété quotient X

PzTms =T (Pz,1,m)-

* bien sir,pzrmm dépend de (Z,T) de facon bilinéaire symétrique.

Quelques matrices. Pour faciliter la compréhension de I'objet SR, donnons quelques ma-
trices oll cet objet intervient: pour un r quelconque, la matrice de < -,- > et la matrice
générale de I’holonomie, en restriction & W7 .. On suppose que n, = 3, alors d:;’ = d,. Une
base de U, formée d’une base de Ut complétée en base de ur? puis de ur? , peut étre
complétée par sa base duale dans V, pour former une base de W7, . Notons ((u )f“ L&)
une telle base. Elle définit un n-uplet R comme dans I’énoncé par:

k — k
Vk € [1,3],U "k = vect (( )d ~ - 1+1> et V" = vect (( )d’“dk 1+1)

(Attention ce relevé est particulier car: Vk € [1,3],VI > k,V”’“ 1 ﬁr’l.) Les matrices de
la métrique et de I’holonomie dans cette base sont présentées dans le diagramme 4 page
suivante.

IT.4 Démonstration du lemme

Prenons (A,B) dans A, x By, avec A et B dans § et (A L Bou A =B =)%; on
choisit d’autre part Z; et Zy dans T, M. Alors:

R(A,Z1,B,Zy) = —R(Z1,B,A,Zy) — R(B,A,Z1,Z5) (identité de Bianchi)
= R(B,Z1,A,Z2)+ < R(Z1,Z2)A,B >

L’espace A, est stable par holonomie donc R(Z,7Z3)A € A,. Donc, si A L B, R(Z1,Z)A €
A, L B.Si A=B=)" R(Z1,Z3)A € X* L B. Dans tous les cas, < R(Z1,Z2)A,B >= 0,
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7,3 _ 7,0 _
uyi=ur, vio=vr,
A A

Uy, V!
— —
U'r,l Vr,2
— —
Idl 0 O
O 0 Id% dl O
0 0 Tga_ g0
Mat(< «,- >) = o et
In 0 0
0 Ip g O 0
0 0 Ip g
o' fuji Lja v V2 vid
Al 1 5,2 A€,3
0 A5, Abs 0
0 0 53
h €bh = Mat(hw:r ) =
b ( \Wm) _7514',1«71 0 0
—Aly Ay A3,

DIAGRAMME 4 - Espace W], cas n, = 3 : matrices de la métrique et de [’holonomie

d’ou le premier point du lemme.

Construction de coordonnées auziliaires. Pour montrer le deuxiéme point, on utilise des
coordonnées de M au voisinage de m, respectant les feuilletages de §. Construisons un tel
systéme.

Soit déja (zz)d 1 un systeme quelconque de coordonnées d’un voisinage O de la classe de
m dans la variété quotient M /X L. Pour poursuivre, on a besoin du sous-lemme suivant :

Sous-lemme 12 Si une variété M de classe C® est munie d’une famille de feuilletages
(AN, de classe CE, telle qu’en tout point p, A, CAC...C .ANfl C .AN =M, alors il
dr )

eziste des coordonnées C® ((a T)imq)req de M telles que, pout tout r, les ensembles du type

{VE > r,aF = cte} sont les feuilles de A". De plus, les (a?~ 1)?"11 sont alors un systéme de

coordonnees de .AN/.A" L qu’on peut choisir quelconque.

Démonstration du sous-lemme. On le montre par récurrence sur N. Il est trivial pour
N = 1. Supposons le vrai jusqu’au rang N —1. On trouve donc des coordonnées ((a )f ON,
de M = M/A! vérifiant la propriété annoncée, avec (a~ 1);1"11 = (a;~ 1)?;11, u (@}~ 1)?;11
est un systéme de coordonnées arbitraire de AN /A", On choisit alors un feuilletage B de
classe CF transverse & A!, m un point de M et des coordonnées C® quelconques (a}) de
AL.. Sip € M, on note ((a;)g;l)ivzl ses coordonnées, ot :

e (af )le sont les coordonnées, dans AL, de 'unique point de B, N Al (Ce point est
une fonction C® du point p, par transversalité de B et A;.),

o Vr>1,(al)¥, = (af)$, o les (af)%, sont les coordonnées de {5 dans M.

143



Alors, si r > 1, les ensembles du type {Vr,aF = cte } sont les ensembles 7~ ({Vk > r,a¥ =
cte}) olt 7 : M — M, donc, par hypotheése de récurrence, les feuilles de 77 (A"), c’est-a-
dire enfin les feuilles A" car A! C A". D’autre part, par construction, les ensembles type

{Vk > 1,a* = cte} sont les feuilles de .A'. Enfin, les coordonnées (ozz-"_l)gg1 restent in-

changées, égales a (a; ™~ 1);1“11 Comme 7 est CF, les coordonnées obtenues le sont aussi. La,
récurrence est propagée au rang N. C.Q.F.D.

On choisit alors une section o1 de 71 : M = (M/X) = (M/X1), telle que oy (1 (h)) =
. Remarquons alors que chaque feuille X L(p) de M = M/ X est canoniquement difféomorphe

au produit ([[, U o1.(p) ) (I1, Ul(p)) (I, y;l(p)). Construisons des coordonnées de M. On

note:

e 5§, =U
@) V
° S = peovr()CM:M/X.
o Sy = peoym CM=M/X.

Pour chaque r, la variété S/, admet les feuilletages emboités : Ut - Ur? C...C Urmn c .
Par le sous-lemme, on trouve donc des coordonnées ((ﬂT)f 1,(zz)Z X)) de S’" telles que les

) C M = M/X (Dans chaque feuille X, , de M, &, N X},

peD ;1(17 1(p) o1(p) —

u?"

v k
pour tout k de [1,n,], les coordonnées (ﬂr)f | paramétrent les feuilles de U™, et avec:
Vi < dx,7; = m o Z. On construit des coordonnées semblables ((v r)f 1,(z,)flxl) sur les S7,,

d dx
qui admettent les feuilletages emboités : 1{’" Lgyr2 .. .cumm C ST et ((yi)izl’(zl)izl)
sur les S3), qui admettent le feuilletage: ol C S5

La famille de difféfomorphismes: A?J- ~ (L. U 1(p) x (I, f);"l(p)) x (T1, 5;;1@)) re-
marquée plus haut permet de prolonger les coordonnées construites ci-dessus en coor-

données (((1, )f’l,(J)f 1),{\7 1,(@5)?,3 l)fivlo,(%)z X,) d’un voisinage de i dans M, respectant
les feuilletages Urk prk s et X1, et ou: Vi < dx, 7, zZ = T 0 Z;.

Enfin, on choisit une section locale ¢ en 7 de 7 : M — M = M/X et un champ
de bases ()?Z)ficl de X le long de I'image de o. Les feuilles du feuilletage X étant plates,
ces bases fournissent un systéme local de coordonnées affines (iz)fxl des &), pour p voisin
de m sur 1’1mage de o. Ces coordonnées ont sur M méme regularlte que le champ de
bases (X;)X i+ Enfin, en posant vr € [1,N],Vi € [1,d, ]], = mo, et U = oy
Vs € [0,N'],Vi € [1,d],35 = w0 9;, et: Vi € [1,dx],% = 7 0 %;, le systéme

(@ () ) () 0B
est un systéme local de coordonnées de M au voisinage de m, de classe CE, respectant les
feuilletages X, U™, V™* Y3 et XL, i.e. tel que, au voisinage de m dans M :
e les coordonnées (%Z);i;"l parametrent les feuilles de X.
e Pour tout r de [1,N] et tout k de [1,n,], les coordonnées (ﬂ:)fil parameétrent les
feuilles de U™ et les coordonnées (T} );ﬂﬁl celles de V™.
e Pour tout s de [0,N'], les coordonnées (Y )iil parameétrent les feuilles de Y*.

e Les coordonnées ((J;i)fxl((u )& @) 1),{\7:1,((%9)?’;1)5:'0 parameétrent les feuilles de

Xt
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On notera O 'ouvert autour de m ou ces coordonnées sont définies.

Il suffit maintenant de montrer le résultat annoncé pour deux champs Zkl et Zkz de
vecteurs-coordonnées le long de X;-. On les notera Z et T pour alléger.

Affirmation 1. La forme a = (DZT)\bx . définie dans O le long de X, est de classe C~2 et

vérifie alors, pour tous A et B de §:

(ALBouA=B=F%=Vpe X, (%)
V(A,B) € Ap x By, (Daa)(B) = (Dpa)(A) = R(Z,AT,B) -

Les champs de vecteurs-coordonnées ont un ordre de régularité de moins que les coor-
données et sont donc de classe C®~1. Le champ DT et par 14 la forme a est sont donc de
classe Cf~2. L’expression est tensorielle en A et B ; d’autre part, les coordonnées construites
plus haut fournissent en tout point p une base de vecteurs-coordonnées de chaque espace A,

pour A € §. Il suffit donc de vérifier la propriété pour A et B de tels vecteurs-coordonnées
en p. On suppose donc A et B de tels vecteurs, alors:

R(Z,A,T,B) =< DusD;T,B>— < DzDsT,B > .

car les champs de vecteurs manipulés sont associés & des coordonnées, donc commutent ; ils
commutent aussi avec les champs T et Z, d’'ou: DAT = D7 A. Or le champ A est dans la
distribution parallele A, il en est donc de méme pour D A, et de nouveau pour Dz Dy A. Si
AL B,BeB, L A, donc le second terme du membre de droite est nul. Si A =B = FO,
et par construction des coordonnées, DrA € X,. X, est stable par holonomie, donc de
nouveau Dz D1 A € X, et B L Dz D7 A. Dans tous les cas le second terme du membre de
droite est nul. D’autre part:

(Daa)(B) = La(a(B)) — a(DaB)
=Ls<DzT,B>—-<DzT,DsB >
=<< DADzT,B >

Dou: (Dsa)(B) = R(Z,A,T.B). Par le premier point du lemme enfin, R(Z,A,T,B) =
R(Z,B,T,A), d’ou la premiére affirmation.

Affirmation 2. 1l existe alors au voisinage de m sur X une forme différentielle 3 de
classe CF~2 qui vérifie:

e au point m, B, = am,
e pour tout A et tout B de §:

(ALBouAd=B=F%=Vpe X, V(AB) € A, x By, (DaB)(B) = (Dpp)(A) =0 (x0)
e en tout point de ij U ljm, dg = da i.e.:

VP € Uy UV, YA, B € X1, dB(A.B) = da(A,B). (%)

Pour construire cette forme auxiliaire, on choisit déja, pour chaque r € [1,N], une sec-
tion o7, de chaque fibré U}, — Uy, /X et une section o7, de chaque fibré V;, — V], /X, et
pour chaque s € [0,N'], une section oY, de chaque fibré Yy, — Yy, /X. On choisit affines les
sections o7, 07, (r € [1,N]) et ag, des fibrés plats respectifs U7, V7 et VO . On choisit de plus

145



les o7, et les o7, telles que les relevés (((ﬁr’k)zgl)f,v:l,((Vr’k);;’"zl)f,v:l) introduits dans 1’énoncé

=1,k =,k

soient dans leur image, i.e. telles que: Vr € [1,N],Vk € [1,n,],(do}) (U ") =T
=k . .. .
(da{,)|m(Vr ) = V¥ Toutes les sections sont enfin choisies appliquant m sur 7h. On notera

pour tout 7 de [1,N], S, = of, (U%,) et S5 = o%,(V%,), et pour tout s de [0,N'], Sy = 05,(37;1)

et

Le sous-lemme 10 fournit alors des coordonnées ((x,)fi‘l ,((u%")?;l (] )g;1)£]:1 (yr )gl;l)ﬂo)
de classe C® de X au voisinage de m :

o Adaptées aux feuilletages X, U™F, V"F et V%, i.e. t.q. les coordonnées (a:z);ifl pa-
rametrent les feuilles de X, les coordonnées ((xz)fi‘l (u:)fil) celles de U™ et les coordonnées
((xz)f;‘l (Uf)?;dkﬂ) celles de V™* | pour tout r de [1,N] et tout k de [1,n,] et les coordonnées
((x,)ffl (yf)flgl) celles de Y*, pour tout s de [0,N'].

o Telles que: Vr € [1,N],{p /Vi,z; =0} NU;, = S];, Vr € [LN],{p/Vi,z; =0} NV}, =
Sy, et Vs € [0,N'], {p/Vi,z; = 0} NY;, = S5

e Viérifiant toutes les autres propriétés annnoncées dans le lemme.

On notera alors enfin § = {Vi,z; = 0} et, pour tout r, Sj,, = SNW),. Alors, en parti-
culier: Vr,Uy, NS = &, Vr,V;, NS = &), et Vs, Y, NS = S5,

On construit alors §:

(I) On pose, pour chaque feuilletage A parmi les W™ et les Y°: (Dg)(AL,A) = {0} i.e.
Bia parallele le long de A;-. Clest possible car la distribution A est paralléle le long des
feuilles de A™*, c¢f. sous-lemme 9. 11 suffit alors de définir Bja sur 'image d’une section de
A — A; ce sont les points (IT) et (III).

(IT) On pose: Bx,, = ox,, et (DB)(X+,X) = {0}, i.e. Bjx paralléle le long de X;;. Cest
possible car la distribution X est parallele le long de /'?TJ,; Il reste alors & définir la restriction
de (3 au fibré tangent d’une section de chaque A — A.

(IIT) Pour chaque r, on définit la restriction 5" de Bwr & TSy, et pour chaque s, la res-
tiction 4 de fjys a TS3,.

Remarque: § est alors de classe C®~2 ssi chaque 8" et chaque 3'° ’est. On le vérifiera
simplement.

Sur la feuille plate 37%, on pose ﬁ"fn = ar,,s3 et DB =0, i.e. B0 est une forme paralléle

de la sous-variété, plate, Sg,, égale a T,,59 €N M. Comme «, £ est donc CE2.

Sur chaque S5, s € [1,N'], on pose §'° = a|1sy, i-€. pour tout ¥ de TS5, 8°(Y) = a(Y).
De la, méme facon,
B est CE2,

Sur chaque &y, on définit 8" par les trois points suivants:

(i) les restrictions ﬁ\TUrnTS;;V et ﬂer’"ﬂTS{/v sont paralleles, respectivement le long des
feuilles de U™ N Sy, et de V" N S}, i.e.: Vp € Sy, VU € Uy N TPS\T/V’DUﬁ\TU;ﬂTPS{,V =0
et VV € VN TPSIT/V’DVﬂrV;,nT,,S{N = 0. C’est possible car en tout point p: R(U},U}) =
R(Vy,Vy) = {0},
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(ii) on définit S" et DS" en m,
(iii) on définit, le long respectivement de Sj; et SJ,,la dérivée seconde de ﬁ\TVT ATS], et de
,
Biurars;,-
Ces trois points définissent sur &7, d’une part B\TUT”TS%’ d’autre part ,B‘TVTOTS{N, donc
définissent 3" sur §,,. La forme 3" est alors CE=2 55 1a dérivée seconde de ﬁ|rvrmT s et de
w

,BrUmTS{N dont il est question au point (iii) est C®~%. On le vérifiera. Précisons les étapes

(ii) et (iii).

e L’étape (ii). On pose:
* By = Yrnsy,
o Vk € [1n,], (DB")n(Uni N TS}y, (U} -0 TinS5y) = (DB (Vi N TSy (Viid )10
T,,Sy) = {0}. En particulier:
* (D,BT)\m(U:nﬂTmS{;V,(U;%)J-ﬂTmS{,V) = (DﬂT)|m(V:nﬂTm81r/va(V:n)J_ﬂTm8{/\;) _
{0} (le point (ii) est donc compatible avec le point (i)) et:
* Vk € [[l’nT]]’ (D’BT)|m(UIﬁkamS€Va(V:ﬁk)meS{;v) = (Dﬂ’")\m(VfﬁkﬂTmS{}v,(UZﬁk)ﬂ
TmSyy) = {0}
o Tk 5l , ,
o Vke [Ln ] Vi< { (DB (T V") = (Da)n (D)
(D) (V707 = (Da) (V75 0),
c’est-a-dire:
Tryv DB")im(UV) = (Da)(U,V)
VEL T V7 = vu e TF v e VY, { (DB")im (U, m (U,
l (D’Br)‘m(V’U) = (Da)\m(VaU)

k

Comme le point qui précéde définit les (Dﬁr)|m(ﬁr’ ,Vr’l) et les (Dﬁr)|m(vr’k,ﬁr’l)

pour T L Vr’l, on a donc défini:

& <l & —r,l
(Dﬁr)|m(+r,kﬁ’r y trk VT ) et (Dﬁr)\m(+r,kvr y Tk UT )a
c’est-a-dire, par définition des sections o7, et o7, :

(DB")jm (TmSy, TmSY) et (DB")jm(TmS), TmSL)-

e L’étape (iii). La forme (" est définie en m ; par le point (i), ﬁrUTnTS{N = ’BFFS& est donc
définie le long de la variété Sj;. Par le point (I), c’est donc Byr qui est définie le long de S;.
Définissons la dérivée seconde de ﬁerTs;v le long de &j,. 11 suffit la définir sur les champs

de coordonnées (V[)g;l, qui en tout point forment une base de V" N'TSy,,. Soit 7 € [1,d,];
le vecteur-coordonnée V;" est un champ de vecteurs parallele le long de U}, (cf. lemme 10,
(b)). On pose alors:

Vp € S, Vi,k € ﬂl,drﬂ,LU;LUI: B (V") = LU; da(Ug,V;") + B(R(US,V]").Ug).

Cela définit la dérivée seconde de S"(V;") le long de Sj;. En effet, d’une part R(UT,V;").U} €
U}, donc B(R(U,V).U’) est bien définie, d’autre part, par le sous-lemme 11, une forme
bilinéaire B sur un espace plat est le hessien d’une fonction ssi:

* B est symétrique,
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x dB = (U,U . U") — (DyB)(U",U") — (DyB)(U,U")) =0,
et on vérifie qu’effectivement :

* Lyr da(Ug, V") et B(R(UT,V]").Uy) sont symétriques en U et Uy,

* Pour tout [ de [1,d,], Ly Lyy da(UL,V]) = Lyr Lyy da(Ug, V") et Loy (B(R(UF,V]).Up)) =
Loy (BR(UTVT).UE)).

(Partout, on profite du fait que les Ui, Uy, Ul et V" commutent et sont paralleles le long
de §j, plat pour remlacer les dérivées covariantes D par des dérivées de Lie L. Cela allege
les calculs qui suivent.)

Vérifions donc les propriétés annoncées.

e R(U,V).U' est symétrique en U et U’ par le premier point du lemme.
e Vérifions la symétrie en j et k de Ly da(Ug, V7).

Lyy de(U3,Vy) = Ly; (Lura(Vy) — Ly o(Uf))
= Ly; Lyr a(Vy) — Ly Ly (U7)
= Ly; Lyra(Vy) — Lyy ((Duy @)(Uf)) + Ly (a(Dy; Uy))

= Ly; Lyra(Vy) — Ly (D ao.vy @) (do.Uy)) + Ly (a(Dy; Uy))

Le premier terme est symétrique en ¢ et j par le lemme de Schwartz (U] et U; sont
des vecteurs-coordonnées), le deuxiéme par l'affirmation 1 et le troisiéme encore parce
que U et U} sont des vecteurs-coordonnées: Dy;Uj — Dy:Uj = [U],Uj] = 0. Pour
tout I de [1,d,], LyyLyr da(Ug,V") = LyrLyy da(Ug,V{") et Ly (B(R(UF,V]).Up)) =
Lu; (BR(U] V?).UF))-

e Pour tout ! de [1,d,], LUl“LUj’ da(UL, V) = LUJ?LUIT de(UT,V7): c’est le lemme de
Schwartz.

e Pour tout I de [1,d.], Ly; (B(R(U},V{").Uy)) = Lur (B(R(U],V{").Up))- Cela découle
de la deuxieme identité de Bianchi.
Ly; (B(R(U;,V{").Ug)) = (Duy B)(R(UF,Vi").Ug) + B((Dy; R)(U;,V]").Ug)
+ B(R(Dy; Uf,V]).Up) + B(R(U,Dy; Vi) .Uy)
+ B(R(U;,V]")-(Du; Uy))
= B((Dy; R)(U;,V").Ug).
En effet, par le point (i) de la construction de 3, Dg(U",U") = {0}, or U] € U" et

R(UJ’-" ,Vi').U; € U", donc le premier terme est nul. D’autre part, les coordonnées utilisées,
fournies par le sous-lemme 10, sont telles que, le long de S/}, DU{ U}" = DU{ Up = DU{ Vi =0,
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d’ou la nullité des derniers termes. Alors, par la deuxiéme identité de Bianchi:

Ly; (B(R(U;,V{").UR)) = B((Dy; R)(UF,Vi").-Ug)
= —B((Dv; R)(U] ,U})-.Ug) — B((Du; R)(V{",U[).Ug)
= —B(Lv; (R(U;,U}) .Ug) — R(Dvy Uy, UT).Ug — R(U; , Dy, U;) .Uy
o sur &L
— R(U;,U7)-(Dv;y Ug)) + B((Duy R) (U] Vi')-Ug)
= B((Du; R)(U;,V;")-Uy)
= Ly (B(R(U;,V{").Ug)) par le méme raisonnement,

en sens contraire.

Enfin, la forme o est Cf~2 donc Ly da(UL, Vi) est de classe Cf~* le long de .
La restriction ﬂlrU’ﬂTS{,V est définie par les points (ii) et (ii) comme le prolongement par
transport parallele de ajy:. TSy, le long de &, elle est donc de classe Cf=2. Comme le
tenseur R est également Cf~2 I’expression B(R(U,V;").Uy) est encore CE~2, Finalement
donc LU;: Lyy (B7(V)) est de classe CE~* le long de Sj; et donc ﬁ""vas{/v est de classe CF4
le long de Sj;.

La forme auxiliaire 3 est donc construite au voisinage de m dans X;-. Vérifions & présent
qu’elle satisfait (x0):

VABeF, (ALBouA=B=F")=

Vp € XL,V(A,B) € A, x By, (Daf)(B) = (Dsf)(A) = 0 (+0)

Par le point (I) de la construction de ( et en reprenant les notations ci-dessus, si A et B
sont deux distincts des feuilletages (W")V_,,(V*)N.,), DB(A,,B,) = DA(B,,A,) = 0, c’est
le résultat voulu. Reste donc & prouver la propriété :

e pour A = B = ). Par construction, Biyo est parallele le long de yfn donc en tout
point de 8 : (Dyo3)(Y?) = (Dyof)(Y?) = 0. L’égalité est alors vraie le long de XL tout
entier car par (I), Bjyo est paralléle le long des feuilles de (V0L

e pour A= B=U",r € [1,N]. By- étant parallele le long des feuilles de (W")+ (point
(I)), il suffit encore de vérifier la propriété sur TSj,,. Sur cette variété, elle est alors vraie
par le point (i) de la construction de §".

e pour A=U"* et B=V"* r e [1,N],k € [1,n,]. Il suffit comme au point précédent
de vérifier la propriété pour 8" sur TSJ),,.

* Elle est vraie au point m par le point (ii) de la construction de 5".

* Elle est vraie le long Sj;,. Vu le point précédent, il suffit de le vérifier sur les dérivées
de (DB)(U™F N'TS],, V¥ N'TS],); on le fait avec les vecteurs-coordonnées (U7)% | et
(V[);-i;l. Soient i € [1,d,], 7 € [1,d*] et I € [dF + 1,d,] (i.e. i quelconque, j tel que
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Uj € U™ et | tel que Vi e V"k). Alors, par le point (iii) de la construction de 3:

Ly (Dur 87)(V)")) = Luy Lus (8"(V]")) — Lyz (B"( DurVy™ )
——
=0 par le lemme 10, (b)

= Ly; (de(U7, V")) + B(R(UF,V)UY )
Mais de(U7,V}") = (D) (U7, V]")—(Da)(V/",U]) = 0 par Paffirmation 1 et R(U7,V]")U] =
0 par le sous-lemme 9.

* Elle est vraie enfin sur TSJ,,. Il suffit de montrer que pour tout p de Sj, et pour
tout i de [1,d¥] (i.e. i t.q. UT € U™F): (DU;H")|V;,kﬁTp‘%v =0.Or,sij€[l,d] et

1 € [df +1,d,] (i.e. j quelconque et [ t.q. V7 € VTF):
Lyr((Dyy B7)(V[")) = Lvy Lyy (B(V]")) — Ly (8" (Du; V"))

~——
=0

= Lyr Ly (8" (V"))

= Ly ((Dyy B7) (V")) + Luy (B"(Dyr V"))

= (Do B7)(Dv;y Vi") + B(Duy Dy Vi)

= (Du; 87)(Dv; V") + B(Dy; Dy Vi)

= (Du; 8")(Dyy Vi) + B( R(V,UF) V) + 87 (Dyy Dyr V)
—_— ——

=0 par le ss-lemme 9. =0

= (Dy; B7)(Dvy V7).

Notons ¥; = ((Vl’")f;dkﬂ = (var Vl’")f;dkﬂ) € L(V"*NTSY,), alors le (d, — di)-uplet
(Dur ﬁ’")((Vl”)f;dk +1) satisfait le systéme différentiel linéaire (non autonome) d’ordre
un suivant :
Ly (Do B (Vg 1) = (Duz B (T (VD 4, 11)
= ("3(Dur BV 41)-

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, la solution nulle est I'unique solution pour
.. e . dy o .

une condition initiale nulle. Or enfin, sur S, (DurB")((V]");Z4, 41) = 0 par le point

précédent. On montre alors par récurrence sur ¢ que (Dyr ﬁ’")((Vl’“)f; dy+1) = 0 sur

By(Dg—1(... (21(UE)))), ot ®;(E) désigne I'orbite d’un sous-ensemble ensemble £ de
Syy sous le flot du champ V. Pour ¢ = d;, @4, (®a,-1(. .- (21(5)))) = S}, done:

(Duz BNV g 41) = (0)i2g, 115 i-e- (DuzB7)yrr = 0, le long de Sy,
La forme 3 satisfait donc la propriété visée, et [ satisfait donc (*0).
Vérifions enfin que 3 satisfait (**). Comme la propriété (*x) est tensorielle en A et B et
que X+ = (+,W") +(+,Y?), il suffit de la vérifier pour les vecteurs de ces distributions, i.e.

pour les couples (A,B) de vecteurs tangents respectivements a A et B deux des feuilletages
(OWV)7,(V?)s). Comme S satisfait (%0) et o (*), alors si A L Bou A=B=)":

dB(A,B) = (DapP)(B) — (Dpf)(4) = 0 = (Dac)(B) — (Dpa)(4) = da(4,B).
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Il reste donc a vérifier (%) pour (A,B) € A, x B, avec A et B parmi (W"),,(V?)s), tels
que A J Bet Y ¢ {AB} ie avec A= B # ).

Ajoutons quelques remarques pour restreindre encore ’étude. A et B étant toujours
deux des feuilletages (W7),,(V?%)s) :

A#£B=Vpe X: VA€ A, (Dsda)(B,,B,) = {0}. (1)
D’autre part, par affirmation 1:
Vp € X7, X, C ker day,. (2)

En effet, si X € X, et ¥V € X;: da(X)Y) = (Dxa)(Y) — (Dya)(X) = 0. Vérifions
4 présent (1). Soit p € X, A et B deux distincts des feuilletages cités, A € A, et
(B,B') € Bp. On peut choisir sans préjudice A, B et B’ parmi les vecteurs-coordonnées
(((Ui’")?;l,(V;’");-i;l),{vzl,((Y;S)?;l)f:'o), dont on peut en tout point extraire une base de A, et
de B,. Alors en particulier, DaB = 0 et D4B’ = 0. De plus, A L B.

(Dada)(B,B') = La((Da)(B,B')) — Da(D4B,B') — Da(B,D4B')

— La((Da)(B,B))

= La(Lpa(B') — a(DpB'))

= LgLaa(B') — La(a(DpB'))

= Lg(Da(A,B")) + Lg(a(DaB')) — La(a(DpB"))

= Lg(Da(B',A)) + Lg(a(DaB')) — La(a(DpB')) par Daffirmation 1
= LgLpa(A) — Lg(a(DaB')) + Lg(a(DaB')) — La(a(DpB"))

= LgLpa(A) — La(a(DpB'))

qui est une expression symétrique en B et B’. Par conséquent :
(Dada)(B,B') = (Da(Da))(B,B') — (Da(Da))(B',B) = 0.
C’est le résultat (1) recherché.

Enfin, il découle respectivement du point (II) et du point (I) de la construction de f3,
appliqués a la différentielle de G :

Vp € X:, X, C ker dp|p- (22)

A#B=Vpe X: VA€ A, (DsdB)(B,,B,) = {0} (1)

Par (1) et (1%), la forme d(a — () est en particulier paralléle le long des feuilles de X ;
il suffit donc de vérifier (**) le long d’une section de m : X;- — X-/X, par exemple le
longde S (S={pe€ X / (:vi(p));-ii‘l = 0}, cf. p.146). Par (2) et (2), il suffit de vérifier
(#*) modulo X donc, par exemple, sur les seuls vecteurs de TS, i.e. de vérifier, pour chaque
feuilletage A parmi (W"),,(V*)s) :

Vp € (U UV ) NS, VAB € AyN'T,S, dF(A,B) = da(4,B).
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Enfin par (1) et (1’) & nouveau, il suffit, pour chaque feuilletage A, de vérifier 1’égalité
ci-dessus le long de la feuille A N S. Elle se propage & X- entier par transport paralléle le
long de AL, par (1) et (1°).

Vérifions donc:

o Vs € [1,N],Vp € 83,VA,B € T,S85, dB(A,B) = do(4,B).
C’est immeédiat : par définition de ,3: Vs (S Hl,N’H, /8|TS7YY = a\TS‘/SYY'

o Vr € [1N],¥p € S, US},VA,B € T,8;,, dB(A,B) = da(A4,B).

Soit donc r € [1,N]. Utilisons le systeme de coordonnées ((u]),(uj);)) de la feuille Sj,,.

Rappelons qu’entre autres, les vecteurs-coordonnées vérifient en tout point: Vi,j, Dyr V' =
0, et en tout point de & : Vi,j, DyrUj = 0. Pour tous 7 et j et en tout point de Sj,:

K3

dB(UiU;) = (Dy; B)(U}) — (Du: B)(U]) = 0 = (Dy; ) (Uy) — (Dyra)(U]) = da(U;UJ),
par (#0) et (x) et car U” L U". On obtient symétriquement le méme résultat pour V" et
V/. Reste donc & vérifier: Vp € S, U Sy, d(8 — a),(Up N TS5,V N T,SY,) = {0}, Clest
vrai en m par le point (ii) de la construction de 3; soient alors (i,5,k) € [1,d,]3, en tout
point de S/, on a, avec le point (iii) de la construction de §:

Lyy (dB(UF,VY)) = Luy (Lur (B(VY)) — Ly (B(UJ)))

(U5, Vi) + BR(UT ,Vi)U;) — Lvy Loz (B(Uf))

U; Vi) + (B8(Dvy Dur Uy) — B(Dur Dy UY))
T

— (B(Dv;y DyrU5) + (Dv; 8)(Dyr U )
——

=0

Ainsi, pour tous j et k, dB(UT,V{") = da(U7],V{) sur S et donc, sur S;: d(8 —a)(U"N
T8, V;NTS),) = {0}, c’est le résultat cherché. On I'obtient symétriquement le long de Vi

Conclusion. Posons alors pz 7mm = a — (3. Il reste & rassembler les résultats. Au point
m, ﬂ{m = — Bjm :

e sur X, par le point (II),

e sur chaque T,,Sj), et chaque T,,S3,, donc sur T,,,S par le point (III),

donc pz 1m s est nulle en m.
D’autre part, a vérifie (x) et 3 vérifie (%0) donc:

*VpeX-VABeF(ALBou A=B=F" =
V(A,B) S Ap X Bp,R(Z,A,T,B) = (DPZ,T,m,ER)(AaB) = (DPZ,T,m,D‘i)(BaA)-

Ensuite, 3 vérifie (%x), donc dpz 1, n est nulle le long de Z/Nlm U ﬁm
Enfin, le point(ii) de la construction de  donne directement :

(Dpz1mm)m(U,V) =0

VELT ™ y V' = vu e TF v e V7, {
a (Dpz1mo)m(VU) =0

Comme « et 3 sont de classe CF~2 pz1mm 'est aussi et le deuxiéme point du lemme
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est démontré.

La classe de pz 1., ;. Vu ses propriétés, pz s est définie & une 1-forme § pres telle
que:

(i) Vpe Xt VABEF,(ALBou A=B=F"=
V(A,B) € Ay x By, (D6)(A,B) = (Dd)(B,A) = 0.
En particulier donc: Dxd = {0} et dx = 0; ¢ est donc I'image réciproque par = d’une
forme sur X;- :
§ =a"(d).
Si ensuite A et B sont deux distincts, donc orthogonaux, parmi les feuilletages ((WT)T,(;)75) )t
B € B = Dy A = {0}, donc (5‘ A est parallele le long des feuilles de B, i.e. & est égale
a une forme produit (J], 6") x ([1,0") on pour tout r, §" € I‘(T:"W;l) et pour tout s,
0" € F(T*)Vis ). Toujours par la méme proprieté avec A = B = ), §' est paralléle le long
de la feuille (plate) Y9, et pour chaque r, 5|U est parallele le long de la feuille (plate) U, et
(5\TV le long de la feuille (plate) th. Enfin, pour chaque r, par la propriété avec A =B =U"
oud=B=V, 5|U, est parallele le long de Z;{,’"n et 5‘\77 le long de an De plus en m:

Vk € [1,n,], DS(UF Vi) = DS(VF URF) = {0}.
(ii) Vr,Vk1, T V' = vu e TF v e V7, {

~rk —~rl . ~rk . ~rl 5) s (U
Par conséquent : Vr, Vk,l,Ur ya V' =sVUeU A= v , { (Dglm(ga
.

combinant avec la derniére remarque du point précédent, on obtient :

Vr € [1,N], (D8) (U5, V) = (D8)5 (V5 U5){0} et donc: Vr € [1,N], (D) = 0

(iii) & est nulle en 7n.
Notamment donc, comme 0’0 est parallele, elle est nulle. Semblablement, pour tout r de
[1,N], 0 gr est nulle sur Up, et 0y, sur V.

(iv) Vp € Uy, UV, VY,Y' € T, M, d6(Y,Y") = 0.
Par conséquent, les formes ¢'*,s € [1,N’] sont fermées. Par conséquent également, pour
tout r, pour tout (¢,5,k) de [1,n,], le long de VJ, :

Ly; Ly (67 (UF)) = Ly Ligy (87 (V)
= Ly Ly (57 (V)
= Ly (Dy, 8")(V]) +87 (D V7))

\—\,—/
=0 sur W:h .

= (Dy58")( Dy Vi) = 8" (Dyg Dy, V)
——

=0 sur D;:n
—(8"(R(V{\UR)-V]) + 8" (Dy» Dy V7 )
——
=0 sur W;"h

= —0"(R(V} ,Up)-V])
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Mais R(V[,ﬁ,: )VJ’" € V7 et par le point précédent, 5"(” est nulle le long de V%, donc, le long

de V% : Ly Ly, (6"(U])) = —ST(R(IV/;’",U,:).V]-’) = 0. Or en 0, DJ" = 0, en particulier, pour
3 J . o o . .
tous j et k, Ly (0"(U}))m = 0. Par conséquent, pour tout k, le long de Vi, : 0" (U}) = 0
J

i.e. 5|’"U, = 0. Comme par ailleurs sur WZ,, Dé"(U",U") = 0, 5&" est nulle le long de WE,.

Symétriquement, 5|T\7T I’est aussi, et donc: 6" = 0.

La forme pzr1,,, est donc définie & une forme § prés qui vérifie nécessairement :
§ = 7 ((I1,67) x (I1,0")) ou pour tout r, " est la fome nulle sur W5, ot 6" est la
fome nulle sur )7% et oll pour tout s < 1, 6" est une forme fermée sur 37;9,1 Réciproquement,
si § satisfait ces propriétés, on vérifie immédiatement que pz 1, % + 9 a comme pz 1, %
les propriétés requises par le lemme. C’est le troisiéme point du lemme.

Le cas ou X, C ker . Enfin, si I’holonomie de la variété M agit trivialement sur X, alors
le long de Xé, Dxpzrmm = {0} et D((pZ’T,m,gQ)‘x = 0. Soit en effet p € X,#, X eX,
et Y € X : (Dxpzrmm)Y) = Dypzrmm)(X) = R(Z,X,TY) = 0. Comme de plus
pz1mm est nulle en m, alors sur X#{, (pz,r;mm)x = 0. Alors, quelle que soit la section o
de 7 Xt — X3t pzrrmm =7 (Pz1m) O Pzrm =0 (pz1,mm) € T*Xah. a

I1.5 Remarques, commentaires et compléments

Quelques remarques et corollaires sont nécessaires pour permettre ’exploitation du
lemme dans la partie suivante.

Remarque: on n’obtient qu’une régularité de classe C%~2 pour Pz Tmm, et pas Ch-1
comme pourrait le faire attendre la relation

Vp € X, VABEF, (AL Bou A=B=F")=
V(AaB) (S Ap X Bp’R(ZaAaTyB) = (DPZ,T,m,fR)(A,B) = (DpZ,T,m,SK) (B’A)'

Cependant, de cette relation découle par exemple que la restriction (pz7mm) A de pz,7mn
est de classe C~1 le long des feuilles de AL, si A est un feuilletage de §.

Remarque : On aurait pu introduire les classes plus larges de formes pz 1, — en suppri-
mant la condition relative aux relevés R — ou pz 1 — en supprimant de plus la contrainte
de nullité en m. Ces classes introduisent moins d’objets arbitraires: la famille R ou le point
m, et sont donc plus naturelles. Cependant, il s’agit dans tous les cas d’espaces affines,
et leur espace vectoriel directeur ne s’exprime pas de fagon aussi simple que pour la classe
pz,T.mm- On a donc préféré ajouter les deux conditions en m. Dans tous les cas, la propriété
intéressante pour la suite est la suivante:

Corollaire 1 Soit & = (o's)é\il un N'-uplet de sections des Y2, — V2., dont on notera
(S'S)fs\il les images. Alors il existe sur X, au voisinage de m une et une seule forme du
type pzT.mm telle que:

Vs € [[1,NI]], (pZ’T,m’thsls =0

On la notera: pzrmme- St de plus K est un voisinage compact de m dans XT#, soit :

. FK,CR—I(TM) Pespace des sections CE=1 de TM le long de K, muni de la norme
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sup de la topologie CE~1 sur le compact K : ||Z|| = gﬁéHDiZHw,
. I‘K,CR_z(T*X,Jn‘) est l’espace des sections CR_ZQ_ de T*X;: le long de K, muni de la
norme sup de la topologie CE=! sur le compact K : ||p|| = gﬁgHDipHoo,
i=
T cr-1(TM)? T cr—2(T* Xy)

v
(Z2,T) —  PZTmMME
Alors, U est de classe CE2,

o U [a fonction :

Autrement dit, si & est comme dans ’énoncé du corollaire, si R est une famille de relevés
des drapeaux (X, (U:;f)’,;;o) et (X, ((V:{lk)gzm) comme dans 1’énoncé du lemme, alors il
existe sur X,f; au voisinage de m une et une seule forme du type pz 7, notée pz 1, m s, telle

que:
* (pz1)im =0,

(Dpz1)im(U,V) =0

VLT V™ = vu e T v e V7, {
y a (Doz)m(V:U) = 0

o Vs € [1,N'], (pz,r)rss =0, i.e. Vs € [LLN'],VY € TV%,, pz rmm(do’.Y) = 0.
Cette forme est une fonction C®~2 des champs Z et T, au sens donné plus haut.

» . . , 1
Démonstration : Soit p; 1, » une forme donnée par le lemme, et (0'*)N, un N'-uplet
de sections des ), — Vg,. Par le dernier point du lemme 4, pz 7, % est comme exigé dans

I'énoncé du corollaire ssi pz 1mm = Py 1 mom — 0, O 6 est une 1-forme de T*XTJ,; telle que:

o 5= (1, 5)

o Vs € [L,N'],VY € TY;,,6(do".Y) = ply 1. x(do™.Y).
Or § vérifie ces propriétés ssi: Vs € [1,N'],VY € TYL,0"(Y) = pIZ,T,m,m(dOJS'Y)7 ce qui
définit une et une seule forme J. La forme pz 7, :» e existe donc et est unique.

Nous ne démontrerons pas ici & proprement parler la régularité de p en fonction de Z et
T. Elle se vérifie, & chaque étape de la construction, par des arguments relativement simples
mais lourds & détailler de facon rigoureuse, dans les topologies assez complexes des espaces
qui entrent en jeu. Nous sommes convaincus que ’enjeu des démonstrations n’est pas 1a et
avons manqué de temps pour proposer une rédaction propre de cet aspect ; il est donc traité
rapidement.

Donnons cependant les deux points essentiels du raisonnement et détaillons, a titre
d’exemple, la démonstration lors d’une des étapes de la construction de p.

La forme p est construite comme une différence: p = a — (. Il faut et il suffit donc de
montrer que « et 3 sont fonctions de classe Cf~2 de (Z,T). La forme 3 est construite &

partir de a; on montrera en fait qu’elle est fonction de classe C*~2 de .

La forme a. a = (DzT)". Les fonctions (Z,T) — DT et V — V"’ sont C donc « est
fonction CF de (Z,T).

La forme B. La forme ( est définie par construction de différentes de ses restrictions
B et B'S. Ces restrictions sont construites par égalité avec « sur certaines sous-variétés,
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par transport paralléle de cette précédente valeur le long de certains feuilletages ou c’est
possible et enfin, pour ﬁrvr le long de &, par une équation différentielle un peu plus lourde
(cf. page 147).

La ou B est égale a «, cette restriction de 3 est évidemment fonction C*° de a. La ou
elle est définie par transport parallele, on vérifie qu’elle est fonction C#~2 de sa condition
initiale (cette condition initiale est une restriction le long d’une certaine sous-variété), donc
fonction CF~2 de «. Enfin, page 147, fB\rVT est définie le long de la sous-variété plate S;; par:

ﬁrV, = ajyr, [en fait, pas tout a fait...] et (Duy, 87)v: = (Dug,@)vr,

Vp € S&, Vi.k € II].’d',-II, LU]T LUIS (’B\TVT) = LUJ.’ dOt(U]:, . ) + E(R(U;, . )UIZ)
oll @ est une forme égale a ajyr en m et prolongée par transport parallele le long de Sf.
Elle est donc fonction C®~2 de a. D’autre part da est fonction linéaire CF de a.
Ainsi, la dérivée seconde de Brvr est fonction C#~2 de a. A condition initiale fixée, ﬁr"vr

est fonction C® de sa dérivée seconde: elle est fonction C®~2 de sa dérivée seconde et de
son 1-jet en m. Comme ce 1-jet est fonction C* de «, ﬁrV, est finalement fonction CE&—2
de a. O

Corollaire 2 Soit s dans [1,N'] et ¢ € X ; Vi est une feuille de Y* dans Xq;. Alors il
eriste au voisinage de q une seule et une seule forme PZ.T, de (Y*1)*, nulle en q et telle
que :

Vp € Vi V(Y,A) € Y5 x Y55, R(ZY,T,A) = (Dp 1) (V,A).

Cette forme est la forme induite sur Y par lune quelconque des formes du type PZ,Tm-
Au méme sens topologique que dans le corollaire précédent, pSZ,T,q est fonction CR=2 de
(Z,T,9).

Démonstration : ce résultat découle d’une remarque et du troisieme point du lemme:
e par construction, la restriction a T(ﬂ_l(H;VZIO Ys,)) d'une forme du type pz7,mm ne
dépend pas du choix de la famille de relevés R choisie,

e les formes pyz 1 mm sont définies modulo 7* (Hévzll ZI(T*jiq?)), or, pour tout sy de

[1,N'],sid € n* (Hévzll Zl(T*j)fh)), la restriction de & & ([];,, Y?) X (I, W") est nulle le
long de Jg°.

Pour les raisons données plus haut, on admet complétement ici la régularité de p7,  , comme
fonction de (Z,T.q). La forme p7 . = est une intégrale de fonctionnelles C® de (Z,T) avec
une condition initiale nulle en ¢ ; le résultat s’obtient par un raisonnement semblable & celui
exposé pour ﬁ\TV’ dans la démonstration du corollaire 1. O
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IIT Les coordonnées

On étudie toujours une variété (M,g) une pseudo-riemannienne de classe C* localement
réductible, indécomposable; H est son groupe d’holonomie restreint et m un de ses points.

Le but de cette partie est de proposer un systéme de coordonnées locales le plus naturel
et «le plus unique» possible de M au voisinage de m. On s’appuiera pour cela successivement
sur le lemme algébrique et sur le lemme analytique qui précedent, c’est-a-dire respectivement
sur le lemme 3 page 128 et sur le lemme 4 page 141.

III.1 Rappels et introduction

On reprend ici intégralement les notations introduites en début de partie précédente et
DUapplication du lemme algébrigue d ’espace tangent T, M qui y est faite : voir pour cela
les sections I1.1.1 page 132 et 11.1.3 page 135. On rappellera cependant ici pour faciliter la
lecture les principaux objets introduits sur T,, M dans cette derniére section. On présentera,
également, toujours pour faciliter la compréhenion du théoreme qui va suivre, une vue
matricielle de la situation.

I11.1.1 Rappels: La situation sur ’espace tangent en m

L’espace T,, M est muni du drapeau canonique introduit dans la partie I, page 110:
{0} c X, C X C T M.

Rappel de notation: Comme en partie II, partout, on notera alors =, indifféremment la
projection canonique: X;- — X /X, la projection intégrale: X;- — X /X ou encore la
projection: U — U /X, ou U est un ouvert de carte de M, ou encore toute restriction de
ces projections. On surmontera d’un tchetch «”» les objets quotient modulo =, les classes
modulo 7 d’objets de TM ou de M, par exemple: 7(X;:) = XL, n(XL) = Xk etc ...

La partie I fournit une décomposition H-stable, non nécessairement canonique, de
Xt /X
1 Xx7! L " L1 &
(¢f lemme 3 page 128.)

Si en outre M vérifie les deux propriétés (P1) et (P2) introduites en début de partie
I1, page 135, et que 1’on rappelle ici:

W/ admet une décomposition en deux sous-espaces

. , : P1
totalement isotropes stables supplémentaires. (P1)

dim X, = 1, (P2)

on peut alors écrire, comme expliqué en début de partie II:

- Lo\ L Lo .
X = © Wg|& ® Y|, ou:
1<r<N 0<s<N/

3
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o Vr, Wl = U~ ® V7, avec U%, et V', totalement isotropes, stables, indécomposables,

e pour tout s de [0,N'], Y&, est stable par holonomie, non dégénéré; si s > 1, Y2 est
irréductible et I’action de I’holonomie sur Y9 , éventuellement réduit & {0}, est triviale.

On note d, la dimension, commune, de fJ'fh et de Vﬁn, et d, la dimension de chaque th.
Chaque espace I:T:h admet, relativement & l’action de I’holonomie H, des suites de
Jordan-Holder. On note n, la longueur de ces suites, qui est aussi celle des suites de V7 , ol

H agit de fagon contr@gédiente. On peut alors choisir une quelconque (IVJ';iLk)Z’:O des suites
de Jordan-Holder de U7, :

les fI:;Lk sont stables par holonomie,
{0} =0 c UL C...C U = U, et: Vk, UZF/UTF L est irréductible.

On notera également d* la dimension de chaque ﬁ:;lk :0=d’ <d! <...<d¥ =d,. Pour
tout k, on introduit: V¥ = V7 N (UZF)L; alors:

77k .
bl
les V2" sont stables par holonomie
{0} = Vi o vimTl o VR0 = VT et: VE, VIR /VTF st irréductible.

i.e. (\V/';’lk)gznr est une suite de Jordan-Hélder de V7, ; cest la suite duale de (U7F)k=nr,

I11.1.2 Forme matricielle de I’holonomie de M

Pour fixer les idées, on donne ici I’aspect de la représentation matricielle des éléments de
I'algébre d’holonomie. On se restreint toutefois au cas N = N’ =1, ny = 3 (alors d; = d3)
et df, # 0. Le cas général se congoit facilement & partir de lui. Soit une base 8 = (X, (Uil)gél,

(VO (V)% )1, Z) de TrnM telle que:

k
e X est une base de X, ; pour tout k£ de [1,3], (X,(Uil)?él) est une base de UF et

k i i
(X (Vll):i;l) une base de Vi ; (X,(Yio)?il) une base de YO, et (X,(Yil)gél) une base de

Yo
0]0...00...0]0...0]0...0] 1
0
oo | I, | o 0
0 0
0 0
I, | 0 0 0
e Matg(g) = 8 8
0 0 Tpo.00 0
0 0
0 0
0 0 0 | Iy |
0
\110..0[0...0/0...0]0...0[0/



Alors, dans 3, et en notant h 1'algebre d’holonomie de H :

hC { h € L(TyM) / Matg(h) =

(h) ... al(h)| al(n) ay, (h) |ad(n)...aS (1)|ai(h)...a} (h) 0
A1 (h) Aja(h) Aps(R) —ay(h)
0 A,(h) A} 4(h) 0 0 0 :
0 0 Aj(h) —ay, (h)
—fAL () O 0 —ay(h)
0 —P A} 5(h) —tA5,(h) 0 0 0
—'Al5(h) —'Aj5(h) —A35(R) —dg, (h)
—ejai(h)
0 0 0 0 :
—526a26 (h)
—eqai(h)
0 0 0 A" (h) :
el aé,l (h)
0 0 0 0 0...0 0...0 —a(h)

et A" (h) € s0p, 4, (R) }

ou Vs € {0,1},Vi € [1,d,],ef =1 i < psetel = —1 & i > p, et ou la représenta-
tion de {4; ,(h) / h € b} dans R% -4 (pour tout k de [1,3]) et la représentation de
{A"(h) / h € b} dans R% sont simples.

II1.2 Le théoréme

I11.2.1 Préliminaires et notations

Notation: Si a et b sont deux formes linéaires sur un R-espace vectoriel E, on note ab leur

S
produit tensoriel symétrisé: ab=a®@b=1(a® b+ b®a).

Les hypotheéses. Vu les résultats algébriques ci-dessus résumés, on s’attache a la situation
suivante. On suppose que ’espace tangent en m & M admet un sous-espace totalement
isotrope X, stable par holonomie de dimension 1 et que X,;, = Xz /X,, admet la décom-
position stable par holonomie:

- Lo L Lo
Xn=| & W;|e ® Y | avec:
< 0<s<N'

o Vre [1,N],W" = fJ}n &) V;’h avec ﬁfh et Vﬁh totalement isotropes, stables,
o (IVJ';’JC)Z’:1 une suite de Jordan-Holder de U7, sous 'action de H,
. (V:ﬁk)gznﬁl la suite de Jordan-Holder de V’,"n sous 'action de H, duale de la précédente,

e 'action de I’holonomie sur Y?, (de dimension éventuellement nulle) est triviale.
Ces sous-espaces induisent des feuilletages paralleles (X ,((U“’“)Z;O),{V:l,((V’“’k)gzm)ivzl (N0
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Rappels de notation: On note d, = dimU?%,, d¥ = dimU?" et d, = dim Y?%,. D’autre
part, si p est un point de M, on note U, et V, les sous-variétés de M définies, au moins au
voisinage de p, par:

et :
By = ot (<va> (1 5;;))
r=1 s=0

Définition 4 On dira qu'un systéme de coordonnées (z,(u” W™ )N 1,(y*)Y o,2) = (z, ((u])d |,

DI, ()i Mo, 2) est adapté auz feuilletages (X, ()i )y, (V)9 )My,
(V5)N,) (stables ou non par holonomie) si :

e la coordonnée x paramétre les feuilles de X,

e les coordonnées (x,(u:)fil) celles de U™ et les coordonnées (w,(vf)?;d,;ﬂ) celles de
Vrk  pour tout v de [1,N] et tout k de [1,n,],
e les coordonnées (x,(yf);ilil) celles de Y?*, pour tout s de [0,N'],

o les coordonnées (x,((u])t, ()i )Ny (00 eg) o) celles de X

Remarque/notation. Dans un tel systéme, s’il en existe, vu les diverses relations d’ortho-
gonalité des distributions (X,((U™F)} )N, ((V"F)9_ nr)r LY*)N ), 1a métrique prend la

forme:
N N’
r=1

s=0
ou 7y est une 1-forme et ou:

e pour tout s de [0O,N'], ¢'* = Z;jlj 1 g” dy; dy?,

e pour tout r de [1,N], g" =23 " i dk " Zj 1 97 ; duf dvj.

Proposition 3 On note (X,((U™F)r )2, ((VPF)9_ m)ﬁv 1,(YS)N'O) les distributions tan-

gentes auz feuilletages (X ((Z/{’"k),C o), (VRS nT)T L YHN,). Ces distributions sont
stables par transport paralléle ssi la métrique g, dans des coordonnées adaptées auz feuille-
tages, vérifie la propriété suivante :

U

Pour tout couple (A,B) de feuilletages parmi (X,(U™F) )N ,(VF)%_ e 1:(V*)550),

r=1>
tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées de A x B et tout vecteur-coordonnée C :

A 1 B = Lpg(A,C) = Lag(B,0). (P)

Par le calcul, on vérifie que (P) admet la formulation matricielle suivante :

% pour tout s de [0,N'], la matrice (g; ])” 1 ne dépend que de y° et z; pour tout r de

[1,N], la matrice g" = (g7 ; ) "_, ne dépend que de u", v" et z. En outre, pour tout (k,l) de

k
dr 1 est indépendante des (u )d 1 et des (v )dT

[1,n,]?, la matrice (g”)Z g1 jedi 41
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* Vr € [L,N]Vi,j.k € [1,d,],0g; ;/Ouy, = 0g] ./ Ou} et dg; ;/Ovy, = gy, ; /O] .
* la 1-forme ~y satisfait: VA,B € §, A L B= dvy(A,B) = {0}.

Démonstration de la proposition.

Le sens [=] On suppose les feuilletages stables par transport parallele. Soient A et B
deux feuilletages orthogonaux de § et (A4,B) un couple de vecteurs-coordonnées dans A x B,
soit C' un vecteur-coordonnée quelconque. Alors:

L < A,C >=<DgA,C >+ < B,DsC >=< DgA,C >+ < B,DcA >.

Le champ A est dans A, distribution paralléle, donc DcA € A L B et donc < B,DcA >= 0.
Comme DgA = DB, L < A,C > est donc une expression symétrique en A et B, c’est le
résultat.

Le sens [<]. Soit A un des feuilletages; on veut donc montrer que, pour tout vecteur-
coordonnée A tangent au feuilletage A:

Vp e M,VC € T,M,DcA € A.

Pour le montrer, prenons B un vecteur-coordonnée tangent 3 A+, quelconque; il suffit de
montrer que pour tout vecteur-coordonnée C': < DgA,B >=10. Or:

< DcAB>=-(Lc < AB>+Ls<B,C>—-Lg<AC?>).

N —

Le vecteur-coordonnée B est supposé orthogonal & A donc L¢g < A,B >= Lc0 = 0. D’autre
part, par (P), Ly < B,C >= L < A,C >. Le résultat suit. O

Remarque. Le but visé est la construction de coordonnées adaptées aux divers feuilletages
paralleles en présence et «suffisamment uniques» pour qu’il soit possible d’y lire les propriétés
de I’holonomie locale. Cette unicité sera obtenue en ajoutant des contraintes supplémentaires
portant essentiellement sur la forme ~.

La propriété (P) satisfaite par tout systéme de coordonnées adaptées a des feuilletages
stables par holonomie incite & rechercher une forme v fermée. Ce n’est en général pas to-
talement possible; on peut cependant s’en approcher au maximum ; c’est ce que fait, entre
autres, le théoréme qui suit. Introduisons enfin une derniére notation.

Notation. Si M est muni de coordonnées, si p € M et si A, B et C sont trois vecteurs-
coordonnées de T,,, M, on notera Fg, g le coefficient de Christoffel relatif & A, B et C'; les

I‘gy p sont définis par:
DyB=DpA= > T§zC

Cvecteur-
coordonnée

111.2.2 L’énoncé et un résultat connexe important
On peut & présent introduire les coordonnées proposées.
Théoréeme 1 Sous les hypothéses et avec les notations introduites dans la section précédente :

(a) Il existe, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (z,(u" w")N_1,(y°) N o,2) =

d ’ ,
(z, ((U;)g;p('";)g;l)i\[:la ((yf)iil)é\;o,z) de classe C*°, centré en m et:
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(1) adapté aus feuilletages (XU )N 1 (V)0 ), (7)),
(IT)  wvérifiant de plus les propriétés suivantes :
(1) en tout point,
o g% =30, eX(dyf)? oi Vi € [Ldy],e? = +1,
e v(Z)=0;
(ii) Pour tout r de [1,N], la matrice g" vérifie :

d;
Vp € Xri, (ag’/az)‘p =0 et: Vpel,,UV,,, ¢ = 22 du; dv] ;
i=1
En notant m, le point de coordonnées (0,...,0,z), la forme v vérifie:

e en tout point de Xj:, v = dr,
e le long de la courbe (my),, v = dz et:

Vr € [LN].VE € [Ln, ], ¥(i) € [T (%)| (v(vj’d):(af,) (WD) =0,
/7 mg 17 |m,

e pour tout z et en tout point p de U, (Zj{mz U ]7mz), dfy‘xpL =0,
e en introduisant S; = {p € Y, [ z(p) = 0} : Vs € [LLN'],Vp € S}, v1,s: = 0;

(iii) gm) = (22, 22, duf dv) + (00 0 e3(ay))?) +2dwdz oi ef = 1.

(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leurs sous-variétés S§ pour

. ., dy .
s € [1,N'] et ont leurs vecteurs-coordonnées associés (X, (Y2):2,, ((U[)?;1)7]~V:1) égauz en
m, alors ils coincident sur l’intersection de leurs domaines de définition. C’est donc en

particulier le cas s’ils coincident sur X;..

(c) Les coordonnées sont adaptées aux feuilletages en présence, la métrique vérifie alors
naturellement la propriété (P) énoncée page 160. En outre, la forme 7y est déterminée par
les conditions du (II), (ii) et par les deuz relations différentielles suivantes :

e Pour tous A et B de §, tout point p de M et tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées
de A, x By :

[(ALB)ou(A=)")] = Lalzy(B)=<R(Z,A)ZB>+ > TG Lzy(C).

Clvecteur-

coordonnée

e Pour tout r de [1,N], pour tout z,

sur U, : Vijik € [Ldy], L, Ly Lzy (Vi) = Dy [< R(ZUDZU; >+ Y Tg 5. Lzy(C)]
Cvecteur-

< coordonnée

sur V. : Vi,jik € [Ldy], Ly, Ly; Lzy(Uy) = Lu [< R(ZV)ZV; >+ > T 1. Lzy(C)]

Cvecteur-

coordonnée

\

Remarque. Le résultat obtenu en (c) est décevant. Certes, les conditions imposées en (a)
(IT) a la forme -y la rendent déterminée, pour le reste, par la géométrie de la variété. Cette
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détermination, détaillée par le (c), reste cependant compliquée et difficilement utilisable.
On n’a hélas pas trouvé, dans cette optique, de meilleurs choix de contraintes sur +.
Toutefois, le point (¢) admet pour une part une expression plus simple, donnée par
la proposition qui suit; le premier point de celle-ci permettra notamment en partie IV de
classifier localement les variétés lorentziennes & holonomie réductible-indécomposable.

Proposition 4 Le point (¢) du théoréme implique :
o pour tous A et B de §, tout point p de M et tout couple (A,B) de vecteurs-coordonnées
de Ap x By -

[(ALBet ANB=2X) ou(A=)"]=
Y(X).Lz (Lay(B).y(X)™') =< R(Z,A).Z,B > .

e pour tout r de [1,N] et en tout point p de X} :
Virj € [1,d.], Ly, Lzy(U;) =< R(Z,U;) Z,U; >=< R(Z,U;)ZU; > .

Enfin, il est important de noter que la «réciproque» du théoréme 1 est vérifiée: si un
ouvert de R? est muni d’une métrique du type donné par ce théoréme, l’espace T,, M
admet alors des sous-espaces stables par holonomie comme dans la situation décrite page
159 en début de section I11.2.2. C’est la conséquence immédiate de la proposition 3 page 160.

La démonstration du théoreme et de la proposition 4 sont regroupées en fin de partie,
section II1.5 page 174.

111.2.3 La forme matricielle de la métrique

Donnons un apercu matriciel de la situation, pour permettre la mise en rapport avec
la matrice générique de I’holonomie donnée page 159. On suppose de méme N = N’ = 1,
ny = 3 (alors d; = d}) et djy # 0. Dans les coordonnées données par le théoréme, la métrique
est alors de matrice:
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x ‘u% . ..ullﬂ‘u}ﬂ+1 : ..ué%ué%ﬂ : ..uéi,"u% : ..vé%‘fué“l . ..fu;%fu;%ﬂ . ..vé?‘y? . ..ygsy% . ..y(li,1 z
0 0. 0[0. et 0(0..... 0(0..... 0{v0
0 0 i
0 151 (ul 'l 2) 0 0 :

0 ’VY;§
" gt (ut,vl,z) i

0 0 0

0 0 ’AY,;%
0 %
0 0 Ipo.q0 0 :

0 726
0 ol
0 0 0 "' (y2)| :

0 'yé,]
O [ FE e e et 'ﬁ? A e 'Ay;;lg 7?...726711...75,1 0

d

o1 ' est la matrice (9i,j)5.5=1, représentée par
=

‘\Tg car: Vk € [1,2],V(i,j) € [d¥ + 1,d3] x [1,d%],g:; = 0.
0

tgl

0

coordonnées ((u})?él,(vil);gl,z) et est donc notée g' (u',v!,z). De la méme facon, ¢g'* dépend

La matrice de la forme g' du théoréme est donc: ( 7 > La matrice g* dépend des

U
de ((yz-l)gél,z) et est donc notée g''(y',2). Les coefficients de vy dépendent potentiellement
de toutes les coordonnées.

I111.2.4 Remarques supplémentaires et commentaire

Remarque: La métrique g est une 2-forme en tout point non dégénérée donc, dans la
situation et sous les notations du théoréme, en tout point:

e Les matrices g", pour tout r de [1,N] et les matrices ¢'*, pour tout s de [1,N'], sont
inversibles. Plus précisément pour les premiéres: pour tout r de [1,N] et tout k de [1,n,],
. ¥

la matrice (gi77)i,j:d’:—1+1

e Y(X) #0.

est inversible.
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Une autre présentation de la forme ~. On peut également présenter la forme v comme
elle apparait dans la matrice exposée plus haut, i.e. comme une forme du type:

/

N d, N’
7_<2272du + ) szndyz +’)’0d1‘

r=1 =1 s=0 i=1

avec :

e le long de X+ et de (m;),, Vr € [L,N],Vi € [1,d,],57 =47 =0, Vs € [0,N'],Vi €
[1,d.],v =0, v =1 et, le long de (m,),:

OA" oy"

Vr € [LN],VE € [Ln,], V(i) € [Laf]?, 5% = 2

%

=0,

e en tout point p de U, (ijz U ﬁmz) et pour tous les indices r,r',s,s’ de [1,N]?x[0,N']?:

ol
N _ oy 0¥ _ 9%
dr — Oul 3u;’ — Ouj
2 Sy "7" ~ AT
Ol o o %N o %
ox o’ ou’; v} ou”

v A~ !
o _ v 0 _ 0 oy %% o _ 9%
9z — By; Quj — By; vy ~ By] gy’ Oy

o Vs € [1,N'],Vi € [1,d}],Vz,Vp € §5,~vi(p) = 0.
Le deuxiéme point du (c) devient:

oy T 7! 104] T T’
Vr;ér,'yoaz (70 ou ) =< R(Z,U]).Z,U] >, 7062 (70 87?> =< R(Z,V]").Z,V] >
]
3 _ 3 ’ '
et 102 (7 167,, =72 (7 187,,> =< R(Z,U}).Z,V] >=< R(Z,V]").Z,U} >,
Vr € [1,N], Vke [1,n,], V( ,])E[[ldk]]x [df + 1,d,],
1o _10
08 (1550 ) =08 (15 50 ) =< REZU))-ZV] >=< R(ZV]).ZU] >
T 8
Vi Vs, o2 (’yo_ Z—yL) =2 (v W) —< R(ZU}).Z,Y} >=< R(ZY}).ZU] > et

-19%] _1 07
w08 (15755) = (0 5) =< R(ZV!).2Y} >=< RIZY}).ZV] >,

V(s,8/) € [O,N']% s # s ous =35 =0= (’Yo 197 ) =< R(Z,Y;S).Z,Yjs' >

a S

Un commentaire. Exiger seulement d’un systéme local de coordonnées de M au voisinage
de m qu’il paramétre, par certains de ses sous-systémes, les feuilles de X, des U™F, des
Yk des Y* et de XL est une contrainte relativement «molle». Plus précisément, aucune
«condition initiale» sur les coordonnées, fixée sur certaines des feuilles de ces feuilletages,
ne peut déterminer un tel systéme de fagon unique.

Ce n’est pas la situation dans un produit riemannien. Soit en effet (M,g) une variété
pseudo-riemannienne localement isométrique & un produit riemannien Hﬁv 1(A",g") et dési-
gnons encore par (.A’") _, les feuilletages de M, transverses et supplémentaires, déterminés
par les submersions M — M/A"). Alors, un systéme de coordonnées ((a );j’" DN, dont les
sous-systemes (ag)f;l parameétrent les feuilles des A", c’est-a-dire un systéme de coordonnees
produit, est déterminé de fagon unique par la valeur de chaque (a )d’"1 sur chaque AJ,
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m est un point quelconque de M. Autrement dit, une condition suffisante d’égalité de deux
systemes de coordonnées produit, est leur égalité sur les sous-variétés facteurs.

Dans le cas qui nous occupe, la non-unicité plus affirmée des coordonnées adaptées aux
feuilletages vient bien stur du fait que la «<somme» de ces feuilletages n’est pas la variété M :

Vpe M, ( + U’") ( —l— V") ( + Ys) C TpM. Cependant, chercher une famille particuliére

de coordonnees locales de M munle d’une conditions suffisante d’égalité qui soit la plus
faible possible (ici le (b) du théoréme) est potentiellement intéressant. On peut en espérer
en effet :

e une certaine compréhension de la géométrie locale de M, dans la mesure ol certains
invariants peuvent se dégager,

e trouver quelles familles de variétés M satisfont telle ou telle propriété supplémentaire,
portant par exemple sur ’holonomie, et se donner une idée de la «taille» de ces familles;
prouver éventuellement que certaines propriétés ne peuvent pas étre vérifiées par des variétés
complétes (dans les divers sens que cette notion peut revétir dans le cadre pseudo-riemannien)
car les coefficients de la métrique divergent alors en temps fini (encore en un sens a préciser).

[Ces points sont du moins ici & 1’état d’espoir et nous ont motivé dans la recherche de ces
coordonnées. Reste & voir ce qu’il en est effectivement...] Aussi a-t-on ajouté aux conditions
naturelles (a), (I), les diverses conditions, plus arbitraires, du (a), (II) et du (a), (III).
On précisera au cours des sections suivantes dans quelles mesure elles sont partiellement
naturelles, et aussi quelle part d’arbitraire elles contiennent. Mentionnons notamment la
condition supplémentaire de base qui a guidé la démarche:

exiger que < Z,Z >=0, ol Z est le vecteur-coordonnés transverse 3 X'*.

C’est la premiére nouveauté par rapport aux coordonnées de Walker ([W50a], [W50b]).

Remarquons enfin une différence qui subsiste avec un produit riemannien. Dans ce der-
nier cas, la propriété d’unicité d’un systéme de coordonnées fixé sur les facteurs, existe
aussi pour la variété : deux produits riemanniens locaux, localement isométriques sur leurs
sous-variétés-facteurs, sont localement isométriques. Ce n’est pas le cas dans la situation
du présent théoreme. Si M est donnée et que deux systeémes de coordonnées du type du
théoréme coincident sur X, ils sont égaux. Mais il existe une infinité de variétés M loca-
lement isomorphes sur une de leurs feuilles x> ( c’est-a-dire, (M,g) et (M’,g') sont deux
telles variétés, si: Im € M,3Im' € M, Jp: XF — X' - cp*ngX,L, = girx. et <p*D|’TX,L’ =

m m

Dipy1 ott D et D' sont les connexions respectives de M et M').

II1.3 Quatre cas particuliers

Le théoreme aborde une situation d’une certaine généralité; c’est une des raisons de
la complication de son énoncé. Dans certains cas particuliers, le résultat s’exprime plus
simplement. On en considére quatre ici. Le premier indique comment se traduit dans les
coordonnées une certaine propriété supplémentaire de ’holonomie. Les deux suivants sup-
posent particuliére la situation algébrique sur X;-. Les deux derniers sont des sous-cas du
deuxieme.

Le théoréme affirme 'existence de coordonnéres vérifiant des propriétés plus ou moins
naturelles. L’examen du troisiéme cas particulier éclaire le choix de certaines de ces pro-
priétés. On s’attardera donc & quelques commentaires a son sujet (I11.3.4)
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II1.3.1 Quand I’holonomie agit-elle trivialement sur X,,?
Proposition 5 Dans la situation et sous les notations du théoréme, I’holonomie restreinte
H agit trivialement sur X, ssi v est de la forme:

v = dz + 75 ot 7 est une 1-forme sur M.

La métrique g est alors de la forme :

N N’
g= <Z g’") + <g'0 + Zg”) +2(n*¥) dz + 2dz d=.
r=1

s=1

Le premier point du (a) (II) (ii) devient: 7" 51 = 0 et le deuziéme point du (c) :
[(ALBet ANB=X) ou (A=)")] = LzLav(B) =< R(Z,A).Z,B > .
Démonstration. Découle du point (¢) du lemme 4 page 141. O

Remarque: La démonstration du théoréme dans ce cas particulier est notoirement plus
simple. On n’a en un sens pas a construire au préalable la famille de sections (S,), (voir
page 182 et suivantes).

Remarque : Dans ce cas, pour tout s de [1,N'], le long de U,Y;, , pour tout i de [1,d}],
Y(YE) =0 i.e. < Z,Y7 >=0,

IT11.3.2 Le cas ou N = 0: pas de facteur de type «Up ® V> dans la
décomposition de X+

Si la variété M est lorentzienne, on est notamment nécessairement dans ce cas; T,, M
n’admet en effet pas de sous-espace totalement isotrope de dimension supérieure ou égale a
deux. Pour cette raison, citons la forme que prend 1’énoncé dans ce cas.

Théoréme 1 (Cas o N = 0) Dans la situation présentée en III.1:

(a) 1l existe, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (z,(y*)N o2) = (z, ((yf)flil)

z) de classe C*°, centré en m et:
(I)  adapté auz feuilletages (X,(V*)Ny), (cf. def. 4 p. 160)

N
s=0"

(II)  wvérifiant de plus les propriétés suivantes :

(i) en tout point,
o g% =0 e)(dyf)? oi Vi € [Ldy], e? = 1,
* v(Z)=0;

(ii) en notant m, le point de coordonnées (0,... ,0,z), la forme 7y vérifie:
e en tout point de XT#, v = dzx,
e le long de la courbe (m;),, v = dz,
e pour tout z, Y TxL est fermée,

e en introduisant S; = {p € Yy, [ x(p) =0} : Vs € [L,N'],Vp € §;,y1,s:s = 0;

(iii) g(m) = (zf:’o P eg(dy;)2) +2dzdz od ef = 1.
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(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leurs sous-variétés S§ pour
, y dg . .
s € [1,N'] et ont leurs vecteurs-coordonnées associés (X, (Y?);2,) égauz en m, alors ils

coincident sur l'intersection de leurs domaines de définition. C’est donc en particulier le
cas s’ils coincident sur X,Jn-.

(c) Alors, de plus :
e Pour tout s de [1,N'], la matrice (ggfj)zlsjzl ne dépend que de y° et z.
e la forme 7y est déterminée par les conditions du (II), (ii) et par la relation suivante :

Pour tous A et B parmi (X, (V*)Y,), tout point p de M et tout couple (A,B) de
vecteurs-coordonnées de A, X By, :

[(ALB)ou(A=)"] = v(X).Lz (Lay(B)y(X) ') =< R(Z,A).Z,B > .

Remarque. Les deux points du (¢) impliquent dans ce cas que g vérifie la propriété (P)
introduite page 160.

II1.3.3 Le cas ou la représentation de H dans X#L est irréductible (et non
triviale de dimension 1) et celle dans X,,, triviale

C’est le cas le plus simple. Les seuls feuilletages stricts de M, stables par holonomie,
sont X et X = Y* et il existe un vecteur X non nul de X, globalement parallele.

Dans une telle situation, la premieére propriété recherchée de la part d'un systeme de
coordonnées «adaptées» est qu’il respecte les feuilletages canoniques X et X+, i.e. qu’il soit
de la forme (z, (y;)%_,, z) ot:

e la coordonnée r parametre les feuilles de X,

e les coordonnées (x, (y;)%_,) paramétrent celles de X
Dans la base de vecteurs-coordonnées associée & un tel systeme, la métrique est alors de la
forme:

g=4¢ +2ydz

ol v est une 1-forme quelconque et ot ¢’ n’a pas de terme facteur de dz ou de dz. Matri-
ciellement :

0/0...0(=x
0 *
Mat(x’(n);,i’zl’z)(g) = g :
0 *

La forme la plus simple & laquelle on puisse souhaiter ramener 7y est alors: vy = dx.
En effet Z est nécessairement non orthogonal & X, on souhaite donc < Z,X >= 1; cela
invite & rechercher Z isotrope et tel que: Vi € [1,d'], < Z,Y¥; >= 0. Si un tel systéme de
coordonnées existe :

0/0...01

0 0
Mat(X,(n)?'zl,Z)(g) =1 :| 4

0 0

1{0...0(0
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¢y
(IT)

avec ¢’ = ¢'((y:)%_,,2) (la dépendance en z est alors effective, sinon la distribution vect(z)
serait parallele, ce qui est supposé ne pas étre le cas). Or, un tel souhait est réalisable. Cest
précisément 'existence d’un tel systéme qu’affirme le théoréme.

Théoréme 1 (Cas ou la représentation de H dans Xrlh est irréductible et ou celle
de H dans X,,, triviale.) Dans la situation présentée en IIL.1:

. .. \ . d,
(a) Il existe, au voisinage de m, un systéme de coordonnées (x,y,2) = (=, (yi);2,,2) de
classe C™, centré en m et:

adapté auz feuilletages X et X+, (cf. def. 4 p. 160)
ot g s’écrit alors g = g’ +2dz dz avec:
. d 4
e en tout point, g' = > 7., g ; dy; dy;, (gg’j);{jzl € My (R) ;

e enm, (gg,j)f:j:l = (eiéi,j)g:j:l ot g; = +1.

(b) Si deuz tels systémes de coordonnées coincident sur leur sous-variété Sy = {p €
XL | z(p) = 0} et ont leurs vecteurs-coordonnées associés X égauz en m, alors ils coincident
sur lintersection de leurs domaines de définition.

C’est donc en particulier le cas s’ils coincident sur X

(c) Alors, de plus, la matrice (gg,j)gl;jzl ne dépend pas de x.

Remarque: Nécessairement, un tel systéme de coordonnées posseéde de plus la propriété
remarquable suivante :
en tout point, DzZ = 0.

Il existe donc une démonstration de ce cas particulier, beaucoup plus simple que celle
de I’énoncé général. Il suffit :
(i) de construire les coordonnées et le vecteur Z le long de X-, c’est-a-dire:
* de choisir des coordonnées, issues d’une base pseudo-orthonormée, quelconques, de X,

* de choisir une section passant par m quelconque de XT# — 2\?,# et de relever sur elle
les coordonnées du point précédent,

* de choisir un vecteur X non nul de X,,, et de le propager par transport parallele le
long de X;-; le flot de X propage alors les coordonnées du point précédent 3 la feuille
X, entitre,

* de définir le long de X le vecteur Z par: < Z,X >=1,Vi € [1,d], < Z,Y; >=0 et
< Z,7Z >=0;

(ii) de propager ces coordonnées par le flot géodésique issu de Z, c’est-a-dire:
* de propager le champ Z & un voisinage de m par le flot géodésique (DzZ = 0),
* enfin, de propager les coordonnées (x,(yz)flzl) de X:- par le flot de Z.

On vérifie alors — ce n’est pas totalement immédiat! — que le flot ®, de Z au temps z
envoie, pour tout p, Xp sur X, (p), X#; sur Xqﬂ;(m) et qu’en tout point,< Z, X >= 0 et
Vi € [1,d'], < Z,Y; >= 0. C’est le résultat cherché.
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ITI1.3.4 Un éclairage des motivations de I’énoncé général

L’entreprise qu’on s’était ici proposée est donc un succes et les systémes obtenus,
vérifiant Dz Z = 0, sont relativement canoniques: leur valeur sur X,# les détermine.

Ceci invite & tenter de batir des systémes de coordonnées selon la méme philosophie,
dans des cas plus généraux. On est alors contraint de compliquer . Le choix, arbitraire, qui
a été effectué ici, est de chercher en priorité a:

e counserver la propriété: < Z,.Z >=0, i.e. y(Z) =0,

e conserver «autant que possible» la propriété: < Z)Y >= 0, i.e. 7(Y) = 0, ol on
désigne ici par Y les vecteurs-coordonnées distincts de X et Z.

D’autre part, on veut imposer assez de contrainte pour que le systéme de coordonnées soit
dans tous les cas déterminé par sa valeur le long de X

Si N=0,d, =0, N =1 mais que la représentation de H dans X, n'est pas triviale.

On parvient dans ce cas & un systéme (z ((yf)fil)évzll, z) ou:
*(2)=0
o e long de X;: et le long de =1(0): Vi € [1,d'],v(Y;) = 0.

Remarque : pour tout z, ’holonomie de la feuille Xrﬁz agit trivialement sur X, ; on peut
donc propager le vecteur X au point m,, par transport parallele, sur la feuille XT#Z . Ce champ
n’est pas le champ de vecteur-coordonnée X. En effet, avec les choix effectués, Dy; X # 0
en général — sauf le long des hypersurfaces X et z71(0). Il existe d’autres systémes de
coordonnées, vérifiant cette fois les contraintes :

e y(X)=1

o Vi€ [1,d],v(Yi) = 0.

e le long de X et de 271(0): v(Z) = 0.

Dans de tels systémes, le vecteur-coordonnée X est parallele le long de chaque feuille X,#z.
En revanche, on n’a plus, comme avec les choix précédents: Dz X = 0.

Une fois construites les coordonnées (m,(yi);ﬂ:l) sur X- les deux types de propagation
sont en fait trés proches. Ils fournissent des systémes qui coincident le long de z71(0) ; en
effet dans les deux cas, le long de cette hypersurface, DzZ = 0. Seule la propagation des
coordonnées dans la direction du feuilletage X differe ensuite. Il est également & noter que,
dans les deux cas, g’ = (g(Y;,Yj));-’l:j:1 ne dépend pas de la coordonnée xz. Comme les deux

systemes coincident le long de z~'(0), leur fonction ¢ ((y;)%_,,2) est la méme.

Par conséquent : Une fois imposée la contrainte :
le long de z71(0), 7(Z) = 0 et y(X) =1,
aucun des deux types de choix:
[v(Z) = 0 et y(X) variable] ou [y(X) =1 et y(Z)variable],

n’est plus naturel que 'autre. Seules sont vraiment naturelles, aprés le choiz arbitraire de
la surface z71(0) N X% (i.e. d’'une section de X+ — X7):
e la surface 2 '(0) et les coordonnées ((y;)%_,,z) sur elle,

e la fonction g’((yi)?':pz)-
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Dans les deux cas, le long de z71(0), DzZ = 0 et Vi,y(Z) = v(Y;) = 0 (i.e. g n’a pas de
terme en dz? et en dy; dz).

C’est arbitrairement qu’on a ici choisi de privilégier, hors de z~!(0), la contrainte:
< Z,7Z >= 0. Ce choix n’est peut-étre pas le meilleur mais dans le cas, ici abordé, ou
dimX = 1, il préte peu & conséquence et est difficile & évaluer. Le point (¢) du théoréme
(dépendance de «y par rapport & la courbure) semble seulement plus simple avec le choix
«< Z,Z >= 0». Dans le cas général sur dim X, un choix de méme nature serait a effectuer.
C’est sans doute alors en dimension dim X > 1 qu’un des deux choix se révélera, peut-étre,
plus naturel et significatif que I'autre.

Retenons qu’en tout état de cause, c’est la contrainte sur les coordonnées le long de
z71(0), c’est-a-dire le long d’une section de M — M, qui force leur unicité & condition
initiale donnée sur X,ﬂ;.

Si N =0,d,=0 et sila représentation de H dans X,,, est triviale mais que N’ > 1.

NI
s=

On parvient dans ce cas (voir proposition 5 page 167) & un systéme (z ((yf)flgl) 1, %) ou:
e 7(2)=0

e pour tout s, le long de U, Yy, : Vi € [1,d,],v(Y;®) = 0.

Autrement dit, le long de chaque U,);, , la métrique a la méme forme que dans le cas
N=1:

0(0...0]1

0 0

Vs € [LN'],Vz,Yp € yrsnz’Mat(X,(Yﬁ)?'il,Z) (9p) = A
0

1/0...0(0

Puisqu’une telle contrainte est réalisable, elle semble la maniére la plus naturelle de com-
pliquer 7. D’aprés le théoréme, elle est alors suffisante pour fixer partout la valeur de +.

Remarque: mise en évidence d’un invariant? On peut construire facilement des
variétés dont I’holonomie vérifie (P2) et dont I'action sur X;= ne stabilise aucun sous-
espace totalement isotrope non inclus dans ker h (1.e. avec les notation ambiantes: N = 0).
11 suffit de munir un ouvert de R* d’une métrique qui, dans les coordonnées naturelles,

notées (z,(y*)V,2) prend la forme:
0] 0] 0 0 |1
0lg"| 0] 0 |0
Mat(9) (xvox,z) = | 0] 0 || 0 |0 |
olo]o]gM]o
11010 0 |0

ou les g’* sont fonction de (y*,z). Ceci revient, localement, & construire la variété M comme
une fibration riemannienne:
[1%, (M®.g"(2)
s=1 ’g 4

1
B
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ou la base B est la sous variété issue de m et paramétrée par (z,z) et ou les variétés
(M?,g'%(z)) sont isométriques aux (jﬁnz G|ys. ). B est une variété de signature (1,1), et
les variétés M?® sont de métrique variable, cette variation dépendant uniquement de la
coordonnée z de la base.

Néammoins, d’aprés le théoréme, toutes les variétés ne sont pas localement de ce type.
Pour obtenir tous les types locaux de telles variétés, il faut remplacer les zéros en gras par
des coeflicients variables, les dérivées de (y— dz). Ces coefficients sont liés, si les coordonnées
sont du type donné par le théoréme, aux < R(YZ-S,Z)YJ-SI,Z >. La 1-forme (y — dx) ex-
prime donc le «défaut» de M a étre une fibration riemannienne comme décrit
plus haut. Ceci reste vrai dans le cas général du théoréme 1. Notons cependant que (y— dz)
est une intégrale seconde selon la coordonnée z du défaut introduit ci-dessus; elle dépend
aussi de choix arbitraires d’ordre zéro et un effectués sur X,

Si N =0, dj =0, que la représentation de H dans X, est quelconque et que N’ > 1.
Ce cas est ’addition des deux précédents. Pour chaque s, les propriétés:

e 7(X) =1,

e Vi€ Hlad{s]]a'}'(}/?) =0,
ne sont conservées que le long de (Uzyfnz) Uz 1(0) = U,S%. Encore d’aprés le théoréme,
cette contrainte suffit & déterminer ~.

Le cas général.
Les commentaires ici seront plus brefs. Les choix effectués concernant les dérivées de -y dans

la directions des feuilletages U"* et V¥ proviennent des propriétés, relativement naturelles,
des mémes dérivées de la forme pz 7 ;e donnée par le lemme 4 page 141. Ces propriétés
de pz 7z mme le long des feuilles de U™ et Yk sont notablement différentes de celles sur
les feuilles des Y*. En conséquence, pour tout r, sur U, Wy, , la décomposition en une
propagation des coordonnées :

e naturelle le long de I'hypersurface z~1(0),
e plus arbitraire le long des feuilles de X,

n’a plus lieu d’étre. Proposons cependant deux remarques.

Remarque. La technique de construction des coordonnées dans le cas particulier «la re-
présentation de H dans Xﬂ‘n est irréductible et celle de H dans X, est triviale» repose sur
la propagation géodésique du champ Z: DzZ = 0 (voir page 169). Par le méme moyen,
dans le cas ou on suppose seulement la représentation de H dans X, triviale, on obtient
facilement des coordonnées du méme type, i.e. ou la métrique est de la forme:

g=4¢ +2dzdz.

ou ¢’ n’a pas de terme facteur de dz ou de dz. Dans le cas vraiment général (action
quelconque de H sur X,,), cette propriété peut étre maintenue le long de = 1(0).

Cependant, ces coordonnées semblent présenter peu d’intérét car elles ne préservent pas
(du tout!) les feuilletages U™F, V¥ et Y.

Remarque. Comme rappelé ci-dessus, dans le cas particulier ou la représentation de H
dans X est irréductible et celle de H dans X, est triviale, les coordonnées se construisent
par propagation géodésique de Z. Il s’agit donc de I'intégration d’une équation différentielle
ordinaire d’ordre deux dans M : Dz Z = 0. Grosso modo, dans les divers cas, plus généraux,
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ou N est toujours supposé nul et 'action de H sur X,, triviale, les coordonnées peuvent
également se construire par intégration d’un systeme différentiel d’ordre deux dans M. Il
suffit en un sens d’altérer la propagation géodésique.

Cependant, la démonstration du cas général (voir celle-ci) utilise un systéme différentiel,
d’ordre deux, & variable dans I’ensemble des paramétrages des feuilles de X*. La variété
support est donc de dimension infinie. Ceci engendre quelques complications, mais indique
aussi que quelque chose de nouveau apparait avec les fibrés U™* et V¥ et avec 1’action non
triviale de H sur X,,,. La valeur de Dz Z en un point p de X,#z dépend alors effectivement
de la valeur des coordonnées le long de toute cette méme feuille, et pas seulement de leur
1-jet ou 2-jet en p. Voir notamment & ce sujet la construction de f" dans la démonstration
du lemme 4, page 147. La forme 3" sert directement & définir pz 7 ,, » &. Une forme du type
de pz zmme est ensuite utilisée, dans la démonstration du théoreme, pour construire - :
elle est une intégrale de 7. Or, cette forme (" est définie le long d’une feuille U], par son
1-jet en m et par une équation différentielle dépendant d’éléments de la courbure de M le
long de U], .

111.3.5 Le cas ou la représentation de H dans X; est triviale

Disons quelques mots de ce cas, essentiellement pour remarquer que, contrairement &
I’apparence, il n’est pas traité foncierement différemment du cas I11.3.3 ou1 cette représenta-
tion est irréductible. Ici donc, Y° = X' et dans les coordonnées (m,(yi)glzl,z) du théoreme,
la métrique g est de la forme:

dl
g = Z&i(dyi)2 + 2v dz, g = *£1

=1

o y(Z) = 0. Les lignes de champ de Z ne sont pas géodésiques, contrairement au cas
I11.3.3 (voir page 169). La matrice g’ = g(Yi,YJ-)?"j:l est constante et toute I'information est
contenue dans 7.

On aurait pu interpréter Xﬂ'n comme somme directe de d’ composantes simples sous
I'action de H, car triviales de dimension 1: XTJ:,L = @g;lth, puis appliquer le théoréme
avec N' = d' et dj = 0. On remarque cependant alors facilement que les coordonnées

obtenues sont les mémes que par application du théoréme avec N' =0, dj = d'.

IIT1.4 Le cas lorentzien est donc totalement traité

Convention : une variété lorentzienne de dimension n est ici de signature (n — 1,1).

Il s’agit ici d’une remarque simple : toutes les variétés lorentziennes admettent un systéeme
privilégié de coordonnées locales.

Soit en effet M une variété lorentzienne, localement irréductible, indécomposable, ne
vérifiant pas nécessairement les propriétés (P1) et (P2). On choisit m un point de M, et
on note comme toujours X,, l'intersection des sous-espaces totalement isotropes H-stables
maximaux de T,, M. La variété M est lorentzienne, T,, M n’admet donc pas de sous-espace
totalement isotrope de dimension > 2 et donc:

e soit X,, = {0}, i.e. intersection des sous-espaces totalement isotropes H-stables
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maximaux de T,, M est nulle;

e soit dimX,, = 1 (donc M vérifie (P2)) et sous les notations du théoréeme, N = 0 et
les g%, s € [1,N'] sont définies positives (M vérifie alors (P1), devenue vide car N = 0).

Le premier cas est constitué des variétés lorentziennes de dimension 2. En effet, M est
réductible, indécomposable, donc T,,, M admet au moins un sous-espace totalement isotrope
stable non trivial. Mais X = {0}, T,,, M en admet donc plusieurs; prenons-en deux distincts
I, et J,,. Comme M est lorentzienne, ils sont nécessairement de dimension un, et I, ®J,,
est nécessairement non dégénéré. Mais M est indécomposable et donc I,, & J,,, stable
non dégénéré, est égal & T,, M ; ainsi dim M = 2. Réciproquement, si dim M = 2, T,, M
se décompose canoniquement en somme de ses deux droites isotropes: T,,M =1, & J,,,
et chacune est nécessairement H-stable: H préserve la métrique et est connexe (H est
I’holonomie locale) donc est inclus dans SO(T,,, M,g). Par conséquent, X,, = I,,NJ,, = {0}.

Dans ce cas, M admet des coordonnées (z,z) dans lesquelles la métrique g est de la
forme g = 2ydz dz. M est plate ssi H = {0} ssiy est de la forme 7 (z)7y2(2) ; alors il existe
des coordonnées pour lesquelles v est constant. M n’est pas plate ssi H = SO(T,, M,qg).

Le deuxiéme cas est donc constitué des autres variétés lorentziennes. Elles vérifient (P1)
et (P2), donc admettent des coordonnées locales données par le théoréme.

IT11.5 Démonstrations

I11.5.1 Démonstration du théoréme

1) Construction de coordonnées sur X-.

Dans la feuille X, on se donne une section o, de chaque fibré U7, — UF, /X, une
section a7, de chaque fibré Vj, — V], /X et une section o3, de chaque fibré YV, — YV /X,
les sections o7, o, (r € [1,N]) et 0(3), des fibrés plats respectifs U",, V' et YO étant choi-
sies affines. On a également choisi, dans les rappels qui précédent le théoreme, une suite
de Jordan-Hélder {0} = U} ¢ U2 ¢ UZ? ¢ ... c Uy = U’ du H-module U7,
pour chaque 7 de [1,N]. Une suite de Jordan-Hélder (V;’lk)gzm = (UZFLn Vi) e,
du H-module \V/"T"n lui est associée. Le sous-lemme 10 page 138 fournit alors un systéme

. r\d r\ydr \N s\ \N' s il
de coordonnées locales (x, ((u]);Z,,(vf)iZ1)r=1, (¥)i21)s,,—0) au voisinage de m dans Ay,
centré en m, paramétrant les feuilletages de § et vérifiant quelques autres propriétés. De
facon immédiate, on constate que ce systéme vérifie, en restriction & X-, les propriétés des
systemes de coordonnées dont le théoréme annonce 1’existence. 11 est en outre, comme M

de classe C*. Reste donc & construire la coordonnée z et & prolonger les coordonnées (z,

((ug)?;l,(vf)?;l)ﬁ\;l, ((yf)glil)évzlo) a un voisinage de m dans M. Cela revient & construire

au voisinage de m le champ de vecteur-coordonnée Z.

Remarque. On verra dans la suite que tous les choix arbitraires ont été effectués dans
cette étape 1) : le reste de la construction des coordonnées est déterminé par une équation
différentielle et ne dépend d’aucun autre choix.

On vient de choisir (voir le sous-lemme 10 page 138) une base de Jordan (U! )g;l de
chaque U, (la base de Jordan (Vi’")f;l de chaque V7, est choisie duale), une base pseudo-
orthonormée (Yio)?’il de Y, des sections doj, de dmy; , dof, de dmy, et dag, de dmyo ;

! ~
des coordonnées (gf)j;l de chaque ), et une section 03, de chaque 7|y , pour s > 1; enfin
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feuille XT#

feuille X,

autres feuilles
du feuilletage X

autre feuille
du feuilletage X'+

base X N/ |/ ____.-Z-
quelconque i
de X,,

coordonnées
(W)iz? = m (B)i=7)
sur 'image S de o

~

M

section
quelconque
de 7T| X7Jn_

feuille 2[’%

coordonnées (gjz)f;f
quelconques de XT#

autre feuille
du feuilletage X'+

FIGURE 2 — Construction des coordonnées : choiz des «conditions initiales»

une base X de X,,.

La figure 2 page 175 illustre, dans le cas X, /X, irréductible .e. N = 0, N' = 1, dj = 0,
ces choix arbitraires: les coordonnées (gji);-i:_f, la section ai, de m x1 notée o, le vecteur X.

Elle permet une comparaison avec la construction des coordonnées de Walker illustrée page
134.
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2) Construction du vecteur-coordonnée Z le long de Xé.

Définissons déja Z le long de X par:

— Z €[ (4r3UF) + (4r3V7) + (+5:Y7) 1" (cet espace est un 2-plan de signature (1,1)),

— Z est isotrope et < Z,X >= 1.
Ces conditions définissent un champ de vecteurs C*°, parallele le long des feuilles de X:
si A est un vecteur-coordonnée de X < DxZ,A >= Lx < Z,A > — < Z,DxA >=
Lx < Z,A >= 0 et: < DxZ,Z >= $Lx < Z,Z >= 0. Par conséquent: DxZ = 0.
Il vérifie également, si A et B sont deux vecteurs-coordonnées tangents respectivement
4 deux feuilletages A et B de § avec A # Bou A = B = )°: DsZ 1 B. En effet:
<DpZB>=Ls<ZB>—<Z,DyB>=Ls0=0.

3) Prolongement des coordonnées a un voisinage de m dans M: plan du
raisonnement.

Considération préliminaire.

Un systeme local de coordonnées (x, ((uf)% ,(vf)¥ )N, ((yf)flil)évz'o, z), respectant les

feuilletages de §, définit, pour chaque z pour lequel il est défini:

e un point m, de coordonnées (0,... ,0,z),

e un N'-uplet (aﬁ,)?’:'l de sections locales des fibrés (), — yfhz)s{ll, dont les images

sont les hypersurfaces {p € ). / z(p) = 0} de ), . Localement, les (05,)5{\]:’1 sont définies
par:

Vs € [LN'],03(V5.) = {p € Vp. / z(p) = 0}.

NI

Pour chaque z, on notera &,= (03,);_; cette famille de sections.

e une famille (((ﬁ:,;’j)2;1)7{":1,((?;;’2)2;1)5":1) de relevés des drapeaux (U%)Z’O et

(Vf,’fj)g:nr, r € [1,N]. On pose en effet, dans chaque T,,, M :

=k dk k dk
Vr € [1,N],Vk € [[1,nT]],U:nz = vect((Ui’")i:d,ﬁ,lH) et V:nz = vect((V[)i:d,:,lH).

Pour chaque z, on notera R, cette famille de sous-espaces de T,,, M.

On va a présent :
e Prouver I'existence et 'unicité locales au voisinage de m d’un systéme de coordonnées
(z, ((u%‘)?;l,(vf)?; N, ((yf)?lgl)?;'o,z) satisfaisant les deux propriétés:
(F) % Il respecte les feuilletages ((U™F)7 )N, (V" F)pe ), et V5N, de §, ie. il
vérifie le point (a), (I) du théoreme ;
* les coordonnées sont égales sur X & un systéme du type construit en 1), avec
z=0.
(Z) Le champ de vecteur-coordonnée Z satisfait
* le systéme différentiel (E):

DZZ = pﬂZ,Z,mz,iKz,Gz [X] (E)
<DzZ,Z >=0

* avec pour condition initiale le long de X le champ Z construit en 2).
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On rappelle que pz 7., %, e, est la forme sur XT#Z définie de maniere unique par le corollaire
1 page 154 et que pﬁz Z.m. .., €St le champ de vecteurs tel que: VY € TX;:., p2,2,m, %.,6.(Y)
= <0y zm.m..e.,Y > West défini modulo (X)* = X, i.. défini dans TM/X.

e Vérifier qu'un systéme de coordonnées de M au voisinage de m satisfait les pro-
priétés énumérées dans le (a) du théoreme ssi il satisfait les propriétés (F) et (Z) du point
précédent. Ceci prouvera le (a) et le (b) du théoréme.

e Vérifier alors le point (c).

(Voir page 180 la figure 3 qui illustre le principe de construction de fagon trés simplifiée.)

Une reformulation du probléme.

Donnons un sens rigoureux au systéme différentiel (E) introduit ci-dessus. Soit R un
entier supérieur ou égal & 2. La suite prouvera alors I'existence d’un systéme de coordonnées
de classe CR~1 vérifiant les propriétés du théoréme. Le raisonnement peut étre effectué
pour tout R; I'unicité de la solution des équations différentielles ordinaires de condition
initiale fixée donne alors 1’égalité des systémes de coordonnées construits pour les différentes
valeurs de R. Le systeme construit est donc de classe C*°. Construisons donc un systeéme
de coordonnées de classe CR~1.

Soit C = (c,),er une courbe transverse au feuilletage X'+, passant par m en z = 0. Pour
tout § > 0, introduisons 'espace

Fs= UAf € CTI(Body) [ 10) = e}

ot By est la boule fermée de rayon § de R4~! (on rappelle que d = dim M), muni d’une
norme || || quelconque choisie une fois pour toutes (les normes sont toutes équivalentes sur
R?~!  de dimension finie). Quitte & remplacer «z € R» par «z €] — ¢,e[» avec ¢ > 0 assez
petit, Fs est une variété banachique. En effet, soit ¢ une carte locale de fibré de M, vue
comme fibré en X*. L’application ¢ est une carte C® d’un voisinage ouvert @ de m dans
un voisinage de 0 € R? qui envoie les feuilles de X sur les hyperplans R~! x {z,4} de R?.
Notons p; et py les projections respectives sur chaque facteur de R4 = R4~! x R. On peut
en outre choisir 'application ¢ telle que: piopoc =0 et ppowoc = Idgr. Alors, 'application

@: f=(prowofippopof)

est une carte locale de Fj, donnant & F; la structure de variété :

Fs L {f €GB RY) [ £(0) = 0} xR

espace de Banach pour la norme sup || ||r—1 induite par || || sur le compact B :

R—-1
HfHCR—l:z‘if(’]HdkaOO-

Les éléments de Fs5 qui sont des paramétrages de leur image (dans une des feuilles de
X1), forment un ouvert G5 de Fj.
Soit en effet f € Fs; on notera f = p;opo f et z(f) la valeur, constante, de ps o o f.

L’application f est alors un paramétrage de son image dans XCJ; o ssi f est injective et de

différentielle d f de rang maximal, i.e. bijective, en tout point de Bs. Supposons f dans ce
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cas. Notons D P’ensemble des applications dégénérées de L(R?~1) et e, = inf dist((df )ipsD)

pEBs
ot dist désigne ici la distance induite par la norme || || sur L(R?™!). Comme Bj est com-
pacte et dist((df)p,D) toujours non nulle, £1 > 0.
- - — B ; - i) ~F (@)l .
Soit par ailleurs As = {(p,p) € B;s}; introduisons e =  inf “Sp=g i montrons

. L (p7Q)E§§\A5 R
que €2 > 0. La fonction f est inversible et f(Bj) est compact donc e3 = SUD,c 7(5,) ||d f‘;1|| €
R*. D’autre part si u € R¥!, en tout point de By:

NI . A A 1
lul| = [|Jaf ~"dful| < ||df7Y|-||df ul| donc [|df.u|| > IIUHZg\IUII-

1
/=]

Soit alors (p,q) € B5 et pg = %.

fo)— f(a) = f(p) — f(po) — (F(a) — f(po))

= df(po).(p — po) + o(p — po) — (df(po)-(q — po) + o(q — po))
(po)-(p — ) + o(p — po) + 0(q — po)

ool p+gq

po).(p —q) +o(p—q) car po = —5—

A

o

f
f
— df

et donc, si (p,q) € Eg \ As:

If () — F@Il _ 11df®o)-lp — q) + o(p — q)||

lp—qll ) llp — ql|
S 147 (po)-(p = @)I| _ [lolp = 9l
- llp —ql| llp — 4|
1
> g—IIO(l)II

ou le terme ||o(1)|| tend vers zéro quand ||p — ¢|| tend vers zéro, c’est-a-dire au voisinage de
. = . =2
la diagonale A; de Bj. Par compacité As, on trouve alors un ouvert Us de By, contenant

As et tel que: ) R
— 1
1Fp) —f@ll 5 1

V(p,q) € Us \ As, o=l 20,

Alors:

o= i @ =@
ma)eBs; P —dl

| we WO -F@I 1) - @)
(p,q)€B3\Us llp — 4| Sp,q)EUs\Aa lp — ql|

4 N

>0 comme vu ci-dessus.

-~

>0 par compacité de E(%\U(;
> 0.

. ;. . ; R— 2 .
Soit alors g € Fs t.q. ||f — §||cr-1 < min(eq,e2). Rappel: ||f||cr-1 = suﬁHdkaOO ou
k=0
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«0o» désigne le sup sur le compact Bj. La différentielle dg de § est partout de rang maximal,
en effet :

inf dist((dg),,D) > inf dist((df),,D) — supdist((df)p,(dg))

pEB;s p€B; pEB;
> inf dlSt((df)|p, )= 1f = §llr
pEB;
> 1nf dlSt((df)|pa ) ||f - gHCR_l
pEB;

> e — min(el,%) > 0.

L’application § est injective; soient en effet p et ¢ dans Bs \ As:

~

la(p) — §@ll > 11f () — F@)Ill = I(F = 9)®) — (F — 9 (@)l
> esllp— gl — 119 — fllcllp — gl
> (62— 19— fllon-1) o — al

-~

>0
>0
Donc g est un paramétrage de son image dans XCJ‘( , et Gs est ouvert dans Fj.
1o . S d'r dT N S d{s N' h
Derniére remarque: si (z,((uf )iZq,(v] )iy )re1,((47);20) s=1,2) €st un systéme de coor-
données comme on le recherche, alors la courbe (m;),c)—c [ = (0,...,0,2),6]—c [ est une

portion de géodésique. En effet le long de (m;),¢]—c [

e D;7Z = p?Z,Z,mz,mz,Gz = 0 [X] car (pz,zm. »..6.)m, =0 et < DzZ,Z >= 0, donc:
DyZ =0,

e par sa définition, Z est tangent & la courbe (m;),c] ¢ o[-

On prend alors pour courbe (c;),¢] ¢ <[ la géodésique notée (m;) ] [ issue de (m,Z(m)),
ou Z(m) est le vecteur construit en 2) (c’est une géodésique nulle). Si (f;); est une courbe
dans G, son vecteur dérivé (df;/ dt)—, s’identifie & un champ de vecteurs Z(f);, de TM
le long de X f o) La dérivée seconde (Ddf/ dt2)‘t:t0, — dépendante de la connexion D de

M — s’identifie au champ (D(Z(f))t(Z(f))t)‘tO de TM le long de XﬁO(O)'

Sif e gd, la réciproque de f est un systeme de coordonnées locales au voisinage de
f(0) dans X# 7(0) 3 On associe donc & f une famille JR(f) de relevés des drapeaux (U%)Z’:O et

(Vo p—n, €t une famille &(f) de sections locales des fibrés V7, — Vs (voir la considération
préliminaire page 176). Trouver un systéme de coordonnées comme décrit au début dans
cette considération préliminaire équivaut alors & trouver une courbe (f;); de classe C® dans
I'ouvert G5 du Banach Fj, vérifiant I’équation différentielle ordinaire d’ordre deux:

{ Dz, (2 t) f’zmt s O RS X (E)
< Dz(p)), ( (FNe(Z(f))e >=0

avec la condition initialeen ¢t = 0:

fo est le paramétrage de X~ donné par le systéme de coordonnées construit en 1),
(dfe/ dt)u= = (Z(f))o est le champ Z construit en 2) le long de X;.
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fo(p)

<« feuille X

paramétrage fo de X;-

‘|

paramétrage f, de X

o

géodésique (m.) se)— ¢

«DZfz/aZ2 = '(/)(fzanz/az)»

FIGURE 3 - Les coordonnées construites sur er;
sont propagées par une équation différentielle 4 un voisinage de m.

Remarque. Le fait que la courbe (f;); soit de classe C garantit que cette courbe est bien
définie comme courbe dans Gs. En effet, le champ Z identifié & la dérivée df;/dt de (fi):
est alors de classe C® et assure par théoréme de sensibilité aux conditions initiales que
pour tout ¢, f; est un paramétrage C®~1 de X ﬁ(o). Notamment, une équation différentielle
d’ordre deux Ddf;/dt?> = (f,df;/ dt) n’est bien définie dans G5 que si 4 est CF~2 au
moins. Dans le cas contraire, il faudrait s’assurer par d’autres moyens que 1 définit bien
une dérivée seconde dans Gs.

Les deuz étapes de la résolution du systéme différentiel (E).

Techniquement, il est plus simple de procéder en deux temps pour résoudre (E). Soit
(ft)+ une solution de (E). Une remarque déja: la carte de fibré ¢ de M permet d’indexer
les feuilles de X'+ par leur coordonnée ps o ¢; on notera X;- = XT#Z ; la fonction po o ¢
constitue la coordonnée z recherchée ; f, parameétre la feuille XZJ-, la coordonnée z est égale
au parametre ¢ de la famille (f;);. On montre alors que, si (f;); est solution de (E), la famille
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de relevés R(f,) est nécessairement égale & un certaine famille de relevés R, des drapeaux
(U%’Z)Z;O et (Vf,’fi)gzm. La famille de sections &(f) est également nécessairement égale a
un certaine famille de sections &, des fibrés Vi, = Vi, On peut déterminer ces familles
(R.). et (6,), sans résoudre (E). On va donc successivement :

e montrer Paffirmation ci-dessus et déterminer (R,), et (&,),,

e résoudre (E’):

{ (D(Z(f))t(z(f))t)|t = pgz(f))ta(Z(f))t,mt,!Rt,Gt [X] ()
< Dz (Z())e(Z ()t >=0

avec, bien siir, la méme condition initiale que pour (E). Enfin on prouvera que la solu-
tion de (E’) vérifie (E).

4) La premiére étape: réduction de (E) a (E).

. d 1
On suppose donc (f,), solution de (E) et on note (x,((u?)?;l,(Uf)?gl)fyzl,((yf)iio)le,z)
le systéme de coordonnées défini par (f,),. Pour alléger les notations, on notera désormais

Z le champ Z(f).

Détermination de (R,).,.

Soit UT un vecteur-coordonnée appartenant & U™* \ U™*~1 pour un r de [1,N] et un &
de [1,n,] (ie. dj_; <i < d¥, e U € ﬁr’k, cf. page 176). Alors, le long de la géodésique
(my),:

e si V] est un vecteur-coordonnée appartenant a Vk = VrAUREL (e j > dF), alors:

<DzDzU{,Vj > =< R(U;,Z).Z,V;’ >+ < Dyr Dz Z,Vj >
=< R(U;,2).2,V" > +(Dur pz,2m. :(s.).6(5.)) (V})
=< R(U!,Z).ZV7 > - < R(UI,Z).ZV] >  car U™F | V"F
=0.

e de la méme facon, si Y est un vecteur coordonnée n’appartenant pas a V' :

<DzDzU;)Y >=0.

e si VJ est un vecteur-coordonnée de V', n’appartenant pas a V7 (i.e. j < d¥), alors
Vie v pour un certain [ de [1,k] et:
< DZDzUir,‘/jT > =< R(U{,Z).Z,‘fir > +(DU[pZ,Z,m2,D‘i(fz),(‘S(fz))(ijr)
=< R(U;,2).Z,V]" > +0

=,k

car U e U™ et VI € V™ avec 1 € [1,k], et par définition de py 7 m. m(f.).6(f.)-
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e le champ U] commute avec Z et Z est un champ totalement isotrope donc:

< DzDzUiT,Z > =< DzDUer,Z >
=Lz <DyrZ,Z >—<DyrZ, Dz Z >
13 3 N J/

=0 car (m;), est une géodésique.

1
= §LZLUZ < Z,7 >=0.

Par conséquent, le long de (m;),, le champ U] vérifie le systéme diférentiel d’ordre deux :

pour tout vect.-coordonnée Y € V"', < DzDzU!)Y >=0
Vi>dy, <DzDzU, V] >=0

Vi<di, <DzDzU] V] >=< R(U},Z2).Z,V] >

< DzDzUiT,Z >=0

i.e., pour tout U] de T

DzD7Ur =0 [(U™F)4]

ko
DD,Uf = R(UF2).Z [(©V H4] (Egri)
< DzDzUZ,Z >=0

Symétriquement, un systéme semblable (EvT,k) est vérifié par les V" de V. Ce systeme
(Eﬁr,k) est linéaire en U7 donc, dans la grassmannienne Gy i1 (Typ, M), il définit la

dérivée seconde DA " /dz? de ﬁr’k, indépendamment de la base (U]) ge-1<;< dr - Le systéme

complet (((Eﬁr,k),(Evr,k))Z;l)ﬁvz1 est alors un systéme du type:

DAR(f,)/ dz? = p(R(f2)),

avec 1) de classe Cf~2 (le tenseur R est en effet de classe C~2). Enfin, R(f;) est déterminé
par fo connu et (dR(f,)/dz),—o est déterminé par le choix du champ Z le long de Xy
effectué en 2). En effet en m = my, pour tout 7, tout 7 € [1,d,], il découle des propriétés du
champ Z défini en 2) et de la nullité de [Z,U]] que: DzU] = 0. Semblablement : DzV;" = 0.
On note alors R, la solution, qui existe et est unique, du systéme (((Eﬁr,k),(Evr,k))Z’zl),{\;l
avec ces conditions initiales.

Détermination de (S,),.

Rappelons qu’on note S°(f,) = {p € V;,. / z(p) = 0} > m, = f,(0). Par définition des

coordonnées induites par (f,),, le long de de T "le champ Z est tangent a cette surface.
D’autre part, par hypothése sur (f,),:

_
D2Z = Py 4 1.0)m.).8() X
<Dy Z.7 >=0

Tk N s N .
Le long de U ™", ce systéme est équivalent & un autre qu’on notera (E®). C’est ce dernier
systéme qu’on résoudra. Montrons tout d’abord 1’équivalence annoncée.

Nécessairement déja, en tout point, < Z,Z >= 0. En effet, Z est isotrope par construc-
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tion en tout point de X- (cf. 2)) et ensuite: Ly < Z,Z >=2 < Dz Z,Z >= 0.
Soit i € [1,N']. Le long de U,S°(f.): < DzZ)Y >,= pz.2,1.(0)3(1.),6(f.) (Yi’) = 0 car
Y;? est tangent & S°(f,). Par conséquent :

1
Lz <Z)Y?>=< DzZ Y>+<ZDzY>=<Z,DysZ >= §Lyis < Z,7Z>=0
=0 le 1g. de (m;).
et donc pour tout z, < Z,Y;® >,= 0, car c’est le cas en z = 0. Ainsi, TS*(f,) =Y*N Z+ et

donc (TS*(f,))* = Y5+ 4 vect(Z).
D’autre part :

D22 = b ppoisoystr) X1 € D22 =05 5.5, 0) Y] et D52 =0 [(TS°(£)]

ou la forme p?, , £.00) 4 variable dans le fibré Y*1, est définie le long de chaque S*(f,) par
le corollaire 2 page 156, en fin de partie précédente. Donc, le long de U,S*(f,), le systéme
différentiel satisfait par (f,), est équivalent a:

-DZZ = psZﬁZmz [YS]

g

DzZ =0 [(TS*(f,))* = Y*+ + vect(Z)] (E®)
< DzZ.7Z >=0
En notant Bj la boule fermée de rayon § de R% pour une norme quelconque || ||, une

solution de ce systéme est une courbe (f,), dans F§ = U,{f € CE=2(B;,x;}) / f(0) =
m, et f(B;) est transverse au feuilletage X'} vérifiant une équation du type:

Ddfz/dz2 = p(fz,df,/ dz)

avec 1 de classe CF~2, comme (Z P%.7.m, (voir le corollaire 2 page 156). Mais 1(f;,df,/ dz)
n’est définie que si f, est & valeurs dans Yy, , feuille le long de laquelle est définie p7 , . .
Donc:

e s’il y a une solution, elle est unique une fois fixé (fo,(df,/dz).,=o),

e reste & prouver 'existence d’une telle solution.

Il reste donc & prouver l'existence d’une famille (¢7), de sections des Y, — 37,5,12 dont
le champ de vecteur dérivé vérifie (E®). Pour ce faire, on utilise une section auxiliaire CF
locale 78 de M — M/Y* au voisinage de m telle que, si on note [);;, ] la classe de Y,
dans M/Y?, 7°([Y;,.]) = m. On définit alors au voisinage de m un champ de vecteurs T
de classe C®~2 dans TM/Y?® par:

— st
le long de chaque yjs(p) pour p € M/Y? T = P22, ()"
Si (f,), est une courbe dans G5, on note toujours Z son champ de vecteurs dérivé. Le
systéme différentiel ordinaire

D;Z =XT°%[Y®] avec A€R
DzZ =0 [vect(Z) + Y5
dz(Z) =1

<DzZ,Z >=0

est du type Ddf/dt?> = ¢*(f,,(df/dz),) avec " de classe C~2 par le corollaire 2 page
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156. 11 admet alors une et une seule solution (f,), dans G; telle que fy est donnée par les
coordonnées du 1) et Z|,_ est le champ construit en 2). De plus alors:

(i) Comme dz(Z) =1, f, parameétre (un ouvert de) la feuille A"
(ii) Le facteur de proportionnalité A vaut 1 pour tout z. Notons
(iii) Le flot de Z stabilise la distribution Y*.

(on le vérifie plus loin). Pour tout s de [1,N'], le champ Z est de plus tangent & U,);, le
long de cette sous-variété donc, le long de U,);,  :

D7 = Pszﬂ,z,mz [Y®] carT° = p}‘{z,mz sur U, Yy, ,
DzZ =0 [vect(Z) + Y*]
< DzZ,7Z >=0.

En notant z la coordonnée définie au 1) sur XT#, puis propagée par le flot de Z sur U, )y, ,
on définit pour tout z: S§ = {p € V;,. / z(p) = 0}. (Si @, est le flot de Z au temps z,
S; = @.(55).)

Cette surface est alors I'image de la section locale recherchée o3 de )y, — 37;’% En effet,
le long de U,S3, le champ Z est par définition tangent a cette surface, et par construction
vérifie (ES). On a donc construit (&,), = ((¢2)V,),-

Remarque: par unicité de la famille (&,),, la construction effectuée ne dépend pas de
la section 7° de M — M/Y? choisie.

Restent & montrer les points (ii) et (iii) annoncés plus haut.

(ii) Le facteur de proportionnalité A vaut 1 pour tout z. Notons (X, (UF)%, (V)4 )N,
((Yis)gio)f:’l) les images par le flot de Z des vecteurs-cordonnées construits sur TX;" et
notons X et ?f les vecteurs-coordonnées définis sur X, prolongés par transport paralléle
le long des lignes de champ de Z: DZ? =0, Dz?f = 0. Comme X et les Y" sont des

distributions paralleles, en tout point: X € X et: Vi < ns,?f € Y?. Montrons que A = 1.
Soit Y un vecteur coordonnée distinct des Y;*, quelconque (il en existe, par exemple Y = X).
Pour tout z, par construction, le flot de Z = df,/ dz respecte le feuilletage X donc partout,
Y € X1, Ainsi:
0=L;<DzY,X >=<DzD;Y,X > +0

—<D;DyZX >

—<R(Y,Z).ZX >+ <DyDzZX >

=< R(Y,Z).Z,X > +)\(DYPSZﬂ,z,Ts(p))(Y) pour un certain p

=< R(Y,Z).Z,? > +A< R(Z,Y).Z,? > car Y est distinct des Y}’
=0

et donc A =1 (dés qu'il y a un Y tel que < R(Y,Z).Z,? > (. Sinon, alors T° = 0 et on
peut de toute fagon considérer que A = 1).
(iii) Le flot de Z stabilise la distribution Y*. N.B.: On pourrait s’attendre ici a une

vérification essentiellement formelle. Il s’agit en fait d’un point déterminant du raisonne-
ment. Montrons déja I’
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Affirmation préliminaire : Vi < dg, D?TZ €Y?.

Si A est un vecteur de T M, on notera [A] sa classe dans T, M /Y. Ezceptionnellement

jusqu’a la fin de ce 4) et pour alléger ’écriture, on notera Y§ le vecteur X ; ainsi (?f)f;o
est une base de Y?®. Pour tout vecteur coordonnée Y distinct des (Y;° )g;o:

Lz <Dz,ZY > = <DzD=,ZY >+ < DY}, DzY >
i i e
=0

= R(Y},2,2Y)+ < Dg,DzZY > — < Dp_ zZ.Y >

= R(Y;.ZZY)+ <D=,T°Y > -~ < Dp_ z2Y >

= R(Y$Z,ZY)+ (D?f Pz,z,m)(Y)— < Dp_, 2Z.Y >

= R(Y:,2,2Y)+R(ZY:2Y)- < DDﬁZZ,? >

= —<Dp_zZY >
D’autre part, notons en tout point Y Iespace vectoriel engendré par les vecteurs Y tels
que sur XOL, Y est un vecteur-coordonnée distinct des (YZ-S)?;O. La projection canonique

™ : Y*® - X/Y? est alors un isomorphisme. On écrire: D= Z = Y e @ifY s +

(%5)_1([D?§Z]) ou les a;j sont des coefficients qui dépendent de la métrique au point

considéré et, linéairement, de D=, Z. On peut alors écrire, dans (X+ /Y“”)d's+1 :
Ly ([D=,Z ot D Z A
di+1 di+1
= - (Z ak,i[DwZ]> - ([D(fs)_l([DﬁZZ]) ;
k " /=0 i i=0
d+1

notamment, ([Dg,Z]);2,  vérifie comme fonction de z une équation différentielle linéaire
— a coefficients non constants. Or, par construction (cf. 2)), sur X;-, pour tout i € [0,d.],
DysZ € Y*; i.e, en z = 0, ([Dg, Z])g;o est le vecteur nul. Ainsi, pour tout z et tout

1 <i<dj: [Dg,Z] =0, c’est Iaffirmation préliminaire.

On en déduit que le flot de Z stabilise la distribution Y*. Notons encore Y;® les images,
par la différentielle d®; du flot de Z, des vecteurs Y;* définis sur X~ Tl suffit de prouver que:
V1 <i<d,,DzY € Y®. Comme vu plus haut, Y;* est tangent aux feuilles de X L pour tout
z. De la méme fagon qu’au-dessus, on peut donc écrire: Y =3 o4 bi Y5+ (@) H([YE])
D’ou:

Dz[¥Y?] = [DzY)]
= [DysZ] — par construction, Z et Y commutent —
= Y blDy, 2]+ (7))
0<k<d, F
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Par le paragraphe précédent, pour tout k, [Ds, Z] = 0. Chaque [Y*] vérifie donc comme
k

fonction de z une équation différentielle linéaire; étant nul par définition sur X:, c’est-a-
dire en z = 0, il est partout nul. C’est le résultat voulu: le flot de Z préserve la distribution

Y? et donc aussi le feuilletage Y*: ®5(V3,) = V3

= V5,
5) Deuxiéme étape: intégration de (E’) et retour a (E).

Le systeme:
D;Z = )‘an,Z,mz,mz,@ [X] avec A € R
dz(Z) =1 ;
< DyZ,7 >=0

est du type
Ddfz/dz2 = "/)(fzadfz/ dz),

avec 9 de classe C®~2 d’apres le corollaire 1 page 154. Par la remarque de la page 180, v
définit bien une dérivée seconde dans Gs. Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce systeéme
admet donc une seule solution (f,). avec la condition initiale (fo,(df./dz)|o) fixée par les
points 1) et 2). De la méme facon qu’au point 4), on vérifie qu’alors nécessairement A est
constant égal & 1, i.e. que (f,), est la solution, unique, de (E’). Reste & vérifier que (f,),
satisfait (E), i.e. que:

e pour tout z, la famille d’espaces R, définie au 4), et la famille 2R(f,) déduite, comme
indiqué page au 3) 176, des vecteurs-coordonnées ((U7)% ,(V7)% )N, le long de (mn,),,
coincident,

e pour tout s de [1,N'] et tout z, les sous-variétés S$, définies au 4), et S*(f,) ={p €
V.. | x(p) = 0} coincident.

C’est une simple vérification. Pour le premier point, en notant pour tout r de [1,N],
(UA )f;l,(VZ-r)g;l) la famille de vecteurs propagée le long de (m,), au point 4), on vérifie
que: (UNE (V&) = (U, (V)% ). Les deux familles satisfont en effet le méme
systeme différentiel (avec les mémes conditions initiales & ordre 2 en z = 0). Pour les
N k k

or );-1;1 et les (U7 )g;l, respectivement :

DzDzU7 ~0 [(U™*)4]

. . dk
DzDzU; ~ R(U;,Z).Z [(jgzglvj?“)L] (Egr)
< DzDzU!,Z >=0

et:
DzDzU! ~0 [(U™F)4]

dk
DD,UF = RU7.2).7 (8 V)
]:
< DzDzUZ,Z >=0

Pour le deuxiéme point, notons (f?), la courbe de G5 construite au point 4) pour un s

de [1,N'], et (g2), la restriction de f$ & (f5)~!(S%,). Notons également (g,), la restriction
de (f,). & fg'(S5,). Alors (g3), vérifie le systeme différentiel ;
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D22 = pfs gom. [Y°]
D7:Z° = 0 [(TS*(g2))* = Y+ + vect(Z*)] (E®)
< DyZ5.7°>=0

ot le champ Z* est le champ identifié a la dérivée dg®/dz. Or ce systéme, on I’a vu, est
équivalent &:

_ g
{ D22 = 0y 4.1.0)3(5),6(5) X

vérifié par (f,),, donc par (g,),. Comme (g3), et (g,), satisfont les mémes conditions
initiales & 'ordre un en z =0, (¢3), = (g9.), et donc Vz, S5 = S°(f.).

6) Les coordonnées vérifient les propriétés voulues ssi elles sont induites par
(f2). vérifiant (E).

Le sens [( f2). induit les coordonnées voulues ] = [ (f2). vérifie (E)] est une vé-

dy
=1

V&N, ((Yf)?io)?il, Z) les vecteurs-coordonnées induits par (f,),. Le champ Z est
le champ dérivé df,/dz, les autres sont les images, par (la différentielle du) flot de Z,

rification un peu longue mais facile. Prouvons I'autre sens. On note encore (X, ((U]);

des champs de vecteurs-coordonnées construits sur TX; en 1). On note d’autre part (X,
((U’")f’l, (V’") DN, ((7;?);-1;0)?;) les prolongements par transport paralléle le long des
lignes de champ de Z de ces mémes vecteurs coordonnées de TXOJ‘. De la méme fagon qu’au
point 4),

e on montre que: Vr € [1,N],Vk € [1,n,],Vi € ﬂl,d’;ﬂ,DﬁT € Uk et Vi € [dF +
1,d,], Dz, € V&E et que Vs € [1,N'],Vi € [1,d,], D=, € Y*,

e on en déduit que le flot de Z stabilise les distributions U™*, V"* et Y* et donc que
les coordonnées vérifient le point (a), (I) du théoréme ; la métrique est donc de la forme:

N N
g= (Zgi) + (Z gf) +2ydz,
r=1 5=0

les g" et ¢'° étant comme décrites page 160 et g vérifiant la propriété (P) introduite dans
la proposition 3 page 160.

La deuxiéme relation du systéme (E) implique de plus que Z est en tout point isotrope.
La métrique ¢ n’a donc, dans la base des vecteurs-coordonnées, pas de terme en dz? et le
deuxiéme point du (a), (II), (i): v(Z) = 0, est satisfait. Le (a), (II), (iii), les propriétés
des g" et la premiére propriété de y du point (a), (II), (ii) découlent de la condition initiale
sur (fo,(df/dz)|,—0)) donnée aux points 1) et 2) de la démonstration. C’est immédiat pour
7, vérifions: Vr € [1,N],Vp € &;%, (99" /02) , = 0 et: Vp € U, UV, g" =237, du do].

Par construction, en tout point de XL : Vi,j € [1,d:], Dyr Vi = 0 (voir le (b) du sous-
lemme 10 page 138 et le 1) de cette démonstration). Par conséquent, pour tous i,j de

[1,d,]:

<DzU;,Vj>= <DU;Z,V]?"> = LU;<Z,VJ-"> — <Z,DU;V]?"> = Ly;0—<Z,0> =0
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et symétriquement < DzV;,U; >= 0. Enfin donc:
(09" [02)(U] V') = Lz < U, V] >=< DzU;,Vj >+ < U;,DzVj >=0.

D’autre part, en m, ¢" = 22?;1 du; dvj et le long de U,,, par construction: Vi,j €
[1,d:], Dyr U] = 0 (voir encore le (b) du sous-lemme 10 page 138). D’oti:

LU[g;,k = LU; < U;,Vkr >=< DU{U;,V;: >+ < U;,DUZV]CT >=10
et la deuxiéme égalité cherchée.

Restent & montrer le premier point du (a), (II), (i) et les trois derniers points du (a),
(1), (ii).

U
Le premier point du (a), (IT), (i). La forme ¢'° est partout égale & Zjil e(dyf)?.
C’est vrai sur XT#, par construction des coordonnées en 1) sur cette feuille. Il suffit donc de

montrer que les vecteurs-coordonnées (Yio)?il sont paralleles le long des lignes de champ de
Z. En effet alors:

Vi,j € [[11d6]]’LZ < Yioay}o >=< DZYiOaY}'O >+ < Y;OaDZY}O >=0,

ce qui donne le résultat voulu. Montrons donc: Vi € [[1,d6ﬂ,DZYZ-0 = 0. Cela revient a
montrer que le champ 7? commute avec Z. En effet si [YQ,Z] = 0 alors 7? = YZ-O et donc
DzY¢ =DzY?=0. Or:

DzD5Z = R(Y?,2)Z + D5 D77 — DpyrZ
= R(??’Z)Z + D?g_)pz - DDﬁ]ZZ
= R(Y}.2)Z+R(ZY?)Z — Dp_, 77
= —Dp_,zZ

Le vecteur D?QZ vérifie donc 1’équation différentielle linéaire en inconnue A: Dz A =

3

—D4Z. D’autre part, il est nul, par construction des coordonnées de XT#, en z = 0. Il est
donc partout nul, donc D?OZ =0= DZY;-) et 7? commute avec Z.

Les trois derniers points du (a), (II), (ii). Remarquons que pour tout z, v = Z°. Les

propriétés de ypy1 découlent immédiatement de celles de fo et (df./dz)|,=¢ déterminées
en 1) et 2). D’autre part, si Y et Y’ sont deux vecteurs-coordonnées différents de Z, alors:
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LyY)=Lz < ZY >
=< DzZY >+ < Z,DzY >

— i
=< Pz,z,mz,m(fz),e(fz),Y >+ < ZDyZ >

1
= pz,2m.m()6(0)(Y) + 5Ly <22 >

1
= pz,2m.5(f.),6(f)(Y) + ELYO

= pZ,Z,mz,fﬁ(fz),G(fz)(Y)
et donc:
Lz(dy(Y,Y")) = LzLyy(Y') — LzLyy(Y)
= LyLzvy(Y') — Ly Lzy(Y)
= Ly[pz,2m. 3(5.),6() Y = Ly [p2,2,m. m(5.),6(7) (V)]
= dpzz.m. m(5.)6(0) (YY)
Alors:

* Yrar = dzpxL d’apres la construction de Z en 2) le long de X

* Pour tout 2, v|,,, = dz. En effet, le long de (m,)., si on note Y un vecteur coordonnée
différent de Z, quelconque:

1
Ly <ZY >=<DzZY >+ < ZDzY >=0+ §LZ < Z,7 >=0,

la ligne de champ m, de Z issue de m étant une géodésique. Or en m = my: (<
ZY >=10) & (Y # X) et: < Z,X >=1, donc le long de (m;),, yx. = dzx. -
Comme de plus y(Z) =0, v = dz.

Toujours le long de ()., par définition de R(f,) et de pz zm, m(r.).6(f)

Vr € [1,N],Vk € [1,n,],Vi,j € [1,d¥],

0 r 9 r
( W) | (p2,2m. 1)) (V])) = ( aw) (p2,2,m. m(1.).8(0) (UF)) = 0.
1 mz J |mz

Comme 7)x 1 vérifie cette méme propriété (cela découle immédiatement de la construc-
tion de Z au 2)) et comme, pour tout vect.-coordonnée Y différent de Z, Lyy(Y) =
Pz, 7,m. R(f.),6(f.)(Y), alors y vérifie cette propriété pour tout 2.

% Par le premier point, dypy. = 0 en tout point de X, ; en particulier donc en tout

point de am U lNJm Soit @, le flot de Z au temps z, alors:

B, (U U Vi) = Up, UV,

par le (a), (I) du théoréme. Le long d’une courbe intégrale du champ Z incluse dans

U, (ﬁmz U ]7mz), et avec Y et Y/ deux champs de vecteurs-coordonnées différents de
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Z, quelconques :

d
g(dfy(Y,Y')) = dpz,2.m. m(f.).6(5,)(Y>Y') comme vu plus haut

=0 par définition de PZ,Z,mz,m(fz),G(fz)-

Donc, en tout point de U, (Zjlmz U ﬁmz), dypxt =0.

* Par construction du vecteur Z en 2), pour tout s de [L,N'], (v)rss(r) = 0, olt
S§ ={p €Y /| z(p) = 0}. Or Vz,8,(S5) = S par le (a), (I) du théoréme, donc
Vz, d®,(TS§) = TS;. Pour tout i de [1,d,], le long de S§, Y;* € TS§ donc, le long
d’une courbe intégrale de Z incluse dans U, S, :

d
5(7 (Y:)) = pz,zm. m(s.),6(.)(Yi’) comme vu plus haut

=0 par définition de PZ,Z,mz,D‘i(fz),G(fz)-

Donc: Vz,vy1ss = 0.

Le point (a) du théoréme est donc prouvé. Le point (b) découle aussi de la démarche
adoptée. En effet, deux systémes de coordonnées sont comme dans le théoréme ssi ils pro-
viennent de deux courbes (f,), et (f]), de G5 vérifiant (E) et vérifiant une condition initiale
du type donné aux points 1) et 2).

Par unicité des solution de (E), ils sont égaux des que (fo,(df./dz),—0) = (f5,(df;/dz)|.=0)-
Comme le vecteur Z construit en 2) et identifié a (df,/dz) ,—¢), est totalement déterminé
par le choix de fj effectué en 1), (f,), = (f1). dés que fo = f;-

Or, le systéme de coordonnées construit en 1) est donné par le sous-lemme 10 page 138, &

partir du choix d’une base (X, (U)%, (V7)) )N, ((1@5);1’;0)?7:’1) de X;-, des sous-variétés
{p € Vi, /] z(p) = 0} et des coordonnées (x,(yf)?;l sur ces sous-variétés. (On traduit ici
dans le langage des coordonnées les diverses sections arbitraire & partir desquelles le sous-
lemme fournit les coordonnées.) Enfin, la famille ((VZ-T)g;l),{\;l est choisie, en m, duale de

(UN$ )N, (point (a), (IT), (iii)). Celle-ci détermine donc celle-1a. C’est le point (b)

r=1
recherché.

7) Le point (¢) du théoréme.

Montrons les deux relations déterminant 7. Soient A et B dans § tels que A 1L B ou
A = )Y soit (A,B) un couple de vecteurs-coordonnées de A x B. Alors:

LuLzy(B) =L < DzZ,B>+Ls < Z,DzB >
~—_——
=1Lp<2,2>=0

=< DusDzZ.B>+ < DzZ,DsB >
=(Dap:)(B)+ Y. TGp<DzZC>

C'vecteur-
coordonnée

Or, pour tout champ de vecteurs C,

1
<DzZC>=L;z;<Z,C>—-<ZD;C>=L;<ZC > —§Lc < Z,7Z >= Lzv(C),
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d’ou la premiere relation.
Soit z réel, r dans [1,N] et 4, j et k dans [1,d,]. Alors, le long de U], :
LyrLyr Lzy(Vy) = Lyy Lz Lyry(U;) car dy =0 le long de Up,.

La deuxiéme relation suit car U™ L U". O

I111.5.2 Démonstration de la proposition 4

Soient A et B deux feuilletages de § tels que (A L Bet ANB=X) ou (A=)°) et et
p un point de M. Soient alors Y et Y’ deux champs de vecteurs-coordonnées de A x B.

Par construction des coordonnées, DyY' € A NB. Par hypothése, soit ANB = X, soit
A =YY, dans ce dernier cas, par construction des coordonnées, pour tout vecteur A et en
tout point: Vi € [1,dy], DAY € X. Par conséquent: DyY’ = Dy:Y € X et donc, d’apres
la formule du (c¢) du théoréme :

LzLy < ZY'>

= LzLyv(Y")

=< R(ZY)ZY' >+ < DyY' Z>< X,Z > ! Lzv(X)

=<R(ZY)ZY'>+<DyY' Z><2ZX> 'Lz <ZX>

=<R(ZY)ZY'>+<DyY' Z><ZX > '<D;ZX> car< ZDyz,X >=0.

Alors:

I v ]

— I, [ (Ly<ZY'>)<Z,X>"! ]
— <Z,X>"! [ LyLy<ZY'> — <ZX> Ly<ZY'SL,<Z,X> ]
— <ZX>" [ <R(ZY)ZY'> + <DyY' Z><ZX> ‘<D, Z,X>

_<ZX>7Y <DyZY's +<ZDyY'S)(<ZDyX> +<DZZ,X>)]
—_———— ———

=0 car ALB ou A=Y9Y =lry<z,2>=0

— <ZX>! [ <R(ZY)ZY'>. ]

C’est le résultat. O
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IV  Une classification locale des variétés
lorentziennes, selon leur holonomie

IV.1 Introduction

Cette section IV constitue une application du théoréme 1: utilisant les coordonnées
locales proposées par ce théoreme d’une part, et un théoreme algébrique d’Tkemakhen-
Bérard Bergery d’autre part (voir [BBI93]), elle classifie localement les variétés lorent-
ziennes réductibles mais indécomposables, selon leur holonomie. Ce faisant, elle accomplit
une des motivations initiales de la recherche de coordonnées locales privilégiées sur les
variétés pseudo-riemanniennes réductibles indécomposables.

D’autre part, cette section constitue également une tentative pour dégager des invariants
relatifs aux fibrés du type ), — 375 = ()/,/X), qui apparaissent dans les variétés pseudo-
riemanniennes réductibles indécomposables, et dont ’étude est importante pour comprendre
la courbure et ’holonomie de ces variétés.

Ces deux questions se sont révélées liées ; nous les traitons donc ici ensemble. La, section
IV.2 est consacrée aux fibrés y; — yg ; la suivante IV.3 expose le théoreme d’lTkemakhen-
Bérard Bergery et les deux dermieres IV.4 et IV.5 énoncent et démontrent la classification
annoncée.

IV.2 Le défaut des fibrés y; — 57; a étre des produits affines

IV.2.1 Position du probléeme

Si p est un point de M et s € [0,N'], le fibré local au voisinage de p: Y, — )7; est un
fibré de fibres les feuilles de X, totalement isotropes, sur une base 57; non dégénérée. On
sait de plus que la connexion D sur Y, est telle que Dg = 0 et que tout vecteur X de X,
peut étre prolongé a ), par transport paralléle en un champ dans la distribution X.

Une famille remarquable de fibrés de ce type est constituée des produits affines d’une
variété riemannienne ) par une variété affine connectée X de dimension un:

(V,9v,Dy) x (X,Dx) 2% (¥,9v,Dv)

avec p1 la projection sur le premier facteur du produit et Dy la connexion de Levi-Civita
de Y. La métrique produit est gy ® 0, dégénérée. Il existe pour tout z de X une section
privilégiée o, :p — (p,z) de p1. La connexion produit est alors telle que ces sections sont
d’image totalement géodésique: pour tout p de Y et tout champ Y de vecteurs de ) au
voisinage de p:

YV € praDda'z(V) dO'm(Y) S dO'(pr).

Les images de ces sections constituent un feuilletage de (),gy,Dy) x (X,Dx), stable par
holonomie, supplémentaire de X.

Un tel feuilletage stable supplémentaire — ou, c’est équivalent, une section o de 7, dont
I'image est totalement géodésique —, n’existe cependant pas nécessairement dans le cas
général (voir figure 4 page 193). La métrique produit étant dégénérée, d’autres connexions
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que la connexion produit sont compatibles avec elle. Les fibrés du type )V, — 37; présentent
donc en général un «défaut» a étre un produit affine, par exemple celui de )7; par &,. On
tente dans cette section de caractériser ce défaut et de le lire dans les coefficients de la
métrique exprimée dans les coordonnées fournies par le théoréme 1.

\\/ // e

feuilles du feuilletage X

A

e

—

i
: /— une feuille ), du feuilletage )*
|

~_ |~

0, section de ,
. d’image totalement géodésique?

/— feuille Y

FI1GURE 4 - ); — :)7; est-il un produit affine :
existe-t-il une section o d’image totalement géodésique?

I
i
i
I
I
i
™ i
i
I
i
i
I

IV.2.2 Deux outils

Soit donc un fibré Y — )71‘,"' . On choisit de plus un champ X non nul dans X, paralléle
le long de V; ; un tel choix revient au choix d’un vecteur non nul de X, et deux tels champs
sont nécessairement proportionnels.

Remarque: structure de fibré affine. Le choix d’un tel champ X définit une action de
(C*°(Y;,R),+) dans I'espace ['(Y, — J;) des sections de J; — V3. Soit en effet @; le flot
de X au temps t. Si f € COO(JV)]‘;,R) et o e'(Y, — )75), on pose:

Vi Yy
fo: qg — Qf(q)(a(q)).

On vérifie que cette action est simple et transitive ; on la notera additivement: f.c = o+ f.

Notation. Si o est une section de J; — 375, elle définit en tout point g de ), une connexion
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du fibré affine J; — 5)5, i.e. un supplémentaire de X,. Pour tout ¢ tel que ¢ = o(¢g) :
TV, =X @ dU(Yg).

Cette décomposition se propage alors par transport parallele le long de &} a tous les points
de &; et fournit donc en tout point le supplémentaire annoncé. Remarque : deux connexions
o et o/ ont méme connexion associée ssi o/ = o + f ol f est une fonction constante.

On note alors V7 € T*Y; ® T)Y, la projection verticale associée a cette connexion,
c’est-a-dire la projection, dans chaque espace tangent T¢)y, sur le premier facteur de la
décomposition, parallelement au deuxieme.

a

Proposons une premiere mesure du défaut de Y, — 37; a étre produit affine. Attention,
la connexion associée & o introduite ci-dessus est par définition intégrable d’intégrale o,
donc de courbure nulle. Les objets introduits plus bas ne sont pas relatifs & cette courbure.

Proposition 6 Soient Y et Y' deuz champs de vecteurs de )7; L’opérateur :
H? : (YY) = V(D 4,7 do(Y"))

est alors tensoriel et symétrique en' Y et Y' et le fibré Yy — ;)7; est un produit affine ssi:
JoeT(Vs = V5) : H” =0.
De plus :
Vf € C®(V5R), H"H = H° + Hess f

et le fibré YV, — 37; est un produit affine ssi: Vo € T'(Y, — yg),ﬂf € C“()}g,R) : H =
Hess f.

L’opérateur ¢ — H? traduit alors le défaut de yg — )7; a étre un produit affine. Ce
fibré est produit ssi pour toute (ou pour une quelconque) section o, H? est dans 'image de
Hess.

Démonstration. La premiere affirmation n’est que la traduction du fait que la distribution
Im(do) est par construction intégrable. Si on prolonge Y et Y’ en des champs qui com-
mutent, do(Y) et do(Y’) commutent alors également et donc H? (Y,Y") est symétrique. I
est de plus par construction tensoriel en sa premiere variable, il est donc tensoriel en ses
deux variables.

Reste & montrer que: Vf € Coo(jig,R),H‘”f = H’ + Hess f. Soit f € Coo(jig,R). Si
Y est un champ de vecteurs de Y, V*/(Y) = V?(Y) — df(Y). C’est évidemment vrai si
Y = X. Il suffit donc de le vérifier pour Y = do(Y). Pour un tel Y :

VI(Y)=0=V""(d(c + f)(Y)) =V H (Y + (df.Y)).X =V (V) + df.Y.

d’on le résultat. Soient alors Y et Y’ deux champs de 37; qui commutent. Notons Y et Y’
les prolongements par tranport paralléle le long des feuilles de X des champs do(Y) et
do(Y'); Y et Y’ sont deux champs définis dans un voisinage de p dans ), ils commutent.
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Alors:

HOH (V. Y') = (Dd(a—i—f d(o + £)(Y")
Dy apyyx(Y' + (df.Y).X))
= Vf’*f(DyY' + Dy (df.¥").X))
=V (DyY') + Ly (df.Y)
=V (DyY") + Ly (df.Y') — df.(x(DyY"))
= H?(Y,Y') + Ly (df.Y') — df.(DyY"))
= H(Y.Y') + (Dy df)(Y"))
= H(Y,Y') 4 Hess f(Y,Y")

Y
Y

C’est le résultat. O

Remarque: des sections privilégiées. Tout fibré du type }V, — J; admet donc des
sections locales o privilégiées, <harmoniques», au sens suivant :

tr H? = 0.

Si o est une section quelconque, on définit f dans COO(JVig,R) par sa différentielle en p et
par la relation Af = —tr H°. (Rappelons qu’on note ici Af = tr Hess f.) La section o + f
est alors «harmonique». L’ensemble de ces sections est I'orbite de 'une d’elles sous I’action
des fonctions harmoniques de C°°(37§,]R).

Cette remarque peut étre insérée dans le théoréme 1. On peut en effet exiger que les
sections d’image 7 1(0) N Y2, des V3, — V2, pour s € [1,N’], soient «harmoniques».

Le point (b) du théoréme devient plus précis: deux systémes de coordonnées vérifiant
cette condition supplémentaire sont égaux ssi leur 1-jets en m sont égaux.

Un autre point de vue, plus précis, sur le défaut de YV, — )7; a étre produit affine peut
encore étre proposé.

Notation. On notera repectivement D et R la connexion de Levi-Civita de § sur )7; et son
tenseur de courbure.

Proposition 7 Soito € (Y, — 57];?), q€ Y, et (VYY" €TV, Lopérateur (Y,Y'Y")
VI(R(Y,Y').Y") est invariant par transport paralléle le long de Xg et sa valeur ne dépend
que des classes Y, Y' et Y" de Y, Y' et Y" modulo X. On définit donc:
R - YY' Y'" VI (RY,Y').Y")
o0 Y, Y et Y" sont des relevés quelconques de Y, Y' et Y". De plus :
Vf € CP(V5.R), R = R7+ df(R(-,-)").

Enfin, le fibré Y, — :)7; est un produit affine

ssi:3oeT(V;—V5) : RO=0

ssi: Vo € D(Vs — V3),3f € C®°(V5,R) : R” = df(R(-,-)").
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Pour mener le travail au bout, il resterait a caractériser les 3-formes de ) qui se fac-

torisent en la composée d’une 1-forme fermée et de R, i.e. de la forme a(R(-,-)) avec
da =0.
Pour expliciter le lien entre H? et R?, introduisons:

Définition 5 Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur (M,D) une variété
munie d’une connexion affine. La différentielle dpB de B est la 3-forme définie par:

dpB(V,V'.V") = DyB(V',V") — Dy B(V,V").
Alors:
Proposition 8 Vo € (Y5 — V3), R = —dpH°.

Démonstration. Soient o € T'(Y; — )75), Y, Y’ et Y” trois champs de vecteurs sur )7;
et Y, Y' et Y les champs do(Y), do(Y'), do(Y"), prolongés & un voisinage de p dans
Y, par transport paralléle le long des feuilles de X. Remarquons que, par définition de V7
et parce que la connexion D de ) se projette sur la connexion D de 575: do(D)v,f/' ) =
DyY' — V?(DyY'), et de méme pour tout couple de vecteurs parmi Y, Y’ et Y. Les
opérateurs H? et R étant tensoriels, on peut supposer de plus sans préjudice que les
champs Y, Y’ et Y commutent: Dy Y’ = Dy, YV ... Alors:

— [Dy (V7 (DyY")) — V7 (Dy (Dy:Y")) — Dy (V7 (Dy:Y"))]
= -V (DleYy )—I—VU DyDle )
— ROV Y'Y

dpHI (Y Y'Y") = (Dy HO)(Y',Y") — (Dy. H?)(Y,Y")
=Dy (H (Y',Y") - H (D;Y'Y") - H°(Y',D;Y")
— [Dy.(HO(Y,Y")) = H?(Dy, Y, Y") — H°(Y, Dy, Y")]
= Dy (V' (Dy'Y")) = V°(D 4o(p,3Y") =V’ (Dy do(DyY"))
— [Dy1 (V7 (DyY")) = V(D 4oy, 7)Y ") = V° (Dy do (D, Y"))]
Dy (V*(Dy'Y")) =V (Dy:(DyY" =V (DyY")))
— [Dy(V°(DyY")) = V7 (Dy (Dy:Y" = V7 (DyY")))]
Dy (V°(Dy'Y")) — V"(Dy:DyY) Dy:(V°(DyY")))
( )
(

par définition de R? et encore parce que les champs Y et Y’, donc également les champs Y
et Y/, commutent. |
IV.2.3 Lien avec la métrique dans les coordonnées du théoréme 1

Quand Uholonomie agit trivialement sur Xt . Sous les notations du théoréme 1, N =
N’ = 0. Le fibré Y9, — Y2 est plat, donc produit affine de Y%, plat par &,,.

Quand Uholonomie agit irréductiblement sur XL et trivialement sur X,,. Sous les no-
tations du théoréme 1, N = djy = 0, N' = 1. Notons (z,(y:)%_;,2) les coordonnées du
théoréme ; la métrique se met sous la forme g = ¢’ + 2dxz dz ou ¢’ n’a pas de terme facteur
de dz ou dz et ne dépend pas de la coordonnée x.
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Une métrique variable sur XmJ‘. La famille & un parameétre de métriques dégénérées
! ) 1 . . syt 7 227
( o ) d’un ouvert des (X, ). passe au quotient en une famille de métriques non dégénérées

(g" L ). d’un ouvert des (/'\Vf'rﬁz) ». Cette famille peut étre traitée, par image réciproque par

le flot @ZZ de Z au temps z, comme une famille & un paramétre de métriques d’un ouvert
de X3. On notera:

. AYYS

4 = (@230 ).
De facon équivalente, on aurait pu prendre I'image réciproque de g|’ yo par le systeme de
coordonnées (y;)%_, et obtenir g, = ((yz);i'zl)*(g" »L ) une métrique variable sur un ouvert

de R? . Notons alors:

la dérivée en z de la forme variable g, .

Le défaut de Xéz — A?#;z A étre produit affine se lit alors sur h,.

Proposition 9 Notons o, la section de X: — X7 d’image z71(0) N X5 et D? la
connezion de Levi-Civita associée & §, sur Xy . On identifie les vecteurs de TYS, et leur
image dans T)V?ﬁhz par ®Z. Alors :

1.
H = —Zh.X et: R7 = dp.h..X.

N —

Démonstration. Il suffit de montrer la premiere égalité, la seconde découlant alors de la
proposition 8 page 196. Le vecteur-coordonnée Z vérifie: Vi € [1,d'], < Z)Y; >= 0 et:
< Z,X >=0, donc:

Vp € Xy VY € X, V7 (Y) =< Z,Y >.X.
Soient i et j dans [1,d'] :

H(Y;,Y;) =V (DyY))
—< Dy.Y;,Z >.X
1
= §(Lyi <Y;,Z >+Ly;<Y;,Z >—-Lz <Y;,Y; >).X
=0 =0
1d
ol on note encore Y; et Y; les vecteurs d®Z,(Y;) et d®Z,(Y;)

d’ou le résultat car H°* et 712 sont tensoriels. O

La dérivée h, de §, se décompose canoniquement en deux composantes. Introduisons
déja deux opérateurs classiques. Nous reprenons ici le systeme de notations introduit dans
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[Bes87] au chapitre 1.

Définition 6 Si A est un (p,q)-tenseur symétrique sur (M,g) une variété riemannienne
ou pseudo-riemannienne, on note 6*A le symétrisé de DA, c’est-a-dire :

5" A
(X1, Xpr1) — 6 Dx, A(Xa,... . Xpi1).

X1, Xp1
L’opérateur §* admet un adjoint formel noté § et nommé divergence. Sip > 1:

0A *
(Xl, c aXp—l) — —tl‘g[(Y,Z) — 0 A(Y,Z,Xl, e ,Xp—l)]-

On notera ici respectivement 0} et 0, ces deux opérateurs, relatifs a la métrique g,, de
) \)S
parametre z, sur Vg3,.

Rappelons également un résultat classique sur ’espace des métriques d’une variété.

Proposition 10 Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne. Une classe
particuliere de métriques de M est l’orbite ((,0*9)(peDiff(M) de g sous laction des difféomorphismes
de M. Soit (g:)¢ = (©fg): une courbe issue de g (i.e. go = g) dans cette orbite et v le champ

de vecteurs (%%)\t:o; alors :
d ) ‘b
— 0t =0"v.
( a),_,

Lespace S?(T* M) des déformations infinitésimales de g, i.e. des formes bilinéaires sur M,
se décompose alors :

S%(T* M) = Im 6* & ker 6.

Par conséquent, pour toute courbe (g;); issue de g dans l’espace des métriques sur M,
il existe une famille de difféomorphismes (p;); de M telle que:

d
=pigret: 0| | =g =0.
gt = P19t € (( dtgt> |t_0>

Autrement dit, on trouve un champ de vecteurs v = (%go)ﬁ:() tel que:

() o=+ ()
—_— t = —— t -
dt™"/ =0 dt™/ =0

de divergence nulle.

La famille (¢;); est unique & composition pres par une famille d’isométries. Le champ v est
donc unique & composition pres par une isométrie infinitésimale, nécessairement nulle par
exemple si g n’admet pas d’isométries.

Démonstration de la proposition. Montrons le premier point. Soit p € M et XY €
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) jt=0 Ao X, oY) + g0 X, (&) ;1o diprY)
Dx ((<$)t=09(0)),Y) + 9(X, Dy (&) 1=00(p)))

=Lxg(v,Y)—g(v,DxY)+ Lyg(v,X) — g(v,Dy X)
avec des prolongements quelconques de X et Y
= Lx0’(Y) — " (DxY) + Lyv’(X) — v’ (Dy X)
= Dx’(Y) 4+ Dy’ (X)
=5 (X)Y).
La deuxiéme affirmation est la version infinitésimale du «Slice theorem» de D.Ebin (voir

Besse [Bes87], chapitre 4 pp. 117 et 118 ainsi que le paragraphe 32 de I'appendice, ou [E68]).
O

Pour chaque valeur du paramétre 2z, on note alors v, un champ de vecteurs de Q?TJ,L- tel
que:

hy = 8% + hy et: §,(hy) =0,

ol b, est I'isomorphisme musical induit par §,. Le champ v, est défini & addition pres d’une
J,-isométrie infinitésimale.

Rappelons enfin un opérateur classique sur les champs de vecteurs.

Définition 7 Soit v un champ de vecteur sur (M,g) variété riemannienne ou pseudo-
riemannienne. Le rotationnel de v est la 2-forme alternée définie par:

rotv = dv’.

Remarque. En dimension 3, le rotationnel de v désigne aussi le champ de vecteur dual de
cette 2-forme et en dimension deux, le scalaire dual de cette 2-forme.

On peut maintenant énoncer :

Proposition 11 Soit (M,g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne, v un champ
de vecteurs sur M et h la forme bilinéaire symétrique 6*v°. Alors :

dph = D(rotv) + 20" o R.

Par conséquent, pour tout z, en identifiant les vecteurs de 2?,{; et leurs tranportés sur
Xéz par la différentielle du flot de Z et en notant rot, 'opérateur rotationnel sur X3 associé
a la métrique g, :

9R%* = dp.h, = D*(rot, v,) + 207 o B, + dp. hs.
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Remarque. Si v est une isométrie infinitésimale, §*v = 0. On vérifie donc bien que la quan-

tité : D?(rot, v,) + 2'02" oR, et donc aussi: dDzilz ne dépendent pas du choix du vecteur v,
défini & addition pres d’une isométrie infinitésimale. Elles sont intrinséquement associées a

by

Démonstration de la proposition. Soient p un point de M et Y, Y’ et Y" trois vec-
teurs de T, M. Tous les opérateurs manipulés sont tensoriels; on peut donc prolonger sans
préjudice Y, Y’ et Y" en des champs de vecteurs quelconques. Pour alléger le calcul, on
les prolonge comme les vecteurs-coordonnées de coordonnées normales de centre p, ainsi:
(DyY")), = (Dy'Y), = 0 et de méme pour toute paire de vecteurs parmi Y, Y’ et Y.
Alors:

dph(Y,Y'Y") = (dpd*")(Y,Y',Y")
= (Dy &) (Y'Y") — (Dy:6*0") (Y, Y")
Ly (5*0) (Y',Y")) = Ly (5*0")(Y;Y"))
car DyY' = DYY" = Dy/Y = Dy Y" =0enp
= Ly (9(Dyv,Y" + g(Y',Dynv)) — Ly:(9(Dyv,Y") + g(Y,Dynv))
= g(Dy Dyv,Y") + g(Y',Dy Dynv) — (9(Dy' Dyv,Y") — g(Y,Dy+ Dynv)
par le méme argument
= —g(R(Y,Y")v,Y") + g(Dy Dynv,Y")) — g(Dy' Dynv,Y).

Or:
P (R(Y,YY") = —g(R(Y,Y")v,Y")

et:

(Dyn 1ot v)(Y,Y') = Lyn(rot v(Y,Y')) car Dy»Y = DynY =0en p
= Lyn(Lyg(v,Y') = Ly'g(v,Y))
= Ly Lyng(v,Y') — Ly Lyng(v,Y)
= Ly(g(Dy0,Y") + g(v,Dyn¥") — Ly (g(Dy,Y) + g(v,DynY)
= g(DyDle'U,YI) + g(DyH’U,DyY') + g(Dy’U,DyHY5 + g(’U,DyDyHYI)
~—— ——

=0enp =0enp
— 9(Dy'Dyn,Y) — g(Dynv,Dy'Y) — g(Dyv,Dy»Y) — g(v,Dy' DyrY)
=0enp =0enp

= g(DYDY”UaYI)) - g(DY’DY”UaY) + g(UaDYDY’Y”) - g(UaDY’DYY”)
car Y, Y’ d’une part et Y d’autre part, commutent

= g(Dy Dynv,Y")) — g(Dy'Dynv,Y) — o’ (R(Y,Y")Y")

d’ou le résultat. O

Dans le cas général. Tl est alors remarquable que pour tout s € [1,N'], la métrique g3

. o . d, .
des feuilles )y, est indépendante des coordonnées z et ((yf')iil) s'#s- Lies raisonnements
effectués dans ce qui précéde pour le cas ou N’ = 1 s’effectuent de la méme facon pour
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chaque s, dans le cas général, le long de la sous-variété U,);, . En effet, le long de cette
variété, Vi € [1,d,], Z L Y;?. Les mémes résultats s’obtiennent alors, et restent vrais en tout
p de M par I'indépendance citée plus haut. Pour tout s, le long de toute feuille J :

. 1y I - 3
H? = —Chi.X, R% =odp.hiX et dj. hS = D*(rotvs) + 2(v2)’ o R°.

IV.3 Les candidats-holonomies lorentziens: le théoréme
d’Tkemakhen — Bérard Bergery

Introduisons déja une définition trés utile ici.

Définition 8 On dira ici qu’une représentation d’une algébre de Lie € dans un espace vecto-

riel E «vérifie la propriété de Borel-Lichnérowicz» si admet une décomposition t = & ¥
1<i<n
en idéaur €; commutant deuzr d deux et si E admet une décomposition E = & E; telle
0<i<n

que pour tout i, la représentation de €; dans E; est simple et, pour j # i, la représentation
de ¥; dans Ej est triviale.

Proposition 12 (A.Ikemakhen, L.Bérard Bergery) Soit (M,g) une variété lorent-
zienne et m € M, on note b l'algébre d’holonomie restreinte de M. Alors la représentation
de b dans Xﬂ-h satisfait la propriété de Borel-Lichnérowicz.

Rappel de la démonstration, disponible dans [BBI93]. La décomposition de )V(#L en com-

posantes irréductibles est & th (la proposition prouve alors qu’une telle décomposition
0<s< N

était unique, car les composantes isotypiques de X#L sont alors simples). 11 suffit de mon-
trer que, pour tout h dans b, si h agit effectivement sur th, h agit trivialement sur les
Yf;; pour s’ # s. D’apres le théoréme d’Ambrose-Singer, § est engendré par les images des
R(TyM, T, M) par transport parallele 7. le long des chemins ¢ de m aux autres points
p de M. Comme la distribution X+ est de codimension 1, les 7 R(T,,M,XIJ;) suffisent
a engendrer fj, donc encore les TC*R(TpM,Y;) pour tous les s. Or, parmi eux, seuls les
7o R(TpM,Y ;) peuvent agir effectivement sur Y2 . Mais I’action de 7o R(TpM,Y ;) sur Y?
pour s’ # s est triviale (cf le sous-lemme 9 page 137). C’est le résultat. |

Remarque. Cette démonstration repose sur le fait que X1 est de codimension un et que
Xﬁz n'admet pas de sous-espace totalement isotrope stable, donc utilise profondément le
fait que M est lorentzienne. Le résultat reste vrai, sous les notations du théoréme 1 page
161, des que dim X =1 et N = 0, mais n’est pas vrai en général pour une variété pseudo-
riemannienne non lorentzienne.

. LA o o
Remarque. La décomposition Xt = EBéV:Oth de X5 en composantes triviale et irréductibles
qui apparait dans le théoréme 1 page 167 est donc aussi sa décomposition en composantes
isotypiques. En particulier elle est unique.

Enoncons enfin les principaux résultats de [BBI93], ici rassemblés en un seul énoncé.

Théoréme 2 (A.lkemakhen, L.Bérard Bergery) Soit (M,g) une variété lorentzienne
de dimension d, localement réductible, indécomposable, b son algébre d’holonomie restreinte
et m € M. La variété est indécomposable, réductible, donc nécessairement dimX,, = 1 et
X © X, Soit B une base de T, M constituée d’un vecteur non nul de X, complété en
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base de Xﬂ‘n par des vecteurs orthonormés, puis en base de T,, M par un vecteur dual du
premier, orthogonal auz suivants et isotrope. Dans une telle base :

0 0 1
Matg(g) = 0 Iz O
1 0 O

L’holonomie restreinte b peut alors étre de quatre types.

a L 0
h € b ssi Matg(h) = | 0 K —L | aveca € R, L € My_5:1(R) et K € € o1
0 0 =-a

t est une sous-algébre de soq o(R) dont la représentation naturelle vérifie la propriété de
Borel-Lichnérowicz.

0 L 0
h € ssi Matg(h) = | 0 K 'L | avec L € My_5,(R) et K € & oi € est
00 0

une sous-algébre de s04_o(R) dont la représentation naturelle vérifie la propriété de Borel-
Lichnérowicz.
P(A) L 0
h € b ssi Matg(h) = 0 A+S -L avec L € Mg_21(R), A € a,
0 0 —y(4)

S € s ou a et s sont deux sous-algébres de soq o(R) qui commutent, a étant abélienne et
s semi-simple, leur somme € vérifiant la propriété de Borel-Lichnérowicz; v est une forme
linéaire non nulle de a dans R.

type 4| h € b ssi i existe une base du type de B telle que:

0 y(4) L 0

0 0 0 4
Mas)=| o g 4t

o 0 o0 0

avec L € My 4u(R), A € a, S € 5 ot a et 5 sont deuz sous-algébres de so41(R) qui
commutent, a étant abélienne et s semi-simple, leur somme € vérifiant la propriété de Borel-
Lichnérowicz; v est une application linéaire surjective de a dans € My g (R) et d! +d'l =
d—2.

IV.4 Deux lemmes
Lemme 5 Soit ¢ une sous-algébre de s0,,(R) dont la représentation naturelle dans (R, < -, > )
vérifie la propriété de Borel-Lichnérowicz. L’algébre € C s0,(R) est réductive donc € = a®s

ou a, centre de ¥, et s sont des idéaux respectivement abélien et semi-simple de €, qui com-
mutent.

Alors R™ admet la décomposition canonique
" 1 1 1
(R", <, >can) = E0© E1 © E2 © Ej3
\ 1 . 1 3% 4
ou Eg® E3 sont les points fizes de a et Eg® E1 ceux de s. Les idéaur a et s admettent alors
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des décompositions :
= a1 D ag
5 = 50 @ s3
ot :
e i # j = q; ets; agissent trivialement sur Ej,

N . :
e By = @ Eji, les Ef étant de dimension 2, et: a1 = [];c;<,, 50(ET) = s502(R)™,
1<i<ni <i<

i .
o Fy admet la décomposition €-stable Eo = @ Ej, et Ey est muni d’une structure
1<i<nsy )
compleze J € s0(Es) t.q. J2 = —1d, commutant avec l’action de ¥ (chaque E} est donc de
dimension paire). On définit alors le produit hermitien < -,- >¢c =< -,->—1 < -, J- >
et: 8y = [[1<icp, vectr(i1dg;) ~ R =~ 503(R)™, 5 = J[1<;<p, 55 0t chaque s5 est une
sous-algebre semi-simple de su(E%,< -,- >¢), dont la représentation naturelle dans E} est
simple,
1L . . .
e E3 admet la décomposition t-stable B3 = @ Ej et 53 = [[1<;<,, 55 0U chaque s
1<i<ns - = )
est une algébre semi-simple de so(E%), dont la représentation naturelle dans Ef est simple.

Démonstration. Le lemme repose sur les faits suivants:

e Si ¥ est une sous-algebre abélienne de so,(R), ¥ = [[, s0(E;,< -, > ,,) ol les E;
sont des 2-plans deux & deux orthogonaux de RP.
e Sit est une sous-algébre de s0,(IR) dont la partie centrale o’ et la partie semi-simple

s’ agissent chacune sans noyau sur RP, alors p est pair, € préserve une structure complexe
J sur RP et :
L /
RP =@,F;et: ¥ C Hu(EZ,J)
i

La partie centrale a’ est alors incluse dans le produit des parties centrales et la partie semi-
simple a’ dans le produit des parties semi-simples [ [; su(E;,J). O

Reprenons ici les notations du théoréme 2 page 201. L’application linéaire 1 qui apparait
dans I’énoncé des types 3 et 4 d’holonomie, est la lecture dans la base # d’une application
linéaire, qu’on notera encore 1, de la nature suivante:

e Dans le type 3, 1/ est une application linéaire d’une certaine sous-algebre abélienne
a de 50(X;;,d)5) dans L(X,,),

e Dans le type 4, X se décompose en deux sous-espaces de dimensions respectives

o . 1 .
dl et d'T : X,J;l = Y{h D Y{;{ ; ¥ est une application linéaire d’une certaine sous-algebre
abélienne de so(Y2! ) dans L(YZL X,,).

Ainsi considérée, ’application linéaire 1) vérifie le lemme suivant.
Lemme 6 o (Cette application linéaire 1 — donc en particulier ses ensembles de départ

et d’arrivée — est stable par holonomie restreinte ; elle se prolonge par transport paralléle
a un voisinage de m dans M ; on note toujours ¥ ce prolongement.

e une variété lorentzienne indécomposable (M,g) est du type 3 ssi
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- limage de U’holonomie restreinte § dans 50(5(,%,9%) est la somme de deuz algébres a
et s comme dans [’énoncé du théoréme 2,

— en tout point p de M, pour tous A et B dans TyM, R(A,B)x, = ¢[(R(AaB)\x;)a]
ol (R(AvB)|X5L)a désigne le projeté de R(A,B)‘Xé sur la composante a de l’action de
U’holonomie sur XIJ;.

o une variété lorentzienne indécomposable (M,g) est du type 4 ssi

— l’holonomie agit trivialement sur X,

- Xt =YL éYTIHI et l'tmage de l’holonomie restreinte by dans 50(5(#1@%) est la somme
de deuz sous-algébres a et s de 50(Yg,g|g(g) comme dans l’énoncé du théoréme 2,

— en tout point p de M, pour tous A et B dans TpM, R(A’B)\Yé = ’l/)[(R(A,B)‘YéI)a]
ol (R(A,B)Wéz)a désigne le projeté de R(A,B)Wéz sur la composante a de l'action de

l’holonomie sur Y},I.

Démonstration. L’application linéaire 1) est stable par holonomie, i.e. I’holonomie agit
trivialement sur ses ensembles de départ et d’arrivée. Ces espaces sont eux-mémes des
espaces d’applications linéaires du type L C L(A,B); cela revient donc & dire que A et B
sont stables par holonomie et que I’holonomie commute avec L. C’est justement le cas:

e si M est de type 3, X,,, et X;- sont stables par holonomie, donc ’action de I’holonomie
dur X est bien définie. Comme dim X = 1, L(X,,) est abélien. D’autre part, par définition,
3 est & variables dans a C 50(X};,|cm) qui commute avec a @ s Paction de b sur X

e si M est de type 4, par définition, X,,, Y. et Y!! sont stables par holonomie,
I'action de I’holonomie sur Y,Ih et Y{;{ est donc aussi bien définie. Comme I’holonomie
agit trivialement sur Y7, sa représentation dans L(Y[,Y.) est en fait dans L(Y/,,X,,)
et est abélienne. D’autre part, de la méme fagon que plus haut, 1 est & variables dans

aC so(Yf;{,g‘cm) qui commute avec a ® s I'action de b sur Y1II.

Les deux autres points résultent alors directement du théoréeme d’Ambrose-Singer : I’ho-
lonomie restreinte est engendrée par les transportés paralléles le long de tous les chemins
de m a tout point p de M, des R(A,B) pour tous A et B de TpM. O

Un choix plus précis de coordonnées pour les variétés de type 4. Si (M,g) est de
type 4, X#z se décompose canoniquement en deux sous-espaces Y{vn et Y,I;{ . Le premier est
nécessairement inclus dans Y2. On notera alors, dans ce cas:

VO = VI et YO = (VL) NV, =Y NY

Les coordonnées (y?)?’il du théoréme 1 page 161 peuvent alors étre choisies telles que les
d! premiéres coordonnées parameétrent, avec z, les feuilles intégrales y},’ T de 1a distribution
YO!. Les djy — d' derniéres parameétrent alors nécessairement les feuilles intégrales y,? ’H,
orthogonales, de la distribution Y%/,

IV.5 Classification locale des variétés lorentziennes suivant
leur holonomie

Théoréme 3 Soit (M,g) un ouvert d’une variété lorentzienne localement réductible et
indécomposable, sur lequel sont définies des coordonmées du type donné par le théoréme
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1 page 161. Alors:

(a) (M,g) est de type 1 ou 3 ssi (y — dx) n’est pas image réciproque par © d’une forme
différentielle ¥ de M.

(b) (M,g) est de type 2 ou 4 ssi (y — dx) est image réciproque par m d’une forme
différentielle ¥ de M.

(¢) (M,g) est de type 3 ssi elle est de type 1 ou 8 et que les composantes isotypiques
irréductibles sauf YO par la proposition 12) sont de trois types :
m

. <0 1 1 .« 1 1 .
Xt=Ylae| & Yi|o & Y
1<s<N! N/ 41<s<N!
avec N{ > 1 et:

° th est la composante triviale de 'action de § sur Xﬂ-h,

e pour s € [1,N]], pour tout point p de M, les feuilles 37; sont kahleriennes Ricci-plates
de dimension réelle paire dj et Uaction induite de U’holonomie restreinte de M sur
Y3, est vect(J®) @ s, ou J° désigne la structure compleze de Y5, et ou s\ est une
sous-algébre de su(th,ngh,Js) dont la représentation dans Yfﬁ est simple.

e il existe un Ni uplet de réels non nuls ()\s)i\]:l1 tel que en tt point p :

0 1 BV(X) = ) [trs . hS(. JS. VS
a(ﬁ = ))4 [trg, (dpe B3 (-, ° - Yi)]

Vs € [1,N{],Vi € [1,d.], v(X )(

et telle que pour chaque s de [1,N{], cette expression n’est pas identiquement nulle
comme fonction de p.

nx _, ,,. X

N! +1,N'],Vi 1.d
hd VSE[[ 1+ ’ ]],V’LE[[ adsﬂa ayf ox

=0.

(d) (M,g) est de type 4 ssi elle est de type 2 ou 4 et que les composantes isotypiques
(irréductibles sauf Y?n par la proposition 12) sont de trois types:

. 0 L 1o\ L 1L -
Xt =Y ® @ ,YTh o  © Y,
1<s<N! NI 4+1<s<N!

avec les mémes propriétés qu ’au point (c) et, en reprenant le choix de la page 204 :
e il existe un N| uplet ()\3) 1 d’éléments non nuls de (YOI)* tel qu’en tt point p :

(YO)

Vs € [1,N]],Vi € [1,d], Vle[[ldf]] “oyds

= X [t (dpe BT V)]

et Uapplication a variable dans Yg’I:
o o (22020
Oy; 0z 1<s< N5 1<i<d,
est de noyau Xp,

e Vs [N] +1,N'],Vi € [1,d,],VI € [1,d"], a(s):Oet:
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(YY)
oYY
(e) De plus, la quantité trg, (dp. hS(-,J% - Y?)) s’exprime de facon plus précise en fonc-

z 2
TS
tion de v; et de h, :

Vi € [df + 1,d}y], VI € [1,d7], =0.

~ S

trg, (dp:h3(+,J* Y}*)) = Lys (trg(rot v3(,J° ) = Ly (trg ).

Q@

Cas particulier. Le dernier point du théoréme s’exprime de fagon particuliere pour les
indices s de [1,N7] tels que d}, = dimY?® = 2, 8’il y en a. En effet, dans ce cas:

e Pour tout p de M, la variété )75 , Ricci-plate de dimension deux, est plate.

e En particulier, toutes les feuilles )7;;2 sont plates et la déformation de g; est purement
le produit de I’'action d’un difféomorphisme:

. - . 0 . 2 bs S8
w3z + Gz =@r00; siv;= &‘Pza h;, = 5_(}'Uzga h, =0.
Donc en tout point p:

. . 1
tr?]z ( dDZ hi( ' ,JS ’ ’ns)) = ELY;.S (I‘Ot Uz)a
ou rot v$ est le coefficient de proportionnalité entre rot vi(-,-) et la forme volume de 37;
En effet, si Y est un vecteur g-normé de Yg, (Y,J.Y) est une base g-orthonormée de Yg et:

try(rot vi(-,J° ) = rot v5(Y,J°Y) + rot v (J5.Y,(J%)?Y)
=rot v (Y,J°Y) —rot v (J°.Y)Y)
=rot v} (Y,J°Y) + rot v} (Y,J°.Y)
= 2rot v (Y,J°.Y) = 2rot vj.

La quantité rot v; s’appelle également vorticité de I'’écoulement ¢, au temps z.

Remarque. Une variété lorentzienne (M,g) munie de coordonnées du type du théoréme 1
est donc de type 3 ou 4 ssi il existe un certain léen entre sa forme 7 d’une part, donc son
défaut & étre une fibration riemannienne en Hﬁio((yfhz),gws, ) sur une base de signature

(1,1), et le défaut de certains fibrés )V — 57; a étre produit. En effet, d’apres la proposition
9 page 197:

5 . 1 .
trg, (dpha (-0 - ¥77). X = oty (R (-, 7 )Y77)).

Le point (e) du théoréme découle du lemme suivant:

Lemme 7 Soit (M,g,J) une variété kahlerienne munie de g sa métrique réelle et de J sa
structure compleze et soit h une forme bilinéaire symétrigue sur M. On pose v un champ
de vecteurs tel que:

h=6v"~+h et: 6h=0.
Alors, en tout point p de M et pour tout A € T,M :

trg(dph(-,J - ,A)) = La(trg(rotv(-,J-))) — 2tr(R(Aw) o J) — Lya(try(h)).
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Démonstration.

Remarque 1. Nous n’utiliserons pas ici toute la richesse du calcul kahlerien; introdui-
sons seulement la remarque élémentaire suivante, qui suffit ici. Si (E,g,J) est un R-espace
vectoriel de dimension 2d muni de g forme bilinéaire symétrique définie positive et de J
structure complexe (i.e. J est g-antiautoadjoint et J2 = Id) et si a est une forme bilinéaire
antisymétrique sur E alors, pour toute base (Yi)g:l orthonormée de E vu comme espace

complexe hermitien :
d

trg(a(-,J-)) =2 a(V;,J.Y)).

=1

Soit en effet (¥;)¢_; une telle base, alors notamment (Y;,J.Y;)%_; est une base réelle de E,
g-orthonormée et donc try(a(-,J-)) = Z;j:l a(Y;,J.Y;) + a(JY;,J2.Y;) = Z?Zl a(Y;,J.Y;) —
a(J.Y;,Y;). D’autre part, a se décompose canoniquement en deux formes antisymétriques:
a=a"+a", telles que J est a*-autoadjoint et a~-antiautoadjoint. Alors a™ (-,J-) est anti-
symétrique: a* (A,J.B) = at(J.A,B) = —a™(B,J.A) et de méme a (-,J-) est symétrique.
Alors:

d d
2 Za(Yi,J.YZ-) =2 Z at (Y;,J.Y;) +a= (V;,.Y;)

=1 =1 -0

d d
= a (Yi,JY) = Y _a (JY,Y)
=1 i=1

— tryla (+.)) = trgla(- J-))

car a* est antisymétrique, donc de trace nulle.

Remargque 2. Soit (M,g) une variété riemannienne, m un point de M, (¥;)%_, une base
orthonormée de (T M,g|,,) et h € S?(T*M). Alors:

d
VA € TruM, (5h(A)) = —é (Z 2(Dy, h)(Y;,A) + L (tr, h)> .
=1

C’est une simple vérification.
(6h(A))jm = —try(B,C = 6"h(B,C,A))

N (B,C . é (Duh(C,A) + Doh(A,B) + DAh(B,C))>

d

1

-3 (Z Dy;h(Y;,A) + Dy, h(A,Y:) + DAhm,m) .
=1

D’ou1 le résultat annoncé par symétrie de h.

Montrons donc le lemme. Soit 2d la dimension réelle de M, (Y;)%_, une base orthonormée
de T, M vu comme espace hermitien. La 2-forme dph(-,J - ,A) est antisymétrique donc
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par la remarque 1:

d
trg(dph(-,J - ,A)) =2 dph(Y;,J.Y;,A).

=1
Puis, par la proposition 11 page 199:
d ~
2) " dph(Y;,J.Y;,A) = 22 (D g0t v)(Y;,0.Y;) + 29(R(Y;,J.Y;).Aw) + dph(Y;,J.Y;,A).
=1

d
Alors, encore par la remarque 1: QZ(DA rot v)(Y;,J.Y;) = La(trg(rotv(-,J-))) et:
=1
d
> 4g(R(Y;,JY;). Aw) —429 R(Aw).JY;,Y;)
i=1
= —2trg[g( (Aw)od -,-)] (Remarque 1)
= —2tr(R(Av) o J).

Reste & examiner le dernier terme. La forme bilinéaire symétrique h se décompose canoni-
quement en deux formes bilinéaires symétriques, sa partie hermitienne hy et antihermitienne
ha: o 5 } R

h = hy + ha ou J est hy-antiautoadjoint et ha-autoadjoint.
D’autre part, par construction, dh = 0. D’aprés le lemme 12.94 de [Bes87], on a alors

également : 6hy = 6ha = 0. La famille (Y )J 1 = (Y;,J.Y;)L | est une base g-orthonormée
réelle de Ty M et:

d
> dph(Y;,J.Y;,A)
i=1
d ~ ~
:Z dphy (Y;,JY;,A) + dDhA(Y;',J.Y;',A)

d

a |l

= —(Dy:hn)(Yi,J.A) = (Dyy;hn) (JY;,J A) + (Dy;ha) (Y, A) + (D 1y; ha) (1.Yi, . A)

=1

2d
= _(D?th)(Vj,J.A) +(Dy, ha)(Y j,J.A)
7j=1
g(th)(J A) — §LA(tTg hy) — —(5hA)(JA) + 2LA(trg ha) par la Remarque 2

1
= — 5[1,4(131‘9 hH) + 5[4,4(171‘9 hA) car (ShH = 5hA = 0.
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Enfin:

2d
trg 7LA = Z EA(?]',?]')
7j=1

d
= ha(Y3,Y) + ha(J.Y;,0Y5)
i=1

d
=Y ha(YiY5) — ha(YiYs) =0,
i=1
donc try h= try hy et le résultat suit. O

Démonstration du théoréme.

Les points (a) et (b) sont 'expression directe de la proposition 5 page 167. Le point
(e) provient du lemme 7. En effet, chaque variété Y3 pour s € [1,N{] est kdhlerienne, Ricci
plate ; son holonomie est donc dans su(Y:f;) et est donc de trace complexe nulle:

(R (¥ 08) 0 J%) = 0

L’application du lemme 7 donne alors la relation (e). Les points (c¢) et (d) découlent de
quelques remarques et du lemme 6 page 203.

Supposons (M,g) de type 1 ou 3. Soit & C 50(X$h,g|m) la représentation de I’holonomie
restreinte h dans Xﬂ-n Cette derniére vérifie, par la proposition 12 page 201, la propriété de
. L . oy
Borel-Lichnérowicz. Alors: X+ = @ Y et:t= @ & ou l'action de £ sur Y est
0<s<N' 1<s<N’
irréductible ssi s’ = s, triviale sinon. On note pour tout s £¥ = a® @ s° la décomposition de
€% en son centre o’ et sa partie semi-simple 5°.

Par le lemme 6 page 203, l’action de ’holonomie par conjugaison sur @,a° et L(X,,)
est triviale et (M,g) est de type 3 ssi il existe une application linéaire linéaire non nulle
¢ de @,a° dans L(X,,) telle que, en tout point p de M, pour tous A et B dans T, M,
R(A,B)x, = ¢[(R(A,B)|X$)a] ol (R(A,B)‘xg)a désigne le projeté de R(A,B)p“(é_ sur la

! . . o
composante o = ®Y ;a® de I'action de ’holonomie sur XﬁL.

Si une telle application linéaire 1 existe, on renumérote les indices s de [1,N'] de sorte
qu’il existe N € [1,N'] t.q.: a® C keryp < s > N{. Comme 9 # 0, N7 est effectivement
non nul. Nécessairement alors par le lemme 5 page 202, pour tout s de [1,N{], Y;?h possede
une structure complexe J° stable par holonomie, €& C u(th,gfm,J ), a® = vect(J) et s°

est une sous-algebre de su(Yﬁn,gfm,J %) dont la représentation dans Y3, est semi-simple. On

choisit alors en tout point § de M une base orthonormée (?f )?;/12 de Yg VU comme espace
hermitien. Alors pour tout s de [1,N]] et tous A et B de T,M:

&,/2
(B(A:B)1ys)as) = ZQ(R(A,B)Y;?,J-Y‘E) 7
=1

~~
!
— 2
indépendant du choix de (Yf)ji{
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Alors:
(M,g) est de type 3

ssi il existe 9 linéaire non nulle t.q. pour tout p de M et tous A et B de TpM,

R(A,B)x, = $[(R(A,B)x.)a] et pour tout s de [1,N7], (R(-,)/gs)as est surjectif sur
P D

aS

ssi il existe N| dans [1,N'] et ()\s)s L € (R*)M t.q pour tout p de M et tous A et B de
Ty,M:

N{ d./2
g(R(A,B)X,Z) = Z,\S > 9(R(A,B)Y;,JYF)
=1

et que la condition de surjectivité énoncée plus haut est vérifiée.
Remarquons alors que:

e Si(A,B) € (XJ-)2 g(R(A,B)X,Z) = 0, (voir sous-lemme 9 page 137)
o Si A€ @y YS, alors: VO € TyM, Vi € [1,d,/2], §(R(A,C)Y$,JY5) = 0 (idem).
Par conséquent :
(M,g) est de type 3

ssi il existe N{ dans [1,N'] et (>\5);V:{1 € (R*)M t.q pour tout p de M et tout s de
[1,M:]:

(

VA,B € Y*, %2 5(R(A,B)Y:,JV?) = £ g(R(4,B)X,Z) = 0
Vs' > NI,VA € Yy, g(R(4,2)X.2) = D00 3 [SE §(R(A,2)73,077)] = N0 =0

VA € Y5, g(R(A,Z)X,Z) = Y52 §(R(A,2)Y3,1.Y?)

(R(-,- )\Y%)as est surjectif sur a®
D
\

Or enfin, par la proposition 4 163, qui suit le théoréme 1:
VA € TyM, g(R(4,2)X,Z) = (X).Lz (Lay(X)y(X)™")

et d’autre part par la proposition 9 page 197 puis par la remarque 1 effectuée page 207 dans
la. démonstration du lemme 7:
a/2
Z R(YV$,JY$)A,Z) = Z dph®(V$,JY$,A)
=1

S

= ’\Ztrgs(dDhS)(-,Js L A).

Par conséquent enfin, (M,g) est de type 3 ssi il existe N| dans [1,N'] et ()\s)iV:{l e (R*)M
t.q pour tout p de M et tout s de [1,N{]:
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(

Paction de I’holonomie de )7; sur Y;, est dans 5u(Y§,§|‘;,J %),
i.e. )7; est kahlerienne, Ricci-plate,

Vs' > N{,VA € Y ,v(X).Lz (Lay(X)y(X)™') =0
L VA€ Y3, ¥(X).Ly (Lay(X)y(X)™') = 2 trgs (dph®)(-,J° - ,A) # cte. nulle

A

Le long de X, v = dz donc la deuxiéme condition est équivalente &: L4 (Iny(X)) = 0.
Le résultat suit, quitte & remplacer les A° par 4\°. Le cas «type 4» est semblable. O

A. Tkemakhen a également proposé dans [196] des exemples de métriques lorentziennes
locales engendrant une holonomie de type 3 ou 4. Les coordonnées du théoreme 1 et le
résultat du théoréme 3 permettent de décrire exactement toutes ces métriques.

Corollaire 3 FEn toute dimension d ou cela a un sens, des métriques lorentziennes locales
existent sur R%, engendrant des holonomies des quatre types annoncés par le théoréme 2.
Plus précisément, si une métrique de la forme qui apparait dans le théoréme 1 admet au

moins un indice s > 1 pour lequel Daction de Uholonomie sur Y;”h est dans u(th,gfm,JS)

et en contient le centre vect(J?®), et pour lequel de plus toutes les feuilles du feuilletage ys
sont kahleriennes Ricci-plates, alors il existe pour chaque Ni-uplet de réels non nuls un et
un seul choiz de fonction y(X) tel que la variété obtenue soit de type 3.

Un résultat d’existence semblable est réalisé pour des variétés de type 4 ; il faut cette
fois de plus que djy = dim YO ne soit pas nul et que N| > d! pour permettre la surjectivité

de 1.

Démonstration. Il suffit de prouver que la condition différentielle sur y(X) s’integre, c’est-
a-dire que pour tout s de [1,N]]:

A trgz(dﬁth(' ’JS ' aA))

est une forme différentielle fermée. C’est le cas par la deuxiéme identité de Bianchi. Soient
A et B deux vecteurs de Y3, prolongés en champs locaux dans la distribution Y*.

La [trg, (dp:hS(-.J* - ,B))] — Lp [trg, (dp.A3(-,J° - ,A))]
=5 Lalirg, (R7(-.° - B))] — 5 L [ixg, (RO(-.7° - ,A))]
= 5 LA ltr (9:(R(- ) B2))] = 3 L oy, (92 (R(- 7° ) A, )]

2
ces expressions ont un sens: voir la def. de R° ds la prop. 7 page 195.

— S Lal(R(Z,B) 0 7))] 3L [x((R(Z,4) 0 1)
=5 Lalr(R(Z,B) 0 7)) + 5 Lo [0r((R(4,7) 0 J°)

:% Ly [tr((R(A,B) o J*))].

Mais pour tout z, R(A,B) est dans 'algébre d’holonomie de la feuille JV)fhz qui est Ricci-plate,
donc en tout point ¢ voisin de p, R(A,B) € su(Y{,d4,J°) et donc tr((R(A,B) o J®)) = 0.0
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Remarque. On a par conséquent démontré que nécessairement, pour tout s de [1,N]], la

1-forme A — Lj 4(trg, h,) est fermée.

Remarque. Il est de plus remarquable que, dans le théoréme 3 de la page 204, ce sont
des conditions sur les dérivées d’ordre trois de la métrique qui entrainent les propriétés par-
ticuliéres de ’holonomie. Ce phénoméne, nouveau par rapport au cas riemannien, semble
caractéristique de ’holonomie pseudo-riemannienne quand celle-ci stabilise des sous-espaces
totalement isotropes. Les démonstration du lemme 4 et du théoreme 1 semblent aussi
nécessiter des raisonnements sur les dérivées du tenseur R, c’est-a-dire sur les dérivées
troisiemes de la métrique, dés qu’entre en jeu une propagation dans une direction isotrope.
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Conclusion du chapitre 3

Comme annoncé dans le préambule, la construction de coordonnées proposée dans ce
chapitre pose sans doute plus de questions qu’elle n’apporte de réponses. Cette conclusion
n’en est donc pas une, mais recense plutét rapidement quelques-unes de ces questions.

Tout d’abord, il reste & vérifier la pertinence et I'utilité des coordonnées proposées. Le
corollaire obtenu en IV en constitue un fruit concret, mais c’est pour I'instant le seul.

% %k Xk

D’autre part, les techniques de démonstration utilisées pour le lemme analytique et le
théoréme 1 lui-méme, trés «manuelles», se révelent relativement pénibles, bien que 1'idée
de base — une équation différentielle ordinaire d’ordre 2, relativement naturelle dans son
principe — soit simple. Peut-étre existe-t-il un point de vue ou des outils plus adaptés; ils
seraient en tout cas les bienvenus dans l'optique d’une généralisation des coordonnées aux
variétés ne vérifiant pas (P1) ou (P2).

% %k Xk

Ensuite, et on rejoint le premier souci mentionné, on peut tenter d’examiner plusieurs
questions sur ’holonomie pseudo-riemannienne & 1’aide des coordonnées du théoreme 1. Par
manque de temps, nous ne 'avons pas fait ici. Citons quelques études possibles:

e Que deviennent les coordonnées du théoréme 1 sur des espaces symétriques? Quelles
propriétés différentielles supplémentaires vérifient-elles et peut-on y lire certains invariants
de I'espace considéré?

e Dans le méme ordre d’idées, comment se lit la courbure de Ricci dans ces coordonnées
et notamment, en lien avec le chapitre 1, comment se traduit I’éventuel parallélisme de ric?
Peut-étre peut-on alors construire des exemples de métriques locales pseudo-riemanniennes
Ricci-paralleles, non symétriques, du type «Ric nilpotent d’indice 2» qui apparait dans le
théoréme 1 du chapitre 1.

e La représentation de ’holonomie h dans ’espace tangent en un point m a une variété
pseudo-riemannienne ne peut étre n’importe quelle sous-algebre de 50(Tm./\/l,g|m). Mais
quelles sont les algebres possibles? La méme question se pose pour la représentation de b
dans 50(th,g|m). La proposition 12 fixe déja une obstruction a cela dans le cas lorentzien.
Est-ce la seule et sinon quelles sont les autres? Mieux comprendre le lien entre les coeffi-
cients de la métrique dans les coordonnées du théoréme 1 et ’holonomie, peut contribuer &
répondre & cette question.

Par exemple, la proposition 2 page 124 indique les diverses formes que peuvent prendre
les composantes isotypiques de I’action sur E d’un sous-groupe de GL(E), lorsque celle-ci
est semi-simple et préserve une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée. Parmi elles, les-
quelles se réalisent comme représentation de ’holonomie h d’une variété (M,g) sur 'espace
S!. C X3 introduit & la fin de la section 17 A quelle condition différentielle sur les coeffi-
cients de la métrique dans les coordonnées cela correspond-il alors? Dans le cas lorentzien,
cette question revient a se demander si les algebres € qui apparaissent dans 1’énoncé du
théoréme 2 page 201 peuvent étre n’importe quelles sous-algebres de s04_2(R), et & quelle
condition différentielle chaque algébre € possible correspond.
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e Une métrique pseudo-riemannienne locale de la forme qui apparait dans le théoréme 1
ne produit pas nécessairement une variété indécomposable : elle peut admettre une distribu-
tion paralléle de sous-espaces non dégénérés, et donc se décomposer en produit riemannien
local. A quelle condition la variété produite est-elle donc effectivement indécomposable?

e On a proposé ici une classification locale des variétés lorentziennes, suivant leur holo-
nomie. L’unicité des coordonnées, une fois effectué un choix arbitraire sur une hypersurface,
permet peut-étre de rechercher dans quelle mesure ces variétés peuvent étre «prolongées»
en variétés compactes ou compléetes de méme holonomie, ou s’il y a au contraire des obs-
tructions a cela.

Cette liste n’est bien entendu aucunement limitative.
k k%

Une autre recherche demande & étre poursuivie et généralisée: la compréhension du
«défaut» des fibrés J; — 37; a étre des produits affines, introduit page 192 et suivantes. Ce
défaut reste & mieux comprendre, ainsi que ses liens avec I’holonomie de la variété. On a
de plus supposé partout ici que dim X = 1, en particulier donc aussi pour ’étude de cet
objet. Cependant, le formalisme proposé dans la section IV.2 pages 192 et suivantes devrait
s’adapter a toute dimension sur X ; reste a effectuer cette généralisation. Enfin, une étude
semblable serait a entreprendre pour les fibrés Wy — W; , qui semblent sur ce point se
comporter assez différemment.

D’autre part, la forme (y — dz) est liée, on ’a vu en remarque page 171, au «défaut»
de la variété M a étre localement une fibration riemannienne sur une base paramétrée par
(z,2) et dont la métrique des fibres est fonction de z. Ce «défaut» aussi mérite comme le
premier d’étre mieux compris.

En outre, les holonomies particuliéres traitées dans le IV apparaissent lorsque, dans
les coordonnées données par le théoreme 1, un certain lien différentiel existe entre la
forme 7 et certaines matrices g® (voir le théoréme 3 page 204). Indépendamment des coor-
données et donc plus intrinsequement, il s’agit en fait d’un lien différentiel entre les deux
«défauts» mentionnés ci-dessus. Bien isoler ces derniers permettrait alors, sans l'aide des
coordonnées, d’avancer vers une classification globale des variétés lorentziennes réductibles-
indécomposables.

Plus généralement, on I’a vu dans la remarque de la page 162, les diverses dérivées
des coefficients de la métrique sont liées a la courbure d’une fagon remarquable, mais qui
reste encore trés compliquée, sans doute trop. Les coordonnées sont en cela décevantes,
notamment dans la perspective d’une généralisation au cas dim X quelconque. Peut-étre la
compréhension directe de ces deux «défauts» est-elle potentiellement plus fructueuse?

* %k ok

Enfin, les coordonnées proposées elles-mémes demandent & étre généralisées, si du moins
elles se révelent intéressantes. Les deux hypothéses techniques (P1) et (P2) l'ont été en
un sens pour la méme raison: le procédé de construction des coordonnées employé est
la propagation, par une équation différentielle ordinaire, du paramétrage de la feuille X;-
a toutes les feuilles XT#Z. Quand la codimension de ce feuilletage est supérieure ou égale a
deux, c’est plusieurs équations différentielles successives qu’il faudrait alors utiliser. Rédigée
avec le méme formalisme, une telle démonstration est devient trés lourde. Il faut alors de
plus prendre en considération la représentation de b dans T,, M /X, qui n’est plus en
général une algebre de Lie de dimension 1, et adapter sans doute les coordonnées aux sous-

espaces invariants de cette représentation: un autre travail en perspective ... Pour ces
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deux raisons, on a donc ici supposé dim X = 1, c’est (P2). De la méme fagon, une variété
(M,g) qui ne vérifie pas (P;) requiert en général, pour la construction de coordonnées déja
sur é\?,#, Iintégration de plusieurs équations différentielles ordinaires sur le méme principe
qu’exposé plus haut. Ainsi nous avons également supposé (P1). Il semble que la forme pz 7
construite dans le lemme analytique puisse 1’étre dans le cas général, i.e. sans supposer
(P1). Cependant, ceci améne des complications sans représenter d’utilité directe, d’ou le
choix de supposer (Pq) dés le II.

Notons cependant que les deux grands types de sous-espaces stables de X#L, les ﬁ:n
et th d’une part et les th d’autre part, donnent lieu & deux types de propagation as-
sez différents pour les coordonnées: la forme pzr du lemme analytique se construit de
maniere trés différente le long des Uy, et le long des );,. La restriction aportée par (Pq)
permet donc toujours d’aborder deux types essentiels de sous-espaces stables possibles de
Xan — non dégénérés ou totalement isotropes — et donc d’aborder le type de propagation
de coordonnées qui leur correspond.

Dans une perspective de généralisation des coordonnées, la premiere tache est peut-
étre cependant de progresser déja dans la compréhension algébrique de so(T., M,gj,). Le
lemme algébrique de la section I est sans doute en effet le point le plus inachevé de ce travail.

Pour finir, un autre type possible de prolongement de ce travail est de s’intéresser globale-
ment a la variété M. Les coordonnées du théoréme 1 ne semblent pas exister sur n’importe
quel ouvert rétractile autour de m. Ont-elles une «frontiere naturelle», pourquoi et que
représente-t-elle si elle existe? Comment deux ouverts de coordonnées qui s’intersectent se
recollent-ils? Que deviennent globalement les différents feuilletages introduits, ainsi que les
deux «défauts» cités plus haut? Ces questions, sans doute trés compliquées, sont globales
et donc d’essence différente de tous les problémes locaux traités ici.

% %k Xk
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