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Equations de Fermat—Pell-Mahler simultanées

By Yann Bugeaud, Claude Levesque and Michel Waldschmidt

En hommage a Kdlman Gydry, Attila Pethd, Janos Pintz et Andrds Sdrkézy.

Abstract. We give an upper bound for the number of solutions to simultaneous
Fermat—Pell-Mahler equations.

Résumé. Nous majorons le nombre de solutions des équations de Fermat—Pell-
Mabhler simultanées.

1. Introduction

Soient a et b des entiers rationnels distincts et non nuls. Bennett, Cipu,
Mignotte et Okazaki [2] ont établi que le systeme d’équations de Fermat—Pell
simultanées

X2 —aZ?=1, Y*-b7%=1, (1)

ou les inconnues (X,Y,Z) prennent des valeurs entiéres strictement positives,
possede au maximum deux solutions. Ce résultat est optimal vu qu’il existe une
infinité de paires (a,b) pour lesquelles (1) a exactement deux solutions.

Plus généralement, si a et b sont des entiers rationnels qui ne sont pas des
carrés et si u et v sont des entiers rationnels non nuls vérifiant av # bu, alors
Bennett [1] a démontré que le systéme d’équations de Fermat—Pell simultanées

X2 —aZ?=u, Y?-0Z*?=u, (2)
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en les inconnues entiéres strictement positives (X,Y, Z), posséde au plus
om0 logJu] + o)

solutions, ol ¢ est une constante absolue et w(n) désigne le nombre de facteurs
premiers distincts de ’entier rationnel n. Il n’existe pas de borne supérieure
uniforme pour le nombre de solutions : Masser et Rickert [5] ont démontré que,
pour tout N, il existe deux entiers rationnels u et v tels que le systeme de deux
équations de Fermat—Pell

X% 9272 =, Y?-32%=v

possede au moins N solutions (x,y, z) en entiers positifs.

Dans la présente note, nous montrons que le nombre de solutions de (2) peut
étre majoré en fonction seulement du nombre total de facteurs premiers distincts
du produit uv.

2. Enoncé du résultat principal

Soient by, by des entiers rationnels, ai,as,c1,co des entiers rationnels non
nuls, S = {p1,...,ps} un ensemble fini de nombres premiers. Nous posons A; =
b? —4dayjcr, Ay = b3 — 4agcy et nous supposons que le produit A Ay n'est pas un
carré parfait. Nous nous intéressons aux équations de Fermat—Pell-Mahler

(1 X2 +01XZ + c1Z22)(a2Y? + boY Z 4 2 Z%) = W, (3)

ot les inconnues (X,Y, Z, W) prennent des valeurs (x,y, z, w) qui sont dans Z3 x
Z§ avec xyz # 0.

Ici, Zg est anneau des S—entiers, c’est—a—dire 'anneau des nombres ra-
tionnels dont le dénominateur n’a pas d’autre facteur premier que ceux de S,
tandis que Zg§ est le groupe des S—unités, qui est le groupe des éléments in-
versibles de ’anneau Zg, formé des nombres rationnels dont le numérateur et le
dénominateur n’ont pas d’autre facteur premier que ceux de S.

Pour énoncer le résultat principal, nous introduisons une relation d’équivalence
entre les solutions de (3) : deux solutions (z,y, z,w) et (a/,y’, 2/, w’) sont dites
S—équivalentes s’il existe une S-unité u telle que

! / ! /
¥ =ux, v =uy, 2 =uz, v =uv'w.
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Théoréme 2.1. Nous conservons les notations ci-dessus. L’ensemble des
classes de S—équivalence de solutions (z,y,z,w) € Z} x Z§ de I'équation de
Fermat—Pell-Mahler

(1 X2 +01XZ + c1Z2)(a2Y? + boY Z + 2 Z%) = W,
avec xyz # 0, est fini, et cet ensemble posséde au plus k, éléments, ou
k1 =242 avec t=4(wlaiasp:---ps) +1).

Nous déduisons immédiatement du théoréeme 2.1 une nouvelle majoration du
nombre de solutions du systéme d’équations de Fermat—Pell simultanées (2).

Théoréme 2.2. Nous conservons les notations ci-dessus. Soient p1,...,Ds
des nombres premiers distincts. L’ensemble des (2s+3)-uplets d’entiers rationnels
(x,y,2,m1,...,Mgs,N1,...,Ns), avec x,y, z strictement positifs et pged(z,y, z,p1 - -
1, vérifiant le systéme d’équations de Fermat—Pell-Mahler simultanées

a1 X2+ X7+ 2% = £p".phs,
(4)
aY? +0oYZ + o Z? = £plt..ple,
est fini, et cet ensemble possede au plus k1 éléments, ou

K1 = 24+ 23996(w(a1a2p1~~ps)+1).

Quand le produit des entiers strictement positifs a et b n’est pas un carré, le
théoreme 2.2 améliore le résultat de Bennett cité dans I'introduction, en établissant

la majoration
Ky = 2 4 23996(s+1)

pour le nombre de solutions du systéme (2) d’équations de Fermat—Pell simul-
tanées
X? —aZ? =u, Y? —bZ? = v,

qui ne dépend que de s, le nombre de facteurs premiers distincts du produit uv.

Nous donnons deux démonstrations du théoreme 2.1. Pour la premiere, nous
utilisons le théoreme 4.1 ci-dessous qui se trouve dans [4]. Le lien que nous
établissons ainsi entre les équations de Fermat—Pell-Mahler simultanées et les
formes décomposables semble nouveau et nous parait intéressant. La seconde
démonstration n’est pas fondamentalement différente, puisqu’elle repose sur le
théoréme 5.1 ci—dessous qui est Poutil principal de [4], mais elle fournit le résultat
annoncé de fagon beaucoup plus directe comme corollaire du théoreme 5.1 sur
I'équation aux S—unités. Le théoréme 1 de [4] est en effet une conséquence du
théoreme 5.1, mais la déduction est assez élaborée.

'ps)
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3. Préliminaires — deux classes spéciales
Sous les hypothéses du théoréme 2.1, écrivons
X 40 XZ+c17% = a1(X — o Z)(X — o) Z)

et
Y2 +0YZ + 7% = a3(X — aY)(X — abY),

avec, pour ¢ = 1,2,

b; 1 b 1
VA, = - VA
Zai 2(12‘ @i 2&1' 20,,'

Q; =

Considérons le corps de nombres K := Q(v/A1,v/Az). Soit S’ I'ensemble des
places de K formé des places archimédiennes, des places au-dessus des éléments
de S et des places au-dessus des diviseurs premiers de a; et as. Le cardinal de S’
est majoré par ¢t. On désigne par O3, le groupe des S’-unités du corps K.

Nous considérons ici deux cas particuliers qu’il conviendra d’éliminer de la
discussion générale, aussi bien pour la premiere preuve que pour la seconde. Ils
conduisent a au plus deux classes de solutions que nous appellerons dégénérées.
Pour établir le théoreme 2.1, il restera donc a montrer que les classes non—
dégénérées sont en nombre fini majoré par k — 2.

La premiére classe dégénérée est celle d’une solution qui vérifierait

al(m—alz)@—ag(y—agz)m:0. (5)

Cette condition s’écrit encore
by ba
ala:Jr—Qz VvV Ay — a2y+—22 VA =0.

Nous allons utiliser ’hypothese que A1 Ay est un nombre irrationnel. Comme
arasxryz # 0, on a by # 0 et by # 0, d’ou

alxr a2y
z2=-2—=-2—-—"
b1 ba
de sorte que
a1baxr = asbyy.

Posons
To = biaz, Yo = ai1ba, 20 = —2a1a2,



Equations de Fermat—Pell-Mahler simultanées 5

wo = (a135 + bizozo + ¢123) (a2yg + bayozo + €225).-

Il en résulte qu’il existe un nombre rationnel non nul d tel que
x =dxg, y =dyg, z=dzg, w= d*wp.

Alors (3) impose que w = d*wgy € Z{, ce qui montre qu’il y a au plus une classe
d’équivalence de solutions satisfaisant (5). C’est la premiére classe dégénérée
éventuelle de solutions.

Supposons ensuite que

ar(@ — a12)v/Bs + as(y — ah2)v/Ar = 0. (6)

Cette condition s’écrit encore
by b
a1x + 52 vV Asg + a2y+5z VA =0.

Il s’avere que des calculs similaires a ceux de la premiere classe dégénérée montrent
qu’il y a au plus une classe d’équivalence de solutions satisfaisant (6). C’est la
deuxieme classe dégénérée éventuelle de solutions.

4. Lien avec les formes décomposables

Le théoreme 2 de Bérczes et Gyéry [3] concernant les équations en S—entiers
pour les formes décomposables comporte une hypotheése restrictive (une des formes
doit avoir des coeflicients linéairement indépendants sur Q) qui n’est pas satis-
faite ici, mais leur théoreme 3 s’applique : une fois établie la finitude du nombre
de classes d’équivalence dans notre théoreme 2.1, il fournit une borne pour le

94104(t+1)

nombre de classes de solutions a peine plus élevée que la notre : . ci

nous utiliserons le cas particulier suivant du théoréme 1 de [4].

Théoréme 4.1. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places
de K ayant s éléments, contenant les places archimédiennes. Soit F' = {1 .../{,
une forme décomposable de degré r, ou {1, ...,¢,. sont des formes linéaires en n
variables a coefficients algébriques dans une extension de K, telle que

xe K" f4(x) = - = £,(x) = 0} = {O}.
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Notons OF le groupe des S-unités de K. On considére I'ensemble des solutions
x € Z% de I'équation

F(x) € O]
vérifiant la condition de non—dégénérescence suivante : pour tout sous—ensemble
propre non vide I de {1,...,r}, il existe des nombres algébriques 71, ..., tels
que

’Yl£1+"'+%“£7’:0 et Z'Yzéz(x)7é0

il
Alors cet ensemble est réunion d’au plus (2337°2)”33 classes {ux ; v € OF } modulo
05.
PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Sous les hypotheses du thé-
oréme 2.1, introduisons quatre formes linéaires ¢; = ¢;(X,Y, Z) (i = 1,2,3,4) en
trois variables X,Y, Z a coefficients dans le corps de nombres K:

h=a(X—-aZ), h=X-a1Z, b=alY-wZ), lL=Y-adZ,
de sorte que Iéquation (3) s’écrive
00000 = W.

Le membre de gauche F = ¢1£]¢>0}, est une forme homogene décomposable, &
laquelle nous pouvons appliquer le théoreme 4.1 avec r = 4 et n = 3. 1l reste
a vérifier que les solutions qui ne sont pas dans une des deux classes dégénérées
(z,y,z,w) de (3) avec zyz # 0 satisfont I’hypotheése de non-dégénérescence! du
théoreme 4.1 : cela signifie que pour chacune de ces solutions (x,y, z, w) et pour
chaque sous—ensemble non vide I de {1,2, 3,4} distinct de {1,2,3,4}, il existe des
éléments 1,71, 72,7, de K tels que la forme linéaire

Y11 4+ 7101 + 2l + 15l

soit nulle, mais que

Z vili(z,y,2) # 0.

el

1Cela ne signifie pas que notre définition de classes dégénérées coincide avec la notion de solutions
(F, S) dégénérée dans la terminologie de [4]. En effet, Phypothése du théoréme 4.1 est plus forte
que celle du théoreme 1 de [4]. Le corollaire du théoréeme 1 de [4] précise que toute solution
dégénérée au sens plus vaste de [4] produit une infinité de classes de solutions, donc les solutions
éventuelles de nos deux classes dégénérées introduites au §3 ne le sont pas au sens de [4].
Cette remarque permet d’ailleurs de raffiner la borne de la conclusion de notre théoréeme 2.1 en
remplagant k par Kk — 2.
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Considérons I'espace vectoriel sur K des (v1,7;,72,v5) € K* tels que 161+~ ¢, +
~Yola + Y4, = 0. Cette condition s’écrit

a1 +71 =0, a2+ =0, armiar+ia] +azyeas + vhan = 0.

Il en résulte que 'espace en question est de dimension 1, engendré par

(\/5, _al\/Z% —\/E, CLQ\/E).

11 ne reste plus qu’a vérifier que pour toute solution (z,y, z, w) n’appartenant pas
a une des deux classes dégénérées de (3) introduites au §3, aucune somme de deux
éléments parmi

V AQel(x’yaz)a —aiy A2£ll(x7y7z)? -V A1€2(-Tayvz)a az\/ Algé(ajayvz)

ne s’annule. Posons
Ap = al@(z — alz), /\/1 = —a1\/A72(33 - 0/12)7
Noi= —ap/Ai(y - a22), Ny = apy/Ar(y - ah2).

On a donc A\; + A} + A2 + A, = 0. Vérifions qu’aucune somme de deux termes
parmi Ap, A}, Ao, A5 n’est nulle. Que A\ + A\] et Ay + A ne soient pas nuls est
banal. Si A\; + Ay = 0, ce qui équivaut & \] + X, = 0, la relation (5) est vérifiée, et
dans ce cas la solution considérée appartient a une classe dégénérée, tandis que
si A; + A5, = 0, ce qui équivaut & A\ + Ay = 0, c’est la relation (6) qui est vérifiée,
et de nouveau la solution considérée est dans une classe dégénérée.

(I

5. Le théoreme du sous—espace

L’outil principal de notre seconde preuve (ainsi que des preuves d’Evertse
dans [4]) est la conséquence suivante d’une version quantitative du théoreme du
sous—espace de Schmidt.

Théoréme 5.1 (Evertse). Soient K un corps de nombres, 61,...,0, des
éléments non nuls de K et S un ensemble fini de places de K de cardinal s. Alors
les solutions (z1,...,x¢) € (0%)¢ de I'équation

X1 +6Xo+ - +6 X, =1,
pour lesquelles aucune sous—somme stricte
S s WAIC{L,....0})

icl

3s

ne s’annule, sont en nombre fini majoré par (233(¢ + 1)2)*
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DEMONSTRATION. Ils’agit du théoréme 3 de [4], plus précisément, de I’énoncé
qui découle de la démonstration de ce théoréme , voir la page 571 de [4]. O

DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Supposons que nous ayons
une solution (z,y, z,w) € Z% x ZF de (3) vérifiant xyz # 0. Posons alors

1 = z—az, By = z—az

B = y—asz, By = y—ahz,

de sorte que

ara21 816205 = w.

Les deux nombres
a1 = a12® + bizz + 12 et axBefy = asy® + bayz + c22”

sont des entiers rationnels, leur produit est une S—unité w (qui est donc aussi un
entier rationnel). Il en résulte que les deux nombres rationnels 5, 5] et 8235 ont
leur numérateur et leur dénominateur composés uniquement d’éléments de S et
de diviseurs premiers de a; et az. Comme a1, a1 3], a2, azfs sont des entiers
algébriques, on en déduit que S, 87, B2, 55 appartiennent au groupe O3, .
Eliminant x,y, z entre les quatre derniéres équations, nous obtenons

1 0 —a1 -5 1 0 -y —p1

1 0 —of -8 0 0 cu—af BL—0]
"ot e B |01 ey —p |

0 1 —af -0 0 0 ag—ab fB2—p4

de sorte que
(ag —ab)B1 — (a1 —a}) B2 — (a2 — ab) B + (1 — a})By = 0,

c’est—a—dire

(7)

\/th—mﬂz—mﬁﬁmﬁé _
aq as a1

az

Il est clair qu’aucun des quatre termes du membre de gauche de (7) ne
s’annule, vu que A1 AyB1 8162045 # 0.
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Il est aussi facile de voir que

VA VA
251 - 28, 7é Ov
a a
car B1 — 1 = —2v/A1 /a1 # 0. Ceci implique trivialement que nous avons aussi
2 5 # 0.
Dans le cas ou < <
261 — LBy = 0,
as aq

la condition (5) est vérifiée, alors que dans le cas ou

W F

L =0,

c’est la condition (6) qui est vérifiée.

Comme nous ne considérons que les solutions qui ne sont pas dans les classes
dégénérées introduites au §3, nous pouvons supposer qu’aucune sous-somime stricte
de termes du membre de gauche de (7) ne s’annule.

Nous déduisons donc de (7) 1'égalité

\/E az B2 F az 52
VAyar By VAyar By

Une application du théoreme 5.1 avec ¢ = 3 nous permet alors de conclure qu’il

+f:1.

existe un sous-ensemble fini £ de G3, ne dépendant pas de la solution (z,y, z, w)
considérée, ayant au plus k — 2 éléments et contenant un élément (ds, 85, 07) tel

que
B2 = P12, 5§ =5 /2a 51 = 51‘%
Posons “ “
1 7 2 !/
= 07 —1) = 0y — 0
20 \/E( 1 ) \/E( 2 2)7
a ’ a /
Ty = —i(alé’l —d) =z +1, y= 7&(04252 — hdz) = anzp + 2,
VAL VA2

2 2 2 2
ug = a1xj + bi1xozo + c125, Vo = a2y + bayozo + c22j,
et remarquons que
_ _ _ _ 2 _ 2
z=zoP1, * =x0f1, ¥ = YoB1, u=uofy, v=190.

Le théoreme 2.1 en résulte. O
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Remarque 5.1. Chacune de nos deux preuves permet de traiter la situation
plus générale ou les coefficients a1, ag, b1, bs, c1, co de I’équation de Fermat—Pell-
Mabhler (3) sont dans un corps de nombres, et ot les inconnues x, y, z, w sont aussi
dans ce corps de nombres.
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