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Résumé — Nous établissons une nouvelle minoration de la distance entre deux racines d’un
polynome a coefficients entiers, que nous appliquons a une question de théorie métrique
des nombres posée par Sprindzuk.

Abstract — We establish a new lower bound for the distance between two roots of an
integer polynomial. We apply it to a question in metric number theory posed by Sprindzuk.

1. Minoration de la distance entre deux racines d’un polynéme

Les estimations précises de la distance entre deux zéros de polyndémes ou entre un
nombre complexe donné et I’ensemble des zéros d’un polynéme ont de nombreuses appli-
cations en théorie des nombres transcendants. Un article de Giiting [6] traite de maniere
systématique les différentes questions rencontrées, dont le cas des polynomes a racines
multiples, qui se révele légerement plus délicat. Ses résultats, qu’il déduit d’estimations
valables pour les polynomes séparables, présentent 1’inconvénient de faire apparaitre une
dépendance quadratique en le degré n du polynome, la ot I’on espére avoir simplement un
terme en nlogn, comme dans le cas des polynomes séparables.

Grace a la notion de semi-discriminant, Chudnovsky ([3], Lemma 1.12) a amélioré
le Theorem 4’ de [6] en faisant disparaitre le terme quadratique en n. Par la suite, Diaz
& Mignotte [5] raffinerent légerement son résultat et simplifierent la démonstration en
remplacant I’estimation du semi-discriminant par celle, plus simple, d’un résultant. Notant
H(P) la hauteur du polynéme P(X), c’est-a-dire le maximum des valeurs absolues de ses
coefficients, un corollaire de leur résultat principal s’énonce comme suit.

Théoréme DM. Soit P(X) un polynéme a coefficients entiers de degré n > 2. Soient &
un nombre complexe et o une racine de P(X) a distance minimale de . Si s désigne la
multiplicité de «, alors on a

|§ - a|s < nn+3n/(25) gn—s H(P)72+2n/s |P(§)| (1)
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Prenant le logarithme, on observe que le Théoreme DM présente une dépendance en
nlogn, au contraire du Theorem 4’ de [6], qui fait intervenir n2.

Dans la premiere partie de cette note, nous nous proposons d’améliorer de maniere
semblable le Theorem 6’ de [6]. Un pas dans ce sens a été franchi par Amou [1, Lemma 2],
qui a obtenu la dépendance souhaitée en fonction du degré du polynoéme, au prix cependant
d’une dépendance moins bonne en les multiplicités des racines. Il a utilisé ce résultat pour
résoudre un probleme de théorie métrique des nombres posé par Sprindzuk. Dans la seconde
partie de cette note, nous montrons comment le Théoreme 1 ci-dessous permet de raffiner
les énoncés d’Amou [1, 2].

Rappelons que si P(X) désigne le polynome a(X — ay)...(X — a,), sa mesure de
Mabhler, notée M (P), est la quantité

M(P) = o] ] max{1, Jas]}.
1<i<n
Nous avons alors (cf. par exemple [11, Lemma 3.11]) I'inégalité
M(P) < +vn+ 1H(P). (2)

La mesure de Mahler d’un nombre algébrique «, notée M («), est par définition la mesure
de Mahler de son polynéme minimal sur Z.

Théoréme 1. Soit P(X) un polynéme a coefficients entiers de degré n > 2. Soit o une
racine de P(X) de degré ny et de multiplicité s;. Si (3 est une racine de P(X), distincte
de a et de multiplicité so, alors on a

(1—n1)/32
1
o = B 2 @M ((ni 1) H<P>) M(a)er=m/e2 pp(p)=1/ee

si so > s1, tandis que

n+1

_ G125 > 9 2ntds pr(p —1-n/s
o - B2 > () o

Juee) ) mas, ol mast, 1)
si s1 = sy = s. En particulier, on a
la — B > 9—n/s2 py—n(251+3)/(25152) H(P)72n/(5152) (3)
si so > s1, tandis que
la — | = 275 @A/ USSPy /R 2) max (1 [af}¥/2 max{1, |8}/ (4)

Si 81 = 89 = s.

Remarque 1 : Lorsque «a et 3 sont racines de multiplicités s; et so de deux polynomes
P(X) et Q(X) de degré n, on se trouve dans le cas (i) du Lemma 2 de Amou [1] si P(f)
ou Q(«) est non nul, et on a alors la minoration

la— g > n-l (n+ 1)—2n/(sls2) H(P)—n/(8182) H(Q)—n/(slsz). (5)
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Si, par contre, on a P(X) = Q(X), I'inégalité (ii) du Lemma 2 de [1] entraine
|Oé . B| > n—l—n/s ((’I’L + 1)H(P))_2(n_1)/5, (6)

ou l’on a posé s = max{si, s2}. Notre Théoreme améliore considérablement (6) et conduit
a une estimation comparable a (5).

Remarque 2 : Les termes H(P)~2+2%/5 et H(P)~2"/(5152) apparaissant dans (1) et (3) ne
peuvent pas étre beaucoup améliorés, comme le montre I’exemple suivant, issu de [5]. Soient
a > 2 et d > 2 deux entiers et notons Q(X) le polynéme X2 + aX — 1. Comme Q(1/a) et
Q(1/a—1/a®*!) sont de signes contraires, Q(X) possede une racine 3 vérifiant |1/a— 3| <
a~9=1. Soient s; > 1 et sy > 1 deux entiers et posons Py, 5,(X) = (aX —1)%1 Q% (X). Le
degré du polynome P;, ¢, (X) est n := s1+dss et sa hauteur vérifie H(P) < 2a°1"#2 lorsque
a est suffisamment grand. Par conséquent, les racines 1/a et 5 de Ps, 5,(X) vérifient

2
|1/a— | < (H(P)/2)—(d+1)/(81+82) _ (H(P)/Q)_(n_81+52)/(5182+52)7

ce qui montre que, du point de vue de la dépendance en la hauteur du polynome, (3) est
proche de 'optimalité.

La méme conclusion vaut pour (4) en considérant les polynémes Ps s(X), olt s > 1 est
un entier.

Remarque 3 : Lorsque P(X) est un polynéme séparable, I'exposant de la hauteur de
P(X) dans les inégalités (1) et (3) peut étre divisé par deux, sans affecter la dépendance
en le degré de P(X). Les estimations les plus précises sont dues, respectivement, a Diaz
[4] et & Mignotte [8]. Lorsque s; = so = s = 1, la minoration (4) est a peine plus faible
que le résultat de [8], alors que sa démonstration est nettement plus simple.

Démonstration du Théoréme 1 : Soit Q(X) = a1(X —ay)...(X — ay, ) un polynéme
a coefficients entiers, sans racine multiple et tel que a = ;. On suppose que Q(X) divise
P(X) dans Z[X] et que les polynémes Q(X) et P(X)/Q*®(X) sont premiers entre eux. Le
résultant des polynémes Q(X) et P(51)(X)/s;! est donc un entier non nul, ce qui entraine

p(s1) Q;
< [ 2 e ™)

|
1<i<n, 51
Si 7 est un entier compris entre 2 et n, la majoration triviale donne
PG (o " [k 1
el o s ( ) H(P) max{1, a;]}" " = (” " ) H(P) max{1, o:}" . (8)

81! P S1 S1 + 1
=S

Notant a le coefficient dominant de P(X), nous avons

RG]
———=la| ] la—l

81!

YFo
P(~v)=0 (9)
<27 | - o — B - max{1, [a}"7 7 [ max{1, ]y}
YE,YEB
P(v)=0



En combinant (7), (8) et (9), nous obtenons alors
1 1-—n1
la — B[ > 27"t Ap(P) T M () T ((" * ) H(P)) X
S1 + 1
max{1, |o|}** max{1,|5]}%2,

comme affirmé. L’inégalité (3) découle de (2) et des minorations n; < n/s; et M(a) <
M(P)Ys.

Si s1 = s9 = s, on peut choisir Q(X) de telle sorte que ay = #. On dispose alors de
I’analogue de (9) pour |P(*)(3)|/s!, & savoir la majoration

Pe(3 n—3s s n—2s
% < gn—2 la| - | — B|° - max{L1, |8} 2s H max{1, |y|}. (10)
. YA, YEB
P(v)=0

Combinant (7), (9), (10) et (8) pour 7 tel que 3 < i < d, on obtient

2—n/s

1

a— gz st arpy = (TR ) et ol w1, 1)
qui implique facilement la derniere assertion du théoreme. O

2. Une question en théorie métrique des nombres

Pour un nombre complexe transcendant & et des entiers n > 1 et H > 1, on note
wy (H, &) le minimum des nombres réels |P(&)| lorsque P(X) décrit I'ensemble (fini) des
polynomes a coefficients entiers de degré inférieur ou égal a n et de hauteur inférieure ou
égale a H. On pose alors

loglog(1/w,(H,
B €) — timsup 21020 /00 (H.©)
N 00 logn
et

w(§) = sup w(H,§).
H>1

En 1962, Sprindzuk [9] introduisit une nouvelle classification des nombres complexes tran-
scendants reposant sur la fonction @. Il conjectura que presque tout (au sens de la mesure
de Lebesgue) nombre complexe (resp. réel) & vérifie w(£) = 1. Chudnovsky [2, page 120]
résolut ce probleme par 'affirmative en énoncant un résultat légerement plus fort.

Affirmation C. Pour presque tout nombre complexe (resp. réel) £, il existe une constante
co (&) telle que tout polynéme P(X) a coefficients entiers, de degré n et de hauteur H vérifie

|P(§)] > exp{—6nlog(nH)}
dés que nH > ¢y(§).
Malheureusement, Chudnovsky se contenta d’une esquisse de preuve et la premiere
démonstration complete de la conjecture de Sprindzuk figure dans [1], comme conséquence
d’un résultat cependant moins précis que I’ Affirmation C. Par la suite, Amou [2] établit un

énoncé comparable a celui de Chudnovsky, que nous raffinons considérablement au niveau
des constantes numériques ; le Théoreme 2 ci-dessous implique I’Affirmation C.
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Théoréme 2. Soit € un nombre réel positif. Pour presque tout nombre réel (resp. com-
plexe) &, il existe une constante c1(§, €) telle que tout polynéme P(X) a coefficients entiers,
de degré n et de hauteur H vérifie

|P(§)| > exp{—(3+¢)nlogH — (4 +c)nlogn} (11)
dés que max{n, H} > c1(&,¢).

Remarque 4 : Le Théoreme 2 améliore le Theorem de [2], dans lequel figurent les
constantes 5.5 et 8 au lieu de 3 et 4 ici, grace, d’une part, au Théoreme 1 et, d’autre part,
a la distinction de plusieurs cas suivant la multiplicité de la racine du polynéme P(X) la
plus proche de &.

Remarque 5 : Les constantes numériques apparaissant dans le Théoreme 2 peuvent étre
légerement améliorées dans le cas complexe, en utilisant des versions adéquates des lemmes
sur les polynémes (voir par exemple [6] pour de telles estimations).

Remarque 6 : Il parait raisonnable de penser que le Théoreme 2 reste vrai si l'on
remplace (11) par

|P(&)] > exp{—(1 +e)nlogH — C(n)}
dans le cas réel et par

|P(§)| > exp{—(0.5+¢)nlog H — C(n)}
dans le cas complexe, ot C(n) est une certaine fonction de n. Un tel résultat semble
toutefois tres difficile a établir.

Démonstration du Théoréme 2 : Nous nous restreignons au cas réel, sachant que le
cas complexe ne présente aucune difficulté nouvelle. Soit I un intervalle réel de longueur 1.
Soit mg un entier que 'on fixera plus tard. D’apres un théoreme de Sprindzuk (voir [10]),
pour presque tout nombre réel ¢ dans I, il n’existe qu’un nombre fini de polynémes P(X)
a coefficients entiers, de degré n < ng et de hauteur H tels que

|P(¢)| < exp{—(1+¢e)nlogH}.
Par conséquent, il suffit de démontrer que I'ensemble £ formé des nombres réels & appar-

tenant a I pour lesquels il existe une infinité de polynomes P(X) a coefficients entiers, de
degré n > ng et de hauteur H tels que

|P(§)| < exp{—(3+¢)nlogH — (4 +&)nlogn}

est un ensemble négligeable. A cet effet, pour tous les entiers n, set H telsque 1 < s<n
et n > ng, nous considérons l’ensemble A(n, H,s) formé des nombres complexes o qui
sont racines, avec multiplicité égale a s, d’un certain polynome P(X) & coefficients entiers,
de degré n et de hauteur H. Pour tout entier s vérifiant 1 < s < n, on note £(n, H, s)
I’ensemble des nombres réels & pour lesquels il existe un nombre algébrique o appartenant
a A(n, H, s) tel que

€ —a| < eXp{ (% — 3+€) nlog H + <i? 3 +€> nlogn + n logQ}, (12)

S S 25 S S

et onpose E(n, H) :=&(n, H,1)U...UE(n, H,n). Le Théoréme DM assure que tout nombre
réel £ élément de £ appartient a une infinité d’ensembles £(n, H, s).
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Lemme 1. Soient n, H et s des entiers tels que 1 < s < n. Le nombre d’éléments de
A(n, H, s) est majoré par

Card A(n7 H’ S) S mln{23an7 210n2/32 H2n/s2 }.

Démonstration : Ce nombre est trivialement majoré par n fois le nombre de polynomes
a coefficients entiers, de degré inférieur ou égal a n et de hauteur H. On obtient alors

Card A(n,H,1) <n(2H +1)""" — (2(H - 1)+ 1)"*") < 2n(n+1)(2H + 1)" < 2°"H".

En ce qui concerne la deuxieme majoration, on observe que pour tout élément «
de A(n, H,s), la puissance s-ieme du polynéme minimal ®,(X) de a divise un certain
polynome a coefficients entiers de degré n et de hauteur H. Le lemme de Gelfond (voir,
par exemple, la démonstration du Lemma 1 de [7]) entraine alors que

H(®,)* < 2"H(®?) < 22"H,
d’ott H(®,) < 227/sH'/*. L’inégalité souhaitée découle alors de

Card A(n,H, s) < n (21+2n/sH1/s I 1)1+n/s.
s
O

Soit D(n, H, s) 'ensemble des nombres complexes dont la distance a l'intervalle I est
inférieure au membre de droite de (12).

Lemme 2. ] existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng et tout entier s vérifiant
3<s<n,ona

Card (A(n, H,s)N'D(n, H, s)) < 237/5p5/(25) g2n/s,

Démonstration : Soient n > 4 et s des entiers avec 3 < s < n. Il découle de (3) et (5)
que
‘O[ . 5| > 2—n/sn—5n/(2s)H—2n/s (13)

pour tout o, B € A(n, H, s) avec o # [3. Notons que ’on ne peut pas appliquer (4) car, si «
et B appartiennent & £(n, H, s), il est possible que « soit racine d’un polynéme P(X) avec
multiplicité s, lequel vérifie P(3) = 0 avec multiplicité 1. Si 0 et p désignent les quantités
figurant, respectivement, dans les membres de droite de (13) et (12), on observe que § > 4p
pour tout entier n suffisamment grand. L’ensemble D(n, H, s) est alors recouvert par au
maximum [2§ 1] + 2 disques ouverts de rayon §, d’ol I'estimation souhaitée. O

Afin de majorer la mesure de Lebesgue de £(n, H, s), on distingue trois cas suivant la
valeur de s :

s=1,2; 3 <s < ny/10/logn; ny/10/logn < s < n.
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Pour s = 1,2, la premiére majoration du Lemme 1 et (12) donnent
Leb(E(n,H,s)) <2 exp(—g(alogH +(3/2+¢)logn — 410g2)).
Pour 3 < s < n\/w, le Lemme 2 entraine
Leb(&(n, H,s)) <2 exp(—g ((1/3+4¢)log H + elogn — 4log2)).
Enfin, pour n\/w < s < n, la deuxieme majoration du Lemme 1 implique
Leb(E(n, H,s)) <2 eXp( — g((S +e—4/s)log H
+ (3+e—3/(2s) — (s/n)log2) logn — logQ)).

Dans tous les cas, en choisissant n( suffisamment grand, on a
Leb(E(n, H, 5)) < (nH)~(?+9
des que n > ng. Ceci montre que
Leb(E(n, H)) < (nH)~ (49,

et donc que la série double

> > Leb(&(n, H))

n>ng H>1

converge. Le théoreme de Borel-Cantelli montre alors que la mesure de Lebesgue de &£ est
égale a zéro. O
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