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Résumé. Nous montrons qu’il n’existe pas de nombre réel typique du
point de vue de 'approximation diophantienne, dans un sens précisé ci-
apres. Soit W une application de I’ensemble des entiers strictement posi-
tifs dans I’ensemble des nombres réels positifs. Khintchine a démontré
que, si la fonction q — ¢*¥(q) décroit et si la série de terme général
q¥(q) diverge, alors I’ensemble K(¥) des nombres réels £ pour lesquels
I'inégalité |€ — p/q| < V(q) posséde une infinité de solutions rationnelles
p/q est de mesure de Lebesgue totale (Beresnevich, Dickinson et Velani
ont démontré plus tard le méme résultat en supposant seulement que W
est décroissante). Nous montrons que, pour presque tout nombre réel
il existe une fonction ¥ qui satisfait de bonnes conditions de « régularité
» (concernant la décroissance de V), telle que la série de terme général
q¥(q) diverge alors que l'inégalité |o — p/q| < ¥(q) ne posseéde aucune
solution rationnelle p/q.

Khintchine a montré également que, si la série de terme général qV(q)
converge, alors ’ensemble IC(V) est de mesure de Lebesgue nulle. Nous
montrons que, pour presque tout nombre réel «, il existe une fonction
W qui satisfait de bonnes conditions de «régularité» , telle que la série
de terme général q¥(q) converge alors que I'inégalité |a — p/q| < ¥(q)
posseéde une infinité de solutions rationnelles p/q.

Enfin, nous calculons les dimensions de Hausdorff d’ensembles d’excep-

tions a nos résultats (définis en fonction des conditions de régularité sur
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Abstract. We prove that there are no typical real numbers from the
point of view of Diophantine approximations, in a sense that we de-
scribe below. Let W be an application from the set of positive integers
into the set of nonnegative real numbers. Khintchine established that,
if the function q — ¢*>¥(q) is non-increasing and the series >>19%(q)
diverges, then the set K(¥) of real numbers ¢ for which the inequal-
ity |€ — p/q| < ¥(q) has infinitely many rational solutions p/q has full
Lebesgue measure (Beresnevich, Dickinson and Velani proved later the
same result assuming that ¥ is just non-increasing). We show that, for
almost every real number «, there is a function ¥ which satisfies good
“regularity” conditions (on the speed of decreasing of W), such that the
series ), q¥(g) diverges but the inequality |o — p/q| < ¥(q) has no
rational solution p/q.

Khintchine also showed that if the series > >1 q¥(q) converges, then the
set KC(¥) has zero Lebesgue measure. We show that, for almost every
real number «, there is a function ¥ which satisfies good ‘“regularity”
conditions, such that the series ) >1 q¥(q) converges but the inequality
| — p/q| < ¥(q) has infinitely many rational solutions p/q.

We also compute Hausdorff dimensions of sets of exceptions to our re-
sults (in terms of the regularity conditions on V).

1. Introduction et résultats

Tout au long du présent article, par fonction d’approximation (ou bien, tout sim-
plement, fonction), nous entendons une application de I’ensemble des entiers strictement
positifs dans ’ensemble des nombres réels positifs.

Commencons par rappeler un énoncé légerement plus fort que le théoreme de Khint-
chine [13].

Théoreme K. Soit ¥ une fonction d’approximation. Alors I’ensemble

K(Y) = {5 eR: ‘{ - E‘ < WU(q) pour une infinité de rationnels 2—9}
q q

est de mesure de Lebesgue nulle si la série Z;o:l q¥(q) converge. En outre, si on suppose
que V¥ est décroissante et si la série 2211 q¥(q) diverge, alors K(V) est de mesure totale.

Le lemme de Borel-Cantelli entraine facilement la premiere assertion du Théoreme K,
la deuxieme étant plus délicate a démontrer.

Une démonstration du Théoreme K figure, par exemple, dans le mémoire de Beres-
nevich, Dickinson et Velani [2]. Khintchine [13] (voir aussi [4]) avait démontré la deuxieme
assertion du Théoreme K sous une hypothese légerement plus restrictive, a savoir la
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décroissance de la fonction ¢ — ¢*¥(q). Observons que, quelle que soit la fonction
U:Z>; — R*, siaetbsont des nombres réels vérifiant a < b, alors la fonction ¢ — ¢*¥(q)
est décroissante si ¢ — ¢°¥(q) est décroissante.

Duffin et Schaeffer [6] ont montré que la conclusion de la deuxieme assertion du
Théoreme K reste vraie si, au lieu de supposer que ¥ décroit, on se contente de sup-
poser l'existence d’un nombre réel A tel que la fonction q — ¢*¥(q) est décroissante. Une
hypothese sur ¥ est toutefois nécessaire, voir le Chapter 2 de la monographie de Harman
[10]. Dans ce domaine, le probleme ouvert le plus célebre est la conjecture de Duffin et
Schaeffer, formulée ci-dessous. Rappelons que ¢(n) compte le nombre d’entiers strictement
positifs, inférieurs ou égaux a l'entier n et premiers a n. Dans le présent texte, «presque
tout » fait toujours référence a la mesure de Lebesgue.

Conjecture DS. Soit ¥ une fonction d’approximation vérifiant

qg=1
Alors, pour presque tout nombre réel &, I'inégalité

<¥(g), gcd(p,q)=1, q=>1,

e P
q

posséde une infinité de solutions.

Notons qu’en considérant des recouvrements bien choisis il est facile de montrer que,

si ¥ est une fonction d’approximation vérifiant
o0

> ¥(g) plg) < +o0,

q=1
alors, pour presque tout nombre réel &, 'inégalité

<¥(g), gcd(p,q)=1, ¢g=>1,

ne possede qu'un nombre fini de solutions. Des progres récents en direction de la Conjecture
DS ont été effectués dans [1, 3, 11, 16]. Nous nous intéressons a des questions voisines,
motivées par le passage suivant de la recension [20] de la monographie [4] :

e P
q

La remarque suivante aurait mérité de figurer dans le livre : aucun nombre réel ne se
comporte, du point de vue de ’approximation rationnelle, comme presque tous les nombres
réels. Plus précisément, si F est [’ensemble des fonctions croissantes [ définies sur les
entiers positifs a valeurs réelles positives possédant la propriété que pour presque tout x
réel, linégalité

|z —p/ql <1/f(q)

n’a qu’un nombre fini de solutions, alors pour tout x réel il existe f € F tel que l'inégalité

|z —p/al <1/f(q)

ait un nombre infini de solutions. Cela semble (& premiére vue seulement) un peu para-
doxal, mais cela impose d’étre prudent si on veut conjecturer, par exemple, que les nombres
algébriques se comportent comme presque tous les nombres réels de ce point de vue.

Cette observation et le Théoreme K appellent les questions suivantes.
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Question 1. Soit £ un nombre réel irrationnel. Existe-t-il une fonction d’approximation
décroissante W telle que la série 3~ | q¥(q) converge et § appartient & K(¥) 7

Question 2. Soit £ un nombre réel irrationnel. Existe-t-il une fonction d’approximation
décroissante ¥ telle que la série 22021 q¥(q) diverge et £ n’appartient pas a K(¥) ?

Lang [14] a répondu positivement a la Question 1 lorsque £ n’est pas a quotients
partiels bornés.

Théoréme L. Soit £ un nombre réel a quotients partiels non bornés. 1l existe une fonction
décroissante VU vérifiant

Z q¥(q) < 400
q=1

et telle que I'inégalité

< ¥(q)

_P
: q

posséde une infinité de solutions rationnelles. Cette conclusion est toujours fausse si & est
a quotients partiels bornés.

Dans un premier temps, nous complétons le Théoreme L par un énoncé qui répond,
sans hypothese supplémentaire, a la Question 1. Nous imposons sur la fonction ¥ une
condition plus forte que sa décroissance.

Théoreme 1. Si¢ est un nombre réel irrationnel a quotients partiels non bornés et si A < 2
est un nombre réel, alors il existe une fonction ¥ telle que q — ¢*V(q) est décroissante et

> q¥(q) < +o0, (1.1)
q=1
et telle que I'inégalité
p
5—5<@@ (1.2)

posséde une infinité de solutions rationnelles.

Si & est un nombre réel a quotients partiels bornés et si ¥ est une fonction telle que, pour
un certain nombre réel \, la fonction q — ¢ ¥(q) est décroissante et (1.2) posséde une
infinité de solutions rationnelles, alors

Z qV(q) = +o0.

Le Théoreme 1 affirme en particulier que I'intersection non dénombrable d’ensembles
de mesure de Lebesgue totale

N (R\K(V))

W:gr—>qW¥(q) est décroissante et Z:ozl q¥(g)<oo

est égale a ’ensemble des nombres réels a quotients partiels bornés. Il n’est pas pleinement
satisfaisant dans la mesure ou il ne justifie pas 'affirmation de [20] citée ci-dessus. Une
propriété dans le méme esprit que cette affirmation découle du Théoreme 2, qui répond
pleinement a la Question 2.



Théoreme 2. Pour tout nombre réel irrationnel &, il existe une fonction ¥ telle que
q+— q¥(q) est décroissante et

> a%(q) =+, (1.3)
q=1
et telle que I'inégalité
p
‘5 - a' < ¥(q)

ne possede aucune solution rationnelle.

Le Théoreme 2 affirme que l'intersection non dénombrable d’ensembles de mesure de
Lebesgue totale
f K(¥)

W:g—q¥(q) est décroissante et Z:ozl q¥(q)=+o0

est vide. En d’autres termes, cela signifie qu’aucun nombre réel se comporte «comme
presque tous les nombres réels» du point de vue de I'approximation rationnelle, lorsque 1’on
se restreint aux fonctions VU telles que ¢ — ¢W¥(q) est décroissante et la série ZZil q¥(q)
diverge.

Dans la suite (Théoremes 5, 7 et 8), nous déterminons la dimension de Hausdorff de
semblables intersections, ou, une fonction croissante f étant donnée, on se restreint aux
fonctions ¥ telles que ¢ — f(q)¥(q) décroit et la série 2211 q¥(q) diverge.

Nous examinons maintenant la nécessité des hypotheses portant sur la fonction ¥
dans les Théoremes 1 et 2.

La premiere assertion du Théoreme 1 n’est plus valable pour A = 2 : au lieu d’exclure
I’ensemble des réels a quotients partiels bornés, il convient d’exclure un ensemble plus gros.

Théoreme 3. Pour presque tout nombre réel £, il existe une fonction ¥ telle que q —
q*>¥(q) est décroissante et

> q¥(q) < +oo,
q=1

et telle que I'inégalité

F—ﬂ<®@)

posséde une infinité de solutions rationnelles. L’ensemble des nombres réels pour lesquels
la conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Hausdorff un, qui ne peut pas
s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de dimension de Hausdorff < 1.

Observons que 1’ensemble des nombres réels a quotients partiels bornés est la réunion
dénombrable, portant sur les entiers M > 2, des ensembles des nombres réels a quotients
partiels bornés par M, lesquels sont tous de dimension de Hausdorff < 1.

Pour A > 2, notons &, 'ensemble des fonctions ¥ telles que la fonction q — ¢*¥(q)
est décroissante. Notons &£ la réunion des ensembles £, pour A > 2. Observons que si ¥
appartient a &, alors il existe A > 2 tel que ¥(q) < ¥(1)/q¢*, pour tout g > 1, et il existe
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par conséquent un entier strictement positif m tel que ¥(q) < m/¢*>TY/™ pour tout ¢ > 1.
Cela montre que la série 2211 q¥(q) converge. Le Théoreme K implique alors I'existence
d’un ensemble Z de mesure de Lebesgue totale tel que pour tout ¢ appartenant a Z et
pour toute fonction ¥ appartenant a &£, I'inégalité |£ — g[ < W(q) possede seulement un
nombre fini de solutions rationnelles.

On peut démontrer une version un peu plus génerale de la premiere partie du Théo-
reme 3.

Théoreme 4. Soit f une fonction strictement positive définie sur les entiers positifs telle
que q — f(q)/q* est croissante et Z;’il q/f(q) = +o0. Alors, pour presque tout nombre
réel &, il existe une fonction ¥ telle que q — f(q)¥(q) est décroissante et

> q¥(g) < +oo,
q=1

et telle que I'inégalité

_P
fq

< ¥(q)

posséde une infinité de solutions rationnelles.

Observons que, si la série Z;il q/ f(q) converge, alors la décroissance de la fonction
q— f(q)¥(q) entraine la convergence de la série 2211 q¥(q).

Le Théoreme K implique que, si Z;il q/ f(q) converge, alors, pour presque tout nom-
bre réel £ et pour toute fonction ¥ telle que g — f(q)¥(q) est décroissante, I'inégalité

‘f— g' < ¥(q)

ne possede qu’'un nombre fini de solutions rationnelles.
De la méme fagon, on peut, dans le Théoreme 2, renforcer I’hypothese portant sur W,
a condition d’exclure un ensemble de nombre réels de mesure nulle.

Théoreme 5. Pour presque tout nombre réel £, il existe une fonction ¥ telle que q —
q*¥(q) est décroissante et

> q¥(g) = +oo,
q=1

et telle que I'inégalité

‘E—g < ¥(q)

ne possede aucune solution rationnelle. L’ensemble des nombres réels pour lesquels la
conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Hausdorff un, qui ne peut pas
s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de dimension de Hausdorff < 1.

On peut également démontrer une version un peu plus générale de la premiere partie
du Théoreme 5.



Théoreme 6. Soit f une fonction strictement positive définie sur les entiers positifs telle
que q — f(q)/q* est croissante et Zzozl q/f(q) = +o0. Alors, pour presque tout nombre
réel £, il existe une fonction ¥ telle que ¢ — f(q)V(q) est décroissante et

> q¥(g) = +oo,
q=1

et telle que I'inégalité

‘f— g' < ¥(q)

ne possede aucune solution rationnelle.

Soit A un nombre réel appartenant a l'intervalle [1,2]. Notons X, l’ensemble des
nombres réels irrationnels ¢ tels que, pour toute fonction ¥ telle que ¢ — ¢*¥(q) est
décroissante et vérifiant

> q¥(q) = +oo,
q=1

I'inégalité
p
’5 - 5' < ¥(q)

possede une infinité de solutions rationnelles. Les Théoremes 2 et 5 affirment respective-
ment que X, est vide et que la dimension de Hausdorff de X5 est égale a un. Il apparait
alors naturel d’étudier la taille des ensembles intermédiaires X, ou 1 < A < 2.

Théoréme 7. Soit \ un nombre réel appartenant a 'intervalle (1,2]. Alors la dimension
de Hausdorff de I’ensemble X est égale a \/2.

Le Théoreme 2 montre que ’égalité dim(X,) = A/2 n’est pas valable pour A = 1,
puisque X est ’ensemble vide. Pour A appartenant a [1, 2], 'ensemble X est ou bien vide,
ou bien de dimension de Hausdorff supérieure & 1/2. Michel Waldschmidt nous a demandé
s’il est possible de remplacer les fonctions g — ¢* par une autre famille de fonctions de
telle facon que les ensembles correspondant aux X, aient une dimension comprise entre 0
et 1/2. Le théoreme suivant apporte une réponse positive a cette question.

Théoreme 8. Soit b un nombre réel strictement positif. Soit Y, I'ensemble des nombres
réels irrationnels ¢ tels que, pour toute fonction U telle que q — q(loglog q)®'°81°84W (q)
est décroissante et vérifiant

> q¥(g) = +oo,
q=1

l'inégalité

’5— g' < ¥(q)
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posséde une infinité de solutions rationnelles. Alors la dimension de Hausdorff de Y; est
égale a 1++/b
(]

Les dimensions de Hausdorff des ensembles X et Y} parcourent tout U'intervalle [0, 1],
a l'exception des valeurs 0 et 1/2 (on convient usuellement que la dimension de Hausdorff
de 'ensemble vide est —c0). Cependant, si Y (resp., Y’') désigne ’ensemble des nombres
réels irrationnels ¢ tels que, pour toute fonction ¥ telle que g +— g(log ¢)'°81°8 9W(q) (resp.,
q+— q(logq)¥(q)) est décroissante et vérifiant

> q¥(g) = +oo,
q=1

I'inégalité
p
‘f - a' < ¥(q)

possede une infinité de solutions rationnelles, alors la dimension de Hausdorff de Y (resp.,
Y') est égale a 1/2 (resp., 0). Ces résultats se démontrent en modifiant légerement la
preuve du Théoréme 8 (et peuvent aussi étre obtenus comme conséquences des Théoremes
7 et 8); nous laissons les détails au lecteur.

Tous nos théoremes restent valables si, au lieu de supposer que les fonctions intervenant
dans les énoncés sont décroissantes, nous les supposons décroissantes a partir d’un certain
rang.

De manieére peu surprenante, les démonstrations de nos théoremes font appel a la
théorie des fractions continues. Les Théoremes 7 et 8 sont les plus délicats a établir.

La longueur d’un intervalle réel I est notée |I|. La dimension de Hausdorff, parfois
simplement appelée dimension, est notée dim.

2. Rappels sur les fractions continues

Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des fractions continues. Nous
nous contentons de rappeler quelques résultats, dont les démonstrations se trouvent par
exemple dans [18] et [4].

Soit & = [ag; a1, ag, . ..] un nombre réel, et notons (p,/qn)n>1 la suite de ses réduites.

On a
Gn > (\/5)”, pour n > 2.

et
1 1 Dn
< <|E-——< pour n > 1. 2.1
3ant1q7 ~ (ant1 +2)g5 ‘ Gn|  Gny1gE @1)
Pour des entiers strictement positifs ay, ..., a,, le continuant K(aq,...,a,,) désigne
le dénominateur du nombre rationnel [ag; a1, ..., G
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Lemme 2.1. Pour des entiers strictement positifs a1, ..., a,, et un entier k vérifiant 1 <
k<m-—1,o0na
K(ai,...,am) = K(am,...,a1)
et
K(ay,...,ar)  K(aks1,---,am) < K(a,...,ap)
S2K(a17"'7ak)'K(ak+17"'7a’n”L)'

Le lemme suivant est tres utile en théorie métrique des fractions continues.

Lemme 2.2. Pour n’importe quels entiers positifs k, ai,as,...,a et r, la probabilité
pour qu’un nombre réel dont la fraction continue commence par [0;ay,as, ..., a] vérifie
ax+1 > r appartient a Iintervalle [1/r,2/(r + 1)].

Démonstration. Comme les extrémités de l'intervalle {[0;ay,aq9,...,a5_1,ak,z] : x > 1}
sont les points

Dk Pk + Pr—-1

= [0;a1,a2,...,ak-1,a;] et ———— =[0;a1,a9,...,a5_1,ax, 1],

dk qk + Qr—1

sa longueur est égale a 1/(qx(qr + qr—1))-
De méme, les extrémités de 'intervalle {[0; a1, az,...,ax_1,ar, x],2 > r+ 1} étant les

points

P TPk + Pr—1

— =1[0;a1,a2,...,ak-1,ar] et ———— =[0;a1,a9,...,a5-1,0ak,7],

dk Tk + qk—1

sa longueur est égale & 1/(qx(rqx + qr—1)). La probabilité désirée vaut donc

(1/qr(rax + qr—1))/(V/ar(qr + qr—1)) = (@ + ax—1)/(rar + qe—1) = (1 + B)/(r + B),

ou S = qx—1/qx € [0,1]. On note alors que (1 + 3)/(r + [3) appartient a lintervalle
[1/r,2/(r + 1)]. O

On conclut cette partie par un corollaire facile du Lemme 2.2.

Corollaire 2.3. Pour tout nombre réel ¢ > 1 et tout entier k > 1, la probabilité pour que
le k-iéme quotient partiel a, d’un nombre réel £ vérifie ay, < c est plus grande que 1 —2/c,
indépendamment des quotients partiels ag, a1, ...,a5_1.

3. Démonstrations

Démonstration du Théoréme 1.

Ecrivons & = [0;a1,asg,...]. Supposons que la suite (a,),>1 n’est pas bornée. Il existe
alors une suite strictement croissante (ng)x>1 telle que (ay,, )x>1 est croissante, a,, +1 > 2"
et ng+1 > ng + 4 pour tout k£ > 1.



Notons (pn/gn)n>1 la suite des réduites de . Pour k > 1, posons

1

o -
(qn,,) P

et
U(q) = (@ /O Y (qn,)  DPOUT Gy, < q < Gny-

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posseéde une infinité de solutions.
Observons maintenant que

dny, k Anp4q
T q¥() <D Vgn) > a7
= h=1 q=qn, +1
k k
2—A\
Z nh+1+lqnh+1 (qnh+1 - qnh Z nh+1+1 O<1)

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste & s’assurer que la fonction ¢ +— ¢*¥(q) est
bien décroissante. A cet effet, il est suffisant de noter que

1
V() =), ¥(qn,) = —5—
Any+19n,

pour ¢, , < q < Qp,-

Etablissons maintenant la seconde assertion du théoréme. Supposons que g — ¢*¥(q)
est décroissante et, sans perte de généralité, que 'on a A < 0. Soit & un nombre réel a
quotients partiels bornés. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que |£ —p/q| > ¢/q¢? pour
tous les entiers p,q avec ¢ > 0. Pour que (1.2) possede une infinité de solutions, il doit
donc exister une suite strictement croissante (nk)kzl, avec niy1 > 2ng pour tout k > 1,
telle que ¥(ny) > cnf pour k > 1. Comme ¢~ ¢*¥(q) est décroissante, on a

U(g) >cqg gy, (1<q<qp)

Pour tout entier £ > 1, on obtient

ng n 2-A 2-A 2—\
— 2 1—-(1/2 1
> qU(g) > > eq P> ne (w277 1- W27

o2 oy - (2 - Mni 2 -\ 202 -\
Par conséquent, on a
Mot )
q_%;ﬂ q¥(q) > 50— pour k > 1.
La série >, q¥(q) est donc nécessairement divergente, et (1.1) n’est pas vérifiée. o
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Remarque. En modifiant 1égerement la démonstration ci-dessus, il est possible d’établir la
variante suivante du Théoreme 1 :

Si € est un nombre réel irrationnel a quotients partiels non bornés alors il existe une
fonction W telle que, pour tout nombre réel A < 2, il existe go = qo(\) tel que g — ¢*¥(q)
est décroissante pour g > qq,

> q¥(q) < +oo,

et telle que I'inégalité
b
‘f - E' < ¥(q)

possede une infinité de solutions rationnelles.
Pour prouver ce résultat, on peut choisir (ny)r>1 et ¥(gy,) comme dans la démon-
stration précédente, et poser

\IJ(q) - (an/Q)z_l/k\II(an) pour an71 < q S an

Il n’est pas difficile de montrer que si A < 2 — 1/k est un nombre réel, alors g — ¢*¥(q)
est décroissante pour ¢ > gy, _,-
On note également que

R k dnpyr
Z q¥(q) < Z U qnh+1 Z qih 1/(h+1)/q1 1/(h+1)
=1 h=1 q=qn,, +1
k
= O30 an a1 (h+ 1) (gl ) = gl ))
h;1 k
=0 (h+1)a,! 1) = Z h+1 o),
h=1 P

d’ou la convergence de la série de terme général qU(q).

Démonstration du Théoréeme 2.

On conserve les notations utilisées ci-dessus et on note ||- || la distance a l'entier le plus
proche. Rappelons que les réduites sont également définies par la propriété de meilleure
approximation. Cela signifie que, pour 0 < g < ¢y, on a ||¢¢|| > ||gn—1£]|, c’est-a-dire

'5 — Q‘ s It £ — Pn—1 , pour tout entier p. (3.1)
q q gn—1
Posons ]
U(g,) = ——
(q ) 3an+1q721
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et

Observons que

En outre, comme
1 1 1
> — > , (n=1),
3anQn—1 3Qn 3an+1Qn

la fonction ¢ — q¥(q) est décroissante.

11 découle de (3.2) que (1.2) n’est pas vérifiée par le rationnel p/q si ¢ = ¢,,. Soit ¢ > 1
un entier n’appartenant pas a la suite (g, ),>1. Choisissons Ientier n tel que ¢,—1 < g < gp.
Si (1.2) est vérifiée par le rationnel p/q, alors (3.1) entraine

1

3anQn—1’

Pn—1

n—1

£<_

dn—1

<q'€—§‘ <q¥(q) <

en contradiction avec (3.2). Par conséquent, (1.2) n’a pas de solution.
Il reste maintenant a établir (1.3). A cet effet, notons que

qn—1

Su= Y q¥(q) = In — Gn-1

d=d4n—1 Sanqu—l

Si a,, > 2, alors g, > 2q,—1 et donc ¢, — ¢p—1 > qn/2, d’ou

Sn>q—”2

1
_-6anQn—1 6’

puisque ¢ > angn—1-

La fonction ¥ répond donc a la question si & possede une infinité de quotients partiels
> 2, c’est-a-dire si £ n’est pas équivalent au nombre d’or.

Supposons maintenant que tous les quotients partiels de & sont majorés par M. Posons
U(q) = (M +3)~1q2 pour ¢ > 1 et observons qu’alors (1.3) est vérifiée et que I'inégalité
(1.2) ne possede aucune solution. Cela acheve la démonstration du Théoreme 2. i

Démonstration du Théoréeme 3.

Ecrivons & = [0;a1,ag,...] et notons (p,/gn)n>1 la suite de ses réduites. D’apres un
théoreme de Khintchine [13], pour presque tout &, la suite ((logg,)/n)n>1 est bornée et il
existe une infinité d’entiers n tels que

a, > nlogn.

12



Notons que le fait que cette derniere propriété est valable pour presque tout & est aussi
une conséquence du Lemme 2.2. Soit £ un nombre réel possédant ces deux propriétés.
Il existe alors une suite strictement croissante (ng)r>1 telle que (an, )r>1 est croissante,
npt1 > 2kn et Nnkg4+1 > N + 4 pour tout k > 1.

Pour k > 1, posons .

U(qn,) = P
n Nk

et
\I!(Q) = (q’ﬂk/q)2\ll(an) pOUI' an_1 < q S an'

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posseéde une infinité de solutions.
Observons maintenant que

Any, k np41
> qU(@) <O+ Vgn,.,) Y. @,/
q=1 h=1 q=qn, +1

k
=00 a,  1(0gqn,,, —logan,))

k
=0(3" 4l amnen) = O(1).

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste & s’assurer que la fonction ¢ — ¢>¥(q) est
bien décroissante. A cet effet, il est suffisant de noter que

1

V() =q, Y(gn,) =
Apy+1

pour ¢n, , < q < @n,-

Etablissons maintenant la seconde assertion du théoréme. Supposons que q — ¢>¥(q)
est décroissante. Soit & = [0;aq,as,...] un nombre réel tel que a,, < n pour tout n > 1.
Notons que I'ensemble de ces nombres n’est pas une union dénombrable d’ensembles de
dimension de Hausdorff < 1. Si (1.2) possede une infinité de solutions, alors il existe une
suite strictement croissante (ny)r>1 telle que ¥(gy, ) > (ny+2)"'q, ? pour k > 1. Comme
la fonction ¢ — ¢?W¥(q) est décroissante, on a

U(g) > (nk+2)"'q 2 (1<qg<qn,)

Pour tout entier £ > 1, on obtient

Gn, Gn,
Y qUg) = > (m+2) ¢!
9=Aqn;,_q 9=A9n;,_q
> log dn, — log Any_1 N —Nk—1
- ng + 2 2(nk + 2) '

13



Par conséquent, la série ) -, q¥(q) est divergente, et (1.1) n’est pas vérifiée. o

Démonstration du Théoreme 4.

Nous commencons par des considérations générales sur la fonction f qui nous seront
également utiles dans la démonstration du Théoreme 6.

Soit F' la fonction définie par F'(n) = 22:1 q/f(q) pour n > 1. On a lim, o F(n) =
+00. Pour n > 1, posons G(n) = 42" /(f(4™)F(4™)). Comme q — f(q)/q* est croissante,
on obtient f(q) > f(1)q? pour tout ¢ > 1 et donc G(n) < 1/(f(1)F(4™)) pour n > 1. On
en déduit que lim,, ,», G(n) = 0. En outre, comme n — f(4™)/4™ et F sont croissantes,
la fonction G est décroissante.

Etablissons que la série > L G(n) diverge. Pour ce faire on va montrer qu’elle n’est
pas de Cauchy. Notons que

FA™h) —F@™ = > q/flq) <3-4"-4"/f(4") =3 42"/ f(4"),

4n <q§4n+1

ol 'on a utilisé la décroissance de ¢ — ¢/ f(q) = (1/f(q))-¢*/f(q). Alors, pour m >k > 1,
on a

“ > 42n . “ 4n+1 F(4”)
G(n) = n— -
| VS nyy _ FA™H) — F(4%)

Comme lim,, o, F(n) = 400, pour tout entier k > 1, il existe m > k tel que F(4™+!) >
2F (4%), d’ou

- F(4m+) — F(4%)  F@A™h 1

G(n) > > P
nz:% () 2 =5 6F(4™) ~ 6
et la série ), -, G(n) diverge.

Comme >°°  G(n) = +oo, si G(n) = G(n)/ S r_, G(k), la fonction G est décrois-
sante, lim,, o G(n)/G(n) =0 et Zzozl G(n) = +oo. D’apres un théoreme de Khintchine
[13], pour presque tout § = [0;a1,as, ...}, il existe une infinité d’entiers n tels que a, >
1/G(n) (notons que cela se déduit aussi du Lemme 2.2). D’autre part, le théoreme de

n w2 /121og 2
)

Lévy [15] affirme que, pour presque tout nombre réel &, on a lim, o ¢, /™ = e
oU (Pn/qn)n>1 désigne la suite des réduites de £. En particulier, on note que ¢, < 4"
pour tout n assez grand. Soit & un nombre réel possédant les deux propriétés ci-dessus. Il
existe alors une suite d’entiers strictement croissante (ny)g>1 telle que a,, 1 > 2F/G(ny)
et npi1 > ng + 4 pour tout k > 1. Comme q — f(q)/q? et F sont décroissantes et, pour
k suffisamment grand, g,, < 4"*, on a

f@n ) F(gny) _ f(A™)F@A™) 1
a, - 42 G(ng)

14



Par conséquent, on obtient

2k 2% £ (g ) F(gn

donc )
ClnkJrlan > 2k-F

fan,) — (Gn).

Comme limy_, o, 28 F(q,, ) = +00, on peut supposer, au besoin en passant & une sous-suite,

que la suite (an,11¢5, /f(qn,))r>1 est croissante.

Pour k£ > 1, posons
1

] =
(an) ank+1q%k

et

(D(Q) = f(q) 'ip(an> pOLu‘an_1 <:q S;an'

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) posseéde une infinité de solutions.
Observons maintenant que

qny, k Anp 4 q
S q¥(@) SO+ f @) V() S %
q=1 h=1 q=qn,; +1 q

1) + Z f(qnh+1)\Ij(qnh+1)(F(qnh+1) - F(qnh))

)+ Z ot T (g R,

qﬂh+1

+ Z qnh+1 qnh+1)G(nh+1) ‘

h+1
2h gz

Comme f(qny,,, ) F(qnpyy )/qihH < 1/G(np+1), pour tout h suffisamment grand, on obtient

qn,,

> av(a) =0(3 ) = 0(),

h=1

et nous avons la convergence souhaitée.
Il reste a s’assurer que la fonction g — f(q)¥(q) est bien décroissante. A cet effet, il
est suffisant de noter que

_ f(an)

2
a’nk"‘lan



pour ¢, , < q < @gn,. Comme la suite (ankﬂqik /f(qn,))k>1 est croissante, cela conclut
la démonstration. O

Démonstration du Théoréeme 5.
Ecrivons £ = [0;a1,as,...]. Le résultat principal de [19] implique que, pour presque
tout &, il existe une infinité d’entiers n tels que

max{ar : 1 <k <n} <n.

On suppose que ¢ vérifie cette propriété et que la suite (ay,),>1 n’est pas bornée.
Soit (n;);>1 la suite croissante définie par n; =1 et, pour j > 1, par

njt1 =min{n >n; : ap > a, }.

Posons .
U(gn,~1) = 5—5—
et ) 1 1
dn;—1
v = ( - > = ) ni—1 <4 <qn;q1—1)
(q) q 3a/njq7%j_1 3anq2 (q =1 = q q j+1 1)
Observons que
Dn; .
- elsua,). G20
n;

1
3anj

Comme ¢*¥(q) = pour ¢n,—1 < q < Gn,.,—1, par le choix de la suite (n;);>1, la

fonction q — ¢®¥(q) est décroissante.
Comme précédemment, (1.2) n’a pas de solution.
Il reste maintenant a établir (1.3). A cet effet, notons que

me 1 —1—1
o 108 Gn;y — 108 qn; _ njp1 — 1y
QZQn]——l j nj
On a aussi, pour n; <n < njy,
o log gn — loggn, _ n—n;
>, a¥@)=— > : (33)
B Qnp, 6an,
q_anfl

Si I'on choisit 7 tel que max{ax : 1 <k <n} <n et on somme les inégalités (3.3) a partir
de nj, <n/2, on obtient la minoration %1 > £. Cela montre que la série > ae1 4%(q)

diverge.
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D’autre part, on peut considérer I’ensemble de Cantor
C ={[0;a1,as,...] €[0,1] : ar < k* pour tout k > 1},
de mesure de Lebesgue positive, et la fonction A : C — R donnée par
h([0;a1,az,...]) = [0;a1,1,az,4,as,a4,16, ... a0, 2%" agn i1, agnga, ..., agne1, 2272 )
On peut montrer comme dans [5] que, pour tout a < 1, la fonction
Rt h(C) = C

est continue et Holderienne d’exposant cv. On en déduit que h(C) est de dimension de
Hausdorff totale, et n’est pas une union dénombrable d’ensembles de dimension < 1. De
plus, si ¥ est une fonction telle que ¢ — ¢*¥(q) est décroissante et si I'inégalité |h(a) —
p/q| < ¥(q) n’a qu'un nombre fini de solutions alors Zq>1 q¥(q) < +oo. En fait, on doit
avoir

1
\Il(q) < 22nq2
pour
2
K(al,l,a2,4,a3,a4,16,...,a2n,2 n) <q
2 2n+-2
S K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,agn,2 n,a2n+1,a2n+27...,a2n+1,2 n+ )
et n > ng. Alors, comme Za<n<b% < logg et
2 2n+2
K(a1717a2,47a3aa47167"‘7a2"72 n7a2”—|—17a2"—|—27-"7a2"+172 nt )

< (227’L+2 + 1>2n+1

K(ai,1,a2,4,a3,a4,16, ... asn,2%")

< (22n—|—3)2"+1 7

on obtient

> q¥(q)

g>K(a1,l,a2,4,a3,a4,16,...,a5n0 ,2270)

10 K(al,1,a2,4,a3,a4,16,...,a2n,22n,a2n+1,a2n+2,...,a2n+1,22n+2)
< Z g K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a3n ,227)
— 22n
n>ngo
(2n + 3)2" 1 log 2 (2n + 3)log 2
< E = E —_— < 4+
22n 2n—1
n>ngo n>ng
Ceci acheve la démonstration du Théoréme 5. |

Démonstration du Théoréme 6.
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Ecrivons ¢ = [0;a1,az,...]. Pour n > 1, posons F(n) = 2221 q/f(q), comme dans
la démonstration du Théoreme 4. On va montrer que, pour presque tout &, il existe une
infinité d’entiers n tels que

- FVZ'DAIVED

A > 2k: )

pour 1 < k <n.

D’aprés un théoreme de Khintchine [13], pour presque tout &, il existe kg tel que ap < k2
pour tout k > ko (cette assertion se déduit également du Lemme 2.2). On va supposer que
¢ possede cette propriété.

Soit my; = 1 et, pour r > 1, posons

Mmy41 = min{m > m, : F( f\/ﬁmbf(l) > m?2}.

On va estimer la probabilité pour que I'inégalité

ar < F(IV2" D A(IVZ ) /28

soit vraie pour tout k vérifiant m, < k < m,41. Pour chaque k fixé, d’apres le Corollaire

2.3, la probabilité que l'on ait ap < F([\/ﬁmrﬂﬂfﬂ\/ﬁk})/?k est, quelles que soient les
valeurs de a1, aq,...,ar_1, plus grande que

2k+1 m
T > exp(=2 2 BV (VR
v e = o

k

1)-

Par conséquent, la probabilité que ces inegalités soient vraies pour tout k vérifiant m, <
k < m,41 est plus grande que

Mr41 2k+2

(- 2 F((ﬁm’"“nf(fﬁ’“n)

On note maintenant que, pour tout £ > 2, on a

i . F([v2") .
F(V2 ) -F(V2 = > =
. f@)

q=[v2"" 1+1

k k—1 Noa
(V2" - vz 2L
F(v2)

JLVETP 2
Lrv2TD) (VR

18
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Par conséquent,

My 2k+2 16 Myrt1 2k—2
k:%l V™ DA(VET) FOIV2T) k:%l FIV2')
16 i k k1
S — =m0 F \/5 - F \/5
< T Dk_%f (V2 ) - F(v2 )
- (RVET) — F(VETT]) < 16,

F([v2")

. k -

et donc la probabilité que I'on ait ap < F([v2 1) f([v2"])/2* pour tout k vérifiant

m, < k < m,11 est plus grande que exp(—16). On conclut que, pour presque tout &, il
, k

existe une infinité d’entiers positifs r pour lesquels ax < F([v2 1) f([v2'])/2* pour

tout entier k£ tel que m, < k < m,41. Pour un tel entier r suffisamment grand, comme

ar, < k% pour tout k assez grand, on a, pour k < m,.,

ar <m? < F(IV2™" ) F(1) < POV ) (VR ) /28

et donc ay, < F((\/ﬁmTH})f([\/ikDﬂk pour tout k tel que 1 < k < m,.41, comme on le
souhaitait.

On suppose que £ vérifie cette propriété et que la suite (a,),>1 est telle que, pour une
infinité de valeurs de n,

1 1 f4")F@A")
Gy Gy am o ©

ay, > f(Qn—;)F(Lln).
qn—l

Cette derniére condition est vérifiée pour presque tout ¢ (on raisonne comme dans la
démonstration du Théoréme 4).
Soit (n;);>1 la suite croissante d’entiers définie par n; =1 et, pour j > 1,

anqn_l anjqﬂj—l

Notons que, comme il existe une infinité de valeurs de n vérifiant a,, > f(q,_1)F(4")/q>_1,
on a liminf, e f(gn-1)/ang?_; = 0, et donc la suite (n;);>1 est bien définie pour tout
entier positif j.

Posons

1
U(qn,—1) = San
Jing—

et
f(qnj—l) 1 f(qnj—1>

(g — =
(q) f(q) 3an, q%j_l 3an, qij_1f(9) ,

(Qn]—l S q < an+1—1)~
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Observons que, comme ¢ — f(q)/q* est croissante, pour ¢,—1 < ¢ < n,,,—1 OD &
F(@)/¢ > f(gn;—1)/a3, 1, don

f(an—l) < 1 1

< < -
Ban, @y, _1f(q) ~ 3an,q®>  2¢°

Ainsi, si |€ — p/q| < U(q), alors il existe un entier n tel que ¢ = ¢,—1. On a aussi

f(Qn—l) > f(an—l)

2 — 2
anqn_l a’annj—l

b

f(qnj—l) < 1
3anquzj—1f<qn—1) N 3a’nq7%—1

\D(Qn—l) =

Alors, comme précédemment, (1.2) n’a pas de solutions.
Comme

f(QHj—l)

2
3anj qnj —1

f(@)¥(q) = f(qn;—1)¥(gn,-1) =

pour ¢n;—1 < ¢ < qn,,,—1, le choix de la suite (n;);>1 entraine que la fonction q — >V (q)
est décroissante.
11 reste maintenant a établir (1.3). A cet effet, notons que

qn1+1—1 q qn7+1
n; —1
S, = U(g) = o—F5—
7 Z q (Q) San qn 1 Z f
q9=0qn I 9=4qn
_ f(an—l)(F(an+1 - 1) - F(q’nj B 1))
3anjq3Lj—1 .

On a aussi, pour n; <n < njy1,

. flan;—1) . q f(Gn;—1)(F(qn) — F(qn, — 1))
- - "9 7 — J j ) 4
q:%_l q¥(q) Ban, 45 1 q:%;_l f(q) 3an,q3, (3.4)

Si ’on choisit n assez grand et tel que

_ POV DAV

ar < ok , pour 1 <k<n,

et si on somme les inégalités (3.4) & partir de Gn,;,» OU jo est le plus grand entier j tel que
F(qn; —1) < F(qn)/2, et jusqu’a g,, alors on obtient la minoration

F(gn; =) (F () = Fan,, = 1) _ f(an;—1)F(gn)
3anjq23 - '

20



Comme n > nj, on a an, < F(VZ')F([V2"])/2%. Comme q,, — 1 > [V2"] et
dn Z [\/in—l, on a

Flan, ~1) . F(IVE)
(QHj - 1)2 N .

1), donc

n

et F(q,) > F([V2

2F(qn) f(qn, — 1)
(QHJ- - 1)2

W< FOVR'DAVEY)

J — 27’Lj

et alors f(qn,—1)F(qn)/(6an, ‘J?Lj—ﬁ > 1/12. Cela montre que la série -7 | q¥(g) diverge.
O

Démonstration du Théoreme 7.
Soit & = [ap; a1, az,...] un élément de Xy. Soit ¥ une fonction telle que ¢ — ¢*¥(q)
est décroissante et [ — p/q| < ¥(g) n’a quun nombre fini de solutions. Alors, la série

> _g>19Y(gq) converge. Par (2.1), pour tout n assez grand, on a ¥(g,) < m. Alors,

pour tout ¢ suffisamment grand,

. 1
4n¥(¢n) < min —

qA\I/(q) <  min
=<4 Qpi1qn

gn<g,n>no

d’ou

1
W(g) < Velq) = min — .
n<q any1qn ¢

On note aussi que, par (2.1), on a ¥(q) := We(q)/3 pour ¢ > 1. On en déduit que |€—p/q| >
U(q) pour tout g assez grand. En effet, si g, < ¢ < ¢nt1 et [E—p/q| < V(q) < L

I N
3an+1qn q/\ ’

alors

|Q§—p’ S < |Q7L€_pn‘7

2=\ _\—

<
3ani1qn "¢t T 3an41Gn

en contradiction avec q < @p41-
Ces remarques impliquent que

fe Xy — Zq\lfg(q) < H00.
q>1

Posons ny=1 et, pour j > 1,

1

Njt+1 = mln{n >Mnj

21
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1
————, et donc
-
a/nj+1q72tj q)\’

St = ——s Y o

1 On;j+19n;
q=1 g>1 Tt g, <q<qn, .,

Pour qnj S q < an+1a on a qu(Q) =

22— 22—\
]_ 9 qnj+1_ nj . N .
Comme zqnj§q<qnj+1 T est de Pordre de —5———, pour que { appartienne a Xy, il
est nécessaire que lim;_, o ap;+1 = +oo. Par conséquent, » dn <q<dn. —L_ est de 'ordre
i= i+1 4
2—X

a2
de -2, et on a

1 <an+1 2=

A
fe X, < Z > < +o00.
anj-l-l an

Jj21

Nous allons maintenant établir que dim X < A/2. La discussion précédente montre
que, pour tout entier positif M assez grand, X est contenu dans la réunion dénombrable
pour ng > 1 des ensembles

Y (\, M,ng) :={a = [ap; a1,as,...] : H a; > ¢2~*, pour tout n > ng},
1<j<n,a;>M

dont on va estimer la dimension.

Pour tout § > 1/2 fixé, on choisit un entier M suffisamment grand de telle sorte que
la dimension dj; de I’ensemble F); des nombres réels dont tous les quotients partiels sont
au moins égaux a M soit plus petite que 5 ('existence d’un tel M est assurée par [9]).
Comme, pour tout entier r, on a

Y\ M,no)N[r,r+1) = (Y (N, M,no)N[0,1)) + 7,

il nous suffit d’estimer la dimension de Y =Y (A, M, no) N[0, 1).
Pour tout entier positif ky suffisamment grand, I’ensemble Y est contenu dans la
réunion pour k > kg des intervalles

I(ay,a9,...,ay) ={[0;a1,az2,...,am, ] : a > 1}

tels que
2% < g = K(a1,a,...,a,) < 28

On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie |I(ay,as, ..., an)| < 272%.

Pour k > ko fixé, et pour tout intervalle I(aq,as,...,a,) comme ci-dessus, on con-
sidere les suites (a1, as,...,a,) et m(ay,as,...,a,) formées respectivement par les
quotients partiels a; < M et par les quotients partiels a; > M, en gardant l'ordre dans
lequel ils apparaissent dans la suite de départ (a1, as, ..., a,). On a nécessairement

Card(ma(ay, az,...,ay)) = O(k/log M) = o(k),
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et donc le nombre de suites (ag,as, . .., a,) qui ont une méme image par (7, o) est 2°0).
On a aussi

2*0(’“)K(7T1(a17a2,...,am))K(M(al;aQa coevam)) < Kay, ag, ... am)
< 2°MK(mi(ar,az,. .., am))K (m2(a1,az, ..., am)).

Pour tout entier positif j < k on considere ’ensemble Y des suites (a1, ag, ..., am)
comme ci-dessus et telles que

2 < K(m(a,a2,...,am)) < 2%
Comme on a

K(ma(ay, a2, ... am)) > H a; > (K(a1,az,...,am))° " > (27)°7,
1<j<m,a;>M

si Yj i, n’est pas I'ensemble vide, il vient j < k(A —14o0(1)) et

K(ma(a1,az,...,an)) = 2(1te()k=7,
Alors, pour k et j fixés, on a au plus (200 F°()k=3)2dn choix pour ma(ay, as, .. ., am),
et au plus (2771)? choix pour 7 (a1, as,...,a,). On a donc au plus

20(k') (2j—|—1)2(2(1+0(1))k‘—j)2d1\4 — 2(2d7n+0(1))k+2(1—d]\/[)j < 2(3dM+ﬁ)k/2 . 2j

choix pour (a1, az,...,a,). Si on somme cette expression sur j = 1,..., k(A =1+ o(1)),
on a, pour k fixé, au plus

9(Bdr+B)k/2  gk(A—140(1)) - o(dm+B+A-1)k

choix pour (ay,as,...,ay). Comme |I(a1,as,...,a,)] <272, on a

Z 2(dM—|—B—|—)\—1)l€(2—2’6‘)(254‘)\—1)/2 — Z 2—(ﬁ—dM)l€ — O(l),
k>ko k>ko

d’ou la majoration dimY < (28 + X —1)/2. Comme [ > 1/2 est arbitraire, on en déduit
que dim X < \/2.

Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dim X, > \/2.

Pour tout entier m > 8, on note C,, I'ensemble des nombres réels de (0,1) dont tous
les quotients partiels sont inférieurs ou égaux a m. Jarnik [12] a montré que dim C,,, excede

1
L= oz : : . :
Soit m un entier suffisamment grand et soit § > 0 un nombre réel. Soit & =
[0;a1,as2,...] un élément de C,,. Nous allons construire des fractions continues du type
~ 1 2
S = [07 blv b27 b37 . ] = [07 a1,0a2;, ..., arpc( )a Qpri4+15Ar 425 -« -, Qryy C( )7 Ary4+15 Arg+25 - - ']7
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oury =1, =2 et, pour tout j > 2, I'entier r; est le plus petit entier r tel que r > r;_1
et

1 j—1 _
<K(a1,a2,...,arl,c( ) 41y Ay 2y e e CU ),arj_1+1,arj_1+2,...,aT)>2 A+4 o -,
?

1
K(ay,a2,... a0, ¢N, 0 41, 0r 42, Qr,_,)

en outre, ¢U) est un entier arbitraire compris entre 2¢U=1 et (2 +1/52)c—1,
L’ensemble C des nombres réels 5 ainsi construits est un ensernble de Cantor dont on va
estimer la dimension de Hausdorff. Notons que, si ¢ =[] j>1(1—|— 27 ), alors 27 < ) < ¢.29

pour tout 7 > 1, et, si é est un nombre réel comme ci-dessus, alors, en posant n; := r;+j—1,

onabs; 41 = ¢ et, en notant g, le continuant K (b1, b, ..., by,), on obtient que Qijir /G,
N S . 1 qn; A
est de l'ordre de (27)2=3%5. Par suite, -, — (qJTJ;l)Q est de l'ordre de
22 J(2))V2—=F75 = 222:/\4-5 < 400
i>1 i>1

I n’est pas difficile de voir qu'il existe une constante ¢ tel que, pour n assez grand, la suite
(n;);>1 associée a & comme au début de la démonstration de ce théoreme vérifie n; = iy
pour tout j assez grand, d’ou 'on déduit que C C X,.

Rappelons I'énoncé de la Proposition 5.2 de [4] (qui est I'Example 4.6 de [7]). Con-
sidérons une suite décroissante [0,1] = Ey D E1 D E3 D ... de sous-ensembles de [0, 1] tels
que chaque E} est une union disjointe finie d’intervalles fermés. Supposons que, pour tout
k > 1, chaque intervalle composant Ej_1 contient au moins my > 2 intervalles composant
FE, et que ceux-ci sont séparés par des intervalles de longueur au moins égale a €, ou
0 < €k41 < k. Alors la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor C := N} E},
vérifie .

dimC > hmmf1 0g (1 - iy —1)
k—+o00 — log(mkek)

Nous allons construire des ensembles Ek, qui sont des unions disjointes d’intervalles
fermés et vérifient C = NP2, Ey. Ils vont nous permettre d’utiliser la Proposition 5.2 de [4]

pour minorer dim C. Pour ce faire, on va décrire, pour tout élément é de C et pour tout
k > 1, 'intervalle composant I;(£) de Ej qui contient £. Pour toute suite finie d’entiers
positifs by, bs, ..., b, posons

T (b, bo, ..., by) = {[o; b1, b, ooy bry 2] 7 € [m—H,m +1] }

m+1

Pour £ > 1, notons

fk(g) - J(M)(a’laa27 s 7a,~k,C(k)),

Observons que g7, ,,/qn; est de l'ordre de (2j)m et que K(alvaZ;---yafrk,C(k)) ot
(140(1))k2
i, sont de l'ordre de 22C=*+5 . Comme K(Gr,4+1,0r,42,---,0r,,,) est de ordre de
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A=1-6 . 1 \A-1-8 .
27%¢s, .1 /@7y, donc de Dordre de (27)273%5, on a au moins (2%)2(1~71552) 25575 choix pos-
sibles pour a,, 11,ar,42,...,0r,,,. Comme on dispose de c(k_l)/l{:2 = 20—oM)k choix

possibles pour ¢(*), on peut alors, en considérant m grand et § petit, prendre 7725, de Pordre
de

(2k) 252 +1-01)

(25752,

A
et le produit mq ...mg_1 est alors de 'ordre de (2’“2) se—n o)

) -2 , —(1+o(1)k? —(1+o(1)k?
D’autre part, ¢ est de l'ordre de ¢ °, donc de l'ordre de 27 2=3F5— =27 2% et
la Proposition 5.2 de [4] rappelée ci-dessus nous donne
. A .. log(ml e mk_l) )\(2 — )\) A
dimC >1 f =1-0(1)77—==010-0(1))=
= — log(myey) (1=of ))2(2 —A) (1=of ))2’
ce qui entraine la minoration dim X, > \/2. ]

Démonstration du Théoreme 8.

Soit £ = [ag;a1,as,...] un élément de Y;. Soit ¥ une fonction telle que la fonction
q — q(loglog q)*!°21°8 9 (q) est décroissante et |¢ — p/q| < ¥(q) n’a qu'un nombre fini de
solutions. Alors, la série ) >1 q¥(q) converge. Par (2.1), pour tout n assez grand, on a
U(g,) < —L—. Alors, pour tout ¢ suffisamment grand,

— On+41 q121

q(loglog q)* 18189y (¢) < _ Jnin_ gy (loglog qn)" 10818 10 (g,,)

log lo bloglogqn
< mip 108108 ¢0)

T an<q An+1Qn

b

d’ou

. loglogq bloglog gy,
U(q) < ¥¢(g) := min ( ») bloglogq "
92<q an41qnq(loglog q)bloeloeq

On note aussi que, par (2.1), en posant ¥(q) := Ue(q)/3 pour ¢ > 1, il vient [E—p/q| > T(q)
pour tout q assez grand. En effet, si ¢, < ¢ < ¢41 et

> - 3an+1an(10g log q)blog Togq’

alors
(loglog g,)" "5 _
3an—|—1 dn (log log Q)b loglogg — 3an—|—1qn

en contradiction avec ¢ < @41-
Ces remarques impliquent que

< |Qn€ _pn|;

g€ — p| <

£€Y, < ) qU(q) < +oc.

q>1
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Posons n1=1 et, pour 7 > 1,

) loc 1o bloglog gn log 1o ] bloglog An
An+14n Qn;+19n;
Pour ¢,,;, < q < ¢n;,,,0n a
bloglog gn
0. (o) — _ (logloggy, )" 25
£(Q) - log1 bloglogq
an;+1Gn;q(loglog q)
et donc
(loglog qnj)blog log an, 1
Z quf(Q) = Z a 1q Z (log log q)blog logq”
g>1 i>1 AR Gn; <q<dn,
1 ’
Comme anj <q<an,,, (loglog )P e est de 'ordre de
qanrl o an
(loglog qn,., )b loglogqn; ., (loglog gy, )b loglog gn,; ’
pour que { appartienne a Y, il est nécessaire que lim; ;o an; 41 = +00, et donc
1 s Anjyq s
anqu<qnj+1 TogTogqpoewra est de lordre de Gogtog ) PP et 'on a

blogl n;
an+1(10g log QTLJ> opiosd 7

ey, <
j>1 Anj+14n; (loglog An;iq

0.
)blog log dnjiq <+

Nous allons maintenant établir que dim Y} < Hé—l/b
Pour ¢ > 10, posons f(q) := (loglog q)®!°&1°8 4, Soit ¢ > 0 un nombre réel suffisam-

ment petit. Comme la fonction ¢ — f(q)/q¢° est décroissante pour ¢ suffisamment grand,

—&
Jo] 1 qnj+1 , \
la série ) PES Ry <W converge, pour tout nombre réel £ appartenant a Y;. On

obtient alors, pour n assez grand, [],, _,, n;+1 > qle.
La discussion précédente montre que, pour tout € > 0, I’ensemble Y}, est contenu dans
la réunion dénombrable (pour ng entier positif) des ensembles

Z(b,e,ng) := {[ag; a1,az,...]: H Unjp1 > qk_s,pour tout n > ng},

n;<n

dont on va estimer la dimension.
Comme, pour tout entier r, on a

Z(b,e,ng) N [r,r+1) = (Z(be,ng) N[0,1)) +r,
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il nous suffit d’estimer la dimension de Z = Z(b,e,n9) N [0,1). Pour tout entier positif kg
suffisamment grand, ’ensemble Z est contenu dans la réunion pour k£ > kg des intervalles

I(ay,as,...,ay) ={[0;a1,az2,...,am,] : @ > 1}
tels que
oF < g = K(a1,a9,...,a,) < 281

On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie 272873 < |I (a1, as, ..., am)| < 272",

Pour k > kg fixé, et pour chaque intervalle I(ay,as,...,a,) comme ci-dessus, on
considere les suites 71 (a1, az, ..., amn) et ma(ay, as, ..., ay) formées respectivement par les
quotients partiels a,; 41, ou n; < m, et par les quotients partiels a; avec i < m, en
conservant ’ordre dans lequel ils apparaissent dans la suite originale (a1, as,...,amn).

Soit A; le produit des quotients partiels a,, pour n; +1 < n < n;y;. Si § appartient
a Yy, alors on a

bloglog n;

< +o00.

3 A;(loglog gy, )

51 (loglog(Ajan, 11gn,))" 8 0810,

Comme, pour tout A > 1, la fonction f vérifie f(Aq) < Af(q) pour ¢ suffisament grand, il

vient
)b log log n;

loglo ,
Z ( = bloglog(an ;+1qn) < +00. (36)
i>1 (loglog anj—|—1an) J J
Pour j > 1, posons a@; := a,,;4+1 et §; := K(ai,as,...,a;). Alors, pour tout A > 1, la

fonction q — f(Aq)/f(q) est décroissante pour g > €°, et donc, par (3.6), on a

lOg lqu )blog log q;
C:= Z (o < 400.

g log q; +1 blOg log @j+1

Pour tout entier k suffisamment grand, on déduit de I'inégalité entre les moyennes arithmé-
tique et géométrique que

(log log Gy )b leglog @ - (1 2’“: (log log g;)? 18108 )k
(loglog x4+1)Ploglosdi+s — k:J:l (loglog q;+1) )bloglogdj+1
C k 10g lOg ql)blog log g1
J— < ,
(k: (1 —&)(k+1)/b)(A—e)(k+1)

et donc loglog gx41 > (1 —¢)(k+1)/b et

Ge+1 > exp(exp((1 — &) (k + 1) /b)) = exp(exp((1 — ) /b)* ).

Cela implique que, pour une infinité d’entiers r, on a a, > exp(exp((1 — 2¢)/b)"). Posons
I1(¢) = (ay,ase,...). D’apres [17], Claim 2, 'ensemble Z se décompose sous la forme
7 = 7' U Z" selon le comportement des images de ses éléments par II, ou 'on a posé

={¢ e Z:K(ay,as,...,a,) > exp(exp((1 —3¢)/b)"/3) et

K(ay,ag,...,0n, dny1) > K (@1, a2, ..., a4,)2P=39)/0) pour une infinité de n}

27



et
Z"'={¢e€Z:K(ay,ag, ... an,dne1) > K(ay,as,...,a4,)H2exp(1=32)/b)

pour une infinité de n}.

Pour tout entier positif kg suffisamment grand, ’ensemble Z’ est contenu dans la
réunion pour k > ko des sous-ensembles de Z’ composés des élements [0;aq,as,...] tels
que, pour un certain entier positif m, 2¢ < ¢, = K(ay,ag,...,ay) < 2k+1 ] existe un
entier positif j tel que

m = n;1, K(ay,as,...,a;) > exp(exp((1 — 3¢)/b)?/3)

et
K(ay,dg, ... a5, d541) > K(ay,dg, . .., a;)P1=32)/0),

On a alors

exp((1 — 3¢)/b)’
3

< 10gK(C~L1,C~LQ, PN ,aj,&j+1) < logqm < (k + 1) 10g2,

et donc j = O(log k). En particulier, j = o(k), et donc le nombre de suites (a1, az, ..., am)
qui ont une méme image par (1, m) est 2°0%),
On a alors

27 WK (m1 (a1, a2, ..., am)) K (m2(a1, a2, . . ., am)) < K(a, az, ..., an)
< 2O(k)K(7r1(a1,a27,,_’am))K<7T2(a1,CE2,---7a'm))'

Comme

K(ﬂ-l(ahaQ?"'aam)) > H Onj;+1 = (K(alaa%---aam))l_e = (2k)1_67

n;<m

on en déduit que
K(ma(ay,a2,...,am)) < 9(eto(1))k

En particulier, on a O(2(26T°(1)*) choix possibles pour m3(ay, ag, . . ., ay,). Claim 3 de [17]
implique qu’on a au plus 2¥t1(2 4 (k 4 1)log2)©Uogk) = 9(1+0(1)k choix possibles pour
(@1,a2,...,a;) = mi(ai,az,...,an,). Alors, comme
Pm 1 1
- < < ,
‘f Gm Gmdm+1  K(ay,az,...,a;) texp((1-3)/b)
et

K(dl,&g,...,dj):K(ﬂ'l(al,ag,...,am))Z H aanrl

n;<m

> (K(a’17a’27' . 7am))1_€ = (2k>1_€’
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on peut recouvrir Z’ par Punion pour k > ko de 20:+2e+0(1)% intervalles de longueur plus
petite que (27F)(1=e)(1+exp((1=-32)/b)) "ot donc la dimension de Hausdorff de Z’ est au plus
égale & 112¢ )

(1—¢e)(1+exp((1-3¢)/b))

De maniere analogue, pour tout entier positif kg suffisamment grand, I’ensemble Z”
est contenu dans la réunion pour k£ > kg des sous-ensembles de Z’ formés des éléments
¢ = [0;a1,as,...] tels que, pour un certain entier positif m, 2% < ¢,, = K(a1,a2,...,am) <
2F+1 il existe un entier positif j tel que m = n; ;1 et

K(dlv 627 EL37 cee 7dj, dj—f—l) > K(ELl, ELQ, &3, . ’&j)1+2exp((1—35)/b)-
Comme
‘5 ~ Pm L.
dm dm4m+1 K(&l, ag, d3, . 7&j)2+2 exp((1-3¢)/b)”’
il existe O(2%%) suites (a1, az,...,a,) avec 28 < q,, = K(ay,az, ..., a,) < 281 Or

K(&l,dg,...,dj):K(m(al,ag,...,am))2 H anj+1

n;<m

> (K (a1, ag, ..., am)) 75 > (29)175,

on peut donc recouvrir Z” par 'union pour k > ko de O(2%*) intervalles de longueur plus
petite que (27F)(1==)2+2exp((1=3)/b)) - Par conséquent, la dimension de Hausdorff de Z”

7 \ 1
est au plus égale a A=) (T exp((T=35)70)) °
Comme € > () peut étre choisi arbitrairement petit, on conclut que dim Y,

1
< 1+exp(1/b) "
Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dim Y} > 7 +€131 75 -

Soit & > 0 un nombre réel suffisamment petit et posons b := exp( 1x2). D’apres [8], la

dimension de Hausdorff de I’ensemble
K :={¢=10;a1,a9,...] €[0,1] : exp(b") < a,, < 3exp(b™), pour tout n > 1}
vérifie
1
1+5 l+exp((1+e)/b)
Il existe un entier positif ng tel que, pour tout £ appartenant a K, on a a,1+1 > a,
pour tout n > ng. Cela implique qu’il existe des entiers positifs mg et ¢ tels que, pour tout

¢ appartenant a K et tout entier j > mg, on a nj = j + ¢, ou la suite (n;),;>1 est définie
par (3.5). Alors, pour tout £ appartenant a K,

dim K >

blogl s
é.e}/b qnj+1(]'oglogQ’l’Lj) s oed ’ < +OO
blogl "
§>1 anj+1an(1Og10anj+1) 0808 In 41
10 lo bloglog qn
Z dn+1(loglog g») < 4oo.

an+lqn 10g10gq +1)b10g10an+1
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Mais, pour £ appartenant & K, le quotient 1+

prtl_p
b—1

tend vers 1 quand n tend vers l'infini.

n+14n

Comme ¢, > exp( ) et g, =O(3" exp(?_—Jrll)), on a loglog ¢, = (n+1)logb—log(b—

1) 4+ o(1), et donc

(log 10g qn)blog log qn, _ 1
(loglog gn11)blos108 ant1 = (loglog g1 )b008 108 dnt1—loglog an)
_ 1
~ ((n+2)logh — log(h — 1) + o(1))blogb+o(1)
1 1

((n+2)logh —log(b— 1) + o(1))1+s+o(1) ~ plteto(l)’
d’ou 'on déduit que, pour tout £ appartenant a K, la série

qn+1(loglog g,)" '8 108 an
= ap+1qn(loglog gy 1)P 108108 ana

converge et donc que K est inclus dans Y;,. Comme dim K > #B = m, et e
peut étre choisi arbitrairement petit, on conclut que dim Y; > ﬁ O
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