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Résumé. Nous montrons qu’il n’existe pas de nombre réel typique du
point de vue de l’approximation diophantienne, dans un sens précisé ci-
après. Soit Ψ une application de l’ensemble des entiers strictement posi-
tifs dans l’ensemble des nombres réels positifs. Khintchine a démontré
que, si la fonction q 7→ q2Ψ(q) décrôıt et si la série de terme général
qΨ(q) diverge, alors l’ensemble K(Ψ) des nombres réels ξ pour lesquels
l’inégalité |ξ− p/q| < Ψ(q) possède une infinité de solutions rationnelles
p/q est de mesure de Lebesgue totale (Beresnevich, Dickinson et Velani
ont démontré plus tard le même résultat en supposant seulement que Ψ
est décroissante). Nous montrons que, pour presque tout nombre réel α,
il existe une fonction Ψ qui satisfait de bonnes conditions de 〈〈 régularité
〉〉 (concernant la décroissance de Ψ), telle que la série de terme général
qΨ(q) diverge alors que l’inégalité |α − p/q| < Ψ(q) ne possède aucune
solution rationnelle p/q.
Khintchine a montré également que, si la série de terme général qΨ(q)
converge, alors l’ensemble K(Ψ) est de mesure de Lebesgue nulle. Nous
montrons que, pour presque tout nombre réel α, il existe une fonction
Ψ qui satisfait de bonnes conditions de 〈〈 régularité 〉〉 , telle que la série
de terme général qΨ(q) converge alors que l’inégalité |α − p/q| < Ψ(q)
possède une infinité de solutions rationnelles p/q.
Enfin, nous calculons les dimensions de Hausdorff d’ensembles d’excep-
tions à nos résultats (définis en fonction des conditions de régularité sur
Ψ).
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Abstract. We prove that there are no typical real numbers from the
point of view of Diophantine approximations, in a sense that we de-
scribe below. Let Ψ be an application from the set of positive integers
into the set of nonnegative real numbers. Khintchine established that,
if the function q 7→ q2Ψ(q) is non-increasing and the series

∑
q≥1 qΨ(q)

diverges, then the set K(Ψ) of real numbers ξ for which the inequal-
ity |ξ − p/q| < Ψ(q) has infinitely many rational solutions p/q has full
Lebesgue measure (Beresnevich, Dickinson and Velani proved later the
same result assuming that Ψ is just non-increasing). We show that, for
almost every real number α, there is a function Ψ which satisfies good
“regularity” conditions (on the speed of decreasing of Ψ), such that the
series

∑
q≥1 qΨ(q) diverges but the inequality |α − p/q| < Ψ(q) has no

rational solution p/q.
Khintchine also showed that if the series

∑
q≥1 qΨ(q) converges, then the

set K(Ψ) has zero Lebesgue measure. We show that, for almost every
real number α, there is a function Ψ which satisfies good “regularity”
conditions, such that the series

∑
q≥1 qΨ(q) converges but the inequality

|α− p/q| < Ψ(q) has infinitely many rational solutions p/q.
We also compute Hausdorff dimensions of sets of exceptions to our re-
sults (in terms of the regularity conditions on Ψ).

1. Introduction et résultats

Tout au long du présent article, par fonction d’approximation (ou bien, tout sim-
plement, fonction), nous entendons une application de l’ensemble des entiers strictement
positifs dans l’ensemble des nombres réels positifs.

Commençons par rappeler un énoncé légèrement plus fort que le théorème de Khint-
chine [13].

Théorème K. Soit Ψ une fonction d’approximation. Alors l’ensemble

K(Ψ) :=

{
ξ ∈ R :

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q) pour une infinité de rationnels
p

q

}
est de mesure de Lebesgue nulle si la série

∑∞
q=1 qΨ(q) converge. En outre, si on suppose

que Ψ est décroissante et si la série
∑∞
q=1 qΨ(q) diverge, alors K(Ψ) est de mesure totale.

Le lemme de Borel–Cantelli entrâıne facilement la première assertion du Théorème K,
la deuxième étant plus délicate à démontrer.

Une démonstration du Théorème K figure, par exemple, dans le mémoire de Beres-
nevich, Dickinson et Velani [2]. Khintchine [13] (voir aussi [4]) avait démontré la deuxième
assertion du Théorème K sous une hypothèse légèrement plus restrictive, à savoir la
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décroissance de la fonction q 7→ q2Ψ(q). Observons que, quelle que soit la fonction
Ψ : Z≥1 → R+, si a et b sont des nombres réels vérifiant a < b, alors la fonction q 7→ qaΨ(q)
est décroissante si q 7→ qbΨ(q) est décroissante.

Duffin et Schaeffer [6] ont montré que la conclusion de la deuxième assertion du
Théorème K reste vraie si, au lieu de supposer que Ψ décrôıt, on se contente de sup-
poser l’existence d’un nombre réel λ tel que la fonction q 7→ qλΨ(q) est décroissante. Une
hypothèse sur Ψ est toutefois nécessaire, voir le Chapter 2 de la monographie de Harman
[10]. Dans ce domaine, le problème ouvert le plus célèbre est la conjecture de Duffin et
Schaeffer, formulée ci-dessous. Rappelons que ϕ(n) compte le nombre d’entiers strictement
positifs, inférieurs ou égaux à l’entier n et premiers à n. Dans le présent texte, 〈〈presque
tout 〉〉 fait toujours référence à la mesure de Lebesgue.

Conjecture DS. Soit Ψ une fonction d’approximation vérifiant
∞∑
q=1

Ψ(q)ϕ(q) = +∞.

Alors, pour presque tout nombre réel ξ, l’inégalité∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q), gcd(p, q) = 1, q ≥ 1,

possède une infinité de solutions.

Notons qu’en considérant des recouvrements bien choisis il est facile de montrer que,
si Ψ est une fonction d’approximation vérifiant

∞∑
q=1

Ψ(q)ϕ(q) < +∞,

alors, pour presque tout nombre réel ξ, l’inégalité∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q), gcd(p, q) = 1, q ≥ 1,

ne possède qu’un nombre fini de solutions. Des progrès récents en direction de la Conjecture
DS ont été effectués dans [1, 3, 11, 16]. Nous nous intéressons à des questions voisines,
motivées par le passage suivant de la recension [20] de la monographie [4] :

La remarque suivante aurait mérité de figurer dans le livre : aucun nombre réel ne se
comporte, du point de vue de l’approximation rationnelle, comme presque tous les nombres
réels. Plus précisément, si F est l’ensemble des fonctions croissantes f définies sur les
entiers positifs à valeurs réelles positives possédant la propriété que pour presque tout x
réel, l’inégalité

|x− p/q| < 1/f(q)

n’a qu’un nombre fini de solutions, alors pour tout x réel il existe f ∈ F tel que l’inégalité

|x− p/q| < 1/f(q)

ait un nombre infini de solutions. Cela semble (à première vue seulement) un peu para-
doxal, mais cela impose d’être prudent si on veut conjecturer, par exemple, que les nombres
algébriques se comportent comme presque tous les nombres réels de ce point de vue.

Cette observation et le Théorème K appellent les questions suivantes.
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Question 1. Soit ξ un nombre réel irrationnel. Existe-t-il une fonction d’approximation
décroissante Ψ telle que la série

∑∞
q=1 qΨ(q) converge et ξ appartient à K(Ψ) ?

Question 2. Soit ξ un nombre réel irrationnel. Existe-t-il une fonction d’approximation
décroissante Ψ telle que la série

∑∞
q=1 qΨ(q) diverge et ξ n’appartient pas à K(Ψ) ?

Lang [14] a répondu positivement à la Question 1 lorsque ξ n’est pas à quotients
partiels bornés.

Théorème L. Soit ξ un nombre réel à quotients partiels non bornés. Il existe une fonction
décroissante Ψ vérifiant

∞∑
q=1

qΨ(q) < +∞

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles. Cette conclusion est toujours fausse si ξ est
à quotients partiels bornés.

Dans un premier temps, nous complétons le Théorème L par un énoncé qui répond,
sans hypothèse supplémentaire, à la Question 1. Nous imposons sur la fonction Ψ une
condition plus forte que sa décroissance.

Théorème 1. Si ξ est un nombre réel irrationnel à quotients partiels non bornés et si λ < 2
est un nombre réel, alors il existe une fonction Ψ telle que q 7→ qλΨ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) < +∞, (1.1)

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q) (1.2)

possède une infinité de solutions rationnelles.
Si ξ est un nombre réel à quotients partiels bornés et si Ψ est une fonction telle que, pour
un certain nombre réel λ, la fonction q 7→ qλΨ(q) est décroissante et (1.2) possède une
infinité de solutions rationnelles, alors

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞.

Le Théorème 1 affirme en particulier que l’intersection non dénombrable d’ensembles
de mesure de Lebesgue totale ⋂

Ψ:q 7→qΨ(q) est décroissante et
∑∞

q=1
qΨ(q)<∞

(R \ K(Ψ))

est égale à l’ensemble des nombres réels à quotients partiels bornés. Il n’est pas pleinement
satisfaisant dans la mesure où il ne justifie pas l’affirmation de [20] citée ci-dessus. Une
propriété dans le même esprit que cette affirmation découle du Théorème 2, qui répond
pleinement à la Question 2.
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Théorème 2. Pour tout nombre réel irrationnel ξ, il existe une fonction Ψ telle que
q 7→ qΨ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞, (1.3)

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

ne possède aucune solution rationnelle.

Le Théorème 2 affirme que l’intersection non dénombrable d’ensembles de mesure de
Lebesgue totale ⋂

Ψ:q 7→qΨ(q) est décroissante et
∑∞

q=1
qΨ(q)=+∞

K(Ψ)

est vide. En d’autres termes, cela signifie qu’aucun nombre réel se comporte 〈〈comme
presque tous les nombres réels 〉〉 du point de vue de l’approximation rationnelle, lorsque l’on
se restreint aux fonctions Ψ telles que q 7→ qΨ(q) est décroissante et la série

∑∞
q=1 qΨ(q)

diverge.
Dans la suite (Théorèmes 5, 7 et 8), nous déterminons la dimension de Hausdorff de

semblables intersections, où, une fonction croissante f étant donnée, on se restreint aux
fonctions Ψ telles que q 7→ f(q)Ψ(q) décrôıt et la série

∑∞
q=1 qΨ(q) diverge.

Nous examinons maintenant la nécessité des hypothèses portant sur la fonction Ψ
dans les Théorèmes 1 et 2.

La première assertion du Théorème 1 n’est plus valable pour λ = 2 : au lieu d’exclure
l’ensemble des réels à quotients partiels bornés, il convient d’exclure un ensemble plus gros.

Théorème 3. Pour presque tout nombre réel ξ, il existe une fonction Ψ telle que q 7→
q2Ψ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) < +∞,

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles. L’ensemble des nombres réels pour lesquels
la conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Hausdorff un, qui ne peut pas
s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de dimension de Hausdorff < 1.

Observons que l’ensemble des nombres réels à quotients partiels bornés est la réunion
dénombrable, portant sur les entiers M ≥ 2, des ensembles des nombres réels à quotients
partiels bornés par M , lesquels sont tous de dimension de Hausdorff < 1.

Pour λ > 2, notons Eλ l’ensemble des fonctions Ψ telles que la fonction q 7→ qλΨ(q)
est décroissante. Notons E la réunion des ensembles Eλ pour λ > 2. Observons que si Ψ
appartient à E , alors il existe λ > 2 tel que Ψ(q) ≤ Ψ(1)/qλ, pour tout q ≥ 1, et il existe
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par conséquent un entier strictement positif m tel que Ψ(q) ≤ m/q2+1/m pour tout q ≥ 1.
Cela montre que la série

∑∞
q=1 qΨ(q) converge. Le Théorème K implique alors l’existence

d’un ensemble Z de mesure de Lebesgue totale tel que pour tout ξ appartenant à Z et
pour toute fonction Ψ appartenant à E , l’inégalité |ξ − p

q | < Ψ(q) possède seulement un
nombre fini de solutions rationnelles.

On peut démontrer une version un peu plus génerale de la première partie du Théo-
rème 3.

Théorème 4. Soit f une fonction strictement positive définie sur les entiers positifs telle
que q 7→ f(q)/q2 est croissante et

∑∞
q=1 q/f(q) = +∞. Alors, pour presque tout nombre

réel ξ, il existe une fonction Ψ telle que q 7→ f(q)Ψ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) < +∞,

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles.

Observons que, si la série
∑∞
q=1 q/f(q) converge, alors la décroissance de la fonction

q 7→ f(q)Ψ(q) entrâıne la convergence de la série
∑∞
q=1 qΨ(q).

Le Théorème K implique que, si
∑∞
q=1 q/f(q) converge, alors, pour presque tout nom-

bre réel ξ et pour toute fonction Ψ telle que q 7→ f(q)Ψ(q) est décroissante, l’inégalité∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

ne possède qu’un nombre fini de solutions rationnelles.
De la même façon, on peut, dans le Théorème 2, renforcer l’hypothèse portant sur Ψ,

à condition d’exclure un ensemble de nombre réels de mesure nulle.

Théorème 5. Pour presque tout nombre réel ξ, il existe une fonction Ψ telle que q 7→
q2Ψ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞,

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

ne possède aucune solution rationnelle. L’ensemble des nombres réels pour lesquels la
conclusion est fausse est un ensemble de dimension de Hausdorff un, qui ne peut pas
s’écrire comme réunion dénombrable d’ensembles de dimension de Hausdorff < 1.

On peut également démontrer une version un peu plus générale de la première partie
du Théorème 5.
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Théorème 6. Soit f une fonction strictement positive définie sur les entiers positifs telle
que q 7→ f(q)/q2 est croissante et

∑∞
q=1 q/f(q) = +∞. Alors, pour presque tout nombre

réel ξ, il existe une fonction Ψ telle que q 7→ f(q)Ψ(q) est décroissante et

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞,

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

ne possède aucune solution rationnelle.

Soit λ un nombre réel appartenant à l’intervalle [1, 2]. Notons Xλ l’ensemble des
nombres réels irrationnels ξ tels que, pour toute fonction Ψ telle que q 7→ qλΨ(q) est
décroissante et vérifiant

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞,

l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles. Les Théorèmes 2 et 5 affirment respective-
ment que X1 est vide et que la dimension de Hausdorff de X2 est égale à un. Il apparâıt
alors naturel d’étudier la taille des ensembles intermédiaires Xλ, où 1 < λ < 2.

Théorème 7. Soit λ un nombre réel appartenant à l’intervalle (1, 2]. Alors la dimension
de Hausdorff de l’ensemble Xλ est égale à λ/2.

Le Théorème 2 montre que l’égalité dim(Xλ) = λ/2 n’est pas valable pour λ = 1,
puisque X1 est l’ensemble vide. Pour λ appartenant à [1, 2], l’ensemble Xλ est ou bien vide,
ou bien de dimension de Hausdorff supérieure à 1/2. Michel Waldschmidt nous a demandé
s’il est possible de remplacer les fonctions q 7→ qλ par une autre famille de fonctions de
telle façon que les ensembles correspondant aux Xλ aient une dimension comprise entre 0
et 1/2. Le théorème suivant apporte une réponse positive à cette question.

Théorème 8. Soit b un nombre réel strictement positif. Soit Yb l’ensemble des nombres
réels irrationnels ξ tels que, pour toute fonction Ψ telle que q 7→ q(log log q)b log log qΨ(q)
est décroissante et vérifiant

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞,

l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)
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possède une infinité de solutions rationnelles. Alors la dimension de Hausdorff de Yb est
égale à 1

1+e1/b
.

Les dimensions de Hausdorff des ensembles Xλ et Yb parcourent tout l’intervalle [0, 1],
à l’exception des valeurs 0 et 1/2 (on convient usuellement que la dimension de Hausdorff
de l’ensemble vide est −∞). Cependant, si Y (resp., Y ′) désigne l’ensemble des nombres
réels irrationnels ξ tels que, pour toute fonction Ψ telle que q 7→ q(log q)log log qΨ(q) (resp.,
q 7→ q(log q)Ψ(q)) est décroissante et vérifiant

∞∑
q=1

qΨ(q) = +∞,

l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles, alors la dimension de Hausdorff de Y (resp.,
Y ′) est égale à 1/2 (resp., 0). Ces résultats se démontrent en modifiant légèrement la
preuve du Théorème 8 (et peuvent aussi être obtenus comme conséquences des Théorèmes
7 et 8); nous laissons les détails au lecteur.

Tous nos théorèmes restent valables si, au lieu de supposer que les fonctions intervenant
dans les énoncés sont décroissantes, nous les supposons décroissantes à partir d’un certain
rang.

De manière peu surprenante, les démonstrations de nos théorèmes font appel à la
théorie des fractions continues. Les Théorèmes 7 et 8 sont les plus délicats à établir.

La longueur d’un intervalle réel I est notée |I|. La dimension de Hausdorff, parfois
simplement appelée dimension, est notée dim.

2. Rappels sur les fractions continues

Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des fractions continues. Nous
nous contentons de rappeler quelques résultats, dont les démonstrations se trouvent par
exemple dans [18] et [4].

Soit ξ = [a0; a1, a2, . . .] un nombre réel, et notons (pn/qn)n≥1 la suite de ses réduites.
On a

qn ≥ (
√

2)n, pour n ≥ 2.

et
1

3an+1q2
n

≤ 1

(an+1 + 2)q2
n

<

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

an+1q2
n

, pour n ≥ 1. (2.1)

Pour des entiers strictement positifs a1, . . . , am, le continuant K(a1, . . . , am) désigne
le dénominateur du nombre rationnel [a0; a1, . . . , am].
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Lemme 2.1. Pour des entiers strictement positifs a1, . . . , am et un entier k vérifiant 1 ≤
k ≤ m− 1, on a

K(a1, . . . , am) = K(am, . . . , a1)

et
K(a1, . . . , ak) ·K(ak+1, . . . , am) ≤ K(a1, . . . , am)

≤ 2K(a1, . . . , ak) ·K(ak+1, . . . , am).

Le lemme suivant est très utile en théorie métrique des fractions continues.

Lemme 2.2. Pour n’importe quels entiers positifs k, a1, a2, . . . , ak et r, la probabilité
pour qu’un nombre réel dont la fraction continue commence par [0; a1, a2, . . . , ak] vérifie
ak+1 ≥ r appartient à l’intervalle [1/r, 2/(r + 1)].

Démonstration. Comme les extrémités de l’intervalle {[0; a1, a2, . . . , ak−1, ak, x] : x ≥ 1}
sont les points

pk
qk

= [0; a1, a2, . . . , ak−1, ak] et
pk + pk−1

qk + qk−1
= [0; a1, a2, . . . , ak−1, ak, 1],

sa longueur est égale à 1/(qk(qk + qk−1)).
De même, les extrémités de l’intervalle {[0; a1, a2, . . . , ak−1, ak, x], x ≥ r+ 1} étant les

points

pk
qk

= [0; a1, a2, . . . , ak−1, ak] et
rpk + pk−1

rqk + qk−1
= [0; a1, a2, . . . , ak−1, ak, r],

sa longueur est égale à 1/(qk(rqk + qk−1)). La probabilité désirée vaut donc

(1/qk(rqk + qk−1))/(1/qk(qk + qk−1)) = (qk + qk−1)/(rqk + qk−1) = (1 + β)/(r + β),

où β = qk−1/qk ∈ [0, 1]. On note alors que (1 + β)/(r + β) appartient à l’intervalle
[1/r, 2/(r + 1)].

On conclut cette partie par un corollaire facile du Lemme 2.2.

Corollaire 2.3. Pour tout nombre réel c ≥ 1 et tout entier k ≥ 1, la probabilité pour que
le k-ième quotient partiel ak d’un nombre réel ξ vérifie ak < c est plus grande que 1− 2/c,
indépendamment des quotients partiels a0, a1, . . . , ak−1.

3. Démonstrations

Démonstration du Théorème 1.
Écrivons ξ = [0; a1, a2, . . .]. Supposons que la suite (an)n≥1 n’est pas bornée. Il existe

alors une suite strictement croissante (nk)k≥1 telle que (ank)k≥1 est croissante, ank+1 ≥ 2k

et nk+1 ≥ nk + 4 pour tout k ≥ 1.
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Notons (pn/qn)n≥1 la suite des réduites de ξ. Pour k ≥ 1, posons

Ψ(qnk) =
1

ank+1q2
nk

et
Ψ(q) = (qnk/q)

λΨ(qnk) pour qnk−1
< q ≤ qnk .

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) possède une infinité de solutions.
Observons maintenant que

qnk∑
q=1

qΨ(q) ≤
k∑
h=1

Ψ(qnh+1
)

qnh+1∑
q=qnh+1

qλnh+1
/qλ−1

= O
( k∑
h=1

a−1
nh+1+1q

λ−2
nh+1

(q2−λ
nh+1

− q2−λ
nh

)
)

= O
( k∑
h=1

a−1
nh+1+1

)
= O(1).

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste à s’assurer que la fonction q 7→ qλΨ(q) est
bien décroissante. À cet effet, il est suffisant de noter que

qλΨ(q) = qλnkΨ(qnk) =
1

ank+1q
2−λ
nk

pour qnk−1
< q ≤ qnk .

Établissons maintenant la seconde assertion du théorème. Supposons que q 7→ qλΨ(q)
est décroissante et, sans perte de généralité, que l’on a λ < 0. Soit ξ un nombre réel à
quotients partiels bornés. Alors il existe une constante c > 0 telle que |ξ−p/q| > c/q2 pour
tous les entiers p, q avec q > 0. Pour que (1.2) possède une infinité de solutions, il doit
donc exister une suite strictement croissante (nk)k≥1, avec nk+1 > 2nk pour tout k ≥ 1,
telle que Ψ(nk) > cn−2

k pour k ≥ 1. Comme q 7→ qλΨ(q) est décroissante, on a

Ψ(q) ≥ cq−λqλ−2
k , (1 ≤ q ≤ qk).

Pour tout entier k ≥ 1, on obtient

nk∑
q=nk/2

qΨ(q) ≥
nk∑

q=nk/2

c q1−λqλ−2
k ≥ c

n2−λ
k − (nk/2)2−λ

(2− λ)n2−λ
k

=
1− (1/2)2−λ

2− λ
>

1

2(2− λ)
.

Par conséquent, on a

nk+1∑
q=nk+1

qΨ(q) ≥ 1

2(2− λ)
, pour k ≥ 1.

La série
∑
q≥1 qΨ(q) est donc nécessairement divergente, et (1.1) n’est pas vérifiée.
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Remarque. En modifiant légèrement la démonstration ci-dessus, il est possible d’établir la
variante suivante du Théorème 1 :

Si ξ est un nombre réel irrationnel à quotients partiels non bornés alors il existe une
fonction Ψ telle que, pour tout nombre réel λ < 2, il existe q0 = q0(λ) tel que q 7→ qλΨ(q)
est décroissante pour q ≥ q0,

∞∑
q=1

qΨ(q) < +∞,

et telle que l’inégalité ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < Ψ(q)

possède une infinité de solutions rationnelles.
Pour prouver ce résultat, on peut choisir (nk)k≥1 et Ψ(qnk) comme dans la démon-

stration précédente, et poser

Ψ(q) = (qnk/q)
2−1/kΨ(qnk) pour qnk−1

< q ≤ qnk .

Il n’est pas difficile de montrer que si λ ≤ 2 − 1/k est un nombre réel, alors q 7→ qλΨ(q)
est décroissante pour q > qnk−1

.
On note également que

qnk∑
q=1

qΨ(q) ≤
k∑
h=1

Ψ(qnh+1
)

qnh+1∑
q=qnh+1

q2−1/(h+1)
nh+1

/q1−1/(h+1)

= O
( k∑
h=1

a−1
nh+1+1q

−1/(h+1)
nh+1

(h+ 1) (q1/(h+1)
nh+1

− q1/(h+1)
nh

)
)

= O
( k∑
h=1

(h+ 1) a−1
nh+1+1

)
= O

( k∑
h=1

h+ 1

2h+1

)
= O(1),

d’où la convergence de la série de terme général qΨ(q).

Démonstration du Théorème 2.
On conserve les notations utilisées ci-dessus et on note || · || la distance à l’entier le plus

proche. Rappelons que les réduites sont également définies par la propriété de meilleure
approximation. Cela signifie que, pour 0 < q < qn, on a ||qξ|| > ||qn−1ξ||, c’est-à-dire∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ > qn−1

q

∣∣∣∣ξ − pn−1

qn−1

∣∣∣∣, pour tout entier p. (3.1)

Posons

Ψ(qn) =
1

3an+1q2
n

11



et

Ψ(q) =
qn−1

q

1

3anq2
n−1

=
1

3anqqn−1
, (qn−1 ≤ q < qn).

Observons que ∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ > Ψ(qn), (n ≥ 1). (3.2)

En outre, comme
1

3anqn−1
≥ 1

3qn
≥ 1

3an+1qn
, (n ≥ 1),

la fonction q 7→ qΨ(q) est décroissante.
Il découle de (3.2) que (1.2) n’est pas vérifiée par le rationnel p/q si q = qn. Soit q ≥ 1

un entier n’appartenant pas à la suite (qn)n≥1. Choisissons l’entier n tel que qn−1 < q < qn.
Si (1.2) est vérifiée par le rationnel p/q, alors (3.1) entrâıne

qn−1

∣∣∣∣ξ − pn−1

qn−1

∣∣∣∣ < q

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < qΨ(q) <
1

3anqn−1
,

en contradiction avec (3.2). Par conséquent, (1.2) n’a pas de solution.
Il reste maintenant à établir (1.3). À cet effet, notons que

Sn :=

qn−1∑
q=qn−1

qΨ(q) =
qn − qn−1

3anqn−1
.

Si an ≥ 2, alors qn ≥ 2qn−1 et donc qn − qn−1 ≥ qn/2, d’où

Sn ≥
qn

6anqn−1
≥ 1

6
,

puisque qn ≥ anqn−1.
La fonction Ψ répond donc à la question si ξ possède une infinité de quotients partiels

≥ 2, c’est-à-dire si ξ n’est pas équivalent au nombre d’or.
Supposons maintenant que tous les quotients partiels de ξ sont majorés par M . Posons

Ψ(q) = (M + 3)−1q−2 pour q ≥ 1 et observons qu’alors (1.3) est vérifiée et que l’inégalité
(1.2) ne possède aucune solution. Cela achève la démonstration du Théorème 2.

Démonstration du Théorème 3.
Écrivons ξ = [0; a1, a2, . . .] et notons (pn/qn)n≥1 la suite de ses réduites. D’après un

théorème de Khintchine [13], pour presque tout ξ, la suite ((log qn)/n)n≥1 est bornée et il
existe une infinité d’entiers n tels que

an > n log n.

12



Notons que le fait que cette dernière propriété est valable pour presque tout ξ est aussi
une conséquence du Lemme 2.2. Soit ξ un nombre réel possédant ces deux propriétés.
Il existe alors une suite strictement croissante (nk)k≥1 telle que (ank)k≥1 est croissante,
ank+1 ≥ 2knk et nk+1 ≥ nk + 4 pour tout k ≥ 1.

Pour k ≥ 1, posons

Ψ(qnk) =
1

ank+1q2
nk

et
Ψ(q) = (qnk/q)

2Ψ(qnk) pour qnk−1
< q ≤ qnk .

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) possède une infinité de solutions.
Observons maintenant que

qnk∑
q=1

qΨ(q) ≤ O(1) +

k∑
h=1

Ψ(qnh+1
)

qnh+1∑
q=qnh+1

q2
nh+1

/q

= O(
k∑
h=1

a−1
nh+1+1(log qnh+1

− log qnh))

= O(
k∑
h=1

a−1
nh+1+1nh+1) = O(1).

Nous avons la convergence souhaitée. Il reste à s’assurer que la fonction q 7→ q2Ψ(q) est
bien décroissante. À cet effet, il est suffisant de noter que

q2Ψ(q) = q2
nk

Ψ(qnk) =
1

ank+1

pour qnk−1
< q ≤ qnk .

Établissons maintenant la seconde assertion du théorème. Supposons que q 7→ q2Ψ(q)
est décroissante. Soit ξ = [0; a1, a2, . . .] un nombre réel tel que an ≤ n pour tout n ≥ 1.
Notons que l’ensemble de ces nombres n’est pas une union dénombrable d’ensembles de
dimension de Hausdorff < 1. Si (1.2) possède une infinité de solutions, alors il existe une
suite strictement croissante (nk)k≥1 telle que Ψ(qnk) > (nk +2)−1q−2

nk
pour k ≥ 1. Comme

la fonction q 7→ q2Ψ(q) est décroissante, on a

Ψ(q) ≥ (nk + 2)−1q−2, (1 ≤ q ≤ qnk).

Pour tout entier k ≥ 1, on obtient

qnk∑
q=qnk−1

qΨ(q) ≥
qnk∑

q=qnk−1

(nk + 2)−1q−1

≥
log qnk − log qnk−1

nk + 2
>
nk − nk−1

2(nk + 2)
.
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Par conséquent, la série
∑
q≥1 qΨ(q) est divergente, et (1.1) n’est pas vérifiée.

Démonstration du Théorème 4.
Nous commençons par des considérations générales sur la fonction f qui nous seront

également utiles dans la démonstration du Théorème 6.
Soit F la fonction définie par F (n) =

∑n
q=1 q/f(q) pour n ≥ 1. On a limn→∞ F (n) =

+∞. Pour n ≥ 1, posons G(n) = 42n/(f(4n)F (4n)). Comme q 7→ f(q)/q2 est croissante,
on obtient f(q) ≥ f(1)q2 pour tout q ≥ 1 et donc G(n) ≤ 1/(f(1)F (4n)) pour n ≥ 1. On
en déduit que limn→∞G(n) = 0. En outre, comme n 7→ f(4n)/4n et F sont croissantes,
la fonction G est décroissante.

Établissons que la série
∑∞
n=1G(n) diverge. Pour ce faire on va montrer qu’elle n’est

pas de Cauchy. Notons que

F (4n+1)− F (4n) =
∑

4n<q≤4n+1

q/f(q) ≤ 3 · 4n · 4n/f(4n) = 3 · 42n/f(4n),

où l’on a utilisé la décroissance de q 7→ q/f(q) = (1/f(q)) ·q2/f(q). Alors, pour m > k ≥ 1,
on a

m∑
n=k

G(n) =

m∑
n=k

42n

f(4n)F (4n)
≥ 1

3

m∑
n=k

F (4n+1)− F (4n)

F (4n)

≥ 1

3F (4n)

m∑
n=k

(F (4n+1)− F (4n)) =
F (4m+1)− F (4k)

3F (4m)
.

Comme limn→∞ F (n) = +∞, pour tout entier k ≥ 1, il existe m > k tel que F (4m+1) >
2F (4k), d’où

m∑
n=k

G(n) ≥ F (4m+1)− F (4k)

3F (4m)
>
F (4m+1)

6F (4m)
>

1

6
,

et la série
∑
n≥1G(n) diverge.

Comme
∑∞
n=1G(n) = +∞, si G̃(n) = G(n)/

∑n
k=1G(k), la fonction G̃ est décrois-

sante, limn→∞ G̃(n)/G(n) = 0 et
∑∞
q=1 G̃(n) = +∞. D’après un théorème de Khintchine

[13], pour presque tout ξ = [0; a1, a2, . . .], il existe une infinité d’entiers n tels que an >
1/G̃(n) (notons que cela se déduit aussi du Lemme 2.2). D’autre part, le théorème de

Lévy [15] affirme que, pour presque tout nombre réel ξ, on a limn→∞ qn
1/n = eπ

2/12 log 2,
où (pn/qn)n≥1 désigne la suite des réduites de ξ. En particulier, on note que qn < 4n

pour tout n assez grand. Soit ξ un nombre réel possédant les deux propriétés ci-dessus. Il
existe alors une suite d’entiers strictement croissante (nk)k≥1 telle que ank+1 ≥ 2k/G(nk)
et nk+1 ≥ nk + 4 pour tout k ≥ 1. Comme q 7→ f(q)/q2 et F sont décroissantes et, pour
k suffisamment grand, qnk < 4nk , on a

f(qnk)F (qnk)

q2
nk

≤ f(4nk)F (4nk)

42nk
=

1

G(nk)
.
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Par conséquent, on obtient

ank+1 ≥
2k

G(nk)
≥ 2kf(qnk)F (qnk)

q2
nk

,

donc
ank+1q

2
nk

f(qnk)
≥ 2kF (qnk).

Comme limk→∞ 2kF (qnk) = +∞, on peut supposer, au besoin en passant à une sous-suite,
que la suite (ank+1q

2
nk
/f(qnk))k≥1 est croissante.

Pour k ≥ 1, posons

Ψ(qnk) =
1

ank+1q2
nk

et

Ψ(q) =
f(qnk)

f(q)
·Ψ(qnk) pour qnk−1

< q ≤ qnk .

Avec ce choix, il découle de (2.1) que (1.2) possède une infinité de solutions.
Observons maintenant que

qnk∑
q=1

qΨ(q) ≤ O(1) +

k∑
h=1

f(qnh+1
)Ψ(qnh+1

)

qnh+1∑
q=qnh+1

q

f(q)

= O(1) +
k∑
h=1

f(qnh+1
)Ψ(qnh+1

)(F (qnh+1
)− F (qnh))

= O(1) +
k∑
h=1

a−1
nh+1+1

f(qnh+1
)

q2
nh+1

(F (qnh+1
)− F (qnh))

≤ O(1) +

k∑
h=1

f(qnh+1
)F (qnh+1

)G(nh+1)

2h+1q2
nh+1

.

Comme f(qnh+1
)F (qnh+1

)/q2
nh+1

≤ 1/G(nh+1), pour tout h suffisamment grand, on obtient

qnk∑
q=1

qΨ(q) = O
( k∑
h=1

1

2h+1

)
= O(1),

et nous avons la convergence souhaitée.
Il reste à s’assurer que la fonction q 7→ f(q)Ψ(q) est bien décroissante. À cet effet, il

est suffisant de noter que

f(q)Ψ(q) = f(qnk)Ψ(qnk) =
f(qnk)

ank+1q2
nk
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pour qnk−1
< q ≤ qnk . Comme la suite (ank+1q

2
nk
/f(qnk))k≥1 est croissante, cela conclut

la démonstration.

Démonstration du Théorème 5.
Écrivons ξ = [0; a1, a2, . . .]. Le résultat principal de [19] implique que, pour presque

tout ξ, il existe une infinité d’entiers n tels que

max{ak : 1 ≤ k ≤ n} ≤ n.

On suppose que ξ vérifie cette propriété et que la suite (an)n≥1 n’est pas bornée.
Soit (nj)j≥1 la suite croissante définie par n1 = 1 et, pour j ≥ 1, par

nj+1 = min{n > nj : an ≥ anj}.

Posons

Ψ(qnj−1) =
1

3anjq
2
nj−1

et

Ψ(q) =
(qnj−1

q

)2 1

3anjq
2
nj−1

=
1

3anq2
, (qnj−1 ≤ q < qnj+1−1).

Observons que ∣∣∣∣ξ − pnj
qnj

∣∣∣∣ > Ψ(qnj ), (j ≥ 1).

Comme q2Ψ(q) = 1
3anj

pour qnj−1 ≤ q < qnj+1−1, par le choix de la suite (nj)j≥1, la

fonction q 7→ q2Ψ(q) est décroissante.
Comme précédemment, (1.2) n’a pas de solution.
Il reste maintenant à établir (1.3). À cet effet, notons que

Sj :=

qnj+1−1−1∑
q=qnj−1

qΨ(q) ≥
log qnj+1 − log qnj

3anj
≥ nj+1 − nj

6anj
.

On a aussi, pour nj ≤ n < nj+1,

qn∑
q=qnj−1

qΨ(q) ≥
log qn − log qnj

3anj
≥ n− nj

6anj
. (3.3)

Si l’on choisit n tel que max{ak : 1 ≤ k ≤ n} ≤ n et on somme les inégalités (3.3) à partir

de nj0 ≤ n/2, on obtient la minoration
n−nj0
6anj

≥ 1
12 . Cela montre que la série

∑∞
q=1 qΨ(q)

diverge.
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D’autre part, on peut considérer l’ensemble de Cantor

C = {[0; a1, a2, . . .] ∈ [0, 1] : ak ≤ k2 pour tout k ≥ 1},

de mesure de Lebesgue positive, et la fonction h : C → R donnée par

h([0; a1, a2, . . .]) = [0; a1, 1, a2, 4, a3, a4, 16, . . . , a2n , 2
2n, a2n+1, a2n+2, . . . , a2n+1 , 22n+2, . . .].

On peut montrer comme dans [5] que, pour tout α < 1, la fonction

h−1 : h(C)→ C

est continue et Hölderienne d’exposant α. On en déduit que h(C) est de dimension de
Hausdorff totale, et n’est pas une union dénombrable d’ensembles de dimension < 1. De
plus, si Ψ est une fonction telle que q 7→ q2Ψ(q) est décroissante et si l’inégalité |h(α) −
p/q| < Ψ(q) n’a qu’un nombre fini de solutions alors

∑
q≥1 qΨ(q) < +∞. En fait, on doit

avoir

Ψ(q) ≤ 1

22nq2

pour

K(a1, 1, a2, 4, a3,a4, 16, . . . , a2n , 2
2n) < q

≤ K(a1, 1, a2, 4, a3, a4, 16, . . . , a2n , 2
2n, a2n+1, a2n+2, . . . , a2n+1 , 22n+2)

et n ≥ n0. Alors, comme
∑
a<n≤b

1
n < log b

a et

K(a1, 1, a2, 4, a3, a4, 16, . . . , a2n , 2
2n, a2n+1, a2n+2, . . . , a2n+1 , 22n+2)

K(a1, 1, a2, 4, a3, a4, 16, . . . , a2n , 22n)
< (22n+2 + 1)2n+1

< (22n+3)2n+1

,

on obtient ∑
q>K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a2n0 ,22n0 )

qΨ(q)

≤
∑
n≥n0

log
K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a2n ,2

2n,a2n+1,a2n+2,...,a2n+1 ,2
2n+2)

K(a1,1,a2,4,a3,a4,16,...,a2n ,22n)

22n

<
∑
n≥n0

(2n+ 3)2n+1 log 2

22n
=
∑
n≥n0

(2n+ 3) log 2

2n−1
< +∞.

Ceci achève la démonstration du Théorème 5.

Démonstration du Théorème 6.
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Écrivons ξ = [0; a1, a2, . . .]. Pour n ≥ 1, posons F (n) =
∑n
q=1 q/f(q), comme dans

la démonstration du Théorème 4. On va montrer que, pour presque tout ξ, il existe une
infinité d’entiers n tels que

ak ≤
F (d
√

2
ne)f(d

√
2
ke)

2k
, pour 1 ≤ k ≤ n.

D’après un théorème de Khintchine [13], pour presque tout ξ, il existe k0 tel que ak < k2

pour tout k ≥ k0 (cette assertion se déduit également du Lemme 2.2). On va supposer que
ξ possède cette propriété.

Soit m1 = 1 et, pour r ≥ 1, posons

mr+1 = min{m > mr : F (d
√

2
m
e)f(1) > m2

r}.

On va estimer la probabilité pour que l’inégalité

ak ≤ F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
k
e)/2k

soit vraie pour tout k vérifiant mr < k ≤ mr+1. Pour chaque k fixé, d’après le Corollaire

2.3, la probabilité que l’on ait ak ≤ F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)/2k est, quelles que soient les

valeurs de a1, a2, . . . , ak−1, plus grande que

1− 2k+1

F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)
≥ exp

(
−2k+2/F (d

√
2
mr+1e)f(d

√
2
k
e)
)
.

Par conséquent, la probabilité que ces inegalités soient vraies pour tout k vérifiant mr <
k ≤ mr+1 est plus grande que

exp
(
−

mr+1∑
k=mr+1

2k+2

F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)

)
.

On note maintenant que, pour tout k ≥ 2, on a

F (d
√

2
k
e)− F (d

√
2
k−1
e) =

F (d
√

2
ke)∑

q=d
√

2
k−1e+1

q

f(q)

≥ (d
√

2
k
e − d

√
2
k−1
e) d

√
2
ke

f(d
√

2
ke)

≥ 1

4

d
√

2
ke2

f(d
√

2
ke)
≥ 2k−2

f(d
√

2
ke)

.
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Par conséquent,

mr+1∑
k=mr+1

2k+2

F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)

=
16

F (d
√

2
mr+1e)

mr+1∑
k=mr+1

2k−2

f(d
√

2
ke)

≤ 16

F (d
√

2
mr+1e)

mr+1∑
k=mr+1

(F (d
√

2
k
e)− F (d

√
2
k−1
e))

=
16

F (d
√

2
mr+1e)

(F (d
√

2
mr+1e)− F (d

√
2
mre)) < 16,

et donc la probabilité que l’on ait ak ≤ F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)/2k pour tout k vérifiant

mr < k ≤ mr+1 est plus grande que exp(−16). On conclut que, pour presque tout ξ, il

existe une infinité d’entiers positifs r pour lesquels ak ≤ F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)/2k pour

tout entier k tel que mr < k ≤ mr+1. Pour un tel entier r suffisamment grand, comme
ak < k2 pour tout k assez grand, on a, pour k ≤ mr,

ak < m2
r < F (d

√
2
mr+1e)f(1) ≤ F (d

√
2
mr+1e)f(d

√
2
k
e)/2k

et donc ak ≤ F (d
√

2
mr+1e)f(d

√
2
ke)/2k pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ mr+1, comme on le

souhaitait.
On suppose que ξ vérifie cette propriété et que la suite (an)n≥1 est telle que, pour une

infinité de valeurs de n,

an >
1

G̃(n)
>

1

G(n)
=
f(4n)F (4n)

42n
≥ f(qn−1)F (4n)

q2
n−1

.

Cette dernière condition est vérifiée pour presque tout ξ (on raisonne comme dans la
démonstration du Théorème 4).

Soit (nj)j≥1 la suite croissante d’entiers définie par n1 = 1 et, pour j ≥ 1,

nj+1 = min
{
n > nj :

f(qn−1)

anq2
n−1

≤
f(qnj−1)

anjq
2
nj−1

}
.

Notons que, comme il existe une infinité de valeurs de n vérifiant an > f(qn−1)F (4n)/q2
n−1,

on a lim infn→∞ f(qn−1)/anq
2
n−1 = 0, et donc la suite (nj)j≥1 est bien définie pour tout

entier positif j.
Posons

Ψ(qnj−1) =
1

3anjq
2
nj−1

et

Ψ(q) =
f(qnj−1)

f(q)

1

3anjq
2
nj−1

=
f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1f(q)

, (qnj−1 ≤ q < qnj+1−1).
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Observons que, comme q 7→ f(q)/q2 est croissante, pour qnj−1 ≤ q < qnj+1−1 on a
f(q)/q2 ≥ f(qnj−1)/q2

nj−1, d’où

f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1f(q)

≤ 1

3anjq
2
<

1

2q2
.

Ainsi, si |ξ − p/q| < Ψ(q), alors il existe un entier n tel que q = qn−1. On a aussi

f(qn−1)

anq2
n−1

≥
f(qnj−1)

anjq
2
nj−1

,

d’où

Ψ(qn−1) =
f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1f(qn−1)

≤ 1

3anq2
n−1

.

Alors, comme précédemment, (1.2) n’a pas de solutions.
Comme

f(q)Ψ(q) = f(qnj−1)Ψ(qnj−1) =
f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1

pour qnj−1 ≤ q < qnj+1−1, le choix de la suite (nj)j≥1 entrâıne que la fonction q 7→ q2Ψ(q)
est décroissante.

Il reste maintenant à établir (1.3). À cet effet, notons que

Sj :=

qnj+1
−1∑

q=qnj

qΨ(q) =
f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1

qnj+1
−1∑

q=qnj

q

f(q)

=
f(qnj−1)(F (qnj+1

− 1)− F (qnj − 1))

3anjq
2
nj−1

.

On a aussi, pour nj ≤ n < nj+1,

qn∑
q=qnj−1

qΨ(q) =
f(qnj−1)

3anjq
2
nj−1

qn∑
q=qnj−1

q

f(q)
=
f(qnj−1)(F (qn)− F (qnj − 1))

3anjq
2
nj−1

. (3.4)

Si l’on choisit n assez grand et tel que

ak ≤
F (d
√

2
ne)f(d

√
2
ke)

2k
, pour 1 ≤ k ≤ n,

et si on somme les inégalités (3.4) à partir de qnj0 , où j0 est le plus grand entier j tel que
F (qnj − 1) ≤ F (qn)/2, et jusqu’à qn, alors on obtient la minoration

f(qnj−1)(F (qn)− F (qnj0 − 1))

3anjq
2
nj−1

≥
f(qnj−1)F (qn)

6anjq
2
nj−1

.
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Comme n ≥ nj , on a anj ≤ F (d
√

2
ne)f(d

√
2
nje)/2nj . Comme qnj − 1 ≥ d

√
2
nje et

qn ≥ d
√

2
ne, on a

f(qnj − 1)

(qnj − 1)2
≥ f(d

√
2
nje)

d
√

2
nje2

>
f(d
√

2
nje)

2nj+1

et F (qn) ≥ F (d
√

2
ne), donc

anj ≤
F (d
√

2
ne)f(d

√
2
nje)

2nj
≤

2F (qn)f(qnj − 1)

(qnj − 1)2

et alors f(qnj−1)F (qn)/(6anjq
2
nj−1) ≥ 1/12. Cela montre que la série

∑∞
q=1 qΨ(q) diverge.

Démonstration du Théorème 7.
Soit ξ = [a0; a1, a2, . . .] un élément de Xλ. Soit Ψ une fonction telle que q 7→ qλΨ(q)

est décroissante et |ξ − p/q| < Ψ(q) n’a qu’un nombre fini de solutions. Alors, la série∑
q≥1 qΨ(q) converge. Par (2.1), pour tout n assez grand, on a Ψ(qn) ≤ 1

an+1q2n
. Alors,

pour tout q suffisamment grand,

qλΨ(q) ≤ min
qn≤q,n≥n0

qλnΨ(qn) ≤ min
qn≤q

1

an+1q
2−λ
n

,

d’où

Ψ(q) ≤ Ψξ(q) := min
qn≤q

1

an+1q
2−λ
n qλ

.

On note aussi que, par (2.1), on a Ψ̃(q) := Ψξ(q)/3 pour q ≥ 1. On en déduit que |ξ−p/q| >
Ψ̃(q) pour tout q assez grand. En effet, si qn ≤ q < qn+1 et |ξ−p/q| ≤ Ψ̃(q) ≤ 1

3an+1q
2−λ
n qλ

,

alors

|qξ − p| ≤ 1

3an+1q
2−λ
n qλ−1

≤ 1

3an+1qn
< |qnξ − pn|,

en contradiction avec q < qn+1.
Ces remarques impliquent que

ξ ∈ Xλ ⇐⇒
∑
q≥1

qΨξ(q) < +∞.

Posons n1=1 et, pour j ≥ 1,

nj+1 = min
{
n > nj :

1

an+1q
2−λ
n

<
1

anj+1q
2−λ
nj

}
.
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Pour qnj ≤ q < qnj+1 , on a Ψξ(q) = 1

anj+1q
2−λ
nj

qλ
, et donc

∑
q≥1

qΨξ(q) =
∑
j≥1

1

anj+1q
2−λ
nj

∑
qnj≤q<qnj+1

1

qλ−1
.

Comme
∑
qnj≤q<qnj+1

1
qλ−1 est de l’ordre de

q2−λnj+1
−q2−λnj

2−λ , pour que ξ appartienne à Xλ, il

est nécessaire que limj→∞ anj+1 = +∞. Par conséquent,
∑
qnj≤q<qnj+1

1
qλ−1 est de l’ordre

de
q2−λnj+1

2−λ , et l’on a

ξ ∈ Xλ ⇐⇒
∑
j≥1

1

anj+1

(qnj+1

qnj

)2−λ
< +∞.

Nous allons maintenant établir que dimXλ ≤ λ/2. La discussion précédente montre
que, pour tout entier positif M assez grand, Xλ est contenu dans la réunion dénombrable
pour n0 ≥ 1 des ensembles

Y (λ,M, n0) := {α = [a0; a1, a2, . . .] :
∏

1≤j≤n,aj≥M

aj ≥ q2−λ
n ,pour tout n ≥ n0},

dont on va estimer la dimension.
Pour tout β > 1/2 fixé, on choisit un entier M suffisamment grand de telle sorte que

la dimension dM de l’ensemble FM des nombres réels dont tous les quotients partiels sont
au moins égaux à M soit plus petite que β (l’existence d’un tel M est assurée par [9]).
Comme, pour tout entier r, on a

Y (λ,M, n0) ∩ [r, r + 1) = (Y (λ,M, n0) ∩ [0, 1)) + r,

il nous suffit d’estimer la dimension de Y = Y (λ,M, n0) ∩ [0, 1).
Pour tout entier positif k0 suffisamment grand, l’ensemble Y est contenu dans la

réunion pour k ≥ k0 des intervalles

I(a1, a2, . . . , am) = {[0; a1, a2, . . . , am, α] : α > 1}

tels que
2k ≤ qm = K(a1, a2, . . . , am) < 2k+1.

On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie |I(a1, a2, . . . , am)| < 2−2k.
Pour k ≥ k0 fixé, et pour tout intervalle I(a1, a2, . . . , am) comme ci-dessus, on con-

sidère les suites π1(a1, a2, . . . , am) et π2(a1, a2, . . . , am) formées respectivement par les
quotients partiels ai < M et par les quotients partiels ai ≥ M , en gardant l’ordre dans
lequel ils apparaissent dans la suite de départ (a1, a2, . . . , am). On a nécessairement

Card(π2(a1, a2, . . . , am)) = O(k/ logM) = o(k),
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et donc le nombre de suites (a1, a2, . . . , am) qui ont une même image par (π1, π2) est 2o(k).
On a aussi

2−o(k)K(π1(a1, a2, . . . , am))K(π2(a1, a2, . . . , am)) ≤ K(a1, a2, . . . , am)

≤ 2o(k)K(π1(a1, a2, . . . , am))K(π2(a1, a2, . . . , am)).

Pour tout entier positif j ≤ k on considère l’ensemble Yj,k des suites (a1, a2, . . . , am)
comme ci-dessus et telles que

2j ≤ K(π1(a1, a2, . . . , am)) < 2j+1.

Comme on a

K(π2(a1, a2, . . . , am)) ≥
∏

1≤j≤m,aj≥M

aj ≥ (K(a1, a2, . . . , am))2−λ ≥ (2k)2−λ,

si Yj,k n’est pas l’ensemble vide, il vient j ≤ k(λ− 1 + o(1)) et

K(π2(a1, a2, . . . , am)) = 2(1+o(1))k−j .

Alors, pour k et j fixés, on a au plus (2(1+o(1))k−j)2dM choix pour π2(a1, a2, . . . , am),
et au plus (2j+1)2 choix pour π1(a1, a2, . . . , am). On a donc au plus

2o(k)(2j+1)2(2(1+o(1))k−j)2dM = 2(2dm+o(1))k+2(1−dM )j < 2(3dM+β)k/2 · 2j

choix pour (a1, a2, . . . , am). Si on somme cette expression sur j = 1, . . . , k(λ − 1 + o(1)),
on a, pour k fixé, au plus

2(3dM+β)k/2 · 2k(λ−1+o(1)) < 2(dM+β+λ−1)k

choix pour (a1, a2, . . . , am). Comme |I(a1, a2, . . . , am)| < 2−2k, on a∑
k≥k0

2(dM+β+λ−1)k(2−2k)(2β+λ−1)/2 =
∑
k≥k0

2−(β−dM )k = O(1),

d’où la majoration dimY ≤ (2β + λ− 1)/2. Comme β > 1/2 est arbitraire, on en déduit
que dimXλ ≤ λ/2.

Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dimXλ ≥ λ/2.
Pour tout entier m ≥ 8, on note Cm l’ensemble des nombres réels de (0, 1) dont tous

les quotients partiels sont inférieurs ou égaux à m. Jarńık [12] a montré que dimCm excède
1− 1

m log 2 .
Soit m un entier suffisamment grand et soit δ > 0 un nombre réel. Soit ξ =

[0; a1, a2, . . .] un élément de Cm. Nous allons construire des fractions continues du type

ξ̃ = [0; b1, b2, b3, . . .] = [0; a1, a2, . . . , ar1 , c
(1), ar1+1, ar1+2, . . . , ar2 , c

(2), ar2+1, ar2+2, . . .],

23



où r1 = 1, c(1) = 2 et, pour tout j ≥ 2, l’entier rj est le plus petit entier r tel que r > rj−1

et(K(a1, a2, . . . , ar1 , c
(1), ar1+1, ar1+2, . . . , c

(j−1), arj−1+1, arj−1+2, . . . , ar)

K(a1, a2, . . . , ar1 , c
(1), ar1+1, ar1+2, . . . , arj−1

)

)2−λ+δ

> c(j−1);

en outre, c(j) est un entier arbitraire compris entre 2c(j−1) et (2 + 1/j2)c(j−1).
L’ensemble Ĉ des nombres réels ξ̃ ainsi construits est un ensemble de Cantor dont on va

estimer la dimension de Hausdorff. Notons que, si c =
∏
j≥1(1+ 1

2j2 ), alors 2j ≤ c(j) < c·2j

pour tout j ≥ 1, et, si ξ̃ est un nombre réel comme ci-dessus, alors, en posant ñj := rj+j−1,
on a bñj+1 = c(j), et, en notant qn le continuant K(b1, b2, . . . , bn), on obtient que qñj+1

/qñj
est de l’ordre de (2j)

1
2−λ+δ . Par suite,

∑
j≥1

1
añj+1

(
qñj+1

qñj
)2−λ est de l’ordre de

∑
j≥1

2−j(2j)
2−λ

2−λ+δ =
∑
j≥1

2
−δj

2−λ+δ < +∞.

Il n’est pas difficile de voir qu’il existe une constante t tel que, pour n assez grand, la suite
(nj)j≥1 associée à ξ̃ comme au début de la démonstration de ce théorème vérifie nj = ñj+t
pour tout j assez grand, d’où l’on déduit que Ĉ ⊂ Xλ.

Rappelons l’énoncé de la Proposition 5.2 de [4] (qui est l’Example 4.6 de [7]). Con-
sidérons une suite décroissante [0, 1] = E0 ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ . . . de sous-ensembles de [0, 1] tels
que chaque Ek est une union disjointe finie d’intervalles fermés. Supposons que, pour tout
k ≥ 1, chaque intervalle composant Ek−1 contient au moins m̂k ≥ 2 intervalles composant
Ek, et que ceux-ci sont séparés par des intervalles de longueur au moins égale à εk, où
0 < εk+1 < εk. Alors la dimension de Hausdorff de l’ensemble de Cantor C := ∩∞k=0Ek
vérifie

dim C ≥ lim inf
k→+∞

log(m̂1 . . . m̂k−1)

− log(m̂kεk)
.

Nous allons construire des ensembles Êk, qui sont des unions disjointes d’intervalles
fermés et vérifient Ĉ = ∩∞k=0Êk. Ils vont nous permettre d’utiliser la Proposition 5.2 de [4]

pour minorer dim Ĉ. Pour ce faire, on va décrire, pour tout élément ξ̃ de Ĉ et pour tout
k ≥ 1, l’intervalle composant Îk(ξ̃) de Êk qui contient ξ. Pour toute suite finie d’entiers
positifs b1, b2, . . . , br, posons

J (m)(b1, b2, ..., br) :=
{

[0; b1, b2, ..., br, x] : x ∈
[m+ 2

m+ 1
,m+ 1

]}
.

Pour k ≥ 1, notons

Îk(ξ̃) = J (m)(a1, a2, . . . , ark , c
(k)).

Observons que qñj+1
/qñj est de l’ordre de (2j)

1
2−λ+δ et que K(a1, a2, . . . , ark , c

(k)) et

qñk sont de l’ordre de 2
(1+o(1))k2

2(2−λ+δ) . Comme K(ark+1, ark+2, . . . , ark+1
) est de l’ordre de
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2−kqñk+1
/qñk , donc de l’ordre de (2k)

λ−1−δ
2−λ+δ , on a au moins (2k)2(1− 1

m log 2 )λ−1−δ
2−λ+δ choix pos-

sibles pour ark+1, ark+2, . . . , ark+1
. Comme on dispose de c(k−1)/k2 = 2(1−o(1))k choix

possibles pour c(k), on peut alors, en considérant m grand et δ petit, prendre m̂k de l’ordre
de

(2k)
2(λ−1)
2−λ +1−o(1) = (2k)

λ
2−λ−o(1),

et le produit m̂1 . . . m̂k−1 est alors de l’ordre de (2k
2

)
λ

2(2−λ)−o(1).

D’autre part, εk est de l’ordre de q−2
ñk

, donc de l’ordre de 2
−(1+o(1))k2

2−λ+δ = 2
−(1+o(1))k2

2−λ , et
la Proposition 5.2 de [4] rappelée ci-dessus nous donne

dim Ĉ ≥ lim inf
k→+∞

log(m̂1 . . . m̂k−1)

− log(m̂kεk)
= (1− o(1))

λ(2− λ)

2(2− λ)
= (1− o(1))

λ

2
,

ce qui entrâıne la minoration dimXλ ≥ λ/2.

Démonstration du Théorème 8.
Soit ξ = [a0; a1, a2, . . .] un élément de Yb. Soit Ψ une fonction telle que la fonction

q 7→ q(log log q)b log log qΨ(q) est décroissante et |ξ − p/q| < Ψ(q) n’a qu’un nombre fini de
solutions. Alors, la série

∑
q≥1 qΨ(q) converge. Par (2.1), pour tout n assez grand, on a

Ψ(qn) ≤ 1
an+1q2n

. Alors, pour tout q suffisamment grand,

q(log log q)b log log qΨ(q) ≤ min
qn≤q,n≥n0

qn(log log qn)b log log qnΨ(qn)

≤ min
qn≤q

(log log qn)b log log qn

an+1qn
,

d’où

Ψ(q) ≤ Ψξ(q) := min
qn≤q

(log log qn)b log log qn

an+1qnq(log log q)b log log q
.

On note aussi que, par (2.1), en posant Ψ̃(q) := Ψξ(q)/3 pour q ≥ 1, il vient |ξ−p/q| > Ψ̃(q)
pour tout q assez grand. En effet, si qn ≤ q < qn+1 et

|ξ − p/q| ≤ Ψ̃(q) ≤ (log log qn)b log log qn

3an+1qnq(log log q)b log log q
,

alors

|qξ − p| ≤ (log log qn)b log log qn

3an+1qn(log log q)b log log q
≤ 1

3an+1qn
< |qnξ − pn|,

en contradiction avec q < qn+1.
Ces remarques impliquent que

ξ ∈ Yb ⇐⇒
∑
q≥1

qΨξ(q) < +∞.
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Posons n1=1 et, pour j ≥ 1,

nj+1 = min
{
n > nj :

(log log qn)b log log qn

an+1qn
<

(log log qnj )
b log log qnj

anj+1qnj

}
. (3.5)

Pour qnj ≤ q < qnj+1
, on a

Ψξ(q) =
(log log qnj )

b log log qnj

anj+1qnjq(log log q)b log log q

et donc

∑
q≥1

qΨξ(q) =
∑
j≥1

(log log qnj )
b log log qnj

anj+1qnj

∑
qnj≤q<qnj+1

1

(log log q)b log log q
.

Comme
∑
qnj≤q<qnj+1

1
(log log q)b log log q est de l’ordre de

qnj+1

(log log qnj+1
)b log log qnj+1

−
qnj

(log log qnj )
b log log qnj

,

pour que ξ appartienne à Yb, il est nécessaire que limj→∞ anj+1 = +∞, et donc∑
qnj≤q<qnj+1

1
(log log q)b log log q est de l’ordre de

qnj+1

(log log qnj+1
)
b log log qnj+1

, et l’on a

ξ ∈ Yb ⇐⇒
∑
j≥1

qnj+1
(log log qnj )

b log log qnj

anj+1qnj (log log qnj+1
)b log log qnj+1

< +∞.

Nous allons maintenant établir que dimYb ≤ 1
1+e1/b

.

Pour q ≥ 10, posons f(q) := (log log q)b log log q. Soit ε > 0 un nombre réel suffisam-
ment petit. Comme la fonction q 7→ f(q)/qε est décroissante pour q suffisamment grand,

la série
∑
j≥1

1
anj+1

(
qnj+1

qnj

)1−ε
converge, pour tout nombre réel ξ appartenant à Yb. On

obtient alors, pour n assez grand,
∏
nj<n

anj+1 ≥ q1−ε
n .

La discussion précédente montre que, pour tout ε > 0, l’ensemble Yb est contenu dans
la réunion dénombrable (pour n0 entier positif) des ensembles

Z(b, ε, n0) := {[a0; a1, a2, . . .] :
∏
nj<n

anj+1 > q1−ε
n ,pour tout n ≥ n0},

dont on va estimer la dimension.
Comme, pour tout entier r, on a

Z(b, ε, n0) ∩ [r, r + 1) = (Z(b, ε, n0) ∩ [0, 1)) + r,
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il nous suffit d’estimer la dimension de Z = Z(b, ε, n0) ∩ [0, 1). Pour tout entier positif k0

suffisamment grand, l’ensemble Z est contenu dans la réunion pour k ≥ k0 des intervalles

I(a1, a2, . . . , am) = {[0; a1, a2, . . . , am, α] : α > 1}

tels que
2k ≤ qm = K(a1, a2, . . . , am) < 2k+1.

On note que la longueur d’un tel intervalle vérifie 2−2k−3 < |I(a1, a2, . . . , am)| < 2−2k.
Pour k ≥ k0 fixé, et pour chaque intervalle I(a1, a2, . . . , am) comme ci-dessus, on

considère les suites π1(a1, a2, . . . , am) et π2(a1, a2, . . . , am) formées respectivement par les
quotients partiels anj+1, où nj < m, et par les quotients partiels ai avec i ≤ m, en
conservant l’ordre dans lequel ils apparaissent dans la suite originale (a1, a2, . . . , am).

Soit Aj le produit des quotients partiels an pour nj + 1 < n ≤ nj+1. Si ξ appartient
à Yb, alors on a ∑

j≥1

Aj(log log qnj )
b log log qnj

(log log(Ajanj+1qnj ))
b log log(Ajanj+1qnj )

< +∞.

Comme, pour tout λ ≥ 1, la fonction f vérifie f(λq) ≤ λf(q) pour q suffisament grand, il
vient ∑

j≥1

(log log qnj )
b log log qnj

(log log anj+1qnj )
b log log(anj+1qnj )

< +∞. (3.6)

Pour j ≥ 1, posons ãj := anj+1 et q̃j := K(ã1, ã2, . . . , ãj). Alors, pour tout λ ≥ 1, la
fonction q 7→ f(λq)/f(q) est décroissante pour q ≥ ee, et donc, par (3.6), on a

C :=
∑
j≥1

(log log q̃j)
b log log q̃j

(log log q̃j+1)b log log q̃j+1
< +∞.

Pour tout entier k suffisamment grand, on déduit de l’inégalité entre les moyennes arithmé-
tique et géométrique que

(log log q̃1)b log log q̃1

(log log q̃k+1)b log log q̃j+1
≤
(1

k

k∑
j=1

(log log q̃j)
b log log q̃j

(log log q̃j+1)b log log q̃j+1

)k
≤
(C
k

)k
<

(log log q̃1)b log log q̃1

((1− ε)(k + 1)/b)(1−ε)(k+1)
,

et donc log log q̃k+1 > (1− ε)(k + 1)/b et

q̃k+1 > exp(exp((1− ε)(k + 1)/b)) = exp(exp((1− ε)/b)k+1).

Cela implique que, pour une infinité d’entiers r, on a ãr > exp(exp((1− 2ε)/b)r). Posons
Π(ξ) = (ã1, ã2, . . .). D’après [17], Claim 2, l’ensemble Z se décompose sous la forme
Z = Z ′ ∪ Z ′′ selon le comportement des images de ses éléments par Π, où l’on a posé

Z ′ ={ξ ∈ Z : K(ã1, ã2, . . . , ãn) > exp(exp((1− 3ε)/b)n/3) et

K(ã1, ã2, . . . , ãn, ãn+1) > K(ã1, ã2, . . . , ãn)exp((1−3ε)/b) pour une infinité de n}
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et
Z ′′ = {ξ ∈ Z : K(ã1, ã2, . . . , ãn, ãn+1) > K(ã1, ã2, . . . , ãn)1+2 exp((1−3ε)/b)

pour une infinité de n}.

Pour tout entier positif k0 suffisamment grand, l’ensemble Z ′ est contenu dans la
réunion pour k ≥ k0 des sous-ensembles de Z ′ composés des élements [0; a1, a2, . . .] tels
que, pour un certain entier positif m, 2k ≤ qm = K(a1, a2, . . . , am) < 2k+1, il existe un
entier positif j tel que

m = nj+1,K(ã1, ã2, . . . , ãj) > exp(exp((1− 3ε)/b)j/3)

et
K(ã1, ã2, . . . , ãj , ãj+1) > K(ã1, ã2, . . . , ãj)

exp((1−3ε)/b).

On a alors

exp((1− 3ε)/b)j

3
< logK(ã1, ã2, . . . , ãj , ãj+1) ≤ log qm ≤ (k + 1) log 2,

et donc j = O(log k). En particulier, j = o(k), et donc le nombre de suites (a1, a2, . . . , am)
qui ont une même image par (π1, π2) est 2o(k).

On a alors

2−o(k)K(π1(a1, a2, . . . , am))K(π2(a1, a2, . . . , am)) ≤ K(a1, a2, . . . , am)

≤ 2o(k)K(π1(a1, a2, . . . , am))K(π2(a1, a2, . . . , am)).

Comme

K(π1(a1, a2, . . . , am)) ≥
∏
nj<m

anj+1 ≥ (K(a1, a2, . . . , am))1−ε ≥ (2k)1−ε,

on en déduit que
K(π2(a1, a2, . . . , am)) ≤ 2(ε+o(1))k.

En particulier, on a O(2(2ε+o(1))k) choix possibles pour π2(a1, a2, . . . , am). Claim 3 de [17]
implique qu’on a au plus 2k+1(2 + (k + 1) log 2)O(log k) = 2(1+o(1))k choix possibles pour
(ã1, ã2, . . . , ãj) = π1(a1, a2, . . . , am). Alors, comme∣∣∣ξ − pm

qm

∣∣∣ < 1

qmqm+1
<

1

K(ã1, ã2, . . . , ãj)1+exp((1−3ε)/b)
,

et

K(ã1, ã2, . . . , ãj) = K(π1(a1, a2, . . . , am)) ≥
∏
nj<m

anj+1

≥ (K(a1, a2, . . . , am))1−ε ≥ (2k)1−ε,
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on peut recouvrir Z ′ par l’union pour k ≥ k0 de 2(1+2ε+o(1))k intervalles de longueur plus
petite que (2−k)(1−ε)(1+exp((1−3ε)/b)), et donc la dimension de Hausdorff de Z ′ est au plus
égale à 1+2ε

(1−ε)(1+exp((1−3ε)/b)) .

De manière analogue, pour tout entier positif k0 suffisamment grand, l’ensemble Z ′′

est contenu dans la réunion pour k ≥ k0 des sous-ensembles de Z ′ formés des éléments
ξ = [0; a1, a2, . . .] tels que, pour un certain entier positif m, 2k ≤ qm = K(a1, a2, . . . , am) <
2k+1, il existe un entier positif j tel que m = nj+1 et

K(ã1, ã2, ã3, . . . , ãj , ãj+1) > K(ã1, ã2, ã3, . . . , ãj)
1+2 exp((1−3ε)/b).

Comme ∣∣∣ξ − pm
qm

∣∣∣ < 1

qmqm+1
<

1

K(ã1, ã2, ã3, . . . , ãj)2+2 exp((1−3ε)/b)
,

il existe O(22k) suites (a1, a2, . . . , am) avec 2k ≤ qm = K(a1, a2, . . . , am) < 2k+1. Or

K(ã1, ã2, . . . , ãj) = K(π1(a1, a2, . . . , am)) ≥
∏
nj<m

anj+1

≥ (K(a1, a2, . . . , am))1−ε ≥ (2k)1−ε,

on peut donc recouvrir Z ′′ par l’union pour k ≥ k0 de O(22k) intervalles de longueur plus
petite que (2−k)(1−ε)(2+2 exp((1−3ε)/b)). Par conséquent, la dimension de Hausdorff de Z ′′

est au plus égale à 1
(1−ε)(1+exp((1−3ε)/b)) .

Comme ε > 0 peut être choisi arbitrairement petit, on conclut que dimYb ≤ 1
1+exp(1/b) .

Pour finir la démonstration, nous allons montrer que dimYb ≥ 1
1+e1/b

.

Soit ε > 0 un nombre réel suffisamment petit et posons b̃ := exp( 1+ε
b ). D’après [8], la

dimension de Hausdorff de l’ensemble

K := {ξ = [0; a1, a2, ...] ∈ [0, 1] : exp(b̃n) ≤ an ≤ 3 exp(b̃n), pour tout n ≥ 1}

vérifie

dimK ≥ 1

1 + b̃
=

1

1 + exp((1 + ε)/b)
.

Il existe un entier positif n0 tel que, pour tout ξ appartenant à K, on a an+1 > an
pour tout n ≥ n0. Cela implique qu’il existe des entiers positifs m0 et c tels que, pour tout
ξ appartenant à K et tout entier j ≥ m0, on a nj = j + c, où la suite (nj)j≥1 est définie
par (3.5). Alors, pour tout ξ appartenant à K,

ξ ∈ Yb ⇐⇒
∑
j≥1

qnj+1
(log log qnj )

b log log qnj

anj+1qnj (log log qnj+1
)b log log qnj+1

< +∞

⇐⇒
∑
n≥1

qn+1(log log qn)b log log qn

an+1qn(log log qn+1)b log log qn+1
< +∞.
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Mais, pour ξ appartenant à K, le quotient qn+1

an+1qn
tend vers 1 quand n tend vers l’infini.

Comme qn ≥ exp( b̃
n+1−b̃
b̃−1

) et qn = O(3n exp( b̃
n+1

b̃−1
)), on a log log qn = (n+ 1) log b̃− log(b̃−

1) + o(1), et donc

(log log qn)b log log qn

(log log qn+1)b log log qn+1
≤ 1

(log log qn+1)b(log log qn+1−log log qn)

=
1

((n+ 2) log b̃− log(b̃− 1) + o(1))b log b̃+o(1)

=
1

((n+ 2) log b̃− log(b̃− 1) + o(1))1+ε+o(1)
=

1

n1+ε+o(1)
,

d’où l’on déduit que, pour tout ξ appartenant à K, la série

∑
n≥1

qn+1(log log qn)b log log qn

an+1qn(log log qn+1)b log log qn+1

converge et donc que K est inclus dans Yb. Comme dimK ≥ 1
1+b̃

= 1
1+exp((1+ε)/b) , et ε

peut être choisi arbitrairement petit, on conclut que dimYb ≥ 1
1+e1/b

.
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Fiz. 36 (1928/29), 91–106.

[13] A. Khintchine, Continued Fractions, University of Chicago Press, 1964.

[14] S. Lang, Introduction to Diophantine approximations. Second edition. Springer-
Verlag, New York, 1995. x+130 pp.
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