TABLE OF CONTENTS

Chapter I. Approximation by rational numbers . . . . . . . . . . . . . 1 1. Dirichlet and Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2. Continued fractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 3. The theorem of Khintchine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 4. Complement : the Duffin–Schaeffer conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . 14 5. Some complements on continued fractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 6. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 7. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Chapter II. Approximation to algebraic numbers . . . . . . . . . . . . 21 1. Rational approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2. Effective rational approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3. Approximation by algebraic numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 4. Effective approximation by algebraic numbers . . . . . . . . . . . . . . . . 26 5. A few comments on irrationality and transcendence statements . . . . . . . . . 30 6. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Chapter III. The classifications of Mahler and Koksma . . . . . . . . 33 1. Mahler’s classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2. Some properties of Mahler’s classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3. Koksma’s classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4. Comparison between both classifications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 5. A few examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 6. Links between w_n, w^∗_n and simultaneous rational approximation . . . . . . . . 49 7. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 8. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Chapter IV. Around the conjecture of Mahler . . . . . . . . . . . . . 59 1. Statements of the theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2. An auxiliary result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 3. Proof of Theorem 4.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 4. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 5. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Chapter V. Hausdorff dimension of exceptional sets . . . . . . . . . . 73 1. Hausdorff measure and Hausdorff dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2. Upper bound for the Hausdorff dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3. The mass distribution principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 4. Regular systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5. The theorem of Jarník-Besicovitch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 6. The theorem of Baker & Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 7. Around Mahler’s classification (without proofs) . . . . . . . . . . . . . . . . 89 8. Restricted Diophantine approximation (without proofs) . . . . . . . . . . . . 91 9. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 10. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Chapter VI. Refined results on the dimension of exceptional sets . . . 99 1. A few theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 2. Optimal regular systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 3. A Khintchine–type result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 4. Hausdorff dimension of exceptional sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 5. Hausdorff measure of exceptional sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 6. Sets with large intersection properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 7. Application to the approximation by algebraic numbers . . . . . . . . . . . 108 8. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 9. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

Chapter VII. On T -numbers and U-numbers . . . . . . . . . . . . . . 115 1. T -numbers do exist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 2. The inductive construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 3. Completion of the proof of Theorem 7.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 4. On the gap between w^∗_n and w_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 5. Hausdorff dimension and Hausdorff measure . . . . . . . . . . . . . . . . 125 6. On U-numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 7. A method of Güting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 8. Summary of the results towards the Main Problem . . . . . . . . . . . . . 133 9. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 10. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Chapter VIII. Other classifications of real and complex numbers . . 139 1. Sprindžuk’s classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 2. Another classification proposed by Mahler . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 3. Transcendence measures and measures of algebraic approximation . . . . . . 150 4. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 5. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

Chapter IX. Approximation in other fields . . . . . . . . . . . . . . 159 1. Approximation in the field of complex numbers . . . . . . . . . . . . . . . 159 2. Approximation in the field of Gaussian integers . . . . . . . . . . . . . . 160 3. Approximation in the p-adic fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 4. Approximation in fields of formal power series . . . . . . . . . . . . . . . 165 5. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

Chapter X. Conjectures and open questions . . . . . . . . . . . . . 169 1. The Littlewood Conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 2. Open questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 3. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

Appendix A: Lemmas on polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 1. Definitions and useful lemmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 2. Liouville’s inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 3. Zeros of polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 4. Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 5. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 Chapter XII. Appendix B: Geometry of numbers . . . . . . . . . . . . 193 Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197