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Représentations des groupes symétriques

Exercice 1. (composante isotypique)

Soit G un groupe fini et (V| p) une représentation de G.

Soit, W; une représentation irréductible de G de caractere y; et de degré n;.

(a) En choisissant une décomposition de V' en somme directe de repr. irréductibles, on
définit V; comme la somme directe des facteurs isomorphes a W;. Montrer que V; est I'image

d’un projecteur défini par
1 _
> x)p(D). (1)
#G teG

En déduire que V; ne dépend pas du choix initial.

(a) Soit VZ-ti le sous-espace de V' engendré par les images de tous les morphismes de W;
dans V. Montrer que VZ-ﬁ est une sous-représentation de V.

(b) Montrer que Viﬁ est inclus dans V;. Montrer l'inclusion dans ’autre sens et conclure.

(¢) Montrer que toute sous-représentation irréductible de V; est isomorphe a W;.

(d) Montrer que si on a un isomorphisme ¢ : V ~ V' de représentations, alors ¢ induit
un isomorphisme de V; dans V.

(e) Montrer que V; et V; sont en somme directe si W; 2 W;.

Remarque : V; est appelé la composante isotypique de V' de type W;.

Exercice 2. (ordre de dominance)

X

X
L] <« |

Soit n un entier non nul. Soient A et pu deux partitions de n.

On note < 'ordre de dominance sur les partitions de n.

On note <, la relation suivante : A\ <, u si on passe de A a u en “faisant tomber une
case vers la droite” : on déplace une case du sommet d'une colonne vers le sommet d’une
colonne plus a droite, a condition que cela forme encore une partition.

(a) Montrer que si A <, u, alors A < p.



(b) Montrer que si A < p, on peut trouver v (distinct de p) tel que
A<v <.

Indications: On considere la premiere ligne k£ qui differe entre les deux partitions. On
peut supposer (quitte a changer k) que la case a droite de cette ligne est un coin. On trouve
une ligne s plus haut avec moins de cases dans p que dans .

(c¢) En déduire que < est la cloture transitive de <,.

(d) Déterminer les paires A < p telles que 'intervalle

A ={v[Adv Dy}

contienne exactement deux éléments. (Relations de couvertures)
(e) Dessiner les diagrammes de Hasse des ordres partiels < pour n < 6.

Exercice 3. (Quelques calculs)

Soient X1, X2, X3 les caracteres irréd. de S3 (on note x3 le caractere de degré 2).

(a) Calculer la décomposition de x; ® x; en irréductibles.

(b) On considere S3 comme le sous-groupe de Sy fixant 4.

Calculer le caractere induit de x» et sa décomposition en irréductibles.

(¢) En déduire des informations sur la restriction de certaines repr. irréductibles de Sj.

(d) Pour G groupe fini quelconque, décrire le produit tensoriel par la représentation
réguliere.

Exercice 4. (sous-groupes de Young)

On considere une partition de ’ensemble {1, ..., n} en blocs By, ..., B, formés d’entiers
consécutifs. On note 1, gz, ..., 1, les tailles des blocs.

Le sous-groupe de Young de .S,, associé a la partition u est le sous groupe des permutations
qui préservent les blocs : ¢(B;) = B; pour tout i. On le note S,,.

(a) Quelle est la dimension du module M) induit (de S, a S,,) du module trivial de S,, ?

(b) Décrire les classes a droite en termes d’objets ressemblant aux tableaux/tabloides.

(c) Montrer que M) est cyclique (engendré par un élément).

(d) Calculer les caracteres des repr. M) pour S3. Les comparer aux caracteres irréductibles.



