M2 (2011-2012)
Cours de Combinatoire Algébrique
Fiche de T.D. numéro 3
Partitions et fonctions symétriques

Exercice 1 (Ordre de dominance)
1. Montrer que (Par(n),C) et (Par(n), <) sont des treillis.

2. Montrer que (Par(n), <) est un treillis symétrique, i.e.

LN e A<t

3. (Par(n), <) est une chaine < n < 5.
4. (Par(n),<) est gradué < n < 6.

5. Montrer que I'ordre lexicographique est une extension linéaire de ’ordre de dominance,
ie.
p A=<t

Exercice 2 On considere le développement

ha =Y Naumy.
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1. Montrer que N,, est égal au nombre de matrices A = (a;;) avec entrées dans N, telles
que row(A) = X et col(A) = p.

2. En déduire I'identité remarquable

H(l—xiyj)fl = ZN,\“mA(SL‘)m“(y)
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Exercice 3 Montrer que

1.
H(t) =Y hot" =[]0 —zat)™;
n>0 n>0
2.
E(t) =Y ent" =1+ zat).
n>0 n>0

Exercice 4 Développer la serie [ [+, (1+x;+27) en terms de fonctions symétriques élémentaires.

Exercice 5 Montrer que
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Exercice 6 Soit w € S, de type cyclique A = (1™, 2™2 ). Montrer bijectivement que le
nombre de permutations ¢ qui commutent avec w est egal a zy = 1™'mq!12"2my! - - -.

Exercice 7 Soit 2" le sous-espace de A" formé par toutes f € A" telles que

f(x17 —X1, T3, T4, - - ) = f(x3,$4, .. )

Par exemple, m; = a1 + 22 + --- € QL. Trouver une bases simple pour Q", et exprimer la
dimension de 2" en terms de particulieres partitions de n.

Exercice 8 Soir f € A", et pour g € A" on définit g, € A" par

gre(T1, 20, ...) = g(x'f,x’;, ).

Montrer que

Wi = (=1)" D (W)



