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Introduction

Objectif : Reconstruire des données en un colit de calcul le plus faible
possible, a partir de mesures

Problématique : Comment s'affranchir des contraintes "classiques” (nombre
d’'échantillons nécessaires, fréquence d'échantillonnage dépendant du signal
étudié ...) tout en gardant la précision voulue ?

Moyen utilisé : Le compressed sensing permet de retrouver un signal a priori
creux, avantages de cette méthode :

@ Beaucoup moins d'échantillons nécessaires
@ Méthode indépendante du signal a reconstruire



@ Présentation du probleme



Modele des points brillants
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But : Retrouver les K points brillants (pics) de la fonction g(x, y) a partir de
G(F.0). n



Réécriture du probleme

On cherche les K points non nuls de g(x,y) :

g(x7y) = / / G(f’ 9)6—27ri(XX+YY)dXdY
RJR

avec

X — 2f sm(&)7 Y — 2f cos(9)

c c
Notations :

o f fréquence émise par le radar, @ c vitesse de la lumiere,

@ 0 angle d'incidence, @ K nombre de points brillants.
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Exemple choisi




Précision souhaitée

@ 0x,dy pas en espace,

o Ax, Ay, zone d'intérét en espace.

Exemple choisi
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© Reconstruction du signal en séries de Fourier



Discrétisation en Fourier

Théoreme de Shannon : Pour retrouver exactement le signal g(x,y), on doit
prendre assez de points d'échantillon plus précisément :

c c
Af= S Ag=

20x’ 0 2fady’
5= C c

— 0= ——
2Ax’ 2f Ay’
La fonction g(x, y) est approchée par :
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Colit de I'approximation en Fourier

Sur notre exemple

Image d'origine Image retrouvée par Fourier
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Codt : Algorlthme FFT en O(Nlog N) ot N est Ia taille de I'image (au lieu de
O(N?))

Probleme

FFT pour N¢Ny valeurs de G(f,6) mais seulement K << N valeurs
intéressantes de g(x, y).



© Compressed sensing
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Compressed sensing : Principe

Connaissance a priori : Le signal est creux dans une certaine base.
Principe : Acquérir des données déja compressées.

Méthodes

1. Sélectionner aléatoirement certains coefficients de G, en calculant en méme
temps la matrice d'échantillonnage ®.

2. Minimiser la norme /° de g vérifiant G = ®g, ou |g|o = Card{n, g, # 0}.

Remarque L'étape de minimisation /% est remplacée par une minimisation /.

g, sparse

Norme M1

Norme :2\/
Phi g=G

g, non sparse
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Application a notre probleme

Exemple

Dans le modele des points brillants, nous savons a priori que le signal g est
compressible dans la base de Fourier.
Nous sélectionnons M coefficients de G aléatoirement

G(X1) g(x)

G(Xm)

A quelle condition retrouve-t-on la fonction d'intérét g(x,y) ?




Propriété d'isométrie restreinte (RIP en anglais)

Récupération sans bruit

But : retrouver g € RN (presque) creux, qui vérifie G = ®g avec
G e RM,(D € MMXN(R) (M< N)
Cela revient a chercher I'élément minimisant le probléme suivant

min zll1. 1
_min (&l 1

Définition
Soit K € N*, notons dk le plus petit réel positif tel que

(1 - 8x)lIxI13 < [ ®x[3 < (1 + k) IxI13, ¥x € RY, K — creux.

Théoréeme

Sidak < /2 —1 alors g* = argmin (1) vérifie

le* — gl < Golle — gxllx

; Co
lg* —gll2 < WIIg — gk |1



Propriété d'isométrie restreinte

Récupération sans bruit

En particulier, si g est K-creux, la récupération est exacte : g = g. Dans le cas
ou g est creux, il est naturel de chercher la solution la plus creuse de G = dg et
de s'intéresser au probléme suivant (plus coliteux)

sermin . l1&llo-
Le théoreme précédent nous dit que les deux problemes sont formellement
équivalents au sens que :
- si 9ok < 1 alors le probléme /° a une unique solution K-creuse. En effet, on a
bgy # Pgy, Vg1 # g K-creux et les sous-matrices M x 2K de ® sont de rang
maximal et ressemblent a des isométries, avec des valeurs propres de ®'d
proches de +1.
- si dox < V2 — 1, alors la solution du probleme /! est celle du probleme Iy : la
relaxation convexe est exacte.



Propriété d'isométrie restreinte

Récupération avec bruit

Probleme (plus réaliste) : retrouver g € RV (presque) creux, qui vérifie
G =®g+zavec G €RM & € My, n(R) et z€ RN (inconnu).
Cela revient a chercher I'élément minimisant le probléeme suivant

2
il )

avec ¢ > 0.

Théoreme

Sidox < V2 —1et|z|2 < ¢ alors g* = argmin (2) vérifie

lg* —gll2 < —=llg — g« + Gie.
\/_

avec Cy, C; constantes.
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Les conditions pratiques

En pratique, il est vérifié expérimentalement qu'on retrouve le signal quand :

@ Les coefficients de Fourier sont choisis aléatoirement, i.e. la matrice ¢ est
aléatoire.

@ Le nombre d'échantillons M est supérieur a 4K, le nombre de coefficients non
nuls de g.

1A



Différentes stratégies d'échantillonnage

Echantillonnage naturel :

Echantillonnage uniforme en f et en N n
0. " "
Probleme de coilt : -
@ Les hautes fréquences coiitent f -
plus  cher que les basses -
fréquences. n
@ Une fois G(f,0) calculé, il est peu h :
coiiteux de calculer G(f, ). theta
r s
Echantillonnages a tester :
L L L
o Tester plus de fréquences basses f
que de fréquences élevées - _—
o Tester différents angles pour une P E—
méme fréquence .
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[llustrations numériques avec matrice ® aléatoire
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Image d'origine de taille N = 3600

60 2
8

50
6
14

a0
12
> a0 1
oz

20
os
04

10
oz
o o

o 10 20 a0 a0 50 60

60 2
8

50
6
14

a0
12
> a0 1
oz

20
os
04

10
oz
o o

o 10 20 a0 a0 50 60

19



[llustrations numériques avec matrice ® aléatoire

Image d'origine en 1D

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Ajout d'un bruit sur G(f,6)
M = 60

s I
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[llustrations numériques avec matrice ® aléatoire

Image d'origine

Evolution de la qualité de I'image reconstruite ||g — Zorigine|| €n fonction de la
taille M de I'échantillon simulé
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@ Conclusion et perspectives
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Conclusion et perspectives

Conclusion :
@ Le Compressed Sensing permet de s'affranchir de la condition de Shannon.
@ Probleme : Les coefficients de Fourier doivent &tre pris aléatoirement.

@ Théoriquement : tres difficile de prouver la condition RIP pour des matrices
non-aléatoires

Prochaines étapes :

o Vérifier que la stratégie consistant a augmenter le nombre d'échantillons M
est efficace.

o Implémenter la minimisation /* avec la matrice de Fourier et comparer avec
les résultats obtenus

Perspectives :
@ Choix de I'algorithme pour réaliser la minimisation /X

@ Choix de la matrice aléatoire ¢
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