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Prologue

Il ne s’agit ni d'un tout premier cours de théorie des groupes (les étudiants ont déja été initiés
a cette notion dans les deux premieres années), ni d’un cours avancé d’introduction, pour lequel
des centaines d’excellents traités sont disponibles, en particulier le livre de Hall [Ha|, ou celui de
Karpagalov-Merzlyakov [K-M]. Les connaissances requises sont en particulier : 1’algébre linéaire
et la géométrie en particulier en dimension 2 et 3, connaissance des anneaux de congruences Z / nZ.

Les contenus des cours Algébre S1, Algébre S2, géométrie du plan. Algébre S4. sont supposés
acquis, et ce cours sera l’occasion de les réviser. Une connaissance de 1’algébre linéaire sur un corps
fini est bien commode.
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Chapitre 1

Généralités
1.1 Définitions et premiéres propriétés.

1.1.1 Axiomes et définitions

Définition 1.1. Une loi de composition interne dans un ensemble G est une application de G x G

dans G

Autrement dit c’est une régle qui partant de deux éléments de G en construit un troisiéme.

On note souvent par un . ou par rien du tout cette loi (a,b) — a.b ou (a,b) — ab.

Il y a des tas de lois trés intéressantes a étudier dans la nature, mais dans ce cours, nous
considérerons uniquement des lois de groupe.

Définition 1.2. On dit que la loi . munit ’ensemble G d’une structure de groupe si elle satisfait
les trois axiomes :
1. Associativité. Pour tout triplet x,y, z d’élément de G, (x.y).z=x.(y.2)

2. Elément neutre. 1l existe un élément e, appelé l’élément neutre, tel que pour tout élément x
de G, rz-e=e-x=z

3. Inverse. Tout élément x admet un tnverse y c’est a dire un élément y tel que z-y=y-x=e

L’inverse, dont nous allons montrer qu’il est unique, se note souvent = !

Définition 1.3. Un groupe est dit commutatif -on dit aussi abélien- si sa loi satisfait :
Pour tout couple x,y d’éléments de G x-y=1y-x.

Remarque 1.4. Si la loi de composition est commutative on peut la noter additivement par un
+ l'inverse se note —x, et I’élément neutre 0. Ainsi, on écrit t —x=0. Pas toujours. Par exemple,
si K est un corps (ga c’est pour ceux qui savent ce qu’est un corps), comme par exemple R ou C,
ou IF,, (K*, x) est toujours noté multiplicativement.

Exemple 1.5. Groupes commutatifs.

Les groupes (Z,4), (Q,+) (R,4), (C,+), (C*, x). sont commutatifs ; plus généralement, si K
est un corps, (K, +) est un groupe abélien, ainsi que (K", x). Si A est un anneau, A, + est aussi
un groupe abélien ; on note souvent A* I’ensemble des éléments inversibles de A qui est un groupe.

Le groupe des racines n — iémes de I'unité U,, = {z € C*,z" =1} est noté multiplicativement.

Le groupe (Z /nZ,+) est le groupe des classes d’entiers modulo n. C’est le groupe formés des

éléments {0,1,....,n — 1} muni de la loi z + y= le reste de la division de z modulo n. L’application
7 — 7./ nZ est justement I'application qui & un entier associe le reste de la division par n.
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Remarque 1.6. les groupes U, et Z /nZ sont isomorphes (voir plus tard), mais il n’y a pas
d’isomorphisme naturel entre ces deux groupes, dés que n = 3. En fait choisir un isomorphisme
entre ces deux groupes, revient & choisir une racine primitive n-iéme de l'unité, et il y en a beaucoup.

Exemple 1.7. Le groupe des symétries du carré a 8 éléments, on l'appelle Dg. Il n’est pas
commutatif, il admet 4 rotations, et 4 réflexions.

Question 1. Décrire le groupe des symétries d’un polygones régulier & n cotés.

Exemple 1.8. Le groupe linéaire GL(n, IK) des matrices (n,n) inversibles. Le groupe affine, le
groupe des similitudes, le groupe des isométries sont des groupes de transformations.

Proposition 1.9. Soit X un ensemble, et S(X) l'ensemble des bijections de X. La composition
munit S(X) d’une loi de groupe. On Uappelle le groupe des permutations de X. Si X est l’ensemble
an éléments {1,.....,n} CZ, on le note Sy, et on Uappelle «le» groupe symétrique de n lettres.(]

Remarque 1.10. 1l se peut trés bien que X ait n éléments mais que ce ne soit pas ’ensemble
{1....n} par exemple, X est un jeu de 52 cartes. On obtient un groupe : le groupe du battage des
cartes. Il n’y a pas d’isomorphisme préféré entre ce groupe et Sso.

Question 2. Groupe des coupages. C’est le groupe obtenu en coupant le jeu de cartes un
certain nombre de fois. Quel est i1 7

La structure de groupe est une structure ; comme toujours, si il y a des structures il y a des
homomorphismes.

Définition 1.11. Une application f définie entre deux groupes G et H est un homomorphisme si
elle préserve les produits f(x-y)= f(x)- f(y).

Avertissement 1.12. Certains auteurs -frangais- disent un morphisme, plutét que homomor-
phisme. Les anglais/américains disent « homomorphism », les italiens « omomorfismo » les espagnols
« homomorfismo », les allemands « Homomorphismus », ou « Gruppenhomomorphismus ». Depuis
quelques années, certains francais disent « morphisme » bon.

Exemple 1.13. Les homomorphismes de groupes « naturels » sont nombreux, citons :
L’application exponentielle exp: C — C*.
Le logarithme népérien In: R} - R
Le déterminant, qui est un homomorphisme de groupes GL,(K) — K*
La réduction modulo n Z — Z /nZ.
La partie linéaire. Si A est un espace affine et £ ’espace vectoriel sous-jacent, Aff(4) — G1(E)
est un homomorphisme.

1.1.2 Calculs dans un groupe.

On fixe un groupe (G, .)
Proposition 1.14. L’inverse d’un élément est unique.

Démonstration. Soient y; et ys deux inverses de z. On utilise ’associativité :
Y2=(y1-2)-y2=y1- (- y2) = y1. O

Proposition 1.15. Si z et y sont deuz éléments de G, (zv-y) =y 1. a7t
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Démonstration. (ry)-(y o7 ) =((zy)y Hr l=z-271=e 0

Définition 1.16. Si x1, ..., z, sont n éléments de G, on définit par récurrence le produit
Mz, =z 1 ox,;. On écrit aussi 17— yx;=(x1--x,) =1 (x2- p).

Lemme 1.17. Si &1, ..., Zp, «...Typm SOt n+m éléments de G, on a (x1 - Tp)(Tnt1* Tngm) =
m—+n m+n
(X1 Tpgm), ou IEY "oy =11y oy - I .

Démonstration. Par récurrence sur 'entier n. L’hypothése de récurrence est ('entier m est fixé).

Hy,4m: pour tout (n+m) uplet Y1 Ymin on a (Y1 Yn)(Yn+1 - Ym+n) = (Y1~ Ymtn)

Initialisation. Sin=1, c’est la définition de (x1-2pm) =21 (T2 Zp).

Induction. (21 2p)(Tnt1Tntmt1) = (€1 X (X2..20)) (Tn41--Zmtnt1)

=21 (T2 @n)-(Tnt1- Tmnt1))

On applique 'hypothése de récurrence (z2 « ~Zp).(Tnt1 * “Tmint1) = (T2 © “Tmint1) €t la
définition

1 (T2 Trgm+41) =T1 - Tntmt1- O

Le lemme précédent nous dit que ’ordre des parenthéses importe peu. Du coup, on les
oublie :

Notation 1.18. On note x1---x, le produit des éléments dans cet ordre ; on le note aussi II]— x;.
Si x est un élément donné, x™ est x...... T

i “1_,—1_ -1
Proposition 1.19. (z1--z,) ‘=z, --z1 .
Démonstration. Par récurrence sur l'entier n > 2. Le cas n=2 (initialisation) a déja été vu.

Pour I'étape d’induction calculons

(l‘l . xn+1) x;il . m;l . ..ml_l — (ml . ..mn) . xn_,’_l x;il .x;l . ..xl_l = ((El . xn) . m;l . ..:Cl_l =e |:|

Proposition 1.20. Pour tout x dans G, pour tous entiers n, m, on a :
xn—i—'m —". xm; (.Z‘_l)" — (l,n)—l

Du coup, on note z~ "= (2") "1, et la formule " +™ =™ . 2™ reste vraie pour n,m dans Z.

Proposition 1.21. Soient a, b, ¢ trois éléments de G. Alors l’équation axb=c, ou x est l’inconnue,
admet une unique solution x =a-cb™!.

Démonstration. on suppose axb=c. On multiplie & droite par b, il vient ax =cb~!, 4 gauche
par ¢!, il vient x=a"lcb~! O

On peut reformuler cette proposition.

Proposition 1.22. Si a,b sont deux éléments fixés, la multiplication & gauche (droite) par Uélé-
ment a( b) notée L, (Rp) définie par Loz =ax (Ryx=xb) sont des bijections de G.

1.1.3 Tableaux de Cayley.

Si on a un groupe fini, dont les éléments sont ay, ....a, on dessine souvent son tableau de Cayley
qui est le tableau & n + 1 lignes et n+ 1 colonnes suivant :

Tableau d’un groupe
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aq a2 as Ap
aq a% ai1a9 ajas a1anp
an o201 a% 9203 201
az |asar | asaz asan
ap—1|0n—-101 | Qp—-102 | Gn—103 Uy —10n
A, ana1 An a2 ana13 anQ

Sauf idée saugrenue, il est logique de mettre 1’élément neutre en a;.

Le tableau de Z /nZ

0 1 2 n—1
0 0 1 213 n—1
1 1 2 3 0
2 2 3 1
3 3 2

n—2\n—2In—110
n—1\n—-11]0 1(2 n—2

Proposition 1.23. Le tableau de Cayley d’un groupe est « magique » : chaque élément du groupe
apparait une fois et une seule dans chaque ligne et chaque colonne.

Démonstration. En effet la multiplication a gauche par un élément est une bijection donc chaque
ligne contient une fois et une seule chaque élément de g, et comme la multiplication a droite par
un élément donné est aussi une bijection il en est de méme de chaque colonne. O

Si on part d’un groupe quelconque ayant par exemple 8 éléments, on peut fabriquer un tableau
magique trés compliqué en appelant ces éléments avec des nombres bizarres (3,5,7,11,13,17,19,23)
et obtenir un tableau magique ou l'on voit ces nombres une fois et une seule dans chaque ligne
et chaque colonne. Il n’est pas si facile que cela de fabriquer des tableaux magiques sans cette
méthode..

Définition 1.24. L’ordre d’un groupe fini est son cardinal. On le note par une valeur absolue |G|.
Le groupe Z/nZ a exactement n élément : il est donc bien caractérisé par son ordre.

Remarque 1.25. En théorie des groupes finis, le cardinal d’un ensemble X se note souvent | X |.

1.1.4 Homomorphismes.

Proposition 1.26. Soit f: G— H un homomorphisme de groupe.
1. f(e)=e
2. fla™h)=f(x)""
3. fl@ywn) = f(x1) - flan)
4. Pourtout entiern € Z, f(a™) = f(x)"

Avertissement 1.27. On a noté de la méme facon I’élément neutre e de la source G et celui du
but H. Par ailleurs, on n’a pas écrit les quantificateurs (universels) qui ont été utilisé, ainsi, la
ligne 3 devrait s’écrire :

Vn € N*, Vo = (21, ..., 2,) € G™ f(IT7_q2;) =TI1—1 f ().

Il n’est pas stir que cela aide beaucoup & comprendre.
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Démonstration.

1. On a f(e)= f(e.e) = f(e).f(e). En simplifiant, f(e)=e

2. e=f(e)= f(z.x™Y) = f(z).f(z71), donc f(z~1)est I'inverse de f(x)

3. Par récurrence sur 'entier n. L’hypothése de récurrence étant

H,,; Pour tout entier n et tout n-uplet x;y...x, on a

Le cas n =2 est la définition du mot « homomorphisme ». Pour I’étape d’induction, on écrit
alors f(x1-.@p) = f((x1--2n—1) @n) = f(@1@n-1) - f(an) =n,_, f(x1) - f(z2) - f(an)

4 On spécialise ;=2 sin>0, z;=2"' si n <.

O

Corollaire 1.28. Six € G, l'application Z — G définie par f(n) =z™ est un homomorphisme. O]

Définition 1.29. Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif.
Un automorphisme de G est un isomorphisme de G avec lui méme.
Un endomorphisme est un homomorphisme de G dans lui méme.

Proposition 1.30. Si p: G— H est un isomorphisme, son inverse est un homomorphisme.

Démonstration. On calcule p(p 1 (y1)¢ ' (y2)) = yiye. Donc, comme ¢ est injective,
e )™ (y2) = p(y1y2) O

1.1.5 Conjugaison externe et conjugaison.

Théoréme 1.31. Si X et Y sont deuz ensemble et f: X — Y une bijection, alors S(X) et S(Y)
sont isomorphes. Plus précisément par Uapplication f,: S(X)— S(Y)définie par f.(o)= fooo f~!
est un isomorphisme. Si f~1 est linverse de f, Uinverse de f* est f~1*.

fi X 5Y
ot L filo)
X « Y. :f"

Démonstration. f.(coc’)= foooc’of 1= fooofof ltoo’of= f.o)o f.(c). Donc f, est
un homomorphisme.

Ona fooo f~'=rsietseulement sioc=floro f,donc f.(0)=7 siet seulement si f, (1) =0,
donc linverse de f, est bien f. ' a

Définition 1.32. L’isomorphisme ainsi défini s appelle la conjugaison par f. Si on veut se souvenir
que les deux ensembles sont différents on ajoute le terme « externe ».

Dans la pratique les ensembles X et Y ont des structures. Par exemple ce sont des espaces vec-
toriels, ou alors des espaces affines. On suppose alors que f est un isomorphisme de ces structures
et alors f, induit un isomorphisme des groupes préservant ces structures. Tout ceci est abstrait,
mais tré sfacile et souvent oublié dans la littérature, donnons quelques exemples.

Exemple 1.33. Si X est un ensemble fini de cardinal n, une bijection de X et de [1,.,n] est juste
une numérotation des éléments de X. Aprés cette numérotation on peut identifier S(X) et S,,.
Mais cette identification dépend de la numérotation choisie.

Exemple 1.34. Espaces euclidiens. Soient E, F' deux espaces vectoriels euclidien, et f une
isométrie bijective entre ces deux espaces. Alors lapplication O(E) — O(F) définie par f.(l) =
flf~! est un isomorphisme. Prenons ’exemple de la dimension 3. Alors les isométries de E sont
soit des réflexions par rapport a un plan, soit des rotation d’angle a € [0,7]. En fait (exercice) une
réflexion de FE est toujours conjuguée a une réflexion de F' et des rotation d’angles a et 8 de F et
F sont conjuguées si et seulement si o= g.
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Exemple 1.35. Si P; et P, sont deux plans euclidiens, C et Co deux carrés de Py et P; il existe
une similitude f: P, — P> qui transforme C; en Cs. Alors la conjugaison par f induit un
isomorphisme entre les groupes d’isométries des plans P; qui conservent les carrés C;.

Exemple 1.36. Espaces vectoriels. Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f un
isomorphisme. Alors I'application GL(E) — GL(F) définie par f.(l) = flf~! est un isomorphisme.

Le cas particulier ou F' = R" est bien connu si f: ' — R"™ est un isomorphisme il existe une
unique base B de E telle que f(z) soit les coordonnées de = dans cette base. Alors fIf~!e GI(R"™)
n’est autre que la matrice de [ dans cette base.

1

Corollaire 1.37. Sio € S(X) Uapplication de S(X) dans lui méme définie par v, () =oxc~" est

un automorphisme, apppelé conjugaison par o.

Ce fait est trés général

Proposition 1.38. Soit G un groupe, et o € G. L’application G — G définie par p,(z) = oxo~?

est un automorphisme. On l'appelle la conjugaison par o. [J

Définition 1.39. Deuzx éléments .,y d’un groupe sont conjugués si il existe un troisiéme €élément
1

z de ce groupe tel que y=z.xz~".
Proposition 1.40. Etre conjugué est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont
appelées les classes de conjugaison.

Démonstration. Associativité si z =oyo ! et y=727 ! alors x = (o7)z(07) L.
Symétrie six=oyoc let y=0"lzo

Reéflexivité x =exe. O

Avertissement 1.41. L’un des grands faits de la théorie des groupes est que deux éléments qui
sont conjugués dans un groupe ont exactement les mémes propriétés.

Exemple 1.42. Classes de conjugaison dans GL(n, R): Deux matrices sont conjuguées si elles
représentent la méme application linéaire dans deux bases différentes.

Deux rotations de SO(3) sont conjuguées si et seulement si elles ont le méme angle. Plus
précisément si p est la rotation d’angle § autour de I’axe orienté @ gpg~' est la rotation de méme
angle autour de 'axe g 4.

Deux symeétries de I’espace vectoriel E sont conjuguées si et seulement si la dimension des points
fixes de I'un est la méme que celle de I'autre.

Deux homothéties sont conjuguées dans le groupe affine si et seulement si elles ont le méme
rapport. Deux translations de vecteur non nul sont toujours conjuguées.

1.1.6 Automorphismes et automorphismes intérieurs.

Proposition 1.43. L’ensemble des automorphismes d’un groupe G est un groupe. On le note
Aut(G).

Démonstration. Le point déliucat & vérifier est que 'inverse d’un automorphisme est un ator-
morphisme, mais on l'a déja fait. O

Définition 1.44. Un automorphisme ¢ de G est dit intérieur si il existe un élément g tel que
soit la conjugaison par g.
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Proposition 1.45. L’ensemble des automorphismes intérieurs est un sous groupe de Aut(G) c’est
limage de I’homomorphisme G — Aut(G) définie par v (g) = conjugaison par g.

Démonstration. Il s’agit de démontrer que @ est un homomorphisme. Mais ¥ (gh)(z)

(gh)z(gh™!) = g(hah™)g~t =1 (g) (1 (h)(x)) = (1(g) o Y(h)) ().

Ol

1.2 Sous-groupes, groupes cycliques, produits et quotients.

1.2.1 Sous-groupes.

La plupart du temps, les groupes de la nature apparaissent comme sous-groupes.

Définition 1.46. Soit H un sous ensemble du groupe G. On dit que H est un sous-groupe si la
loi de composition interne envoie H x H dans H et si sa restriction a H est une structure de groupe.

Proposition 1.47. Les propriétés sont équivalentes :
i. H est un sous-groupe de G

1. H contient [’élément neutre e, est stable par la loi de composition interne et par passage a
linverse

iii. H est non vide, et pour tout couple x, y d’éléments de H, x 'y est un élément de H.
Notation 1.48. On écrit H <G pour signifier que H est un sous-groupe de G.

Exemple 1.49. Le groupe des transformations affines de la doite réelle R x — ax + b est un sous-
groupe du groupe des bijections de R.

Théoréme 1.50. Les sous-groupes de (Z,4+) sont 0, et les nZ.

Démonstration. Soit G < Z un sous groupe non réduit a 0, et soit n son plus petit élément
strictement positif. Comme n € G, pour tout entier ¢ gn € G donc nZ < G. Si g € G on écrit la
division euclidienne de g par n: g=ng+r avec r€[0,n —1] Commer=g—g.n,r €G et comme
n est le plus petit élément de G non nul, il résulte que r=0 et g € nZ O

Exemple 1.51. Venant de la géométrie euclidienne.

Soit A un plan (ou un espace) affine euclidien.

Le groupe affine est le sous-groupe du groupe des bijections de A qui conserve la colinéation
(théoréme fondamental de la géomeétrie affine).

Définition 1.52. Le groupe des symétries d’un objet donné est le sous-groupe du groupe des
1sométries conservant cet objet.

Exemple 1.53. Le groupe des symétries du triangle isocéle est un groupe & 6 éléments. Si on
note a, b, ¢ les trois sommets il a autant d’éléments qu’il y a de permutations de ces trois éléments.

Question 3. Tient ce groupe ne dépend pas beaucoup du triangle...
Ecrire une conjugaison dans le groupe affine entre le groupe des symétries du triangle 77 et
celui du triangle 75.

Exemple 1.54. Le groupe des translations de A est un sous groupe du groupe des transformations
affines de A.

Le groupe des symétries du polygone régulier & n cotés, est un sous groupe du groupe des
isométries du plan, il s’appelle le groupe diédral.
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Le groupe des similitudes est un sous-groupe du groupe des transformation affines du plan
qui conserve les angles.

Exemple 1.55. Venant de I’algébre linéaire. Le groupe des matrices triangulaires supérieures avec
des 1 sur la diagonale, le groupe O(n); le groupe SL(n,R) sont des sous-groupes du groupe linéaire.

Proposition 1.56. L’intersection de deux sous-groupes, on plus généralement d’une famille de
sous-groupes est un sous-groupe.

Proposition 1.57. Si o: G— H est un homomorphisme l’'image de tout sous-groupe de G est un
sous-groupe de H. L’image réciproque de tout sous groupe de H est un sous groupe de G.

Démonstration. Image. Il s’agit de vérifier que si hy et he sont dans im(G), hi 'ho Dest aussi.

Pour cela choisissons deux antécédants g1 et go. Alors hy “ho = ¢(g; 'g2) est bien dans I'image.
Image réciproque. Is’agit de vérifier que si g1 et g ont leur image dans le sous groupe K, g; Yoo

lest aussi. Or (g1 'g2) = ©(g1) '@ (g2) est bien dans K. O

Définition 1.58. Le noyau, noté ker ¢ d’un homomorphisme ¢: G — H est ¢=*(e), son image
im(y) est p(G).

Le noyau est bine un sous)groupe, comme image réciproque du sous groupe (e} de H.
Exemple. ¢:Z—G définie par ¢(n)= ¢g" est un homomorphisme. Son noyau est de la forme nZ.

Proposition 1.59. L’homomorphisme @p:G— H est injectif si et seulement si son noyau est réduit

a {e}.

Démonstration. On a ¢(g) = p(h) si et seulemnt si p(g~1h)=e si et seulement si g~1h € ker .
On démontre le résultat en passant & la contraposée.

Si ¢ n’est pas injective ont peut trouver deux élémnets distincts g, h dan sle noyau. Alors g~'h
est un élément du noyau qui n’est pas e. Sile noyau n’est par réduit a {e} il existe au moins deux
élément dnt I'image par ¢ est e et p n’est as injective. g

1.2.2 Groupes cycliques (engendrés par un élément).

Définition 1.60. Soit g€ G on rappelle que Z — G définie par p(n) = g™ est un homomorphisme.
Son image s’appelle le groupe cyclique engendré par g.

Réciproquement,

Définition 1.61. Le plus petit entier positif (éventuellement infini) pour lequel g™ = e s’appelle
Uordre de g.

Exemple 1.62. Soit ¢ = Z /nZ — G un homomorphisme injectif. Posons g = ¢(1) alors

g"=¢(0)=e et g est d’ordre n.

Lemme 1.63. Soit g un élément d’ordre n. Posons p: 7 — G (k) = gF. Alors ker ¢ DnZ et ¢
passe au quotient en un homomorphisme ¢: 7 /nZ — G tel que (1) = g.

Passe au quotient veut dire que ¢ = @o g ou q: Z — 7Z /nZ est la réduction modulo n.
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Démonstration. Notons que ¢(k+ qn) = g*.(g")9= p(k), donc si k=1(n) (k) = p(n) ce qui veut
dire qu’il existe une unique application ¢ telle que o g=. Soit a,b€ Z | nZ et k,l tels que k=a,
I =b, alors k+1=a+b donc p(a+b)=g"T'=gFg'= @(a)p(b) et @ est bien un homomorphisme. O]

Théoréme 1.64. Soit ¢: 7 — G définie par p(k) = g*.
1. ¢ est injective si et seulement si [’ordre de g est infini.

2. Si o n’est pas injective, soit n € N* tel que ker(p) =nZ. Alors ¢ passe au quotient en un
isomorphisme de 7 /nZ et du groupe engendré par g (I'image de @).

3. L’ordre de g est le cardinal du groupe engendré par .

Démonstration. Si ¢ n’est pas injective, le noyau de ¢ est de la forme nZ, pour un certain n.
Montrons que sa restriction a [0, — 1] est bijective.

Surjectivité. Si a € Z, on écrit a=gn+r, avec r € [0,n—1]. Alors ¢(a)= p(r) car ¢(n)=e.

Injectivité si a, b sont dans [0, n — 1] leur différence b — a aussi et o(b — a) = 0 implique
b—acker(o)N[0,n—1]={0} autrement dit a ="b.

Ainsi les éléments ¢(0)p(1), ¢(n — 1) sont tous distincts et forment ¢(Z). L’ordre de ce groupe
est bien n.

Le point 1 en résulte, car si ¢ est injective son image est infinie. Le point 3 aussi. Pour démontrer
le point 2, on a déja vu que ¢ passe au quotient. L’application induite est bijective car elle est
évidemment surjective (puisque ¢ 'est) et que les deux ensembles ont méme cardinal. O

Définition 1.65. On dit qu’un groupe est cyclique si il est engendré par un élément.

Remarque 1.66. Certains auteurs -frangais uniquement- parlent de groupe monogéne au lieu de
groupe cyclique.

Remarque 1.67. Le mot cyclique n’est pas anodin. Si on considére une rotation dans le plan
d’angle a € [0, 27| on peut se demander quel est son ordre. En bien si % :% avec p, g deux entiers

premiers entre eux, cette rotation est d’ordre ¢.Parcontresi % ¢ @ cette rotation est d’ordre infini.

Exemple 1.68. Le groupe (7Z,+) est engendré par 1 (ou par -1) ; cet élément est d’ordre infini.
Le groupe Z/nZ est engendré par la classe 1 et cet élément est d’ordre n.

Exemple 1.69. Le groupe U, < C* des racines n-ieme de 1'unité est cyclique engendré par /™,

Le point 3 du théoréme précédent donne la classification des groupes cycliques dit que -a iso-
morphisme prés- il n’y a qu'un seul groupe cyclique d’ordre n. Elle est basée sur la classification
des sous-groupes de Z déja vue au théoréme précédent.

Proposition 1.70. Un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe & 7 /nZ.

Exemple 1.71. Le groupe des coupages d’un jeu de carte est isomorphe & groupe cyclique d’ordre
52. Pourquoi 7

Les groupes cycliques ont des tas de propriétés trés faciles et amusantes.

Théoréme 1.72. 1. Tout sous groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
2. L’ordre d’un sous groupe d’un groupe cyclique fini divise l’ordre de ce groupe.
3. Si G est un groupe cycliqgue d’ordre n fini et si d|n, G contient un unique sous groupe d’ordre

d

Démonstration.
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Pour faire cette démonstration nous allons utiliser les isomorphismes de G avec Z /nZ et avec
Un.

Si G est cyclique d’ordre infini, il est isomorphe & Z et les sous groupes de Z sont 0 et les dZ
d’ordre 1et oco. Ils sont bien cycliques.

Si G est fini d’ordre n, il est isomorphe a Z /nZ

Soit ¢:Z — G un homomorphisme de noyau nZ, ou n est 'ordre de G, surjectif. Soit H <G un
sous groupe. Le groupe ¢~ (H) est un sous groupe de Z, donc de la forme aZ. Dons H est 'image
surjective de aZ (engendré par a) et est bien cyclique. De plus H =aZ /nZ=aZ/adZ="7/dZ, et
son ordre divise bien celui de G. Ceci prouve 1 et 2.

Pour 3. Notons que soit d un diviseur de n. Le groupe Uy des racines d — iémes de 'unité
{z€C*/27=1} est contenu dans le groupe des racines n-iémes de l'unité, car 2¢=1= 2" =1.
Donc U, contient un sous groupe d’ordre d. Montrons qu’il est unique. Si G <U,, d’ordre d, comme
celui-ci est cyclique (d’aprés 1) il est constitué¢ d’éléments tels que 24 =1 est c’est donc Uj. O

Corollaire 1.73. Dans un groupe cyclique d’ordre n, si d divise n il y a eractement d éléments
tels que x%=1

1.2.3 Groupes produits.

Si G1 et G2 sont deux groupes on fabrique le produit G; x G2 qui est 'ensemble des couples
(g1, g2) muni de la loi de composition béte. Ce truc est un groupe.

Proposition 1.74. Les applications G1— G1 X G2 g1 — (g1,€) et Ga— G1 X G2 g2 — (e, g2) sont
des homomorphismes injectifs.

Les applications G1 X Gy = G (g1, 92) = ¢1 et G1 x G2 — G2 (g1, g2) — g2 sont ds
homomorphismes surjectifs. autrement dit les groupes G; sont des quotients de G

Grace a cela on identifie souvent Gy et G aux sous groupes G1 x {e} et {e} x G2 du produit.
Proposition 1.75. Dans le produit G1 X G4 tout élément de G1 commute a tout élément de Gs.

Proposition 1.76. Soit G un groupe. Supposons que G contienne deux sous groupes Gy et Go
tels que

G1 N G2 = {6}

Tout élément de G1 commute a tout élément de Go

Tout élément de G s’écrit comme produit d’un élément de Gy et d’un élément de Go

Alors Uapplication G1 X Goa— G définie par i(g1, g2) = g1g2 est un isomorphisme

Exemple 1.77. Considérons un ensemble X , et supposons que X = X; LI X5 est une partition.
On peut considérer le sous-groupe de S(X) formé des bijections qui conserve la partition f(X;)=
Xl.AIOI'S S(X) = S(Xl) X S(Xg)

1.2.4 Sous-groupes normaux et groupes quotients

Soit G un groupe. On dit que le groupe H est un groupe quotient de G si on s’est donné un
homomorphisme surjectif 7: G— H. On dit alors que H est le quotient de G par le noyau de 7.

Exemple 1.78. Le groupe Z /nZ est le quotient de Z par nZ.

Théoréme 1.79. Soient m1: G — Hy et mo: G— Hy deux quotients de G. Si les noyauz de w1 et mwo
sont les mémes, alors il existe un (unique) isomorphisme p: Hy — Hy tel que mo= @ o .
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Démonstration. On fabrique d’abord une application ¢/ Soit h € H et g, g’ tel que m1(g) =
71(g") = h comme gg'~" € ker 71 = ker 7y, mo(gg’ ") = e, donc ma(g) = m2(g’). On défini alors
p(h) =m2(g). Pour vérifier que ¢ est un homomorphisme, notons que si m1(g) = h et m1(g’) =h’
alors m1(gg’) =hh’. Donc p(h.h')=m2(gg") =m2(g)m2(g’) = @(h)p(h'). reste a établir la bijectivité
de ¢. Si h €ker ¢ et si m1(g) = h, alors 72(g) = e donc g € ker mo = ker 1 et h =e. Ce qui établi
I'injectivité. Pour la surjectivité notons que s est surjective, comme mo = pomy, ¢ 'est aussi. [

Exemple 1.80. Nous avons déja vu que si deux groupes cycliques ont méme ordre ils sont
isomorphes.

Définition 1.81. Un sous groupe N de G est dit normal (ou distingué) si il est invariant par les
conjugaisons intérieures. On note N <G pour signifier que N est un sous groupe normal de G

Remarque 1.82. Beaucoup d’auteurs francais disent « distingué », mais comme nous sommes le
seul pays au monde qui utilise cette terminologie, elle tend & disparaitre.

Théoréme 1.83. Soit N <G un sous groupe normal. Il existe groupe noté G/N et un quotient
m:G— G /N de G dont N est le noyau. Celui-ci est unique d’aprés le théoréme précédent.

Démonstration. On définit H a partir de G et N comme on définit Z /nZ a partir de Z et nZ :
On dit que g ~n g’ si g.¢g'~ ' € N. Alors les classes d’équivalence modulo N forment un groupe.
Démontrons que si g~ng’ et h~yh'alors gh~yg'h’. En effet g’h’ = gnhn’ = gh(h~*nhn’) .
La structure produit du quotient est ainsi définie, et il est facile de se convaincre qu’il s’agit bien
d’une structure de groupe. 0

Exemple 1.84. Exercice si g est une transformation affine de partie linéaire G, et ¢, la translation
de vecteur u. gt,g~'= tG.(u) Il en résulte que le groupe affine contient le groupe des translations
comme sous groupe normal. Le quotient est le groupe linéaire. Aff(A) — GI(E) est un homomor-
phisme surjectif dont le noyau est précisément le groupe E des translations de A.

Proposition 1.85. Si p:G— H est un homomorphisme, et si ker f DN alors f passe au quotient en
un homomorphisme ¢: G/ N—H. Autrement dit si m: G— G / N est lapplication quotient, pom =

Démonstration. Si deux élément de G sont congrus modulo N ils ont méme image dans H. Il
existe donc une unique application @: G/ N —H telle que gom = . Il est facile de se convaincre
de cette application est un homomorphisme. O

Exemple 1.86. Le centre Z(G) d’un groupe est 'ensemble des éléments qui commutent a tous les
autres. Le centre est un sous-groupe normal. C’est le noyau de 'homomorphisme G — Aut(G) qui
a un élément associe la conjugaison par cet élément. Ainsi G/ Z(G) est un sous groupe de Aut(G).
On 'appelle le groupe des automorphismes intérieurs.

1.2.5 Groupe engendré par une partie.

Définition 1.87. Si G et A C G une partie, le groupe engendré par A est l'intersection de tous
les sous-groupes de G contenant A.

Proposition 1.88. Un élément g appartient au sous groupe engendré par A si et seulement si il
existe un entier n, des éléments ay,....,a, de A et des signes €1, ....e, de {—1,1} tel que g=TI}1—1a5’

Démonstration. Laissée au lecteur. O

Question 4. Quel est le sous groupe du groupe de permutation de ’ensemble des 52 cartes
engendré par les battages?
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Exemple 1.89. Le groupe diédral est le groupe obtenu en mettant deux miroirs I'un & coté de
Pautre faisant un angle a. Si o/ € Q ce groupe est fini, et sinon, il est infini. Par exemple si on
met deux miroirs & angle droit, on obtient le groupe du carré. On peut aussi le faire en dimension 3

Exemple 1.90. Le groupe engendré par les trois réflexions le long des bord d’un triangle isocele
est le groupe des isométries du pavage triangulaire standard. On Pappelle (3, 3, 3), ou groupe
du kaléidoscope. Si on identifie le plan euclidien a la droite complexe C, il conserve le réseaux
triangulaire standard A formé des points de la forme Z + j7Z. Ici les sommets du triangle isocéle
sont 1, 5, 52.

Théoréme 1.91. Le groupe du kaléidoscope est composé des translations de vecteur dans A des
rotations d’angle k.27 /6 autour d’un sommet de A et des réflexions suivant une droite de A. O

Remarque 1.92. L’étude des groupes engendré par des réflexions d’un espace est un sujet treés
important et actuel. On appelle ces groupes les groupes de Coxeter.

1.2.6 Sous-groupe invariant, abélianisé. *.

Ce paragraphe est a faire en exercice.

Un sous groupe N d’un groupe G est normal si il est invariant par toutes les conjugaisons.
Comme les conjugaisons sont des automorphismes particuliers il est naturel de regarder les sous-
groupes invariants par tous les automorphismes.

Définition 1.93. Un sous groupe N d’un groupe G est dit invariant si pour tout automorphisme
¥ de G, $(N)=N

Un sous groupe invariant est donc un sous groupe normal.

Rappelons que le centre d'un groupe G, noté Z(G) est défini par :
Z(G)={geG/VheG,gh=hg}.

Comme la formule gh =hg implique ¥ (g)1(h) =1 (h)1¥(g), il est facile de se convaincre de la
proposition suivante.
Proposition 1.94. Le sous groupe Z(G) est invariant dans G.

Il est souvent plus facile de démontrer qu’un sous groupe est invariant plutét que normal.

Définition 1.95. Le groupe dérivé d’un groupe noté |G, G] est le sous groupe engendré par les
commutateurs ghg~'h~L.

Comme l'image d’un commutateur par un automorphisme est un commutateur, on a :

Proposition 1.96. Le groupe dérivé est invariant donc normal, et le quotient G*est abélien.
Tout homomorphisme de G — A de G vers un groupe abélien contient |G, G] dans son noyau
et se factorise par G**. O

Exemple 1.97. Si K est un corps le groupe dérivé de Aff;(IK) est le groupe des translations, le
quotient le groupe des homothéties.

1.2.7 Digression. Pavage du plan, spirale logarithmique et application
exponentielle.

L’application exponentielle complexe est un homomorphisme de groupe exp: C — C*

Cette application transforme donc la droite x = pt,y =t, qui est un sous-groupe de (C, +) en
une jolie spirale qui est un sous-groupe de C*. z=exp pt.exp (it). Quand on fait tourner la courbe
d’un angle de 27, on obtient la méme méme courbe point a point c’est comme si on avait fait une
homothétie de rapport exp (27p) : Bernoulli trouvait ga tellement incroyable qu’il a fait graver sur
cette courbe sur sa tombe avec l'explication "eadem mutata resurgo".
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Ici, z=exp (Ina(a) 4+ i6), est 'image de la droite x =1In(a) y du plan complexe. On voit qu’elle
fait un angle constant avec les droites passant a l'origine qui sont quand & elles les images des
droites horizontales : on ditq ue ’expoenetielle conserve les angles, ou est conforme.

La courbe obtenue rencontre les droites passant & l'origine avec un angle constant de cotangente
1/p. En effet, elle rencontre la droite Arg(z) =60 aux points ¢t =6 + 2k7. En prenant le logarithme,
c’est I'image de x = py, y = 6 + 2km qui font un angle constant de tangent p, et les fonctions
holomorphes gardent les angles.

Si ce dessin est si joli, c’est que c’est 'image par I’application exponentielle d’un pavage du plan :
les droites bleues sont les images des droites horizontales y = yo, les spirales rouges des droites
y=cr+n %ﬁ.

Ce dernier dessin est quand & lui I'image par I'application exponentielle de deux familles de

droites orthogonales y=ax + 2n7w, y= %lx + 2:—; Pourquoi %?

Ces dessins ont été pris sur le trés beau site web https://mathcurve.com.
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1.3 Exercices du chapitre 1

1.3.1 Définitions et premiéres propriétés.

Exercice 1.1. Dessiner la table de multiplication du groupe S3 des bijections d’un ensemble & trois éléments.

Exercice 1.2. Dessiner « toutes » les tables de multiplication d’un groupe a 2,3, 4.
Ici, « toutes » veut dire & isomorphisme de groupe prés.

Exercice 1.3. Rappel. Si P est un plan affine et si (A, B, C) sont trois points non alignés, ils forment un repére
affine : tout point P du plan s’écrit d’une unique fagon comme barycentre des points A, B, C:P=zA+yB+zC
(avec z 4+ y + z =1). Démonstration les vecteurs AB et AC forment une base de I’espace vectoriel sous jacent
donc AP= yﬁ +2AC, soit P= yB+2C+(1—(y+2))A=2A+yB+ zC. Une transformation affine est une
transformation qui conserve les barycentre f(z A+ yB+2C) =z f(A)+yf(B)+2f(C)

On se place dans le plan affine. Soit T un triangle (non dégénéré).

1. Montrer que le groupe des transformations affines qui conservent T' est isomorphe au groupe des bijections
de ’ensemble des trois sommets de T'.

2. Soient T} et Th deux triangles, et g un transformation affine telle que g(T1) =T3. Si G; C Aff est le sous
groupe du groupe des transformations affines qui conservent T}, montrer que gG1g~ ' = Gb.

Exercice 1.4. Pour chacun des ensembles suivant du plan euclidien, déterminer ’ensemble des isométries
Isom(X) le préservant, montrer que c’est un groupe et en faire le tableau de Cayley.

Triangle équilatéral, triangle isocéle non équilatéral, carré, rectangle non carré, losange non rectangle.

Si Ty et T sont deux triangles semblables et s une similitude entre ces deux triangles montrer que o — s.os™!
induit un isomorphisme entre Isom(72) et Isom(77).

Exercice 1.5. On refera cet exercice en cours plus tard. Soit G un groupe fini. Démontrer que pour tout
élément x, il existe deux entiers distincts tels que z¥ = 2™ | en déduire qu’il existe un entier positif n tel que

z™ =e et qu'il existe un entier m >0 tel que z™ =z 1.

Exercice 1.6. Si ¢: G— H est un homomorphisme et si g est d’ordre fini n , que peut on dire de l'ordre de ¢(g) ?
L’ordre d’un conjugué de g est le méme que celui de g.

Exercice 1.7. Soit G un groupe et Aut(G) le groupe des automorphismes de G. L’application G — Aut(G) qui
4 un élément g associe la conjugaison (z — gzg~!) est un homomorphisme.

Exercice 1.8. Soit G un groupe. On considére la relation ~ définie dans G par
(z~y) & (@=youz=y~).

Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
Montrer que tout groupe fini d’ordre pair contient un nombre impair d’éléments d’ordre 2 (et en particulier
qu’il en contient au moins un).

Exercice 1.9. Soit G un groupe tel que tout élément est d’ordre 2. Montrer que G est commutatif . On note
alors 0 son élément neutre, et + sa loi de groupe.

Montrer que G est muni d’une structure de Z/2Z espace vectoriel.

Si de plus G est fini, en déduire que G est isomorphe a (Z/2%)%, ou d=Inz|G|.

Démonter que si H est un autre groupe dont tout élément est d’ordre 2, tout homomorphisme de G vers H
est Z /27 linéaire. En déduire le cardinal Card(Hom(G, H)). Démontrer que Aut(G) = GL4(Z/27Z)

Exercice 1.10. Quels sont tous les homomorphismes de (Z,+) dans lui méme.

Soit f: Q, +—@Q,+ un homomorphisme. Démontrer que f ( ) = % En déduire tous les homomorphismes

1
m
de (@, +) dans lui méme.

Quels sont tous les homomorphismes continus de (R,+) dans lui méme.

Soit ¢: (R,+) — C*, X un homomorphisme continu. Démontrer qu’il existe un nombre complexe « tel que
p(t)=a
Exercice 1.11. Le groupe affine de la droite.

Soit K un corps. On considére I’ensemble des transformations affines inversibles de K, c’est-a-dire les trans-
formations de la forme z — Az 4+ b, ou A € K*, a € IK. Montrer que Aff; est un groupe et que ’application de
Aff; — K* qui a une transformation z — Az 4 a associe sa partie linéaire z — X zest un homomorphisme ; quel
est son noyau? Montrer que le groupe Aff| n’est jamais commutatif, sauf si K=7Z/2Z.

Montrer que le conjugué de la translation z— z+a par z— Az 4 b est une translation

Exercice 1.12. Soit A un espace affine et E ’espace vectoriel sous-jacent. Montrer que ’application qui & une
transformation affine bijective associe sa partie linéaire est un homomorphisme de groupe.
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Montrer que le conjugué de la translation de vecteur u par la transformation affine g est la translation de
vecteur G(u) ou G est la partie linéaire de g.

Montrer que deux translations de vecteur non nul sont toujours conjuguées dans le groupe affine.

Si h est une homothétie de centre O et rapport A, montrer que ghg~! est une homothétie. Quelle est son
centre et son rapport.

Montrer que deux homothéties sont conjuguées si et seulement si elles ont le méme rapport.

Exercice 1.13. Si p est un nombre premier, et n € N, on pose vp(n) la plus grande puissance de p qui divise
n. Siz :% € Q4, on pose vp(x) =vp(a) — vp(b). Démontrer que vy = Q7 — Z est un homomorphisme.

En déduire que (Qj, ><) est isomorphe & @pcnZ. Ce @ veut dire les suite finies de nombres entiers nulles
aprés un certain rang.

Exercice 1.14. On veut « simplifier » la liste des axiomes de groupes. On suppose que ’ensemble G est muni
d’une loi de composition interne associative qui admet un élément neutre « a droite » e c’est & dire que pour
tout z z.e =z, et tel que tout élément soit inversible a droite, c’est & dire que pour tout z il existe un élément
z’ tel que .z’ =e. Démontrer que (G, .) est un groupe.

Exercice 1.15. Soit G un groupe fini. Montrer que, sauf si G a un ou deux éléments G admet un automor-
phisme. Se ramener au cas ou G est abélien, puis utiliser ’exercice 9.

Exercice 1.16. Soit G un groupe fini, et ¢ un automorphisme. On suppose que pour strictement plus que la
moitié des éléments p(x) =x~! . Démontrer que ¢ o ¢ =Idg.

Exercice 1.17. Soit G un groupe d’ordre n, peut on trouver une suite d’éléments (pas forcément distincts) a1,
a2, ...an tels qu’aucun des produits by ;= arak1....a; soient égaux a e.

1.3.2 Sous groupes, groupe cycliques, quotients

Exercice 1.18. Montrer que ’ensemble des nombres complexes de la forme n+/2 + m(%), avec n,m
dans Z forme un sous groupe de (C, +)
Soit A, + un groupe abélien et aj, ...., ay, des éléments de A . Montrer que l’ensemble des combinaisons

linéaires & coefficients entiers des «; forme un sous-groupe de A.

Exercice 1.19. Démontrer que les sous-ensembles suivant de I’ensembles des matrices carrée Ms(C) sont des
sous-groupes.

-Les matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.

-Les matrices triangulaires supérieures avec des coefficients diagonaux non nuls

-Les matrices a coefficients dans Z et de déterminant 1 ou -1

-Les matrices de déterminant 1

-Les matrices réelles orthogonales.

-Les matrices de M3(C) de la forme < ‘; _&6 >, avec |a|?+b]2#£0
* Mémes questions avec M, (C) au lieu de M(C)

Exercice 1.20. Si X est un ensemble et f: X — Y est une fonction, montrer que ’ensemble des bijections de
X qui conservent f (c’est & dire fos= f) est un groupe.

Si g est une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel de dimension finie, montrer que
I’ensemble des transformations linéaires qui préserve g est un sous groupe du groupe linéaire (attention on ne
suppose pas a priori que la transformation est inversible).

L’ensemble des isométries inversibles d’un espace métrique est un groupe.

* L’ensemble des isométries d’un espace métrique compact est un groupe.

* L’ensemble des isométries de 1’espace de Hilbert n’est pas un groupe.

Exercice 1.21. L’ensemble des similitudes est un groupe.
L’ensemble des similitudes directes du plan euclidien est isomorphe au groupe affine de la droite complexe.
Le sous-groupe des similitudes directes est un sous-groupe normal du groupe des similitudes et le quotient
est isomorphe & Z/2Z (considérer I’application s — le signe du déterminant de la partie linéaire de s.

Exercice 1.22. Dans le GL(2, C), quel est l'ordre (éventuellement infini) des matrices suivantes ?
10 11 i 0 10 —243i —242i 21
o -1)\o1)\o—-i)lo -1\ 1-¢ 3-2i P11

Exercice 1.23. On considére un jeu de 52 cartes posé sur la table. Pour les mélanger on utilise juste des
coupes : on coupe le paquet en deux parties (pas forcément égales) et on pose le tas du dessous au dessus. En
répétant autant de fois qu’on veut ’opération, on obtient ainsi un groupe. Quel est il 7

Exercice 1.24. Si G est un groupe cyclique d’ordre n et k£ un entier qui divise n. En utilisant un isomorphisme
avec le groupe des racines n — iémes de I'unité, montrer que G contient exactement k éléments tels que z* =1.
Dans un groupe cyclique d’ordre 15, combien d’élément d’ordre exactement 1, 3 ou 57
Dans un groupe d’ordre 77 combien y a t il d’éléments d’ordre exactement 77.

Exercice 1.25. Démontrer que le groupe Z/37Z x Z /37 n’est pas cyclique.

Exercice 1.26. Soit G un groupe cyclique d’ordre n impair. Démontrer que ’application G — G définie par
@(x) =22 est un isomorphisme. Montrer que ce n’est pas le cas si n est pair.
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Exercice 1.27. Soit g € GL2(IR) une matrice. On suppose que g est d’ordre fini. Montrer que det(g) vaut 1
ou -1. Si det(g) =—1, alors en fait g est une symétrie (on pourra vérifier que g est diagonalisable).

Exercice 1.28. Si g € GL,(C) une matrice d’ordre fini, alors g diagonalisable et ses valeurs propres sont des
racines de 'unité. Etudier la réciproque.

Classer les matrices d’ordre fini & conjugaison prés dans GL(n, C), SU(n, C).
Exercice 1.29. Soit = un élément d’ordre n d’un certain groupe. Montrer que les éléments e, x, 22, ..., ™ 1
sont tous distincts, et que (zF)~1=zn k.
Si x est d’ordre infini, alors tous les 2™ sont distincts.

Exercice 1.30. Soit, G un groupe, u, v,z trois éléments de G, p, ¢ deux entiers premiers entre eux. On suppose

que u et v commutent et que uv =vu ==z, puis que uP? =z, v¢=x. Démontrer que le groupe engendré par = est
. s . . . / /

fini. Démontrer qu’il existe deux entiers p’, ¢’ tels que u=2aP ,v =z9.

a —b

Exercice 1.31. On considére le sous ensemble H de Ms(C) formé des matrices( Y a ) Montrer que les sous

ensembles suivants de H sont des groupes.

H* = H\0

S={qg€H/det g=1}. En déduire que la sphére unité de ’espace euclidien de dimension 4 est munie d’une
structure de groupe

Soit Hg = {+1d, +1, +.J, + K}, ou1=<é o ),J:(? . ),K:IJ:(BZ. —0")

Le groupe Hg est il-isomorphe au groupe Doy 4 7

Exercice 1.32. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie. On veut démontrer que tout élément
du groupe orthogonal O(FE) est produit d’au plus n — 1 réflexions. On rappelle qu’une réflexion par rapport
a 'hyperplan h est la transformation qui vaut Id sur h et dont la restriction & la droite orthogonale ht. Soit
B = (ey,...en) une base orthonormée de E et g un élément de O(E).
On suppose que la dimension de Eg est >2 et que g(ey,) # €,,. Construire une réflexion o telle que oo g fixe e,,.
Conclure par récurrence sur la dimension.

Exercice 1.33. Soit E un espace vectoriel de dimension fini, F'C E un sous espace, et G={g€ GL(E)/ g(F)=
F'}. Montrer que G est un sous groupe de GL(E).

Construire un homomorphisme surjectif G — GL(F)

Soit H C G le sous groupe formé des éléments dont la restriction & E est I’identité. Montrer que H est normal
dans G et montrer que G/H est le groupe des transformations linéaires de F.

Exercice 1.34. Soient G un groupe, H < G un sous groupe et N un sous groupe normal de G, et p:G—G/N
le quotient.

Démontrer que le sous-ensemble HN formé des produits d’un élément de H et d’un élément de N est un
sous-groupe de G.

Démontrer que HN = NH

Démontrer que N est un sous-groupe normal de NH, et que N N H est un sous groupe normal de H.

Démontrer que si p: G— G/ N est la projection canonique, NH /N est isomorphe a p(H) et a H/NNH.

Soit G le groupe des similitudes du plan euclidien, N le sous-groupe des translations. A quoi s’identifie HN,
si H est le sous groupe des rotations autour de 'origine ?

Exercice 1.35. Soit G un groupe, H C G un sous groupe. On dit que 1’élément g normalise H si gHg ™' = H,
et on appelle normalisateur de H, noté N(H), I’ensemble des éléments qui normalisent H. Démontrer que N (H)
est un sous-groupe de G contenant H, et que le sous-groupe H y est normal.

Soit X7 U X2 une partition de I’ensemble X . Montrer que le sous groupe S(X1, X2) de S(X) qui conserve
X1 est isomorphe & S(X1) X S(X2).

Montrer que si g normalise ce sous groupe soit g(S1) =51 et g(S2) = S2soit g(S1) =52 et g(S2) =51

Quel est le normalisateur de S(X71, X2) ? On pourra distinguer les cas ou X; et X2 on méme cardinal, ou pas.

Exercice 1.36. Si G est un groupe, le groupe dérivé de G est le sous-groupe engendré par les commutateurs,
c’est -a-dire les éléments de la forme aba~'b~!. On le note [G, G|

Si ¢ est un automorphisme de G démontrer que ¢(aba~'b~1) = p(a)p(b)p(a) Lp(b) .

En déduire que le groupe dérivé est normal.

On note G2P le quotient G'/[G, G]. Démontrer que G®P est un groupe abélien que que si ¢: G — A est un
homomorphisme du groupe G vers le groupe abélien A, ¢ se factorise a travers G2P c’est a dire qu'il existe un
homomorphisme ¢’: G?P — A tel que ¢ = ¢’ o p, ou p: G — G/[G, G] est la projection naturelle.

Démontrer que le groupe dérivé du groupe affine de la droite Aff(1,1K) est le groupe des translations et que
le quotient est IK*.

Exercice 1.37. Si N <G est un sous groupe normal, on définit [G, N] comme le sous groupe de N engendré
par les éléments de la forme gng~'n~!. Démontrer que [G, N] est un sous groupe normal de G. On suppose

de plus que N est invariant. Démontrer que [G, N| est aussi invariant.



Chapitre 2

Groupe opérant dans un ensemble

2.1 Groupes opérant dans un ensemble.

2.1.1 Introduction et exemple du groupe diédral.

Premiére définition : un groupe opére dans un ensemble X si on s’est donné un homomorphisme
G— S(X).

La plupart du temps, un groupe est défini comme groupe opérant dans un ensemble.

Exemple 2.1. Le groupe symétrique S(X) est défini comme groupe des permutations de X il
opére sur X .

Exemple 2.2. Le groupe affine de F va nous servir d’exemple ; il opére non seulement dans
le £ mais aussi dans 'ensemble des droites, des triangles etc etc. Un transformation affine est
exactement une bijection qui transforme les droites en droites. Il contient des tas de sous-groupes
amusants : le groupe des homothéties, le groupe des translations, les transformations qui fixent un
point (qui est le groupe linéaire) etc..

Soit II,, un polygone régulier & n coté du plan euclidien (régulier veut dire que tous les cotés
ont méme longueur, et donc aussi tous les angles. On note O son centre qui est ’équibarycentre
des sommets. On considére Iso(Il,,) le sous groupe du groupe des isométries du plan (ou méme des
transformations affines du plan) qui conserve P,.

Proposition 2.3. Si II], est un autre polygone réqulier d’un autre plan euclidien ayant le méme
nombre de cotés, et o une similitude transformant IL, en II),, la conjugaison oxo™' induit un
isomorphisme entre Iso(I1},) et Iso(Il,). En particulier ces deux groupes sont isomorphes.

Démonstration. Laissée au lecteur. g
Définition 2.4. Le groupe des isométries de 11, s’appelle le groupe diédral Do,,.

Théoréme 2.5. 1. Le groupe des isométries conservant Il,, a exactement 2n éléments : les n
rotations d’angle k.i—?, et n symétries orthogonales, plus précisément.

St n est impair, par rapport aux axes Op, ou p est un sommet de 11,,.5i n est pair par rapport
auz azes {p, —p} up est un sommet de II,,, et aux azes {m, —m}. Ou m décrit le milieu des
arétes de 11

2. Le sous groupe des rotations est normal et son quotient est Z /27,

3. Le groupe Do, n’est pas commutatif. Si T est une réflexion et p une rotation Tpr 1= p~L
Démonstration. Soit G ce groupe. Clairement G contient les 2n transformation décrites. Pour
vérifier qu’il n’y en pas d’autre, considérons d’abord G le sous groupe qui conserve ’orientation.
Il opére sur I’ensemble des sommets de I1,, mais une rotation qui fixe O et 1 sommet est 'identité (on
dit que I'opération est libre). Soit s un sommet et p la rotation qui transforme s en g.s. Alors p~lg
fixe s donc c’est I'identité. Ainsi G est constitué des n rotations d’angle k.%ﬂ, pour k€ [0,n—1].
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Notons maintenant G~ le sous ensemble constitué des réflexions, de sorte que G=GTUG™.

Choisissons o n'importe quelle symétrie dans G. L’application G — G définie par ¢(g) = g.o et
bijective (elle est égale a son inverse) et interverti Gt et G~ : il y a donc autant d’élément de G~
que d’éléments de G et la liste que nous avons donnée est donc compléte.

2. On donne deux démonstrations. D’abord G est le noyau du déterminant. Aussi, tout sous-
groupe d’indice 2 est normal .

3. Laissé en exercice : quand on se regarde dans un miroir, les aiguilles d’'une montre tournent
dans 'autre sens autrement dit 7p7~!=p~!, si 7 est une réflexion et p une rotation.

O

2.1.2 Terminologie : action de groupe, orbite d’un point.

Définition 2.6. On dit que le groupe G opére/agit dans l’ensemble X si on s’est donné une
application
GxX—X
(9,2) =gz
Telle que :
pour tout triplet (g1, g2, x) de G x G x X, on ait (g192).x = g1.(g2.)
et pour tout x de X on ait ex=x

Proposition 2.7. Soit G un groupe opérant dans X
L’application x— g.x est une bijection d’inverse x— g~ .x
L’application G — S(X) définie par o(g)(x) = g.x est un homomorphisme de groupe.

Démonstration. Comme g~ '.g=g.g~ ! =e, on obtient le résultat. O
Réciproquement.

Proposition 2.8. Soit G un groupe et ¢:G— S(X) un homomorphisme. L’application d’évalua-
tion g.x = ¢(g)(x) définit une opération de G dans X. O

Définition 2.9. Orbite d’un point. Si G opére dans X lorbite du point xq est l'image de 'appli-
cation G— X g— g.xg.

Exemple 2.10. Le groupe des rotations autour d'un point O opére dans le plan. L’orbite d’un
point est le cercle centré en O passant en ce point.

Le groupe orthogonal opére dans F3 l'orbite d’un point est la sphére.

Proposition 2.11. La relation y~x siy € Oy est une relation d’équivalence. Les orbites sont les
classes d’équivalence.

Exemple 2.12. Les orbites de 'action du groupe des similitudes sur ’ensemble des triangles sont
les triangles semblables.

Les orbites d’'un point sous l'action d'un groupe sont des objets trés jolis, parce qu’ils sont trés
symétriques.

Exemple 2.13. Si un groupe d’ordre 2 opére sur un ensemble dont le cardinal est impair, il y a
un point fixe.

2.1.3 Equivariance.
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L’équivariance est I'une des propriétés les plus importantes de la nature. Tellement importante
que beaucoup de traité de théorie des groupes n’en parlent méme pas tellement tout parait évident.
Commencgons par quelques exemples venant de la géométrie.

Exemple 2.14. Considérons le groupe affine qui opére dans le plan. il opére aussi dans les paires
de points du plan (ou les triplet) et il conserve le milieu( le barycentre).

Proposition 2.15. L’application «milieu» est affine, équivariante : si g est une application affine
Uimage par g du milieu de A et B est le milieu de g(A) et g(B).

Démonstration. En fait une application affine est une application qui conserve les barycentres,
donc en particulier les milieux. O

A titre d’application, démontrons un théoréme facile de la géométrie élémentaire.

Proposition 2.16. Soit (a,b,c) un triangle du plan, a’,b’, ¢’ les milieux des cotés opposés. Alors
les droites (a,a’), (b,b")(c,c’) sont concourantes.

Démonstration. L’homothétie de centre a et de rapport 2 transforme ¢’ en b et b’ en c. 1l
transforme donc le milieu a” de (b’,¢’) en o’ : I'intersection de [a,a’] N[V, '] =a”

Soit G = (b, b")N(¢, ¢’). On considére I'homothétie H de centre G et de rapport —1/2. Donc
H transforme b en b’, c en ¢’. 1l transforme donc le milieu a’ de b, ¢ en le milieu a” de b’,¢’. Mais
a” est le milieu de (a,a’) O

Des tas de démonstrations sont faites -sans sans rendre compte- en utilisant I’équivariance.

Exemple : toujours le groupe des similitudes qui opére dans le plan. Si g est une similitude, g ne
conserve pas les distances ni les aires, mais conserve le rapport des distances et le rapport des aires.

Plus précisément ’application p: G— IR*, X qui a une similitude associe la valeur absolue de son
rapport de similitude est un homomorphisme de groupes. Notons d la distance entre deux point
de Vespace, A(z, y, z) laire du triangle de sommets (z,y, z), V le volume du tétraédre (z,y, z,t)

Proposition 2.17. Soient z,y, z,t quatre points de l’espace et g une similitude.

Alors d(g(x), 9(y)) = p(g)d(z, y).
A(g(x), 9(), 9(2)) = p*(9) Az, y, 2)
(( ,g(y),g(z),g(t)):p3V(ac,y,z,t)

Avec ces exemples dans la téte, on peut formuler 1'idée d’équivariance.

Définition 2.18. Soit G, H deux groupe opérant respectivement sur deur ensembles X,Y, et ¢:
G — H un homomorphisme une application : f: X =Y est dite équivariante si f(g.z)=p(g)f(x)

Si H est le groupe trivial, une telle application est dite invariante.

Remarque 2.19. Etudier 'action d’un groupe dans un ensemble c’est étudier ’ensemble des
propriétés invariantes par ’action de ce groupe.

Exemple 2.20. Le groupe affine agit sur 'espace affine. Il opére aussi sur I’ensemble des coniques.
11 préserve leur type (parabole, hyperbole ou ellipse).
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La groupe euclidien opére sur l’ensemble des coniques. Il conserve leur type et leurs parameétres
(excentricité, longueur de grand axe, distance focale etc)

2.1.4 Terminologie : stabilisateur d’un point, classes de conjugaisons.

Si un groupe opére dans X et si x est un élément de X, on note G, ={g/g.x =2}, 'ensemble des
éléments de G qui fixent x..

Proposition 2.21. L’ensemble G, est un sous-groupe de G qu’on appelle le stabilisateur de x.

Exemple 2.22. Le groupe O(2) opére dans le plan. Le stabilisateur d’un point u # 0 est constitué
de deux éléments l'identité, et la symétrie orthogonale par rapport a la droite Ru.

Deux points de la méme orbite ont des stabilisateurs qui se ressemblent

Proposition 2.23. G, est le sous-groupe gG,g~ " de G,.
Autrement dit si h fize le point x, ghg™! fize le point gx.

Exemple 2.24. Le groupe des rotations SO(3) opére sur la sphére S? C R3. Le stabilisateur
d’un vecteur u est exactement le sous-groupe des rotations autour de ’axe u. Deux rotations sont
conjuguées si et seulement si elle on méme angle [0, 7], un conjuguant et un élément qui transforme
I’axe de la premiére en celui de la seconde.

Rappel. Deux éléments g, g’ d'un groupe G sont conjugués si il existe une élément h tel que
!/ —
g'=hgh'.

Si G est un groupe, nous avons vu que 'application G — Aut(G) qui a un élément g associé la
conjugaison par g est un homomorphisme de groupe. Comme Aut(G) est un sous-groupe de S(G)
on obtient ainsi une action de G sur lui méme par conjugaison

Proposition 2.25. Les orbites de l’action de G sur lui méme par conjugaison sont les classes de
CcONJugaison.

Démonstration. L’action est donnée par (g, h) — ghg~! donc h’ est dans l'orbite de h si et
seulement si A’ et h sont conjugués. O

2.1.5 Classe a droite modulo un sous-groupe, théoréme de Lagrange.

Soit G et H < G. On dit que deux éléments g1 gs sont équivalents modulo H si go € g1.H. C'est
une relation d’équivalence (exercice).

Définition 2.26. La classe a droite de g modulo H est la classe d’équivalence de g pour cette
relation. c’est l'ensemble des g’ tels qu’il existe un h dans H pour lequel g'= gh. On la note souvent
g.H

Proposition 2.27. L’application fy: H— G définie par fo(h) = gh induit une bijection de H avec
la classe gH de g. Toutes les classes a droites modulo H sont donc en bijection avec H. S de plus
le groupe H est fini, elles ont donc le méme nombre d’éléments.

Définition 2.28. L’ensemble quotient G/ H est l’ensemble des classes a droites modulo H.



2.1 GROUPES OPERANT DANS UN ENSEMBLE. 29

Si on choisi dans chaque classe un représentant 6: G/ H — G, on obtient une bijection G/ H X
H — G définie 0(x).h. On a donc le célébre théoréme.

Théoréme 2.29. Lagrange |G|=|H|x Card(G/H)

Démonstration. On écrit G comme réunion disjointe de ses classes modulo H. il y en a Card(G /
H) et celle ci ont toute méme cardinal |H |. O

Corollaire 2.30. L’ordre de H divise l'ordre de G.
Corollaire 2.31. L’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe
Théoréme 2.32. Sip est premier tout groupe d’ordre p est cyclique, simple.

Démonstration. Si |G| = p est premier et si g € G — (e) U'ordre de g divise p, et est donc égal a
p. Le groupe cyclique engendré par p est donc égal a G tout entier. g

2.1.6 Action transitive, espace homogéne

Définition 2.33. Une opération d’un groupe G sur un ensemble X est dite transitive si X est
constitué d’une seule orbite. Dans ce cas on dit que X est un espace homogéne sous l’action de G.

Exemples.

Le groupe orthogonal est transitif sur la sphére.

Le groupe affine est transitif sur les triangles non dégénérés.

Le groupe des symétries du cube est transitif sur les sommets du cube.

Le groupe linéaire est transitif sur les couples de vecteurs indépendants, sur les triplets, sur les
bases.

Proposition 2.34. La multiplication & gauche induit une opération transitive de G dans G/ H.
Réciproquement si l'action de G sur X est transitive, si xo € X et H = Gy, est son stabilisateur,
alors Uapplication d’orbite passe au quotient en une bijection G /Gy, — X.

Démonstration. Par définition un élément de G/ H est un sous ensemble de la forme gH : c’est
I'image par g de la classe de ’élément neutre.

On considére Papplication d’orbite ¢: G — X définie par ¢(g) = gxo. Si g et ¢’ sont dans la
méme classe modulo Gy, il existe un h dans H = G, tel que g’ = gh. Alors g'zo = g(hxo) = gxo.
Donc ¢ passe au quotient en une application de G / G4, vers X. Cette application est surjective car
© Vest. Montrons qu’elle est injective : pour cela on remarque que si p(g) = p(g’) alors gxo=g'zg
donc g71g' € G,, et g, g’ sont donc dans la méme classe a droite modulo G, |

Donc en fait le mystérieux quotient G/ H n’est autre qu'un espace homogeéne sous l’action de
G dont le stabilisateur d’un point est H.

Exemple 2.35. La sphére S? est le quotient de SO(3) par SO(2) : le sous groupe de SO(3) qui fixe

1
le vecteur | o | est le groupe des matrices de la forme ( (1) 2 ) ou A est une matrice orthogonale
0

(2,2) de déterminant 1.



30 GROUPE OPERANT DANS UN ENSEMBLE

Un cas particulier important est le cas ou le stabilisateur d’un point est un sous groupe normal.

Théoréme 2.36. Soit X un espace homogéne de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i. Le stabilisateur d’un point ne dépend pas du point.
1. Le stabilisateur d’un point est un sous-groupe normal.

1. 1l existe sur X une structure de groupe telle que lapplication d’orbite G — X définie par
v(g)=g x e soit un homomorphisme surjectif.

Démonstration. i=>ii. Si H est le stabilisateur de gz est gH g~ !. Donc si il ne dépend pas du
point on a gHg~!'= H pour tout g.

ii=14i1. Soit N le stabilisateur de z( sait qu’il existe sur G /N une structure de groupe faisant
de la projection un homomorphisme surjectif. L’application d’orbite passe au quotient en une
bijection G /N — X, équivariante, ce qui muni X d’une structure de groupe.

iii=1 En effet p(g) fixe ’élément neutre si et seulement si g € ker(¢) et on sait que le noyau
est normal. g

Remarque 2.37. Dans it=i1i, la structure de groupe qu’on construit dépend du choix du point

base xg. Par exemple ’action par rotation d’angle kQ,—ZT de Z sur les sommets d’un polygone régulier
a m cotés est transitive, et le stabilisateur d’un sommet est normal (vu que Z est abélien). Mais
un polygone n’a pas a priori de sommet préféré.

2.1.7 Exemples : les actions transitives de Z.

Une action du groupe (%, +) dans un ensemble X est juste la donnée d’une bijection o de cet
ensemble. On pose alors nxx =oc"z.

Une action de Z est transitivite si et seulement si pour tout z, il existe un n tel que c"z¢o==z.

Exemple 2.38. Le shift est la transformation Z — 7Z n— n+ 1 Cette bijection défini une action
transitive de Z.

Proposition 2.39. Soit 0 une bijection d’un ensemble X. On choisit un point xg dans X, et l’'on
note p: Z— X p(n)=oc"xq Uapplication d’orbite. On suppose que l'action ainsi définie est transitive
e.

1. Si X est infini, Uapplication d’orbite 7. — X est bijective.

2. Si X est fini de cardinal n alors le stabilisateur de xg est nZ et ¢ passe au quotient en un

bijection Z /nZ — X.
C’est un cas particulier du théoréme général G /G, =< Orbite(z)

Remarque 2.40. Dans un cas comme dans autre la bijection dépend du choix de z¢= (0).

2.1.8 Exemple : les 3 actions d’un groupe sur lui-méme.

Soit G un groupe. G agit sur lui-méme de trois facons
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-Action & gauche g.x = gz
-Action a droite (g,z)=xg~!

-Conjugaison. (g,z)— gxg!

C’est trés utile de faire agir un groupe sur lui méme par I'une de ces trois actions quand on ne
sait pas quoi faire d’autre.

Proposition 2.41. 1. L’action de G sur lui-méme par translation & gauche est libre
et transitive.

2. Soit H<G un sous-groupe. Les orbites de l’action a droite de H sur G sont exactement les
classes a droites modulo H.

3. Le groupe H est normal si et seulement si les orbites de son action a droite sont les orbites
de son action a gauche.

Démonstration. 1. Si gx =z alors g=e.

2. g€ gH<<3h/g' h~!=gs gest dans Parbitre de g¢'.

3. Soit g € G. Si sa classe a droite est égal & une classe a gauche il existe g’ tel que gH =Hg
ALors il existe un h € H tel que gh=e.¢g’ ' et ¢’ =h"1g~1. Donc si la classe de ¢ & gauche est

r—1

égale a une classe & droite il existe un h te que gH = Hgh, soit gHh ' =Hg ou gHg '=H, et g
normalise H. Donc si toutes les classes a droite sont des classes & gauche le groupe H est normal.
La réciproque est évidente. 0

L’action d’un groupe sur lui-méme par conjugaison est trés utile. Nous étudierons tout particu-
liérement le cas du groupe symétrique et du groupe linéaire, mais donnons un peu de terminologie.

Définition 2.42. Si g € G, le centralisateur de g est l'ensemble des x tels que grg~ =z : c’est

l’ensemble des points fixe de l'action de g sur G par conjugaison.

Proposition 2.43. Le centralisateur de g est le stabilisateur de g pour laction de G sur lui méme
par conjugaison. [

Définition 2.44. Le centre d’un groupe est l’ensemble des g tels que pour tout x de G gr=uxg.

Proposition 2.45. Le centre est un sous groupe normal de G qui est l'intersection de tous les
centralisateur de G. Le groupe G est commutatif si et seulement si il est égal a son centre. OJ

2.1.9 Equation aux classes. Actions de groupe finis sur des ensembles
finis.

On écrit en méme temps ’équation aux classes et sa démonstration.
Théoréme 2.46. |X| = Zorbites |O| = Zorbites |G/G"L| = |G|Zorbites |1/GI|

Démonstration. La premiére égalité est juste de dire que les orbites forment une partition de G
car ce sont des classes d’équivalence. La seconde est la bijection entre l'orbite et I’espace homogéne
G /Gy, la troisiéme, le théoréme de Lagrange. |

Corollaire 2.47. (équations auz classes) | X|=3 |G /G,

orbites
Une célébre application est le théoréme du point fixe pour les actions des p groupes.

Définition 2.48. Un p groupe est un groupe fini dont l’ordre est une puissance de p.

Proposition 2.49. Tout sous groupe d’un p groupe est un p groupe. Le cardinal d’un espace
homogene d’un p groupe est une puissance de p.
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Démonstration. Lagrange nous dit que si H < G, alors |G| = |H| x ’%’ si |G| = p™ alors les

deux entiers du membre de droite sont aussi des puissances de p. O

Théoréme 2.50. (Du point fize) Si un p-groupe fini opére dans un ensemble, on a | X% =|X|(p).
En particulier, l’action d’un p groupe sur un ensemble de cardinal non divisible par p a des
points fizes.

Démonstration. On réduit modulo p ’équation aux classes : si x n’est pas fixe sont orbite a un
cardinal divisible par p, d’ou le résultat. O

Exemple 2.51. sile groupe Z /2Z opére sur un ensemble de cardinal impair, il a au moins un
points fixe.

Corollaire 2.52. Le centre d’un p-groupe fini est non trivial.

Démonstration. Le groupe opére par lui-méme par conjugaison. Donc comme il y a un point
fixe e, il y en a au moins p. O

Théoréme 2.53. Tout groupe d’ordre p? est commutatif.

Démonstration. Soit G' un groupe d’ordre p?. On va supposer que G n’est pas cyclique, donc
il ne contient pas d’élément d’ordre p? et tout élément #e est d’ordre p. On suppose aussi qu'il
n’est pas commutatif. Soit Z le centre, et g ¢ Z, alors g est d’ordre exactement p et engendre un
groupe cyclique 1, g,...g°?~'=C. Tous les éléments de C' commutent & Z et -sauf e- aucun n’est
dans Z, car ils engendrent tous C. Donc I'application produit C' x Z — G est bijective. C’est un
isomorphisme pour des raisons de cardinal, et en fait G est commutatif. g

On verra plus tard les théorémes de Sylow qui vont plus loin sur ce sujet.

2.2 Le groupe symétrique.

Si X est un ensemble fini, on rappelle que S(X )est le groupe des permutations de X . Si X ={1,...,
n} on le note Sy,.

Avertissement 2.54. La permutation oo 7 consiste a faire d’abord 7 ensuite o.

Notation 2.55. Etant donnée une permutation o, on note Jz( to2 ... n )
o(l) o(2) . . . o(n)

2 7T ... n—-2
o(l) o(7) . . . c(n—2)
ligne, on voit apparaitre chaque indice une fois et une seule.

Du coup, on peut aussi noter o = ( ) a condition que sur la premiére

Dans cette notation, 1,...n, sont des chiffres, (des symboles) pas des nombres. Autrement dit,
on pourrait les remplacer par des noms de fleurs, des lettres de ’alphabet et cela n’aurait pas
d’importance. Le seul nombre dans cette histoire c’est I’entier n qui est le cardinal de I’ensemble
considéré.

2.2.1 L’action de S, sur {1,....,n}.

Cette action est transitive. En effet si i € {1,....,n} la bijection 1 = ii—1 et j— j si j#1,i montre
que tous les points sont dans l'orbite de 1.
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Notons que le stabilisateur de {n} s’identifie a S,,_1. En appliquant le théoréme de Lagrange,
on obtient |S,|=n|S,_1|, et par récurrence

Proposition 2.56. |S,|=n!

Au lieu de faire agir S, sur ensemble {1, ...., n}, on peut le faire agir sur l'ensemble des
k — uplets d’éléments distincts de cet ensemble. L’action est transitive, et en utilisant le théoréme
de Lagrange, nous voyons

!

Proposition 2.57. Le nombre de k-uplets de {1,.....,n} est o ”_L-k)!

On peut aussi faire agir sur ’ensemble des sous ensembles a k éléments distincts de cet ensemble.
L’action est transitive, et en utilisant Lagrange, nous voyons

n!

Proposition 2.58. Le nombre de sous-ensembles a k éléments de {1,....,n} est BT

2.2.2 Cyecles.

Si o est une permutation, nous allons nous intéresser au sous-groupe qu’elle engendre : c’est donc
un groupe cyclique.

Pour étudier cette permutation, on décompose ’ensemble {1,...,n} en sous ensembles disjoints,
les orbites sous 'action de o.

Définition 2.59. Un cycle de longueur k est une permutation qui a une orbite ayant k élément,
et qui fixe tous les autres points.

Autrement dit si o est un cycle de longueur k, il existe un n-uplet i;...i; de {1,...,n} tel que
O'(ij) = ij+1 si j 75 k et O'(ik) = il.

Exemple:(1 2..n-1mn

, .
o5 ) que ’on dessine.

7
i
°« —
[ ]
ot
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Notation 2.60. Pour désigner le cycle o(i;) =ij41 si j#k et o(ix) =11, on note sur une seule

ligne (i1,i2,...,1k). il est entendu que les autres indices ne bougent pas. Ainsi, ( ; ; C ”T_Ll ’f >

se note plutot (1,2, ....,n). Attention il y a k fagons de décrire un cycle d’ordre k.

Définition 2.61. Une transposition est un cycle de longueur 2. On la note (i,j)=(j,1)

Proposition 2.62. Le conjugué du cycle (1,.....,k) par o est le cycle (o(1),0(2),...,0(k)). C’est
un cycle de méme longueur. Réciproquement deux cycles de méme longueur sont conjugués.

Démonstration. Il vaut mieux un joli dessin qu’'un mauvais calcul.

2 3 o(2) o(3)
e —> o o —e

a hN a(1) / > o(4)

1 ° ° 4 g b ¢

d —

E—1e . 5 ﬁl ° o 0'(5)

N v ? N e

n—cycle(ég kgllf)

On voit que si on prend un point a droite, qu’on lui applique o', puis le cycle
de gauche puis ¢~ on a le second cycle : 0Co~ ! ="

Proposition 2.63. L’ordre d’un cycle de longueur k est k.

Démonstration. Gréice a ce qui précede, il suffit de le démontrer pour (1, ...., k). Notons que
o(i)=1i+1(k) donc 0™ (i) =i+ m(k) et 0™ =1d <m =0(k) On peut aussi appliquer ce qui a été
vu sur les espaces homogéne de Z g

Lemme 2.64. Tout cycle est produit de transposition.
Démonstration. En effet on calcule facilement : (1,2,...k) =(1,2)(2,3)(3,4)....(k — 1, k)
Donc par conjugaison (o(1),0(2),...,0(k))=((c(1),0(2))(s(2),0(3)).....(c(k —1),0(k))

Exemple 2.65. L’action +1 de Z sur Z/nZ est un cycle. La rotation d’angle 27 /n agissant sur
un n — gone régulier est un cycle de longueur n.

2.2.3 Décomposition en produit de cycle.

Définition 2.66. Le support d’une permutation o est l’ensemble des i tels que o (i) #1i.

Lemme 2.67. Pour que deux permutations commutent il suffit que leurs supports soient disjoints.
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Démonstration. Si le support de o et ¢’ sont disjoints, on peut écrire comme réunion disjointe
de deux sous ensembles X =Y LY tel que la restriction de o & Y’ soit 'identité ainsi que celle de
c'aY. Lesrestrictions A Y et Y’ de ces deux permutations commutent, donc elles commutent. [

Soit o une permutation.

On décompose X = {1, ...n} en orbites sous l'action du groupe cyclique engendré par o,
X =X1UXoU...UX;. L’ensemble X; est donc fini avec n; éléments, et la restriction de o a ce
sous ensemble engendre une action transitive.

La restriction de ¢ & X; est donc un cycle d’ordre n;, que nous noterons c;. Nous avons donc
démontré.

Proposition 2.68. Avec ces notations, o =cj.....c; est un produit de cycles de supports disjoints
0.

Notre démonstration est effective. On va décomposer l'ensemble X sous ’action du groupe
(cyclique) engendré par o.

Pour construire cette décomposition, nous pouvons partir d’un point au hasard disons a,
regarder son orbite sous l’action du groupe engendré par o: o(a), 0%(a),....c™ ~*(a). La restriction
a cette orbite est manifestement un cycle d’ordre m. Puis on prend un second point b en dehors de
l'orbite de a et on recommence, jusqu’a avoir un point dans chacune des orbites. Dans la pratique
on fait un dessin de la permutation :

o(a) o%(a) . a(b)
. /‘ . — e \ b /‘ \ 02(b> c
. . . : t
o™ (a) .T 1 ¢ . o(;)
\ /. [ ]
orbite de b orbite de ¢
orbite de a

Corollaire 2.69. cF=c}....cf
Corollaire 2.70. L’ordre de o est le ppcm des ordres des c;.

Corollaire 2.71. Le groupe symétrique est engendré par les transpositions. En fait toute permu-
tation est produit d’au plus n-1 transpositions.

Démonstration. Tout cycle de longueur k est un produit de & — 1 transpositions. O

On aurait pu donner une autre démonstration de ce résultat important, par récurrence sur le
cardinal de X.
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Démonstration. Si le cardinal de X est 1 il n’y a rien & démontrer. Sinon, on suppose que
X ={1,...n}. Soit 0 € S(X). Si o(n)=n 'hypothése de récurrence montre que o est le produit d’au

plus (n —2) transpositions de {1,...n — 1}. Sinon, composons o par 7 :< “(n”) ) Alors To(n) =n.

Donc 7o est le produit d’au plus n — 3 transpositions, ce qui montre que o =7 (70) est produit d’au
plus n — 1 transpositions. O

2.2.4 La signature.

La signature d’une permutation est un des miracles de la nature (celui qui fait qu’il y a une gauche
et une droite).

Théoréme 2.72. Il existe un homomorphisme surjectif e:S, — {£1}. Celui-ci est unique.

Il est caractérisé par (1) = —1 pour toute transposition. Si o est un cycle d’ordre k, (o) =
(11

Démonstration.

Nous allons d’abord démontrer I'unicité. Notons que deux transpositions sont toujours conju-
guées, donc ont la méme image dans {£1}. Comme les transpositions engendrent Sy, si pour 'une
e(r)=1 alors e=1.

Pour montrer l'existence, on considére la fonction f:R”—A—=R o f(z)=1IL«;(z; —z;)
Si o est une permutation, on pose l,: R™ = R" I5(21, ....; Tn) = (To-1(1)s - To—1(n))

Lemme 2.73. [, Xl =lg0s.

fols
!

Proposition 2.74. ’application (o) = est un homomorphisme de groupes S, — {+1}

Notons que f o l, = £f et que f olp_1,) = —f. Il en résulte que e(7) = —1, et ¢ est
I’homomorphisme souhaité. O

Exemple 2.75. Si c est un k cycle, (c) = (—1)k~1 .

Proposition 2.76. On sait que toute permutation s’écrit (d’une unique fagon) comme produit de
cycles (disjoints). La signature est alors le nombre de cycles pair. O

2.2.5 Le groupe alterné.

Définition 2.77. Le groupe alterné, noté A, est le sous groupe normal du groupe symétrique qui
est le noyau de la signature.

Proposition 2.78. On a |4,) :%!

Démonstration. Comme la signature d’une transposition est —1, I’homomorphisme ¢ est surjectif
et la formule de Lagrange donne le résultat. O

Proposition 2.79. Sin >4, le groupe alterné est engendré par les 3-cycles

Démonstration.

a) (12)(23) = (123)
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b) (12)(34) = (123)(234)

Proposition 2.80. Sin>5 les 3-cycles sont conjugués dans A,.

Démonstration. Soient 0,0’ deux 3 — cycles. On sait qu’il sont conjugués dans S,,, ainsi on peut
trouver a tel que aoca™' =o', Si a est dans A, on a terminé, sinon comme n > 5 il existe une
transposition 7 qui commute & o. Alors (ar) conjugue o et o’. O

Une autre fagon d’exprimer ce résultat est de dire.

Théoréme 2.81. Sin > 5 le groupe As est 3-fois transitif sur {1, ...,n} c’est a dire que pour
tout couple triplet (a,b,c) , (a’,b’,c") de {1,...,n} il existe une permutation alternée o telle que
o(a,b,c)o™t=(a’,b',c’).

Démonstration. En effet o(a,b,c)o ! = (c(a),o(b),o(c)) O
On fini ce chapitre par un résultat plus difficile.

Théoréme 2.82. Sin>5 le groupe A, est simple, c’est a dire qu’il n’a pas de sous groupe normal
propre.

Démonstration. Soit N <1 A, un sous groupe normal non réduit & 1. On sait que les 3-cycles
engendrent A, et que ceux ci sont conjugués dans A,,. Pour vérifier que N = A,, il suffit donc de
vérifier que N contient un 3 cycle : en effet, si il en contient un, il les contient tous car N est normal.

Premiére étape. On va vérifier que le résultat est vrai pour n =25, en étudiant ’action de As
sur lui méme par conjugaison.

On regarde d’abord les classes de conjugaison dans S5 des éléments de As (qui a 60 éléments) :
il a les 3 cycles qui sont au nombre de 2( g ) =20, les 5 cycles qui sont au nombre de 4!=24, les

produits de deux transpositions de supports disjoints qui sont au nombre de 5 x 3 =15, et l'identité.

Lemme 2.83. Les produits de deux transpositions sont conjuguées dans As.

Démonstration. Si (a,b)(c,d)e et (a’,b")(c¢’,d’)e’ sont deux produits de deux transposition, notons
que comme Aj est 3-transitif on peut trouver o dans Aj telle que o(a) = a’; o(b) =b', o(e) = €.
Alors o({c,d})={c’,d’} et donc o conjugue la premiére et la seconde permutation.

]

Lemme 2.84. [l y a une seule classe de conjugaison de 5-cycles dans As.

Démonstration. Soit 7= (a,b,c,d,e, f) un 5 cycle. Si o € Ay satisfait o(a) =1,0(b) =2,0(c) =3,
alors o({e, f})={4,5} donc omo~1=(1,2,3,4,5)=c ou bien (1,2,3,5,4) = 3. Soit 7=(2,3,5,4,1)
alors Tar 1= (2,3,5,4,1) = 3, donc il n’y a quune classe de conjugaison O

Soit donc N un sous groupe normal. Si il contient un 3-cycle, il les contient tous et donc c’est
As vu que les 3-cycles engendrent As. Supposons donc qu'il ne contiennent pas de 3-cycles.

Comme les produits de deux transpositions ou les 5-cycles sont conjugués, il les contient alors
tous. Comme N est un sous groupe, sont ordre divise 60. Mais ni 15+ 1 ni 24 + 1 ne divisent 60.
Donc il contient nécessairement des éléments de deux types différents et méme il les contient tous.
Si on y ajoute 'identité il y en a 24+15+1=40, qui ne divise toujours pas 60. Donc il contient un
3 cycle et c’est tout As.
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Deuxiéme étape. Un fois qu’on sait que As est simple, on considére un sous groupe normal
N et un élément 0 € N qui n’est pas 'identité. Quitte a conjuguer (ou a renumeéroter), on peut
supposer que o(1)=2. On peut supposer que o(2)# 3 (disons que c’est soit 1, soit 4) et on considére
7=(1,3,2), 771 =(1,2,3). On calcule p=1707 "o~ = (132)(c(1)0(2)o(3)). Notons que 2 n’est
pas un point fixe de p. En effet p(2) = p(o(1)) =707 (1) =70(2) #2 car 771(2) =3#£0(2).

Par ailleurs I'ensemble (1,2,3,0(1),0(2),0(3)) a au plus 5 ¢léments vu que o(1) =2. Ainsi p
est une permutation paire d’un sous ensemble de 5 éléments non triviale. Comme le groupe As
est simple, il existe un cycle de longueur 3 dans le sous groupe normal qu’elle engendre. Comme
tous les 3-cycles sont conjugués dans A, le sous groupe normal contenant o contient toutes les 3-
cycles, et comme ceux ci engendre A, le groupe A,, est simple. a

2.3 Exercices du chapitre 2

2.3.1 Groupe opérant

Exercice 2.1. Le groupe affine, le groupe des similitudes, le groupe des isométries du plan.

Ces trois groupes opérent dans le plan affine (euclidien). Donc dans ’ensemble des droites, des triangles (non
dégénérés) et des coniques. Décrire dans chaque cas, les orbites, I’ensemble des orbites.

Trouver des exemples de fonctions invariantes ou équivariantes (angles , aires, distances, orthocentre, centre
de gravité, centre du cercle inscrit etc) de ’action de ces groupes dans ’ensemble des triangles.

Exercice 2.2. Soit X un ensemble sur lequel un groupe fini G opére et f: X — R une fonction. Montrer que
la fonction g(z) = ‘%‘Z f(gx) est invariante par G.

Exercice 2.3. Espace métrique. Soit X,d un espace métrique et F' un sous groupe fini du groupe des homéo-
morphismes de X. Trouver une distance équivalente topologiquement & d pour laquelle F' agit par isométries.

Exercice 2.4. On fait opérer GL(2,Z/27Z) sur (Z/27)? quelles sont les orbites ? En déduire un isomorphisme
GL(2,Z/2Z) avec le groupe S3 des permutations d’un ensemble & trois éléments.

Exercice 2.5. Combien y a t il de partitions d’un ensemble & 4 éléments en deux sous-ensembles & 2 éléments.
En déduire un homomorphisme Sy — S3; quel est son noyau ?

Exercice 2.6.  Le groupe GL,(K), si K est un corps fini.
Soit K un corps. On fait agir GL,,(KK) (les matrices (n,n)) sur 'espace IK"™ des vecteurs colonnes. Montrer

que cette action a deux orbites.
1

Quel est le stabilisateur du vecteur . Montrer que celui ci se surjecte sur GL,, _1(K), et que le noyau

de la surjection est isomorphe a K™~ 1.

En déduire que si K est un corps fini a ¢ éléments, |GLy,(K)| = (¢" — 1)¢" ~}|GL, —1(K)|

Quel est le cardinal de |GL, (K)| ?

On suppose que K =T, le corps a p éléments. Soit B C GL,(K) le sous groupe des matrices triangulaires
avec des 1 sur la diagonale. Quel est le cardinal de B?

Montrer que le cardinal de GLy,(IF,) /B est congru a (—1)™ modulo p

Soit G < |GLy(FFp)| un p — groupe. En faisant agir G sur GL,(IF,) / B, démontrer que G est conjugué a un
sous-groupe de B.

n(n—1)
Quels sont tous les sous-groupes de GL,(F,) de cardinal p— @

Exercice 2.7. Le groupe des symétries du cube.
On considére un cube, par exemple le cube formé de ’enveloppe convexe des points de R? (£1,4+1.4+1).
On veut étudier le sous-groupe G de O(3) qui conserve ce cube.
Etant donné deux sommets voisins, A* B montrer qu’il existe un élément de G transformant A en B.
En déduire que G est transitif sur les sommets et que le cardinal de G est divisible par 8.
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Etant donné deux arétes voisines, U,V montrer qu’il existe un élément de G transformant U en V.En déduire
que g est transitif sur les arétes. Et méme sur les arétes orientées. En déduire que le cardinal de G est multiple
de 24.

Montrer que le stabilisateur d’une aréte orientée est la réflexion par rapport au plan Ooc, et en déduire que
G a 48 éléments.

Montrer que le centre de G est Z(G) = {£id}, et que G s’identifie au produit Gt x {+Id}

Montrer que GT =GN SO(3) a 24 éléments.

On considére les 4 grandes diagonales du cube. Montrer que GT opére transitivement sur cet ensemble, et
en déduire un isomorphisme Gt — Sy

On considére les 3 plans verticaux paralléles aux faces et passant a l'origine. Montrer que G opére transiti-
vement sur II et en déduire un homomorphisme surjectif Gt — S3 dont le noyau a 4 éléments. Quels-sont ils ?

Exercice 2.8. Formes quadratiques et théoréme de Sylvester.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. On rappelle que ’application ¢: E — R est une forme
quadratique si il existe une forme bilinéaire symétrique b: F X E — R telle que g(z) = b(z, z). On note Q(E)
I’ensemble des formes quadratiques sur E.

Montrer que I’application de GI(E) x Q(E) — Q(FE) définie par g*(q) = go g~ ! définit une action de groupe.
Rappeler le théoréme de Sylvester sur la classification des formes quadratiques.

Quelles sont les orbites de I'action de GL(E) sur Q.

Exercice 2.9. Sous groupe finis du groupe affine.

Le corps de base est R.

Soit A un espace affine E I'espace vectoriel sous jacent, G(A) le groupe affine, GI(E) le groupe linéaire.

On fait opérer G(A) sur A. Démontrer que l’action est transitive. Quel est le stabilisateur d’un point O ?

Soit F un sous groupe fini du groupe affine G(A). Démontrer que si P € A le barycentre O = ﬁz f(P) est
fixe par F.

En déduire que F' est conjugué & un sous groupe du groupe linéaire.

On fait opérer le groupe linéaire GL(E) sur ’ensemble des formes quadratiques définies positives. Montrer
que le stabilisateur de gq est le groupe orthogonal O(gq,)-

Si g est une forme quadratique définie positive, démontrer que ¥ rc pgo f est une forme quadratique définie
positive et invariante.

En déduire que si F est un sous groupe fini de GLy,(R), alors F' est conjugué a un sous-groupe du groupe
orthogonal.

Montrer que le sous-groupe de F' qui conserve 'orientation est normal et d’indice 1 ou 2.

Montrer qu'un sous groupe fini de Aff(2) est soit un groupe cyclique soit un groupe diédral, et qu'il est
conjugué dans le groupe affine au groupes des rotations d’angles multiple de 27 /n ou au groupe engendré par
les symétries orthogonales autour de deux droites faisant un angle 27 /n.

Exercice 2.10. Un groupe fini d’ordre 156 agit sur un ensemble X . Le stabilisateur d’un point est d’ordre 12;
quel est le cardinal de son orbite.

Un groupe d’ordre 143 opére dans un ensemble de cardinal 108 ; montrer qu’il y a un point fixe.

Un groupe d’ordre 35 opére sans points fixes dans un ensemble de 19 éléments. Combien y a t il d’orbites ?

Exercice 2.11. On fait opérer un groupe sur lui méme par conjugaison.

Montrer que si g est un élément d’ordre n ’ordre de son stabilisateur est un multiple de n. On l’appelle le
centralisateur de G

On suppose que G a exactement deux classes de conjugaisons. Montrer que G est isomorphe a Z/2Z

Exercice 2.12. Théoréme de Cauchy. Soit G un groupe fini et p un nombre premier ui divise ’ordre de G.
On considére X C G? le sous ensemble formé des p uplets g1, ...gp tels que gi....gp =e.
Quel est le cardinal de X.
En faisant opérer Z /pZ sur X par permutation cyclique, montrer que le nombre d’éléments d’ordre p est
divisble par p et qu’en particulier G admet un élément d’ordre p.

Exercice 2.13. Soit G un groupe d’ordre 2p, ol p est un nombre premier. On suppose que G n’est pas
commutatif

Montrer que G admet un élément d’ordre p. (on pourra utiliser le fait qu'un groupe dont tous les éléments
sont d’ordre 2 est commutatif, isomorphe a Z/27Z").

a. Si g un élément d’ordre p. Montrer que le sous-groupe C engendré par g est d’indice 2, et que c’est un
groupe cyclique, et qu’il est normal. On rappellera comment démontrer que tout sous-groupe d’indice 2 est
normal.

Soit ¢ € G — C. On considére 'automorphisme S: C' — C' défini par S(g) =ogo~!
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b. Montrer que S # e (utiliser le fait que G n’est pas commutatif)
c. Soit g # e un générateur de C, et k un entier tel que S(g) = g*. Montrer que k%= 1(p) et en déduire que

S(g)=g7"
d. Montrer que G est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2p.
e. Quels sont tous (& isomorphisme prés) les groupes d’ordre 2p.

2.3.2 Groupe symétrique.

Exercice 2.14. Dessiner les permutations puis les décomposer en cycles disjoints

1. q=(123456 7 8910).
: 582796 1031 4 )

2b=(12090 57000 )

3. (::(1,2,3,47 5)(1,E'),S))(Q,él,‘é))7

4. d=(1,8,6,7)(8,6,7,5)(6,7,5,1);

5. f=(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)(6,7)(7,1);
6. h=(1,8)(1,7)(1,6)(1,5)(1,4)(1,3)(1,2).

Pour chacune de ces permutations, on déterminera 1’ordre, la signature et on calculera o1° et ¢2018,

Exercice 2.15. Combinatoire

1. On fait opérer le groupe symétrique S, des bijections de ’ensemble E, =[1,...n] sur E,

Quel est le stabilisateur de {n}. En déduire Card(S,)=n!

2. On fait opérer S,, sur P(E,) (ensemble des parties de n). On note Px(E,) I'ensemble des parties a k
¢éléements. Montrer que les orbites de laction sont exactement les Py (E).

En déduire card(Py) = k:‘(nnilk)' = ( ) puis

5t 1)

3. Une partition de E,, est une décomposition E =U¥_; E; en sous ensembles disjoints.

Sipi+...+pr=net 1<p; < p2... < pi on considére la partition F1={1,...,p1} Ea={p1+1,...01+p2},..Ex=

{P1+..pr—1+1,n}.
Quelles sont les orbites de ’action de S, sur I’ensemble des partitions. En déduire que le nombre de partitions
de 'ensemble E,, en k sous-parties ayant pi, ..., pr éléments est #lp‘
!
4. Soit A un ensemble a k éléments et B un ensemble a n >k éléments. On fait agir le groupe S(A) x S(B) sur

I’ensemble des applications de A dans B.
Démontrer que I’ensemble des injections de A dans B se réduit & une seule orbite, et calculer son cardinal.

Exercice 2.16. Soit S7 le groupe des permutations de l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. On considére les
permutations suivantes:
c1=(1,2,3,4,5,6,7), o02=(1,3,2,6,4,5).
. On pose H1 = (01) et Ha=(032). Calculer |H;| et |Ha|.
. Déterminer H; N Hs.
. Calculer 051,05 ' 010 et 3.

. Soit G = (o1, 02). Montrer que H; est un sous-groupe distingué de G.

Ul W N =

. Montrer que tout élément g € G s’écrit de maniére unique sous la forme g =hgo h1 avec h1 € H; et ho € Ho.

6. Calculer |G|.

Exercice 2.17. L’opération qui consiste & couper un jeu de n cartes (par exemple 52) a la k — iéme est un
cycle de longueur n si et seulement si le pged de k et n est égal & 1.

Exercice 2.18. Montrer que le groupe S,, est engendré par

1. les transpositions (1,7), pour 2 <7 <n (indication: pour i et j tels que 2 <17 < j <n, calculer (1,%)(1,
DL
2. la transposition (1,2) et le cycle (2,3, ...,n);
3. les transpositions (i,7+ 1) pour 1 <i<mn;
4. la transposition (1, 2) et le cycle (1,2,...,n).
Exercice 2.19. Dans Sy

1. Trouver les permutations o telles que o2 = (1,2)(3,4).
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2. Soit n > 2. Existe-t-il un o dans S, tel que o2 =(1,2) ?
3. Méme question pour n >6 et 02 =(1,2)(3,4, 5, 6).

Exercice 2.20. Dans le groupe Sg, établir la liste des classes de conjugaison et de leurs ordre.
Montrer qu’il n’existe pas dans Sg de sous-groupe cyclique d’ordre 9, de sous-groupe cyclique d’ordre 14.
Montrer qu’a conjugaison prés Sg ne contient qu’un seul sous-groupe d’ordre 7
Montrer que Sg contient un sous-groupe d’ordre 14, isomorphe au groupe diédral Dj4, et que celui ci est
unique a conjugaison pres.

Exercice 2.21. Les cycles ¢ = (123) et ¢/ = (132) ne sont pas conjugués dans A4. Indication raisonner par
labsurde et noter que si o conjugue c et ¢’ alors o(4) =4.

Exercice 2.22. Quelle est la signature d’une permutation d’ordre 12, resp. 14, resp. 15, dans Syo

Exercice 2.23. Soit (A, +) un groupe abélien et ¢: S, — A un homomorphisme. Montrer que les propositions
suivantes sont équivalentes.

i. Il existe une transposition 7 telle que (1) #0
ii. Pour toute transposition T ¢(7) # 0
iii. L’image de ¢ est un groupe isomorphe a Z/27Z et ¢ est (conjugué a) la signature.

Exercice 2.24. Démontrer que groupe alterné A,, est le sous groupe de S,, engendré par les commutateurs c’est
a dire les élément de la forme aba =161, Indication écrire le cycle (1,2,3) comme produit de deux transpositions
de S3, puis comme commutateur.






Chapitre 3
Groupe abéliens de type fini.

3.1 Groupe abéliens de type fini.

Dans ce chapitre nous allons étudier les groupes abéliens (commutatifs).

Parfois, nous allons noter 'opération de groupe par un + au lieu du traditionnel . ; ainsi nous
le ferons systématiquement pour le groupe Z", les groupes Z / nZ, les sous-groupes des groupes
additifs d'un espace vectoriel etc. Mais dans certains cas, on garde la notation multiplicative,
par exemple pour le groupe U, des racines n-iémes de I'unité, ou pour le groupe K* des éléments
inversibles d’'un corps K.

Définition 3.1. Un groupe abélien est dit de type fini si il est engendré par un nombre fini
d’éléments.

Le but de ce paragraphe est d’étudier les groupes abéliens de type fini, les groupes de types
infinis étant trop compliqués pour 'instant.

Exemple 3.2. Si M C @ est un sous-ensemble on note Z[M] < @ le plus petit sous anneau de Q
contenant 1 et M. Les groupes Z[1 / p| pour p premier sont tous deux a deux non isomorphes. Plus
généralement si M est un sous ensemble (fini ou infini) de ’ensemble des nombres premiers Z[1/ M|
est un groupe qui détérmine M: on voit ainsi que (Q, +) contient une famille non dénombrable
de groupes abéliens deux & deux non isomorphes.

3.1.1 Sous-groupes et quotients des groupes cycliques.

Un groupe cyclique est, rappelons-le, un groupe engendré par un élément. Des fois cet élément
est connu, des fois pas. Méme pour le groupe (Z, +), il y a deux choix possible. Si le groupe en
question n’a pas de générateur préféré, et si il a n éléments, autant le noter C,. Il peut trés bien
étre égal au groupe des racines n — iémesde I'unité U, ou & Z /nZ, ou un un groupe qui apparait
dans un autre contexte, mais le nombre d’éléments détermine son type d’isomorphisme.

Rappelons que si H < G est un sous-groupe, l'indice de H est le cardinal de ensemble G/ H
des classes a droites modulo H
Théoréme 3.3. Soit C,, un groupe cyclique d’ordre n.

1. Si d divise n, C,, contient un unique sous groupe d’ordre d : I’ensemble des g tels que g%*=1.
C’est un groupe cyclique d’ordre d.

2. Tout sous groupe de C), est cyclique.

43
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Démonstration. Notons que 2 résulte de 1 qu’on démontre par deux méthodes trés différentes.

Argument 1. Pour cela, on pense a C;,, comme au groupe U, des racines n —iémes de 'unité.
Le sous ensemble Uy des racines d — iémes est un sous-groupe d’ordre d. Pour démontrer qu’il est le
seul, rappelons que le théoréme de Lagrange dit que tout sous groupe d’ordre d est contenu dedans.

Argument 2. Oon pense & C,, comme & Z /nZ. On utilise le fait que tout sous groupe de Z
est de la forme kZ. Si H < C), est un sous groupe son image réciproque est donc de la forme
kZ, ou n|k, car kZ > nZ. Le groupe H est donc cyclique, comme quotient de nZ, et c’est en fait
kZ/nZzZ/deourd:%. |

Théoréme 3.4. Soit C,, un groupe cyclique.
1. Tout quotient de C,, est un groupe cyclique d’ordre divisant n.

2. Sid/n, le groupe C,, admet un unique quotient de cardinal d et isomorphe a Cq. On peut
le réaliser comme limage de : Cy, — C,, définie par o(x) =g"/4,

Démonstration. Le 1. est plus ou moins évident car un groupe cyclique est un groupe fini
engendré par un seul élément. Pour réaliser concrétement ce quotient, on peut considérer I’homo-
morphisme, ¢: G— G défini par p(x) = 2"™/%. Comme son noyau est d’ordre n/d son image est un
groupe cyclique d’ordre d ; cela démontre 2.

O

Avertissement 3.5. Attention, 'homomorphisme ¢ de la démonstration n’induit pas du tout
Iidentité sur I'image. Par exemple si on pense a C4 comme étant le groupe Uy des racines 4-iémes

de T'unité (1) =@(—1) =1, p(i) = o(—i) = —1.

3.1.2 Le lemme chinois.

Le résultat suivant est connu sous le nom de « Lemme Chinois ».

Théoréme 3.6. Soient a,b deur nombres premiers entre euzx. Alors tout groupe cyclique d’ordre
ab est isomorphe a un produit de groupe cyclique d’ordre a et d’un groupe cyclique d’ordre b.

Démonstration. On en donne deux.

1. On sait que I'image de ’homomorphisme ¢ : Cuy, — Cup (resp. W) défini par ¢(z) = x°
(resp. ¥(xz) =x%) est un groupe cyclique d’ordre a (resp. b). On en déduit donc que l'image de
Ihomomorphsime ® = (¢, ¥) est un sous-groupe de C, X C. Montrons que ¢ est injectif. En effet
d’aprés le théoréme de Bézout il existe deux nombres u, v tels que au+bv=1 donc si z*=zb=e,

=g = (29)4(z)? =e. Ainsi ® est injective, donc bijective pour des raisons de cardinal.

2. On sait que Pensemble C, = {z/x%=1} (resp, Cj={x/x"=1) est un sous-groupe cyclique
d’ordre a (resp. b) de Cyp. Grace au théoréme de Bézout, on voit que l'intersection de ces deux
sous-groupes est réduite a 1. Donc 'application produit réalise un isomorphisme Cy x C, — C. O

Deux autres démonstrations. La premiére démonstration utilise le fait qu'un groupe cyclique
d’order n est isomorphe a U,

On considére I'homomorphisme
©: Ua X Ub — Uab
p(r,y)=zy
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On va mq ¢ est un isomorphisme. En fait il suffit de mq ¢ est injectif, par des rasions de
cardinal.

si xz.y = 1 alors x = y~ " est une racine a-iéme de I'unité et une racine b iée de 'unité comme
ap+bg=1,z=a'= (2P x (z*)1=1

1

La deuxiéme démonstration utilise le fait qu’un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z / nZ

VL] abZ— 7]l X L]VZ
x—(Z,)
si ¢(z) =0 alors x est divisible par a,b donc (Gauss) il est divisbnle par ab.ilestnuldansZ / abZ.

On en déduit, par récurrence sur l'entier k, le théoréme suivant :

Théoréme 3.7. Soient ay, ..., a des nombres premiers entre eux deux o deux. Alors tout groupe
cyclique d’ordre aj....ay, est isomorphe & un produit Hlecai de groupes cycliques d’ordre a;. O

Exemple 3.8. Si la décomposition en facteurs premiers de n est n = II¥_p%", on a Z /nZ ~
H?:lz/ P

On pourrait se demander si on peut décomposer un groupe cyclique d’ordre p” ( par exemple
Z/p™Z) en produit ou pas.

Proposition 3.9. Cp» n’est pas un produit de deux groupes.

Démonstration. On raisonne par ’absurde et on suppose que Cp» est un produit. Comme tout
sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique, Cp» serait de la forme Cpn1 x Cpn2 avec ny +na=n.
Mais dans Cpr1 x Cprz tout élément est d’ordre prax(nin2) et ce groupe ne contient pas d’élément

d’ordre exactement p™ : il n’est donc pas isomorphe & Cpn. g

3.1.3 Groupe abéliens libres types finis et sous-groupes de Z", premiére
approche.

Dans ce paragraphe nous allons étudier le groupe Z™ , ses sous-groupes, ses automorphismes,
et les homomorphismes de Z™ vers Z™.

Définition 3.10. On dit qu’un groupe abélien est de type fini si il est engendré par un nombre fini
d’éléments.

Si le groupe abélien A est engendré par des éléments ay, ....a, ’homomorphisme pq: ZF — A
ni

n2

définit par 4 =¥ n;a; est surjectif.

ng

Définition 3.11. Un groupe abélien libre de rang n est un groupe isomorphe a Z™.

Proposition 3.12. Un groupe abélien est libre si on peut choisir un systéme de générateurs A tel
que Y4 soit un isomorphisme.l]

Commengons par une observation importante.
Théoréme 3.13. Si Z™ est isomorphe a ZP alors n=p.

Démonstration. Notons en effet A =7!. L’ensemble 2A des éléments de la forme 2z, pour x € A,
est un sous-groupe, et A/2A =7 /27" a exactement | élément. On a donc [ =loga(A/2A) et [ est
bien déterminé par A. O
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Proposition 3.14. Soient A, B deux groupes abéliens libres de rangs n et p.

La somme A® B est un groupe abélien libre de rang n+ p

L’ensemble Hom(A, B) est un groupe abélien libre de rang n.p isomorphe au groupe additifs des
matrices (p,n) a coefficients entiers

En particulier le dual Hom(A,Z)= A’ est aussi un groupe abélien libre.

Démonstration. Z" @© 7ZP = Z" P, Hom(Z" 7ZP) = 7ZP @ - & ZP (n facteurs), Hom(Z",
Z)=7Z® - ®Z (n fcateurs). O

Remarque 3.15. Un groupe abélien libre est un peu comme un espace vectoriel, sauf qu’a la place
d’un corps comme ensemble de scalaires, on met les nombres entiers. On parle de Z — module libre.
Dans le cas de Z" les éléments sont des matrices (n,1) a coefficients entiers, on parle volontiers de
vecteurs.

Définition 3.16. Soit A un groupe abélien libre. On dira qu’une famille finie de vecteurs A C A
est libre (sur 7)) si U'équation Y, anga=0 implique que tous les ng sont nuls.

Exemple 3.17. Le sous-groupe engendré par une famille d’éléments d’un groupe abélien libre est
I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers de ces éléments.

Définition 3.18. Une Z-base du groupe abélien libre A est une famille de vecteurs libres sur Z
qui engendre A.

Proposition 3.19. Soit A= {ay, ...ar} C A un ensemble fini et s = Z* — A I’homomorphisme
a1, ..., o) =S8 12,0, Alors A est libre si et seulement si 4 est injectif, et A est génératrice
st et seulemnt si 4 est surjective.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Lemme 3.20. Tout sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang n est libre de type fini, et de
rang inférieur ou égal a n

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur l'entier n. On peut supposer que
A=7".

Initialisation. Le cas n =1 a déja été vu. On sait qu’un sous groupe de 7Z est soit 0 soit aZ,
donc libre de rang 0 ou 1.

Induction. On pose e;=| ° |, et considére la suite d’homomorphismes :
0
T
Zei=ker(r) — Z" — Z"71 — 0
T T2
Par définition, I'image du vecteur | 2 | € Z" par 7 est s leznL
Ty Ty

Soit A un sous-groupe de Z™. Grace a la '’hypothése de récurrence, on sait que son image
dans Z" ! est un groupe libre de type fini engendré par f7, ....fj, avec d < n — 1 Regardons le
noyau de la restriction de la projection m & A. Si il est réduit & 0, '’homomorphisme 7 induit un
isomorphisme, et on a terminé. Sinon, c’est un sous groupe de Zei, donc engendré par un élément
fi=ae;. Relevons les f/ en des éléments f; de A. On vérifie que fi,....f4 est une base de A. [

Théoréme 3.21. Soit I' C A un sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang n. Il existe une base
€1,....en, de A et des entiers dy, ....d, tels que d;|d;11et T =Zdie1 @ ... Zd e, .
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Démonstration. On va démontrer ce résultat par récurrence sur 'entier n.

Initialisation. On sait qu’'un sous-groupe I' de Z est de la forme dZ. L’unicité de d se voit en
disant que c’est le cardinal de Z /T

Induction. SiI'=0 il n’y a rien & démontrer. Sinon, on considére I'image par I' de toutes les
formes linéaires sur A=7", c’est a dire A’(T") CZ . C’est un sous groupe de Z, donc de la forme d;Z.

Il y a un élément de T, disons e} et une forme linéaire ¢ de A’ telle que p(e}) =d;. Mais, si on
fixe une base, toutes les coordonnées de e] sont divisibles par dy, donc il existe un vecteur e; dans
A tel que d.ey =e]

Lemme 3.22. A=Ze; @ kerp et I'=dy.Zey Dker pNT

Démonstration. Cela résulte de z = p(x)e; + (z — p(z)eq)

On remarque que cette écriture décompose n’importe quel élément de A comme somme d’un
ceteur proportionnel a e; et d’un vecteur de ker(¢), dou la premiére égalité.

Pour la seconde, on remarque que si x €' p(z) €d1Z, donc p(x)e; €T Ndy.Zey = Zej. ET par
différnce (x — p(x)e1) €T et bien entenud est toujours dans ker(y) O

Pour terminer 'argument de récurrence, nous remarquons ker ¢ est libre. En effet tout sous
groupe de Z" est libre. Il est de rang n — 1 car on sait rang(ker (¢)) + 1 =rang(A). On peut donc
appliquer I’hypotheése de récurrence & ker o NI < ker ¢, ce qui termine la démonstration.

O

On peut alors obtenir un théoréme dit théoréme de structure des groupes abéliens de type finis

Théoréme 3.23. Soit I' un groupe abélien de type fini. Il existe des entiers dy, ....dy et un entier
r tels que : d;>1 et pour tout i d;|d;y1, et A est isomorphe a Z" ®F_ 7] d;Z

Les entiers v (le rang) et d; (les diviseurs élémentaires) déterminent A a isomorphisme pres.
1l s’appelent le rang et les diviseurs élémentaires du groupe T.

Démonstration.

La partie «existence » du théoréme de structure résulte du théoréme précédent : on écrit I'
comme quotient d’un groupe abélien libre A, et on choisi une base adaptée au noyau ker ¢. Quitte
a changer de base, on peut supposer que A=7" et ker p=dZej + ...+ dpZe. On pose r=n —k,
et on a le résultat.

La partie difficile est I'unicité. Mais ’existence étant établie on remarque que

Lemme 3.24. Soit I' un groupe abélien de type fini. La réunion de tout ses sous-groupes finis est
un groupe fini et I'/ F est libre. O

Démonstration. Dans Pécriture I' ~ Z" &F_; 7/ d;Z, on remarque que F = @leZ/diZ est la

réunion de tous les sous-groupes finis. Le quotient de I par F' est le groupe Z" qui est libre de
rang r. ]

Pour conclure, nous devons donc démontrer

Lemme 3.25. Si A=®F_ 7 /d;7 est isomorphe a EBé-:lZ/liZ avec d;>1,1;>1 et si pour tout i
di|di+1 et pour tout j, lj|lj41 alors k=1 et d;=1;.
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Soit p le plus petit diviseur premier de d;. C’est aussi le plus petit diviseur premier de [, car
c’est le plus petit ordre d’un élément de A.

Soit f = A — A I’homomorphisme f(z) = px. L'image de f est ®*_17Z / (d; / p)Z ou
®l_1Z/1;/ pZ. Par récurrence, sur I'ordre du groupe, on doit donc avoir que le nombre de I; > p
est égal au nombre de d; > p t de plus %:% pour les [;. Pour ds’assurer que le nombre d [; égaux

a p est égal au nombre de d;, il suffit alors de regarder I'ordre de A. O

3.1.4 Les deux classifications des groupes abéliens finis.

Comme cas particulier du théoréme sur les groupes abéliens de type fini, nous obtenons.

Théoréme 3.26. Soit A un groupe abélien fini. Il existe un entier k et des entiers dy,....dy, tels
que : pour tout i, d;>1, d;|d;+1, et A est isomorphe a EBf:1Z/diZ. Ces entiers sont uniques.

Définition 3.27. Les nombres d; sont les diviseurs élémentaires de A.

Remarque 3.28. Un groupe abélien fini est bien défini, & isomorphsime prés par ses diviseurs
élémentaires.

Pour aller plus loin, nous avons la définition de composante primaire d’un groupe abélien fini.

Définition 3.29. Soit p un nombre premier. Si A est un groupe abélien fini, on note A, =
{z/3n tqp"z=0}. Le groupe A, s’appelle la composante p primaire de G.

Remarque 3.30. Si p ne divise pas I'ordre de A la composante p-primaire est réduite a 0.

Théoréme 3.31. Si A est un groupe abélien fini, alors A est la somme directe de ses composantes
p — primaires.

Démonstration. Soit {pi,...p —k} 'ensemble des diviseurs premiers de A. On considére 'appli-
cation ¢:®A,, — A qui a (z1,...zx) associe x1+ -+ . Il s’agit de voir que c’est un isomorphisme.

Six € A, il engendre un groupe cyclique. En appliquant le lemme chinois a ce groupe, on voit que
x est bien dans I'image de . Pour évaluer le noyau considérons (z1,...x) tel que z1+ - 4+ x =0.
Soient p;'* les ordres des x;. Multiplions tout par p52....pp* = ¢. Alors gqz; =0, mais ¢ est premier

a l'ordre de 1 donc 1 =0. De méme pour les autres z; et ¢ est bijective. O

Remarque 3.32. le théoréme 3.31 est une version sophistiquée du Lemme Chinois Z / p1*....pp* 72 =

©F 17/ p7. On écrit A=®,A,. Exemple Z /6% x 7./12Z = (7. 27 x 7./ AT) & (7] 37)?

Remarque 3.33. On utilise pas « fini », mais simplement le fait que tout élément est d’ordre fini.
Un groupe dont tout élément est d’ordre fini est dit « groupe de torsion ». Un groupe abélien de
torsion est la somme dircete de ses composantes p primaires, ou p désigne I’ensmebles des nombres
premiers.

Théoréme 3.34. Soit A un groupe abélien fini, p1, ....px les diviseurs premiers de |Al|. Alors
1

L. . . . 1 «
A s’ecmtkd’une unique fagon comme somme directe de groupes cycliques d’ordre pJt, ..py "™, ...;,
of Gny,
Dk 5Pk

Démonstration. On décompose A en somme directe de ses composantes primaires puis on
applique le théoréme de classification a chaque composante. O

Remarque 3.35. Nous disposons donc de deux classifications des groupes abéliens finis qui ne
sont pas les mémes.
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3.2 Algébre linéaire dans Z"

3.2.1 Le groupe GL(n,Z) et les matrices élémentaires.

Le groupe GL(n,Z) est le groupes des matrices (n,n) a coefficients entiers, inversible, et dont
I'inverse est aussi & coefficients entiers.

Proposition 3.36. Une matrice de M (n,Z) est dans GL(n,Z) si et seulement si son déterminant
est £1.

Démonstration. Le déterminant d’une matrice & coefficients entiers est & coeflicients entiers. Si

AB =1d det(A)det(B) =1 . Douns si de plus B est a coefficients entiers, det(A) est un élément
inversible de Z soit +1. Réciproquement la formule de Cramer A~! :#wCof {(A) montre que si
det(A) ==+1 et si A est a coefficients entiers, son inverse l'est aussi. Ici Cof(A) est la matrice des
cofacteurs : Cof(A); j=det (A; ;), ou A; ; est obtenue & partir de A en enlevant sa i — iéme ligne

et sa j —iéme colonne, et Cof?(A) est sa transposée. O

Le groupe GL(n, Z) opére sur 'ensemble des bases de Z™ est cette opération est libre et
transitive : une famille de vecteurs est une base de Z" si, et seulement si, la matrice formée par
ses coordonnées est inversible. Autrement dit étant une base B, il existe un unique élément g de
GL(nZ) tel que B = gBy, ou By c’est la base canonique de Z™. EN fait g est la matrice dont les
vecteurs coonnes sont les éléments de B. On en déduit donc :

Proposition 3.37. Le groupe GL(n,Z) est le groupe des automorphismes du groupe Z™.0J
Les matrices élémentaires jouent un réle important en algébre linéaire.

Définition 3.38. Les matrices élémentaires de M(n,Z) sont les matrices E; ; (avec i # j) dont
tous les coefficients sont nuls sauf a la i-iéme colonne et j-iéme ligne ou on a mis un 1.

Notons que E;je;=e¢; et E;jer =0 sinon.
Sii# j, on définit aussi la matrice S;; par S;j(ex) =ex si k#1, j, Sij(e;) =e;i et Sij(es) =e;.

Nous savons depuis longtemps que les matrices ainsi définies permettent de décrire les opéra-
tions élémentaires sur les lignes et les colonnes. Décrivons d’abord les opérations sur les colonnes
(Ci)igign-

On note M (m,n,Z) les matrices & m lignes, n colonnes et a coefficients entiers.

Lemme 3.39. Soit M € M(m,n,Z). Multiplier M & droite par S;; , revient & échanger les deux
colonnes i, j. Remplacer la colonne C; par C; + aCj c’est multiplier M a droite par la matrice
Id + aE,-j.D

De méme on peut décrire les opérations sur les lignes (L;)1<j<m-

Lemme 3.40. Soit M € M(m,n,Z). Multiplier M a gauche par S} , revient a échanger les deuz

lignes i, j. Remplacer L; par L;+ aL; c’est multiplier a gauche par la matrice 1d + a E7}.0J
Corollaire 3.41. L’inverse de Id+aFj; est Id —aly O
Ces deux lemmes vont nous permettre d’étudier Paction a gauche (resp. droite) de GL(m, Z)

(resp.GL(n,Z)) sur M (m,n,Z).

3.2.2 La méthode du pivot de Gauss, et les équations a coefficients
entiers
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On va étudier I’action a gauche de GL(m,Z) sur M (m,n,Z)

Théoréme 3.42. Soit M € M(n, m, Z). Il existe une matrice inversible Q dans GL(m, Z),

produit de matrices élémentaires, et des entiers a, ....aq tels que la matrice MQ soit étagée
aill 0
o 0 a1 a2 O
a; d9s 0O az1  aszz azz O
as1 asz ass O 0 sim>=n ou 0 st n>m.
0 Amm
a 00 0 Am+1,1 Am+1m
An,1 An,m

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur ’entier m, en notant que si m=1
la matrice est déja étagée.

Si tous les coefficients de la premiére ligne sont nuls sauf le premier, on raisonne par mouvement
élémentaire sur la matrice (n — 1, m — 1) obtenue en enlevant la premiére ligne et la premiére
colonne.

Si la premiére ligne a un seul coeflicient non nul, on se raméne au cas précédent en échangeant
la colonne correspondante avec le premiére. Si la premiére ligne est nulle on ne la change pas.

Sinon, considérons le plus petit coefficient non nul de cette premiére ligne en valeur absolue.
Disons qu’il est sur la colonne i. Pour chaque colonne j, on considére la division euclidienne de
a1, =dja1,,+71,5. On enléve d;fois C; & C; et on est ramené & une matrice dont la premiére ligne
a pour coefficient aq ; et les ry ; strictement plus petit ou nuls. On recommence jusqu’a n’avoir
qu’un seul coefficient non nul. O

Ce théoreme, et surtout sa démonstration constructive, suffisent largement & « résoudre » les
équations de la forme AX = B ou A € M(m, n, Z) est une matrice a coefficients entiers
BeZ™ X e€Z™ X est 'inconnue et les matrices A, B sont connues. Ces équations sont tellement
importantes qu’on leur a donné un petit nom.

Définition 3.43. Une équation de la forme AX = B ou A € M(m, n, Z) est une matrice
coefficients entiersB € Z™, X € Z™ , ou X est linconnue est une équation diophantienne linéaire.

Cependant, si on veut aller plus loin et établir la structure de ’ensemble des solutions on peut
établir un résultat plus fort.

Théoréme 3.44. Soit M € M(n,m,Z). 1l existe des matrices inversibles P, Q dans GL(m,Z) et
GL(n, Z), produit des matrices élémentaires et des entiers positifs ai, ....aq tels ailas|...aq et tels

que la matrice PMQ n’ait que des coefficients diagonauz

Démonstration. La démonstration de ce résultat se fait exactement comme la méthode du pivot
usuel, & quelques variantes prés. Elle est algorithmique. La premiére étape est de faire apparaitre
le pged des coefficients en haut & gauche avec des 0 & sa droite et en dessous.

1. Si l'un des coefficients de la matrice est le pged des coefficients, on 'améne en haut a gauche
grace a (au plus) deux mouvements 'un sur les lignes I'autres sur les colonnes.
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air 0 0
0 x x

0

0 X X

Pour chaque indice de colonne C} on remplace alors Cy par Cy — qxCh ou qrai1 = a1k
pour faire apparaitre des 0 sur la premiére ligne puis Ly par Ly — pxL1 ol prai11 = ag1 pour faire
apparaitre des 0 sur la premiére colonne.

RQ on a utilisé m +n opérations au plus.

2. Sinon on regarde le plus petit coefficient en valeur absolue disons a; ;. Pour chaque k (indice
de colonne) coefficients situés sur sa ligne disons a; x, on remplace la colonne correspondante Cj,
par Cy — diC; et soit on a remplacé tous les coefficients par des 0 soit on a diminué strictement
le plus petit coefficient. Si on a pas diminué strictement le plus petit coefficient, on fait la méme
chose pour les lignes. Aprés un nombre fini d’étape, le plus petit coefficient se trouve en haut a
gauche avec des 0 sur sa ligne et sa colonne. Si ce n’est pas le PGCD des coeflicients, il y a un autre
coeflicient quelque part qu’il ne divise pas. Par deux mouvements sur les lignes et les colonnes, on
Pameéne a la position (2,2). Notre matrice est équivalente a

air 0 0
0 agz2 * *
0 *

* . *

(an 0 >_>(a11 pai1 >_>< ail ptl11>
0 ass 0 az9 —ail T

on écrit aze = pay; +r avec 0#r <|aj1|. On ajoute pCy & Cs puis on retire Ly & Lo pour faire
apparaitre r a la place de a2, On a alors un plus petot coefficient strictemnt plus petit.

3. Une fois que le coefficient en haut & gauche est le pged des coefficients, avec des 0 sur sa ligne
et sa colonne, on est ramené a étudier la matrice (n — 1, m — 1) obtenue en enlevant la premiére
ligne et la premiére colonne. O

Corollaire 3.45. Le groupe GL(n,Z) est engendré par les matrices élémentaires Id+ E;; et S; ;

On considére une matrice M € GL(n, Z), je sais que je vais trouver des matrices produit de
matrice sélémentaires P, () inversibles et a coefficient entiers telles que

ay

pvQ=| . a;€N ou Z

comme det(M)==1, on a a;=+-1, car si le produit d’entiers est 1 cveux ci valent 1 ou -1
PMQ=1Id et M =P~ Q! qui bien un produit de matrices léémentaires.

ay
. . . . . .o, . (l/z
Démonstration. La matrice diagonale & coefficients entiers positifs as est dans

aq
GL(n,Z) si et seulement si a1 =---=aq=1. Par la méthode du pivot, on trouve deux matrices P
et Q élémentaires telles que PMQ = Id soit M =P~ 1Q~ L O
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3.3 Exercices du chapitre 3

On note (C,, .)un groupe cyclique d’ordre n, (Z/nZ,+) le groupe des entiers modulo n et (U, .)
le groupe des racines n-iémes de 1'unité. Dans cette liste, p est un nombre premier, et tous les
groupes sont abéliens, parfois notés additivement, parfois multiplicativement.

3.3.1 Groupe abéliens.

Exercice 3.1. Le produit d’une racine d’ordre exactement a de ’'unité et d’une racine d’ordre exactement b est
encore une racine de I'unité. Quel peut étre son ordre ? c’est plus facile si on suppose que a et b sont premiers
entre eux.

Si a et b son premier entre eux, alors les polynémes % — 1 et z? — 1 ont une seule racine commune.

Exercice 3.2. Soit ¢: Cpn — Cpn défini par ¢(x) =P quel est le noyau, quelle est 'image ?

Exercice 3.3. Construire un isomorphisme entre Z/3Z x Z /5Z et Z ] 15Z.
Construire un isomorphisme entre Us X Us et Uss.

Exercice 3.4. Quels sont les diviseurs élémentaires de G =7Z/2Z B Z/AZ G (Z/3Z)? O Z /97

G=,4, ou A,={ge Gdontl’ordreest unepuissancede p}

Exercice 3.5. Si p est un nombre premier, démontrer que Cp» X Cpm n’est pas un groupe cyclique.

Exercice 3.6. Soit p un nombre premier. Combien le groupe C)2 x Cps X Cps a-t-il d’éléments d’ordre p?
Exercice 3.7. (Vu en cours avec une autre méthode) Soit n; < n2 < ng, m1 < ma < m3 6 nombres entiers et
p un nombre premier. On suppose que Cpr1 X Cpra X Cprs est isomorphe & Cpmi X Cpma X Cpms Démontrer que

m; =n;. On pourra considérer I’homomorphisme ®(z) =zP (quel est le noyau , quelle est I'image)
Généraliser & un produit arbitraire de groupe cycliques.

Exercice 3.8. En utilisant la classification, déterminer quels sont les classes d’isomorphisme de groupes abéliens
d’ordre 20, 40 , 35

Exercice 3.9. Dans (Q,+) tout sous groupe de type fini est isomorphe a Z.

Exercice 3.10. A faire sans la classification, mais juste la décomposition en composantes primaires.
Quelles sont les composantes p — primaires possibles des groupes d’ordre 21,30, 462
Démontrer que les groupes abéliens d’ordre 30030 sont tous cycliques

Exercice 3.11. Si A est un groupe abélien fini, ses composantes p primaires sont invariantes par tout auto-
morphisme de A. Pour un groupe abélien A d’ordre 35 déterminer :
les sous-groupes, les sous groupes invariants par tout automorphisme de A.

Exercice 3.12. Soit p un nombre premier et G un groupe abélien isomorphe a Cpri XCpna X -+ X Cpra
avec ni > no... > ni. Démontrer que si H < G et si H = sz] ><sz2 X e X szk avec | 12na... > lp alors
I <nyyde <N

Exercice 3.13. Soit p un nombre premier. Combien Cpa X Cps X Cp2 a t il d’éléments d’ordre exactement p.
Exercice 3.14. Quel est le groupe des automorphismes d’un groupe abélien d’ordre 21.

Exercice 3.15. Soit n € N. On note Z[1/n]| le sous groupe de @ engendré par 1

3.3.2 Algébre linéaire dans Z"

Exercice 3.16. Quel est le noyau de f et le quotient de Z™ par ker(f):
De Z? , ou f( ;: )zZJ:—y

_ 3z +6y+ 62
e T\ 6z +13y+52
x
3 N _( 3z+9y+ 9z
De Z° par ou f(Z)( 9x—3+9z>

Exercice 3.17. Résoudre les équations suivantes & coefficients entiers.

8

De Z3, ou f

<

1. 3x+6y+62=4,6c+13y+52="7
2. 20+ Ty —3y=11,4x+5y+32=2

Exercice 3.18. Soit G un groupe fini abélien. On suppose que pour tout entier n I’équation z™ =e a au plus
n solutions. En utilisant la classification démontrer que G est cyclique.
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Si K est un corps, démontrer que tout sous-groupe fini de IK*, X est cyclique.

Exercice 3.19. Soit (G,+) un groupe abélien de type fini. Existe-t-il un élément a # 0 tel que pour tout entier
n, I’équation nx = a admette une solution.






Chapitre 4

* Groupes nilpotents et théorémes de Sylow.

On va parler de groupes finis.

4.1 Théorémes de Sylow.
On fixe un nombre premier p.
Définition 4.1. Un p — groupe fini est un groupe fini dont l’ordre est une puissance de p.

Exemple 4.2. La composante p primaire d'un groupe abélien fini est un p groupe fini. Il est de
la forme Z/p™7Z X ... X 7| p™*7Z

Exemple 4.3. Le groupe T,,(p) des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale
d(d—1)
et & coeflicients dans le corps I, est un groupe d’ordre p 2

x d(d=1)
x a coefficients dans le corps IF, en bijection avce (IF,) 2
1

Définition 4.4. Soit G un groupe fini, et p? la plus grande puissance de p divisant |G|. Un sous
p-Sylow de G est un sous-groupe de G d’ordre p®.

Théoréme 4.5. Soit p un diviseur premier de l'ordre du groupe fini G. Alors G contient un
p —Sylow. Et deuz p Sylow sont conjugués dans G.

Remarque 4.6. On a démontré qu’un groupe abélien fini est la somme directe de ses composantes
p primaire G =&A,, en particulier |G| =1II|A,| et donc le composantes p primaires de G sont ses
ses Sylow.

On va démontrer un
Lemme 4.7. Soit ' un groupe fini, et A <T' un p — Sylow. Soit G <T' un sous-groupe. Alors G
contient un p — Sylow, et celui-ci est conjugué dans I' a un sous groupe de A.
IT|=p™ ravecreN,rAp=1et |A|=p™., en particulier, |T'/A|=r
Démonstration. On fait opérer G dans I'ensemble ' /A, et on écrit I’équation aux classes.
T/Al= 2 orbite G/Gy

Ecrivons |G| = p?q. Nous allons montrer que I'un des G., est un p — Sylow de G.

55
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Pour tout élément v le sous-groupe G, est conjugué & un sous groupe de A, c’est donc un
p — groupe et |G| = pk . Il en résulte que si aucun des p -groupes G-, n’est un Sylow (pF < p?),
le cardinal de chaque orbite G /G, est divisible par p, et donc aussi celui de ’espace homogéne
[T/ A|, ce qui est une contradiction. Donc I'un des stabilisateurs est un Sylow, ce qui veut dire que
non seulement G admet un Sylow, mais qu’en plus il est conjugué, dans I' & un sous groupe de A. [J

Remarque 4.8. La partie « deux p Sylow de G sont toujours conjugués » est ainsi démontrée
sous réserve d’existence. Si S < G est un p — Sylow et S’ un autre, on sait qu’il existe un g tel que
gS'g~1<S.

On sait que tout sous groupe est isomorphe a un sous groupe du groupe symétrique S,,, pour
n=|G|. En effet G— S(G) qui a g associe la multiplication & gauche est un homomorphisme.

Or S, est un sous groupe de GL,(IF,). Matrices de permutaions des vecturs d’un IF, espace
vectoriel de dimension p. Pour conclure, il suffit de démontrer

Proposition 4.9. Le groupe T, (p) constitué des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur
n(n—1)

la diagonale, dont le cardinal est |T,(p)|=p 2  est un p- Sylow de GL,(IF,). Plus précisément :
1. |GL(n,F,)|=(p"—1) x p" "' x GL(n —1,F,)

n(n—1) n(n—1)

2. |GL(n, Fp)|=p > xIi(p'=1) x(p—-1)"=p 2 q avec ¢=1(p).

Démonstration. Pour démontrer le premier point, on fait opérer GL(n, IF,) sur I}’ . Le stabi-
1

lisateur de [ o | est < é j‘ ) ou X est n’importe quel nombre non nul, ¢ n’importe quel élément
0

de F;_l et A un élément de GL(n — 1, F,). Le cradinal du stabilisateur de ce vecteur est donc

p" " 1x GL(n—1,F,).

Je connais le groupoe, le stabilisateur d’un point, il me reste a dércire I'orbite qui est simplemnt
IF; — 0 : tout vecteur non nul est le prmier vecteur d’une base. Son cardinal est p™ —1

|GL(n,Fp)|=(p"—1) x p"~* x GL(n — 1,TF,) résulte de la formule de Lagrange |G|=|0| x |G|,

1
ou z est ici le vecteur ( 0 )
0

Le second point en résulte par récurrence sur l’entier n O

Les p-Sylow sont des sous groupes importants, et souvent ont doit étudier leur normalisateur.

Définition 4.10. Si H < G est un sous groupe, N(H)={g€ G/gHg ' = H} est le plus grand
sous groupe de G dans lequel H est normal.

Proposition 4.11. Soit S <G un p — Sylow. Alors S est un sous groupe invariant de N(S).

Démonstration. En effet tous les p — Sylow de N(S) sont conjugués dans N(S) a S , donc
par définition égaux a S. Comme un automorphisme envoie un p — Sylow dans un autre, tout
automorphisme de N(S) préserve S. O

4.2 Groupes nilpotents

Pour illustrer U'interét des théorémes de Sylow, nous allons donner une application & I’étude des
groupes nilpotents.
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Rappelons que le centre d’un groupe est Z(G)={x € G/Vge€G,xg= gz }. C’est un sous groupe
normal de G.

On peut définir 'idée de groupe nilpotent par récurrence.

Définition 4.12. On dit qu’un groupe est nilpotent de classe k si son centre est non réduit a 0 et
st G/ Z(Q) est nilpotent de classe k —1.

Exemple 4.13. Un groupe abélien est un groupe nilpotent de classe 1.

Exemple 4.14. Tout sous groupe et tout quotient d’un groupe nilpotent est nilpotent
Exemple 4.15. Le groupe T,,(p) est nilpotent de classe n — 1.(Exercice)

Proposition 4.16. Tout p groupe fini est nilpotent.

Démonstration. On a vu (équation aux classes) qu'un p groupe fini a un centre non trivial. Le
quotient par son centre est encore un p groupe fini, et on a ainsi le résultat par récurrence sur
l'ordre du groupe. O

Souvent, les démonstrations concernant les groupes nilpotents se font par récurrence.

Proposition 4.17. Soit G un groupe nilpotent et H < G un sous groupe propre. Alors alors H est
un sous groupe propre de son normalisateur N(H)=(g€G/gHg *=H).

Démonstration. Si Z(G) ¢ H N(H) > Z(G) et on a fini. Sinon, Z(G) < H. On regarde 'image
H de H dans G/ Z(G). Comme H+#G et H>Z(G), H+G/Z(G). Par récurrence N(H)+ H.

Soit g € G’ dont I'image normalise H. Montrons qu’il normalise H = 7 Y(H). En effet ghg=th~!
se projette sur un élément de H donc est dans H. O

Théoréme 4.18. Tout groupe nilpotent est le produit direct de ses groupes de Sylow.

Remarque 4.19. Dans le cas des groupes abéliens, c’est déja vu : tout groupe abélien est le
produit de ses composantes primaires.

Démonstration.
Lemme 4.20. Les p — Sylowde G sont normauz.

Démonstration. Soit S un p — Sylow. Soit ¢ un élément qui normalise N(.5). La conjugaison par
cet élément est un automorphisme de N(S), mais S est invariant dans N(S) donc g normalise S.
Ainsi N(N(S))=N(S) et donc N(S)=G, puisque G est nilpotent. O

Comme les sous-groupes Sylow sont normaux, on parle du Sylow de G et non pas d'un p —
Sylow.

Lemme 4.21. Si G est nilpotent, les sous-groupes de Sylow de G commutent.

Démonstration. Soit S un p-Sylow et S’ un p’ Sylow, avec p # p’. Leur intersection est réduite

a {e} car l'ordre de ce sous-groupe divise p et p’. Si g€ S, 9’ €S gg'g g’ ' =g(g'g7 g =

(99'97 19"~ et gg'g~'g'" € SNS" done gg'=g'g. O

Si |G|=p"....pp" et si pour tout k Sy est le p— Sylowde G, I'application produit Sy x --- X Sy — G
est un homomorphisme. Pour sur convaincre qu’il est bijectif considérons son noyau N les p; Sylow
de N sont conjugués dans S;, mais NNS;={e}. Donc N ={e}, 'application produit est injective
et donc bijective pour des raisons de cardinal. O

Corollaire 4.22. Un groupe fini est nilpotent si et seulement st il est le produit de ses sous-groupes
de Sylow.
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4.3 Exercices sur le chapitre 4.

4.3.1 Théorémes de Sylow

Exercice 4.1. Si p est un nombre premier, il existe un unique (& isomorphisme prés) groupe d’ordre p? qui
n’est pas cyclique.

Exercice 4.2. Soit G un groupe fini et P un p-Sylow. Soit H < G un p-groupe démontrer que H est conjugué
dans P (faire opérer H dansG /P et écrire ’équation aux classes).

Si de plus H est un p-Sylow montrer que H est conjugué dans P, et que le nombre de conjugués de P divise
l’ordre de G/ P.

Exercice 4.3. Soit G un groupe fini, P < G un p — Sylow, et N={g€G/gNg~! < N} le normalisateur de P.
Démontrer que tout élément de N d’ordre une puissance de p est dans P.

Exercice 4.4. Si p est un nombre premier quels sont les p — Sylow de S),.
Quels sont les sous-groupes de Sylow de Sy.
Quels sont les p — Sylow de Sp2 (on pourra commencer a décrire les sous groupes isomorphes a (CP)Q.

Exercice 4.5. Soit G un groupe fini et p un nombre premier. En faisant opérer P sur G /P démontrer que le
nombre de p Sylow est congru a 1 modulo p.

4.3.2 Nilpotence.

Exercice 4.6. On suppose que G est un groupe fini et que pour tout nombre premier p divisant |G| , il contient
un unique p — Sylow. Démontrer que le centre de G est non trivial, et que G est nilpotent.

Exercice 4.7. Si G est un p — groupe fini et si m||G|, alors G contient un sous groupe normal d’ordre m et un
quotient d’ordre m

Exercice 4.8. La suite centrale ascendante d’un groupe G est la suite des sous-groupes définies par récurrence
par
Zo={e},Z1=2Z(G)={g/Vh,ghg th=1=1},...2k(G) ={g/Vh, ghg  h=1 € Z; _1(G)}.

Démontrer que la suite centrale ascendante est une suite de sous-groupes invariants de G et que 'image de
Zn+1 dans G/ Z,, est le centre de ce groupe.

Démontrer que G est nilpotent de classes n si et seulement si G = Z,,(G)
Exercice 4.9. Le sous groupe de Sg engendré par (1,2, 3,4), (1,2, 3),(2,5), (5,6) est il nilpotent ?

Exercice 4.10. Soit G un groupe nilpotent dont I’ordre est le produit de k nombres premiers (égaux ou distincts)
montrer que la classe de nilpotence de G est inférieure a k.

Exercice 4.11. Si G est un groupe, et H < G un sous-groupe normal, on définit [G, H] < H le sous groupe
engendré par les éléments de la forme ghg~'h~! de H.

1. Démontrer que [G, H| < H est un sous-groupe normal de G

La suite centrale descendante d’un groupe G est la suite des sous-groupes définies par récurrence par
Hy= G’7 H= [G, G], Hyi= [G, Hk,ﬂ

2. Démontrer que la suite centrale ascendante est une suite de sous-groupes invariants de G
3. Démontrer que le k-iéme terme de la suite centrale ascendante, Zj, contient [G, Z;11].

4. Démontrer que si G est nilpotent de classe n, c’est a dire si Z,, = G, la suite centrale descendante s’arréte
en n étapes, c’est a dire que H,, ={e}

5. Démontrer la réciproque de 4.
6. Démontrer que G est nilpotent de classes n si et seulement si G = Z,(G)

7. Démontrer que tout sous groupe et tout quotient d’un groupe nilpotent est nilpotent
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