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Classification des actions hamiltoniennes completement
int6grables de rang deux

THOMAS DELZANT

On montre que grace un th6oreme de F. C. Kirwan, on connait toutes les varit6s
symplectiques compactes munies d'une action hamiltonienne completement integrable
(au sens de Mischenko et Fomenko) d'un groupe compact de rang deux.

I. Introduction

Soit M une variety symplectique compacte, G un groupe de Lie compact agissant
dans M de facon hamiltonienne; notons J 'application moment dfinie de M 
valeur dans le dual de l'alg6bre de Lie de G. Un th6oreme fondamental de F. C. Kirwan
[K] affirme que l'image de J rencontre une chambre de Weyl suivant un poly6-
dre convexe.

Dans un autre contexte, Mischenko et Fomenko [M-F] ont introduit la notion de
complete int6grabilit gn6ralisee: on dit que l'action du groupe G est completement
integrable, si d'une part elle est localement libre en au moins un point, et d'autre part,
la dimension de la vari6t6 est somme de la dimension de G et de son rang. Dans ce cas,
on peut montrer que l'image rciproque par le moment d'une orbite de I'action
coadjointe est une orbite de l'action de G dans M; autrement dit, le polyedre convexe
exhibe dans le theor6me de Kirwan s'identifie au quotient de la variety par l'action du
groupe.

Le problem de la classification de toutes les vari6t6s symplectiques compactes munies
d'une action completement integrable d'un groupe compact donn semble donc
accessible; d'ailleurs, il a te rsolu par P. Iglesias [I] dans le cas ou le groupe est de
rang un, et le cas oi G est un tore (complete int6grabilit6 au sens ordinaire) est expliqu6
dans [De]. Afin d'6noncer le r6sultat central de cet article, rappelons la notion de groupe
d'isotropie principal: il existe un ouvert dense de la variety tel que le groupe d'isotropie
de chacun de ses points soit conjugu6 a un meme groupe; c'est lui qu'on appelle groupe
d'isotropie principal. Nous pouvons maintenant noncer:

Th6oreme. Soit G un groupe de Lie compact et connexe de rang deux, M1 et M2 deux
varietes munies d'une action compKltement integrable de G. Supposons que ces deux varietes
aient la meme image par l'application moment et que leurs groupes d'isotropie principaux
soient identiques, alors il existe un isomorphisme symplectique G-Cquivariant de l'une sur
l'autre.
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Remarques. Le polyedre convexe du th6oreme de Kirwan determine donc exactement
la vari6t6 dont il est l'image par l'application moment dans l'hypothese de complete
integrabilit gnralisee.

Comme il est trs probable qu'un nonce voisin du theoreme precedent est valable
sans faire d'hypothese sur le rang du groupe, nous essayerons, dans la mesure du possible,
de donner des demonstrations of celle-ci n'intervient pas; cependant une grande partie
de la preuve consiste a faire le catalogue de tous les voisinages d'orbites isotropes de
tous ces groupes (ce qui n6cessite la discussion d'un grand nombre de cas) et c'est ce
qui explique pourquoi notre rsultat ne s'applique qu'au cas des groupes de rang deux.

Remerciements. Je remercie Michele Audin pour avoir Bcoute une grande partie de la
demonstration, et Athanase Papadopoulos pour m'avoir incite rdiger cet article.

II. Notations

Dans toute la suite on suppose donned un groupe de Lie G dont l'algebre de Lie est
notee g; on fixe un tore maximal Tde ce groupe et on note t son algebre de Lie; on fixe
aussi une chambre de Weyl (ouverte) notee C de t: c'est un c6ne convexe du dual t* de
t. On identifie t* avec le sous-espace vectoriel de g* des points fixes par la restriction a
Tde la representation coadjointe de G; I'adherence de ce c6ne convexe rencontre alors
chaque orbite de l'action coadjointe de G en un point et un seul. Lorque cela sera
necessaire, nous supposerons donned un produit scalaire G-invariant sur g que nous
identifierons a son dual.

On se donne aussi une variety symplectique M et une action de G dans M. Rappellons
ce qu'est l'application moment au sens de J. M. Souriau [S]. C'est une application J,
suppose G-equivariante, de M a valeurs dans le dual g* de g telle que, pour tout Blement
X de g, le champ de vecteur X* qu'il definit sur M (grace a l'action de G) soit hamiltonien
de hamiltonien X o J (X est ici considered comme fonction lineaire sur g*): c'est le gradient
symplectique de cette fonction.

L'une des propri6tes essentielles de l'application moment c'est d'etre un morphisme
de variety de Poisson c'est-a-dire que J transforme de crochet de Lie (dans g) en crochet
de Poisson (dans M), autrement dit: [X, Y] o J = {X o J, Yo J} quels que soient X, Y
elements de g.

Nous aurons aussi besoin du moment reduit (voir [C-D-M]) d6fini de la facon suivante:
comme chaque orbite coadjointe rencontre C en un point et un seul, on peut considerer
l'application J' de M a valeurs dans C define en regardant le point de C oi passe l'orbite
de l'image par J du point considered.

L'enonc6 du theoreme d6gage une notion d'isomorphisme: dans toute la suite un
isomorphisme sera pour nous un diff6omorphisme symplectique quivariant et qui
conserve le moment.

III. Plan de la preuve

Avant de donner ce plan, expliquons un exemple ou le th6oreme se ramene trs facilement
au resultat principal de [De], c'est-a-dire au cas ab6lien: supposons que J'(M) soit inclus
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dans l'int6rieur C' de C; comme C' est une sous-variet6 transverse a toutes les orbites
coadjointes et comme J est 6quivariant, J-'(C') est une sous-vari6t6 M' de M; de plus
on montre aisement (lemme 1) que M' est symplectique, 6videmment T-invariante et que
la restriction de J i M' (qui est i valeurs dans t*) est le moment de l'action de Tdans
M'; ainsi M' est parfaitement determine par l'image du moment de M; mais M n'est
autre que le produit fibr6 G x M'/T, ce qui montre que cette vari6t6 est bien determine (a
isomorphisme pres) par son image par 'application moment.

C'est cette id6e de "slice" (deja utilis6e par Guillemin, Sternberg [G-S] et Kirwan [K])
que nous allons pr6ciser pour obtenir le cas g6n6ral.

Commenqons par 6noncer deux lemmes qui paraphrasent A. Weinstein [W], P. Molino
[M], V. Guillemin et S. Sternberg [G-S].

Lemme 1. Soit M une varit symplectique, P une varit de Poisson et J: M - P un
morphisme de Poisson. Si S est une sous-var(ite de P transverse Li chacune de sesfeuilles
symplectiques et qui rencontre chacune de cesfeuilles suivant une sous-varite symplectique
(sous-variete de Poisson faible au sens de [W]) alors J - ' (S) est une sous-varite symplectique
de M et la restriction de J i cette sous-variete est un morphisme de Poisson vers S.

Lemme 2. Soit a un point de g*, ga l'algebre de Lie du groupe d'isotropie de a pour l'action
coadjointe et ma le supplementaire orthogonal de g, dans g; on identified g* avec l'orthogoilal
de ma.

Si K designe un compact de l'interieur de laface d'une chambre de Weyl de g contenant
a alors K admet un voisinage S dans g* qui vrifie l'hypothese du lemme 1.

De plus, si J designe le moment d'une action de G dans M, sa restriction a J- (S) est le
moment de l'action du groupe d'isotropie Ga de a sous l'action de G. Enfin si l'action de
G dans Mest supposee completement integrable, ilen est de meme de celle de Ga dans S.

Pour prouver le th6oreme annonc6, on procede alors ainsi: on commence par d6couper
le polyg6ne J'(Mi) en un certain nombre d'ouverts convexes (entre un et quatre) comme
il est indiqu6 sur le dessin suivant:

L'ouvert U, est inclus l'interieur de la chambre de Weyl, U2 et U3 rencontrent
chacun un mur de cette chambre mais pas les deux, et ne se recontrent pas, U4 est un
voisinage de l'origine. L'argument qui pr6cde montre qu'il existe un isomorphisme de
J'-'(U) sur J'-'(U,); le groupe d'isotropie sous l'action coadjointe des points situ6s
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i l'int6rieur des murs est isomorphe, a revetement pres, a SU(2) x S1. Ainsi, si l'on montre
un analogue du th6or6me annonc6 pour ce groupe, on aura montre, par la meme occasion,
qu'il exisite un isomorphisme de J- (U'2) sur J- (U'), ou U' dsigne l'orbite de U2 sous
l'action du groupe d'isotropie d'un des points du mur de la chambre; par 6quivariance,
on obtient un isomorphisme de Jj' (U') sur J2' (U), ou U' d6signe l'orbite de U2 sous
l'action du groupe tout entier; de meme pour U3.

II s'agit alors de savoir comment recoller ces isomorphismes. Nous verrons dans le
paragraphe consacr6 a SU(2) x S' le lemme suivant:

Lemme 3. S'il existe un isomorphisme de J'-' (U1 ) sur J-' (U1), il en existe aussi un de
J'x-'(U u U2) sur J'-'(U, u U2).

Enfin, pour conclure, il reste a d6montrer une version locale du th6oreme, au voisinage
de l'image rciproque de U4 et un lemme de prolongement analogue au precedent; nous
le v6rifierons pour chacune des alg6bres de Lie presque simples de rang deux su(2) x su(2),
su(3), u(2, H), g(2). La preuve de cette version locale du th6oreme n'est pas tres 16egante:
elle consiste faire le catalogue de toutes les orbites isotropes possibles de ces groupes
(dans l'hypothse de complete integrabilit6 gne6ralis6e), et de leur voisinage. Comme
nous montrerons (proposition 4) que J' est un quotient de l'action du groupe, pour
montrer cette version locale, il suffit de regarder ce catalogue et de constater que si les
voisinages (non isomorphes) de deux orbites ont meme image du moment, c'est que les
groupes d'isotropie principaux correspondants sont distincts.

De plus, le catalogue ainsi 6tabli permet de d6cider si un polyedre est "realisable" par
une telle application: une fois le groupe d'isotropie principal F fix6 (F est un sous-groupe
fini de T), on d6coupe le poly6dre comme il est indiqu6 et on regarde sparement si
chacun des ouverts Ui l'est; par exemple et compte tenu de [De], pour que U1 soit
realisable il faut et il suffit que les aretes issues des sommets portent une Z-base du
reseau dual exp - (F).

IV. .Le voisinage d'une orbite

Pour commencer rappellons comment est fabriqu6 le voisinage d'une orbite de l'action
hamiltonienne d'un groupe. Tout ceci est bien connu (voir [W], [Ma], [G-S], [Mo]) et est
une version equivariante du th6or6me de Darboux am6lior6 par Weinstein [W].

IV.1. Tout d'abord le voisinage d'une orbite lagrangienne n'est autre que le voisinage
de la section nulle du fibr6 cotangent d'un espace homogene T*G/H; l'espace cotangent
a l'origine de G/H est l'orthogonal h dans g* de l'algebre de Lie h de H. Ainsi, par
6quivariance, T*G/H est 6gal au quotient G x h°/H ou H agit sur h° par la representation
coadjointe et sur G par translation a gauche; le moment de l'action de G sur cette variety
s'ecrit:

J{g; a} = Ad*a

(ou {g; a} dsigne la classe modulo H de (g; a)).
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IV.2. Le voisinage d'une orbite isotrope est a peine plus difficile i d&crire; on sait, d'apres
[W], que le fibre normal d'une sous-vari&t6 isotrope est la somme directe de son fibr6
cotangent et d'un fibr6 vectoriel symplectique. En tant que voisinage d'une orbite de
l'action d'un groupe, ce second fibre est fabriqu6 de la facon suivante: on regarde la
representation lin6aire d'isotropie r de H; ici c'est une representation symplectique (donc
unitaire de H qui est compact) a valeur dans un espace vectoriel V(hermitien) quotient
de l'espace tangent a la vari6t6 par l'espace tangent a l'orbite, et on fabrique le produit
fibre G x V/i. Le voisinage de l'orbite isotrope est donc d6crit par la somme de ces deux
fibr6s et est gal G x (h° ® I)/H; le moment est donn6 par

J{g; a + v} = Ad*(a + tit(vv*)).

Pour expliquer ce qu'est t'(vv*) rappellons que Vest un espace hermitien; vv* est donc une
application lin6aire de Vdans Vc'est-a-dire un 616ment de gl(V) que l'on identifie gl(V*); n est
un hormomorphisme d'algebre de Lie g - gl(V) et son transpose est donc une application lin6aire
de gl(V) = gl(V*) = gl(V)* vers g*.

IV.3. Le cas d'une orbite gn6rale se ramene facilement au cas pr6c6dent grace 
l'application moment: soit a l'image par J d'un point p de l'orbite que l'on choisi pour
origine; on applique le lemme 2 a. En conservant les notations de ce lemme, on voit
que l'orbite de p sous l'action de Ga est une sous-vari6t6 isotrope de J- (S); on sait donc
en dcrire un voisinage U d'apres ce qui pr6cede; de plus un voisinage de l'orbite est
donn6 par un produit fibr6 G x U/Ga et le moment s'obtient encore par 6quivariance.

IV.4. On peut pr6ciser ces remarques sous l'hypothese de complete int6grabilite
g6neralise que nous supposerons desormais toujours vrifie: une consequence importan-
te de cette hypothese est la proposition suivante.

Proposition 4. Sous l'hypothese de complete integrabilite genralis&e, J' est un quotient
de l'action du groupe. Autrement dit, I'image rciproque par J de chaque orbite coadjointe
est exactement une orbite.

Preuve de la prop. 3. D'apres [K] (et c'est le point fondamental de la demonstration du
th6oreme de convexit6), l'image rciproque par J d'une orbite est connexe, ainsi, il suffit
de vrifier cette proposition au voisinage d'une orbite. Remarquons au passage que
l'hypothese de dimension la rend evidente au voisinage d'une orbite generique. Un coup
d'ceil au module de voisinage d&crit precedemment (IV.4) montre qu'il suffit d'6tudier le
cas d'une orbite isotrope. On voit facilement (voir [M-F]) que l'hypothese de complete
integrabilite generalise implique qu'une orbite generique est co-isotrope, et grace a IV.3.
on en deduit que la prop. 3 rsulte du lemme suivant:

Lemme 5. Soit G un groupe de Lie agissant lineairement dans un espace hermitien et soit
J l'application moment; si G a une orbite co-isotrope, J-'(0) est rduit Li 0.

Preuve. Fixons un point x0 dont l'orbite est co-isotrope et notons a son image par J.
On sait (J. Dadok [Da]) que l'orthogonal (au sens riemannien) a l'espace tangent 
l'orbite rencontre chaque orbite; d'autre part il est aise de le decrire "symplectiquement":
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comme l'orbite de x est co-isotrope, l'orthogonal symplectique son espace tangent
n'est autre que l'espace tangent A son orbite sous l'action de Ga. D'une fagon symbolique,
en notant O cette orbite, on a

(TxO)z = {i 7ri(k) xo, k E ga}.

Le point 0 tant une orbite particuliere, on en d6duit qu'il existe un element ko de ga
tel que

in(ko) Xo = i Xo.

Pour voir que J- (0) est rduit A 0, il suffit de voir que son intersection avec (ToO)'
l'est. Considerons un vecteur v = i it7(u) xO, avec u e ga, on a

J(v) = 7r'(i (i ((U) XXO7(U)* -i)))

= t (i' t(U) Xo X07r(U)*).

Ainsi, si k d6signe le vecteur pr&cedement construit,

(J(v), ko> = tr (-(koi) r(u) xoxo*z(u)*)

= -tr (i- 7([ko, u3) xoxo(u)*) + tr (i- r(u) 7r(ko) Xox~o(u)*).

Consid6rons ceci comme une somme de deux termes, comme ir(ko) xO = i xO, le second
vaut

tr (r(u) xoxor(u)*)= 11ivl12

Montrons que le premier terme X est nul; notons A = n([ko, u]), et B = (u); comme
X est rel, on a

X = 112(X + X*) = 1/2(-tr (i. A. xx*B*) - tr(-i. Bxox*A*)),

mais A* = -A, B* = -B, donc

X = 1/2(tr (i BAxox) - tr (i ABxox*)) = tr (i [B, A] xox*).

L'6quivariance du moment montre que

J((exp t u) x) = J(xo).

En derivant par rapport A t pour t = 0, on obtient

7r'(i it(u) OXO*) + 7r'(i- xOXon(u)*) = 0 .

De plus, pour tout v de g,

(n'(x), v> = tr (xn7(v)*).

Ainsi, pour tout couple u, v on a

0 = tr (i uxoxo*v*) + tr (i xxo*u*v*)

= tr (i (v*u + u*v*) xoxo).
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Mais v* = -v et u* = -u, donc 0 = tr(i [u, v] xox). En sp6cialisant A = u, B = v
on obtient le rsultat souhait. Ainsi, (J(v), x0> = llvll 2, n'est nul que pour v = 0 ce qui
achieve de prouver la prop. 4.

IV.5. Espaces symetriques de rang maximum. Soit G un groupe compact dont l'algebre
de Lie est presque simple, on peut construire canoniquement (voir par exemple [Lo]) un
espace sym6trique compact dont le groupe des isom6tries est un quotient fini de G et
qui a meme rang que G; il est fabriqu6 de la facon suivante: on choisit un tore maximal
T de G, il existe alors un unique automorphisme p de G qui induit -Id sur T Comme
#2 est l'identit6 sur T c'est l'identit6, et si K dsigne l'ensemble des points fixes de t,
l'espace homog6ne G/K est donc un espace sym6trique dont le rang est manifestement
celui de Tet est donc maximum; nous le noterons L.

Nous allons voir que, quand on munit T*L de sa structure symplectique canonique,
l'action naturelle de G sur cette variety est completement integrable. Tout d'abord on
decompose de facon traditionnelle (voi [Lo]) l'algebre de Lie de G: g = t + E g, of les
g. sont des sous-espaces de dimension 2 de g, et les d6crivent les racines positives de
g; dans chaque g, ip est une sym6trie par rapport une droite, ainsi la dimension de K
est le nombre de racines positives, et La la "bonne" dimension (1/2(dim G + rang G)).
L'orbite de l'origine de Lsous l'action de Test un quotient fini de Tque nous noterons
T'. La mtrique naturelle de L permet aussi d'identifier T*T' une sous-vari&t6
symplectique T-invariante de T*L; et l'on voit facilement, en utilisant IV.1, que l'image
de T*T' par le moment de l'action de G est le m6me que celui de son action par T
c'est-d-dire t* (J n'est autre que la projection sur le second facteur de T*T' = T' x t*).

Ainsi nous avons exhib6 une sous-variet6 symplectique de T*L, qui est T-invariante
et dont l'image du moment est t*.

Soit p un point de cette sous-variet6 dont l'image du moment est l'int6rieur de la
chambre de Weyl. Le groupe d'isotopie de p sous l'action de G est n6cessairement inclus
dans T, donc est fini puisque T' est un quotient fini de T Ainsi nous avons montre que
l'action de G dans T*Lest complement integrable.

Pour pr6ciser comment recoller ces exemples d'autres variety (comme il est dit au
§ III), on remarque que la sous-vari6te t* (espace cotangent l'origine de T') rencontre
chaque orbite en un nombre fini de points: une orbite de l'action du groupe de Weyl
W Notons Bg, (resp. B,*) une boule (ouverte) de rayon fix6 de g* (resp. t*).

Le lemme de prolongement s'6nonce ainsi:

Lemme 6. Tout isomorphisme du complementaire dans T*L de J - '(Bg,) seprolonge a T*L.

Preuve du lemme 6. Notons le diff6omorphisme consid6r6; comme J- (C) = Tx C, et
comme est suppose conserver le moment, il induit un diff6omorphisme du com-
pl6mentaire dans T*T' de J-'(B,*) symplectique, T-6quivariant et W-quivariant qui
conserve le moment. Comme il est Tinvariant il est aussi T' invariant (T' est aussi un tore).

On note (i, a) les coordonn6es (action-angles) de T*T' = T' x t* qui est muni de la
forme symplectique dai d i'. Un tel diff6omorphisme s'ecrit

0(a, a) = ((a, a), a)
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avec
(*) q/(o, a) = t1(0, a) + ci ( cause de l'equivariance).

Comme 4 conserve la forme symplectique, on a
(**) a/aaj = aij/aai.

En tant qu'application du complementaire de la boule de t* valeurs dans T,
I'application qr se relive travers l'exponentielle en une fonction f que l'on peut
choisir W-invariante (cela est clair si le rang de G n'est pas 2, car le complementaire
de la boule est alors simplement connexe; si le rang de G est 2, il faut se servir
de l'invariance sous l'action de W: le quotient du complementaire de la boule par
l'action de W est contractible). L'equation (**) signifie que la forme differentielle
f' dai est fermee (et evidement W-invariante); on peut donc en choisir une primitive S
(fonction gneratrice) W-invariante (la encore, si le rang de G est 2, on se sert
du fait que le quotient du complementaire de la boule par l'action de West contractible).
Comme rciproquement une telle fonction gnratrice dfinit, grace la formule (*),
un diffeomorphisme symplectique de T*T' W-invariant T'-invariant et qui conserve
le moment, pour prolonger A T* T', il suffit de prolonger S en une fonction invariante
ce qui est videment possible.

Pour prolonger 0 tout T*L de facon ce que le lemme soit vrifie, on se sert du
lemme suivant qui nous sera utile dans un grand nombre de cas.

Lemme 7. Soit K un sous-groupe de G (pas necessairement connexe); on identifie le dual
k* de l'algebre de Lie de K a un sous-espace de g*. Si V est une sous-variete symplectique
K-invariante dont l'image du moment est incluse dans k*, et qui rencontre chaque orbite
de G suivant une orbite de K, alors tout K-isomorphisme de V se prolonge en un
G-isomorphisme de la varite entire.

Preuve. I n'y a videment qu'une seule maniere de prolonger un tel diffeomorphisme
en un diffeomorphisme quivariant; par quivariance celui-ci conserve le moment; il
s'agit alors d'observer que le rsultat obtenu est symplectique ce qui est une simple
verification.

V. Cas de SU(2) x S1

V.1. Les parties precedentes nous ont permis de nous ramener A tudier ce qui ce passe
au bord de la chambre de Weyl de ce groupe; dans ce cas c'est simplement l'axe vertical
x = 0 de R2. Comme d'apres la prop. 3 J' est un quotient, il suffit d'etudier ce qui ce
passe au voisinage de l'image rciproque d'un point du mur de cette chambre; ici le
tenseur de Poisson d'un point du mur est nul, son image rciproque par J (dont on sait
que c'est une orbite) est isotrope. I nous faut donc tudier le voisinage d'une orbite
isotrope de ce groupe (sous l'hypothese de complete integrabilit gneralisee).

Afin de pouvoir se servir du lemme 6 nous mettrons en evidence le phenomene suivant:

Lemme 8. On suppose que J(M) n aC n'est pas rduit a un point. Si le groupe d'isotropie
principal ne rencontre pas le centre Z/2Z de SU(2), alors l'adherence de l'image rciproque
de l'interieur de la chambre de Weyl est une sous variety symplectique T-invariante qui
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vrifie les hypotheses du lemme 7 (pour K = T); sinon, l'adherence de l'image rciproque
de la runion de la chambre de Weyl et de son image par la symetrie est une sous-variete
symplectique N(T)-invariant qui verifie les hypotheses du lemme 7 (pour K = N(T)).

La dimension du groupe tudie est 4, donc la variety ambiante est de dimension 6,
et une orbite isotrope est de dimension au plus 3. Fixons arbitrairement une origine x
a cette orbite O, et regardons les divers cas possibles; pour simplifier, nous ferons toujours
l'hypothese suivante: le groupe d'isotropie principal ne rencontre pas S' (composante
neutre du centre de G). Sinon, on se ramenerait i ce cas en quotientant par son intersection
avec S'.

Distinguons les divers cas possibles.

V.2. Dim O = 0. Dans ce cas, un voisinage de x est isomorphe a un voisinage de l'origine
d'un espace vectoriel hermitien muni d'une action de SU(2) x S', et on est ramen6 
tudier les representations lin6aires de ce groupe dans C3 ; il y en a de deux types:

In: En notant n2 la representation irr6ductible de dimension 2 de SU(2), elle s'6crit

7[(g, 0) ( 1, Z2, z3 ) = ( ' 72 (g) (Z1, Z2); 0 m z 3 )

Calculons en le moment

J(z1 , z2, z3) = (((I112 - Iz212), z1 z*); n (Z1
2 + 1z212) + m Iz3 12)

On note S la sous-variete d'equation z2 = 0; c'est une sous-variete symplectique
T-invariante qui rencontre chaque G-orbite suivant une T-orbite; c'est d'ailleurs
l'adherence de l'image rciproque par J de la chambre de Weyl. Notons que dans ce
cas, le groupe d'isotropie principal est le sous-groupe cyclique d'ordre m, (Z/mZ) inclu
dans la composante neutre S du centre de G. Donc, en vertu de l'hypothese sur le
groupe d'isotropie, m = 1.

L'image du moment est dessine ci-dessous:

Groupe d'isotropie principal trivial

II: En notant 7t3 la representation irreductible de dimension 3 de SU(2), elle s'ecrit

r(g, 0) (Z1, z2, Z3) = O ' i 3(g) (z1 , z2, z3)
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Le moment est

J(Z1, Z2, Z3) = Im ((z, z2, z3)* (z, z2, z3); n (1z1l2 + z212 + Iz312)).

Remarquons que la sous-varit6 d'6quation z3 = 0 est une sous-vari6t6 symplectique
N(T)-invariant qui rencontre chaque G-orbite suivant une N(T)-orbite; c'est d'ailleurs
l'adh6rence de l'image rciproque par J de la reunion de la chambre de Weyl (ouverte)
et de son image par la sym6trie qui est ici l'unique element non nul de W. Ici le groupe
d'isotopie principal est le produit du centre Z/2Z de SU(2) et du sous-groupe cyclique
d'ordre n de S'. La encore, on a donc n = 1.

Le dessin de l'image du moment est le suivant:

v_ 
T A

Groupe d'isotropie principal Z/2Z
(centre de SU(2))

V.3. Dim O = 1. Dans ce cas la composante neutre du groupe d'isotropie de x est de
dimension 3 donc c'est SU(2); par suite, ce groupe est SU(2) x Z/nZ. L'orbite est un
cercle S', son fibr6 normal est trivial un voisinage de celle-ci est de la forme T*S' x C2 ,
SU(2) agit sur le second facteur par n2, et en ecrivant T*S' = S' x R, l'action de S1 s'6crit
0 {(a; a); z} = {0" a; a; O"z} o m est soit nul, soit un diviseur de n.

Le moment est

J{(a; a); v} = ((zll2 - IZ212 ), z' Z2*), n a + m 1z12).

On considere la sous-vari6t6 d'6quation z2 = 0; c'est une sous-vari6t6 symplectique
T-invariante qui rencontre chaque G-orbite suivant une T-orbite; c'est d'ailleurs
l'adh6rence de l'image rciproque par J de la chambre de Weyl (ouverte).

Notons que dans ce cas, le groupe d'isotropie principal est (Z/mZ) par l'application:

Z/mZ -- S' x S1 c SU(2) x S1 ,

0 -* (0/m, 0).

L'hypoth6se que celui-ci ne rencontre pas S' montre que m = 1.

V.4. Dim O = 2. Dans ce cas, le groupe d'isotropie de x est de dimension 2; or G n'a
que deux sous-groupes de dimension 2 (a conjugaison pres): ce sont Tet son normalisateur
N(T) = (Z/2Z x S1 ) x S1. Distinguons ces deux cas:
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1) G = T. Dans ce cas, I'orbite est une sphere S2 ; la representation lin6aire d'isotropie
est une representation 1n,m de Tdans U(1) = S' qui est donn6e par

rn,m(a, 0) = 0 -
m

.

Dans cette notation, le fibr6 normal de l'orbite est somme de son fibr6 cotangent et
du fibr6 en droites complexes hermitien de classe d'Euler n; notons le E(n): c'est
SU(2) x C/S o S' tore maximal de SU(2) agit sur C par la representation de poids n;
pour crire l'application moment, il faut d'abord consid6rer la sphere comme tant
plong6e dans l'espace euclidien standard de dimension 3, qui, muni du produit vectoriel,
est 'alg6bre de Lie de SU(2) que l'on identifie a son dual; avec ces identifications, T*S2

n'est autre que l'ensemble des couples (x, v) v6rifiant 11xll 1, x v = 0 (ici il est entendu
que v est dans so(3)*)

J: T*S 2 + E(n) - su(2) x R,

J((x, v) + {g, z}) = (v + nz 12 . x; m Iz12)

(dans l'ecriture ci-dessus, {g, z} represent un lament de SU(2) x C/S' qui se projette
sur x).

Le groupe d'isotropie principal est ici le sous-groupe de T form des couples (a, b)
verifiant a2 = 1, b = a; son intersection avec S' est cyclique d'ordre m, ainsi, m = 1;
il est donc isomorphe a Z/2Z.

L'image du moment est:

si n=O

Groupe d'isotropie principal Z/2Z
((a, a)E SU(2)x S

1
, a

2
= 1)

Remarquons que dans le cas ou n est nul (le fibr6 normal symplectique de l'orbite est
trivial), I'adh6rence de l'image reciproque par J de la reunion de la chambre de Weyl
(ouverte) et de son image par la sym6trie est une sous-vari6t6 symplectique T-invariante:
en effet c'est T*S' x C oi T*S1 est la sous-vari6te de T*S2 des points de la forme (0, te3 )

ou e3 est le vecteur du pole nord et 0 d6crit l'6quateur.
Le cas ou n n'est pas nul (l'image du moment rencontre le bord de la chambre de

Weyl en un seul point) correspond a une situation entierement diff6rente et sera etudi6
a la fin du paragraphe consacr6 a SU(2) x S'.

7 Annals Bd. 8, Heft 1 (1990)
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2) G = N(T). Dans ce cas l'orbite est un espace projectif reel p2 de dimension 2; pour
calculer la representation lin6aire d'isotropie, remarquons qu'il n'y a que deux repr6senta-
tions unitaires de dimension 1 de (Z/2Z x S1); ce sont la representation triviale t et celle
note s qui se factorise travers l'homomorphisme de Z/2Z axSl dans Z/2Z en la
representation non triviale unitaire de dimension 1 de ce groupe; il y a donc deux families
de representations de dimension 1 de N(T), tudions les spar6ment.

a) t,: Elle est donnee par

t,(; , ) = .

Dans ce cas, le fibr6 normal symplectique de l'orbite est trivial; un voisinage de l'orbite
est donn6 par la somme de son fibr6 cotangent et du fibre trivial. Le groupe d'isotropie
principal est ici Z/2Z x Z/nZ sous groupe du centre Z/2Z x S1 de G, de sorte qu'on a n = 1.

Ecrivons le moment (on identifie T*P2 A l'ensemble des couples (d, x) o d est une
droite de so(3) = R3 et x un vecteur de so(3)* orthogonal a d)

J: T*P2 + C - SO(3)* x R,

J((d; x); z) = (x, Iz12).

b) s,: Ce cas est trs semblable au precedent; la representation est maintenant donn6e par

t,(E; C, 0) = 0" .

Dans ce cas, le fibr6 normal symplectique de l'orbite est le fibre en droites complexes non
trivial not6 D sur p2; un voisinage de l'orbite est donn6e par la somme du fibr6 cotangent
T*P2 de l'espace projectif et de D. Le groupe d'isotropie principal est ici Z/2Z x Z/nZ,
sous-groupe du centre de G, donc n = 1.

Ecrivons le moment (on identifie T*P 2 A l'ensemble des couples (d, x) o d est une
droite de so(3) = R3 et x un vecteur de so(3)* orthogonal A d)

J: T*P2 + D -- S0(3)* x R,

((d; x); z) -} (x, 1Z12).

Remarquons que dans les deux cas a) et b) l'adh6rence de l'image rciproque par J
de la reunion de la chambre de Weyl (ouverte) et de son image par la symetrie est encore
une sous-vari6te symplectique N(T)-invariante.

V.5. Dim 0 = 3. Dans ce cas l'orbite est lagrangienne; le groupe d'isotropie Gx est de
dimension 1: sa composante neutre est donc un cercle. On peut le d6crire comme tant
l'image de S par l'application

S' - S xS c SU(2) x S,

0 - ( n, em)

(ou n et m sont supposes premiers entre eux) en au moins un point, n n'est pas nul. I y a
encore discuter deux cas: soit m est nul (auquel cas n = 1) soit m est non nul.
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a) m est non nul. Dans ce cas le normalisateur du groupe pr6c6dement dcrit est
exactement le tore maximal T; ainsi, il existe un groupe ab6lien fini F, et Gx est l'image de
S' x F par l'homomorphisme injectif:

S xF - S' xS c SU(2)xS',

(0, ) - (() On, p( ) m) .

Par hypothese, celui-ci ne rencontre pas S', de sorte que, comme il est injectif, on a
(0() 0n = 1 - p() Om = 1 r = 0 = 1). Cela implique que n = 1 et F est rduit 
1'616ment neutre.

Ainsi le groupe d'isotropie est l'image de S' par l'application

S' S' xS' c SU(2)xS',

0 -, (0, 0m).

On voit alors que l'orbite n'est autre que l'espace lenticulaire L,, que l'on identifie au
quotient de SU(2) par l'action ( droite) du sous-groupe cyclique d'ordre n de son tore
maximal. Son fibr6 cotangent est trivial, grace A l'action gauche de SU(2); I'action de
SU(2) x S' s'crit

(g, ) (a; x) = (g a. 01/, Ad* x)

(a designe la classe dans L, d'un l6ment de SU(2) et le symbole 01/n, n'a de sens que
parce que nous sommes dans 1'espace lenticulaire).

Dans ces coordonn6es, le moment est

J(a; x) = (x; 1/rm (Ad,'* x)3).

Le 3 en indice signifie que l'on prend la troisieme coordonne (par convention celle qui correspond
a l'axe de rotation des 0 dans la representation coadjointe).

mY

-mVA - -111 I

Groupe d'isotropie principal trivial ou Z/2Z
(0 I 02 = m = 1)

Ici la situation est assez nouvelle: l'adh6rence de l'image rciproque de la runion des
deux chambres de Weyl est une sous-variet6 V naturellement diff6omorphe L x R,

7*
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T-invariante, mais celle-ci n'est plus symplectique: elle admet L x 0 comme sous-vari6t6
isotrope (c'est le lieu le long duquel la restriction de la forme symplectique est de rang
2); pour d&crire Von explicite son plongement:

L, x R Lm x su(2)*,

(a; t) - (a, t e3).

Cette vari6te jouera dans la suite un r6le analogue a celui du slice symplectique mis en
evidence dans les autres cas; elle peut d'ailleurs servir i montrer que dans ce cas precis
il n'existe pas de sous-variete symplectique T-invariante qui rencontre chaque G-orbite
suivant une T-orbite.

b) m est nul. Dans ce cas, la composante neutre du groupe Gx est le tore maximal S1

de SU(2); son normalisateur est N(S') x S', et G, est donc de la forme S x Z/nZ ou
N(S') x Z/nZ; dans le premier cas le groupe d'isotropie principal est Z/2Z x Z/nZ, et
dans le second Z/4Z x Z/nZ, de sorte que l'on a n = 1 en vertu de l'hypothese faite sur
Gx. Dans le premier cas l'orbite est S' x S2 dans le second S' x p2 ; l'action de SU(2) x S1

se scinde en un produit de l'action de SU(2) sur T*S2 (resp. T*P2 ) et de S' sur T*S';
ecrivons les moments:

J: T*S2 x T*S1 - su(2)* x R,

((x, v); (a, a)) - (v, a)

(oi v est un vecteur orthogonal x et x d6crit la sphere unite de su(2)), (resp):

J: T*P2 x T*S1 - su(2)* x R,

((d, v); (a, a)) - (v, a)

(od v est un vecteur orthogonal a x, et x d6crit l'ensemble des droites de su(2)).

Dans les deux cas le moment a pour image la chambre de Weyl entire.
Remarquons que dans chacun de ces cas l'adherence de l'image rciproque de la

reunion des deux chambres de Weyl est une sous-varit6e Vsymplectique N(T)-invariante.

V.6. Conclusion. Pour prouver le th6oreme annonce dans le cas de SU(2) x S', on procede
ainsi, consid6rons deux vari6tes M1 et M2 munies d'une action de ce groupe, ayant
meme image par le moment et meme groupe d'isotropie principal. Distinguons les trois
cas suivants: J(Mj) rencontre le bord de la chambre de Weyl suivant un segment
d'int6rieur non-vide, un point, ou ne le rencontre pas. Le dernier cas a deja ete traits
dans la partie III, regardons successivement les deux autres.

a) J(M) rencontre le bord de la chambre de Weyl suivant un segment d'int6rieur
non-vide: I nous faut encore distinguer deux cas: Le groupe d'isotopie principal ne
contient pas le centre Z/2Z de SU(2) (resp. il ne le contient pas).

Dans ce cas le lemme 8 montre que l'adherence de l'image rciproque par J de
l'interieur de la chambre de Weyl (resp. et de son image par la sym6trie) est une sous-vari&t6
symplectique T-invariante (resp. N(T) invariante) Si, et dont l'image du moment par T
est le polyedre J'(M) (resp. la runion de J'(M) et de son image par la symetrie). Ce
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"slice" symplectique rencontre chaque G-orbite suivant une T-orbite (resp. une N(T)-
orbite). D'apres [De], i existe donc un diff6omorphisme symplectique T-equivariant de
S, sur S2; bien que cela ne soit pas explicite dans [De] i est facile de voir que dans le
second cas on peut le choisir N(T)-equivariant. Pour montrer que ce diffeomorphisme
ce prolonge de facon G-equivariante toute la vari6t6, i suffit alors de constater que
les groupes d'isotropie (sous l'action de G) des points correspondants sont egaux. Pour
ce faire, i suffit de comparer tous les modules locaux du moment et v6rifier que deux
modules distincts ayant mme image du moment correspondent deux groupes
d'isotropie principaux distincts, ce qui est une version locale du theoreme annonce. II
est facile de voir qu'un diffeomorphisme g-equivariant dont la restriction Si est
symplectique est en fait lui meme symplectique, ce qu'il fallait demontrer.

b) J(M) rencontre le bord de la chambre de Weyl en un seul point: Soit B la trace
dans la chambre de Weyl d'une boule de rayon arbitairement petit; comme J' est un
quotient J'- '(B) est un voisinage (equivariant) de l'orbite constitu6 par l'image reciproque
de ce point (et cela dans les deux varietes consideres). Tout d'abord, i suffit de regarder
les modules locaux pr6c6dement d6crits pour constater que les deux variet6s Ji- (B) sont
les memes: dans ces modules, i n'y a que deux (families de) cas o J(M) rencontre le
bord de la chambre de Weyl en un seul point, et chaque fois le groupe d'isotropie
principal est different. Pour conclure, grace au § III, i nous reste donc regarder de
plus pres ces deux modules locaux et montrer dans chacun de ces cas un lemme
analogue au lemme 6 du § IV.

Regardons tout d'abord le cas de l'orbite lagrangienne de dimension 3 qui est un
espace lenticulaire L,; notons B une boule de rayon arbitraire, voisinage de l'origine
(J(Lm)) de la chambre de Weyl, et B' son orbite sous l'action coadjointe; alors le lemme
de prolongement s'6nnonce ainsi:

Lemme. Tout diffeomorphisme du complementaire dans T*L de J-'(B) symplectique,
G-equivariant et qui conserve le moment se prolonge a T*L en un diffomorphisme verifiant
la meme propriety.

Preuve du lemme. Nous avons mis en evidence une sous-vari6te V = Lm x R, qui rencontre
chaque G-orbite suivant une N(T)-orbite sauf Lm x 0 qui est elle-meme J - (0); dans le
cas particulier o m = 1, c'est-A-dire ou l'espace lenticulaire est la sphere unite de C3 ,
consid6rons l'application d'eclatement oriented:

7: S3 x R -* C2 ,

(x; t) -* t x.

L'application 7r est T-equivariante pour l'action de Tdans C2 dfinie par

(6, ) (z, w) = ( - 'z; 0 W),

dont le moment est

K(z; w) = (z12 + Iw12; Izl2 - 1wI2).
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De plus on voit que K o 7 n'est autre que J, et que n transforme la forme symplectique
de C2 en la 2-forme (symplectique en dehors de la section nulle) de V

Notre diff6omorphisme symplectique, note p, laisse la variety Vinvariante puisse qu'il
conserve le moment; de plus il v6rifie:

t(x, t) = V(-t; -x)

puisse qu'il est G-equivariant; ainsi il passe au quotient travers l'eclatement n7 en un
diff6omorphisme V' symplectique T-equivariant et qui conserve le moment du com-
plementaire d'une boule ouverte de C2 . Appliquant un resultat de [De], on en d6duit
que p' se prolonge en un diffeomorphisme de la boule unite de C2 qui verifie les memes
propri6tes; on peut meme supposer, la lecture de [De] que p' est gal l'identite au
voisinage de 0. I suffit alors d'&clater p' pour obtenir un diffeomorphisme de Vverifiant
les propri6t6s souhaites: il est N(T)-6quivariant conserve la forme "presque" sym-
plectique et le moment; de plus sa restriction la section nulle est l'identit6; on voit
alors que le diffeomorphisme de tout T*Lobtenu A partir de celui-ci par G-6quivariance
v6rifie les propri6tes souhait6es; le cas de l'espace lenticulaire g6n6ral peut s'en deduire
par revetement fini.

II reste regarder le cas (tudi6 en V.4) oa l'orbite est une sphere S2 fibr6 normal
symplectique non trivial. Dans ce cas, I'action de G n'admet pas de slice, ce qui va nous
obliger A raisonner diff6rement. Notons H la "deuxieme" composante du moment (celle
qui correspond a l'action de S'). Nous savons depuis Frankel [Fr] que cette fonction
est une fonction non-d6g6n6re au sens de Bott; supposons pour fixer les idees que
m = 1; on a alors le dessin suivant:

On peut supposer que le minimum de H est atteint pour H = 0; la variety symplectique
H = 0 est d'ailleurs S2 x S2 comme il resulte du module local exhibe en V.4 et de l'etude
de P. Iglesias [I]. Son fibre normal symplectique est bien dtermine par les deux nombres
entiers qui representent les pentes du polyedres au voisinages des extremites de l'arete
H = 0. Pour demontrer le theoreme dans ce cas prtcis nous pouvons proc6der de la
facon suivante:

Soient M1 et M2 deux varietes symplectique munies d'une action de SU(2) x S' et
dont l'image du moment est le polyedre dessine au dessus; on note H, et H2 les deux
hamiltoniens correspondants. Un raisonnement analogue A celui effectue au § III montre
qu'il existe, pour a suffisament petit, un isomorphisme de H '(x _ a) sur H- (x > a);
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ce qui pr6c&de montre qu'il en existe aussi un de H- (x < a) sur H- (x < a), et il s'agit
de savoir comment les recoller. Pour cela on raisonne comme dans le premier paragraphe
de [De]: la vari&t6 H-' (a) est le fibr6 en cercles de rayon a du fibr6 normal (en droites)
de H-'(0) pour prolonger un diff6omorphisme S'-6quivariant de cette variety a tout le
fibr6 en boules, il suffit de le faire par homog6n6ite. Pour avoir la conclusion
"symplectique" il suffit de recopier [De].

Pour pouvoir exploiter cette tude dans le cadre plus g6n6ral de l'action d'un groupe
compact de rang 2, nous devons montrer, comme il est annonc6 au § III, le lemme 3.
Celui-ci rsulte videment des lemmes 2, 7, et de l'6tude pr6c6dente.

VI. Cas des groupes presques simples

VI.1. Comme il est explique au § III, nous tudions ici le voisinage de J- (0) pour les
groupes suivants: SU(3); SU(2) x SU(2); U(2, H); G(2). On sait que J- (0) est une orbite,
manifestement isotrope. Dans chacun de ces cas nous montrons d'une part qu'un
voisinage de celle-ci est bien dtermin6 par l'image du moment et la donne du groupe
d'isotropie principal, et d'autre part un analogue du lemme 5, c'est-a-dire qu'il n'y a
qu'une seule faqon de recoller ce voisinage au reste de la vari6t6. Evidemment on peut
se limiter aux cas des groupes connexes et simplement connexes. Nous noterons O une
orbite isotrope, x un point arbitrairement choisi comme origine de O, Gx son groupe
d'isotropie.

Nous nous servirons plusieurs reprises des dessins des systemes de racines de
dimension 2 et du critere suivant (voir [Di], chap. XXI, p. 76, par exemple):

Soit G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G, on note S le system
de racines correspondant et on considere un systeme de racines S' qui est une partie de S.
Pour qu'il existe un sous-groupe ferme de G contenant T et dont le systeme de racine soit
S', il faut et il suffit qu'il existe une base B' de S' telle que toute combinaison lineaire 
coefficients entiers d'elements de B' qui est dans S soit aussi dans S'.

VI.2. Cas de SU(2) x SU(2). Ce groupe est de dimension 6, la variety ambiante est donc
de dimension 8, et une orbite isotrope est de dimension au plus 4. Remarquons que
cette orbite ne peut tre de dimension 1, cela n6cessiterait que Gx soit de dimension 5,
et il n'y a pas de groupe compact de rang au plus 2 et de dimension 5. Distinguons les
divers cas possibles.

VI.2.1. Dim O = 4. Dans ce cas la dimension du groupe d'isotropie est 2, donc la
composante neutre de Gx est le tore maximal T = S x S' de SU(2) x SU(2). Ainsi, Gx
est l'un des quatre groupes S' x S'; N(S')x S'; S' x N(S'); N(S')x N(S'), o N(S')
d6signe le normalisateur de S' dans SU(2). On voit que l'orbite est l'espace symtrique
de rang maximum correspondant (grace au troisi6me paragraphe) SU(2)x SU(2),
SO(3) x SU(2), SU(2) x SO(3), SO(3) x SO(3) respectivement. Les groupes d'isotropies
principaux respectifs sont Z/2Z x Z/2Z; Z/4Z x Z/2Z; Z/2Z x Z/4Z; Z/4Z x Z/4Z. Dans
ces quatre cas l'image du moment remplit donc la chambre de Weyl.
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VI.2.2. Dim O = 3. Dans ce cas, la composante neutre de Gx est isomorphe SU(2);
comme dim O = 3, le fibr6 normal symplectique de l'orbite est un fibre en droites
complexes, la representation lin6aire d'isotropie est alors une representation lin6aire de
dimension 1 de SU(2) n6cessairement triviale, ce qui contredit le fait que l'action de G
doit etre localement libre en au moins un point. Ce cas est donc a exclure.

VI.2.3. Dim O = 2. Dans ce cas, le groupe Gx est de dimension 4, sa composante neutre
est donc isomorphe SU(2)x S'; il y a deux ( conjugaison pres) sous-groupes de G
isomorphes ce groupe: ils sont changes par l'automorphisme (exterieur) de G qui
consiste changer les deux facteurs, et on peut se contenter d'en regarder un; son
normalisateur est SU(2) x N(S'), donc G est soit SU(2) x S1 soit SU(2) x N(S').
Distinguons ces deux cas.

a) G = SU(2) x S'. L'orbite est alors une sphere, le fibr6 normal symplectique de
celle-ci est un fibr6 complexe de dimension 2 et la representation lin6aire d'isotropie est
une representation complexe de dimension 2 de G.; celle-ci est non triviale en restriction
a SU(2), et elle est donc de la forme n oi l'on d6finit:

7r(g, 0) = 0n7/2(g) 

En tant que fibr6 vectoriel complexe, le fibr6 normal symplectique de l'orbite n'est
autre que le produit tensoriel du fibre trivial (de rang 2) et du fibr6 en droites de classe
d'Euler n. Notons-le F(n); il est isomorphe a la copi 'de deux exemplaires du fibr6 en
droites E(n) de classe d'Euler n.

Avec ces notations, le moment s'ecrit

J: T*S2 + E(n) + E(n) -* su(2)* x su(2)*,

J((x, v), wI, w2) = (v + n(lw1l
2 + Iw212) x; (Iw1l2 - w212); wI * w2).

D'o l'image du moment:

Pour dmontrer le lemme de prolongement, on remarque que la sous-vari6t6
T*S2 + E(n) de T*S2 + F(n) est une sous-vari6t6 symplectique SU(2)x S'-invariante
qui a meme image du moment que la varijt6 initiale par l'action de ce groupe. On peut
donc s'en servir comme "slice", et le lemme de prolongement r6sulte alors du lemme 7.
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b) G = SU(2)x N(S'). L'orbite est alors un plan projectif rel, le fibre normal
symplectique de celui-ci est un fibr6 complexe de dimension 2 et la representation lin6aire
d'isotropie est une representation complexe de dimension 2 de Gx; celle-ci est non triviale
en restriction a SU(2), et elle est donc de l'une des deux formes suivantes:

a) r(g, 0, ) = n2(g),
b) nr(g, 0, ) = E72(g)

Dans le premier cas, le fibre normal symplectique de l'orbite est trivial; on 6crit donc
facilement le moment

J:T*p2 x C - su(2)* x su(2)*,

((x, v), w) - (v; F(w)),

ofi F est definie par

F(w) = w w* - 1/2wl12 Id

(ceci est un element de su(2) que l'on identifie a son dual).
Le groupe d'isotropie principal est ici le sous-groupe cyclique d'ordre 4 du tore maximal

du premier facteur. L'image du moment remplit toute la chambre de Weyl. Considerons
T*Sl comme tant la sous-variete de T*P2 forme des couple (d, x) of d est une droite
horizontale et x un vecteur vertical. On remarque que la sous-variete T*S' x C de
T*P2 x C est une sous-variete symplectique N(S') x S'-invariante qui rencontre chaque
G-orbite suivant une N(S') x S'-orbite; grace au lemme 7 on en dduit que tout
isomorphisme du complementaire de l'image rciproque d'un voisinage de l'origine, se
prolonge naturellement en un isomorphisme de toute la varit.t&

Dans le cas b), le fibre normal symplectique est le complexifie du fibre tangent de
p2 ; bien que celui-ci ne soit pas trivial, I'appliction F d6finie comme precedement conserve
un sens dans ce fibre. Le moment a la meme expression que precedement; la seule
difference qui existe entre ce cas et le pr6c6dent est le groupe d'isotropie principal: celui-ci
est le groupe cylique d'ordre 4 (inclu dans le produit du tore maximal du premier facteur
et du centre Z/2Z du second) dMfini par l'homomorphisme

Z/4Z - S' x Z/2Z,

a _ (; x2).

C'est d'ailleurs ce qui permet de diff6rencier ces deux cas.

VI.2.4. Dim O = 0. Dans ce cas le groupe Gx est confondu avec G. La representation
lin6aire d'isotropie est donc une representation unitaire de dimension 4 de ce groupe,
et celle-ci est suppose localement libre en au moins un point. II est ais6 de voir qu'il
n'y en n'a qu'une satisfaisant a ce critere, c'est celle qui correspond a l'inclusion naturelle
de SU(2) x SU(2) dans SU(4). Le voisinage de notre orbite (qui est rduite a un point)
est donc isomorphe un voisinage de l'origine de C2 x C2 muni de l'action (produit)
evidente des SU(2) x SU(2). Calculons son moment; il s'ecrit

J(v; w) = (F(v), F(w)).
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Ainsi l'image du moment r6duit est toute la chambre de Weyl. D'autre part le groupe
d'isotropie principal est trivial. Remarquons aussi que la sous-variet6 (C x 0) x (C x 0)
de C2 x C2 est une sous-vari6te symplectique T-invariante qui rencontre chaque G-orbite
suivant une T-orbite; le lemme 7 montre alors que tout isomorphisme du compl6mentaire
de l'image rciproque d'un voisinage de 'origine, se prolonge naturellement en un
isomorphisme de toute la varit6.

VI.2.5. Conclusion. Pour conclure, il suffit donc de comparer les modules locaux
pr6c6dement decrit et de remarquer que si deux de ces modules ont meme image du
moment, c'est qu'il correspondent i des groupes d'isotropie distincts ce qui est une simple
constatation.

VI.3. Cas de SU(3)

VI.3.1. Comme ce groupe est de dimension 8 et de rang 2, la dimension de la variety
ambiante est 10, une orbite isotrope est de dimension au plus 5, et le groupe d'isotropie
Gx d'un point de cette orbite est de dimension au moins 3. II n'y a pas de groupe compact
de rang inf6rieur ou 6gal a 2 et de dimension 5 ou 7; la seule algebre de Lie "compacte"
de rang 2 et de dimension 6 est su(2) x su(2) qui n'est pas une sous-algebre de su(3), donc le
groupe d'isotropie ne peut tre de dimension 6. Ecartons aussi le cas ou celui-ci serait
de dimension 8: ce serait SU(3) entier, mais SU(3) n'admet pas de representation
unitaire dans C5 libre en au moins un point, ce qui contredit l'hypoth6se de complete
integrabilit6 generalis6e. 11 nous reste a examiner le cas oil Gx est de dimension 3 ou 4.

VI.3.2. Dim Gx = 3. La composante neutre du groupe d'isotropie est donc un groupe
compact de rang inf6rieur i 2 et de dimension 3: c'est donc soit SU(2) soit SO(3), et il
nous faut encore distinguer ces deux cas.

a) G = SO(3). I n'y a qu'une facon, a conjuguaison pres, de consid6rer SO(3) comme
sous-groupe de SU(3): c'est de dire qu'une matrice orthogonale est aussi unitaire. On
voit facilement que le normalisateur de SO(3) dans SU(3) est le produit de SO(3) par le
centre Z/3Z de SU(3); ainsi, dans ce cas, Gx et soit SO(3) soit SO(3)x Z/3Z; dans le
premier cas l'orbite, lagrangienne, est l'espace sym6trique de rang maximum correspon-
dant i SU(3) c'est-i-dire SU(3)/S0(3); dans le second c'est celui qui correspond a PSU(3);
I'image du moment a te calcul6e en IV.5; on vrifie que le groupe d'isotropie principal
est Z/2Z (coprrespondant a une rflexion de SO(3)) dans le premier cas, et que c'est Z/6Z
(qui est son extension par le centre de SU(3)) dans le second.

b) G = SU(2). De meme, il n'y a qu'une faqon, conjuguaison pros, de considered
SU(2) comme sous-groupe de SU(3): c'est de le sous-groupe des matrices de la forme

(*)(A 0)

avec A decrivant SU(2). Le normalisateur de se groupe est le groupe U(2) des matrices
de la forme

(: det B-t)



Classification des actions hamiltoniennes compl6tement integrables de rang deux

On en dduit que G est de la forme SU(2) x Z/nZ sous-groupe des matrice de
la forme (**) avec det B appartenant au sous-groupe Z/nZ du cercle. L'orbite,
lagrangienne, est l'espace lenticulaire S5 /(Z/nZ); le groupe d'isotropie principal est Z/nZ;
calculons le moment. Pour ce faire, on peut soit effectuer un calcul direct soit
mettre directement en vidence un slice symplectique, ce qui montrera en meme
temps le lemme de prolongement: consid6rons le sous-groupe SU(3) de G constitu6 des
matrices de la forme

detB-l 0

C'est aussi le groupe d'isotropie, sous 'action coadjointe, d'un point d'un mur de la
chambre de Weyl; notons que l'espace lenticulaire (de dimension 3) Ln est l'orbite sous
l'action de ce groupe du point que nous avions choisi pour origine. La metrique
riemannienne G-invariante permet de consid6rer T*L, comme sous-variete symplectique
U(2)-invariante de T*SS/(Z/nZ), et par un raisonnement proche de celui de la fin du § III
on voit que l'image du moment de T*L, qui est incluse, dans u(2)* est l'intersection de
l'image du moment de toute la vari6t6 avec ce sous-espace lin6aire. Le lemme de
prolongement rsulte immediatement du lemme 7 et de la partie consacree a SU(2) x S1.
L'image du moment est dessin6e ci-dessous:

VI.3.3. Dim G = 4. La composante neutre du groupe d'isotropie est donc un groupe
compact de rang inferieur 2 et de dimension 4; revetement fini pres, il s'agit
donc de SU(2) x S'; mais un coup d'ceil au systeme de racines de su(3) montre
qu'il n'y a qu'une seule faon ( conjugaison pros) d'envoyer ce groupe presque
injectivement dans SU (3); l'image s'identifie au sous-groupe (isomorphe u(2)) des
matrices de la forme (**). Comme U(2) est son propre normalisateur dans SU(3) le
groupe Gx est rduit A U(2).

L'orbite est ici un espace projectif complexe P2 (C); dans cette notation, le fibr6 normal
de l'orbite est somme de son fibr6 cotangent et du fibr6 en droites complexes hermitien
de classe d'Euler n; notons le E(n): c'est SU(3) x C/U(2) o U(2) agit sur C par la
representation det". Le groupe d'isotropie principal est le sous-groupe isomorphe a Z/nZ
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des matrices diagonales de la forme

c O 0
01 0
0 0 -1'

avec (q d6crivant les racines n-iemes de l'unit. Pour 6crire le moment, rappelons d'abord
que l'on peut considered P2 (C) comme orbite de l'action coadjointe de SU(3); par
exemple en disant que, muni de sa forme symplectique naturelle, c'est un espace homogene
symplectique de SU(3); son image par 'application moment est donc un diff6omorphisme
sur une orbite coadjointe: cette orbite est celle du premier point d'un mur de notre
chambre de Weyl qui appartient au rseau des entiers. On identifie T*P2 (C) avec la
sous-vari6t6 de su(3)* x su(3)* des points de la forme (d, x) ou d est dans p2 (C) et x est
perpendiculaire i d; on calcule alors le moment:

J:T*P2 (C) + E(n) - su(3)*,

((d, x); z) - x + n IZ12 d

(il est entendu que z est un vecteur dans la fibre de E(n) au dessus de d).
D'oi le dessin de l'image du moment:

Notons que la sous-vari6te T*P'(C) + E(n)(=T*S2 + E(n)) est une sous-vari6t6
symplectique U(2)-invariante qui rencontre chaque orbite de l'action de SU(3) suivant
une U(2)-orbite. On peut donc s'en servir comme "slice"; un raisonement rigoureusement
identique a celui fait pr&cdement montre que le lemme de prolongement r6sulte alors
de l'etude de l'action de SU(2) x S' (revetement a deux feuillets de U(2)) sur cette variet&.

VI.3.4. Conclusion. Li encore la conclusion resulte de la comparaison des modules
locaux studies et de la verification du fait que si deux de ces modules ont mbme image
du moment, c'est qu'il correspondent a des groupes d'isotropie distincts.

VI.4. Cas de U(2, H)

~ia-
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VI.4.1. Rappellons que U(2, H), groupe des isometries de 'espace quaternionique de
dimension deux est aussi le groupe Spin (5) revetement a deux feuillets de SO(5). Comme
ce groupe est de dimension 10 et de rang 2, la dimension de M est 12, une orbite isotrope
est de dimension au plus 6, et le groupe d'isotropie Gx d'un point de cette orbite est de
dimension au moins 4. I1 n'y a pas d'algebre de Lie compacte de rang au plus 2 et de
dimension 5, 7 ou 9; ainsi la dimension de ce groupe est 4, 6, 8 ou 10.

Ecartons aussi la dimension 8: en effet la seule algebre de Lie de dimension 8 et de
rang inf6rieur ou egal a 2 est su(3), et en regardant simultanement les deux systemes de
racines, on voit que u(2, H) ne contient pas de sous-algebre isomorphe su(3).

Ecartons aussi le cas ou celui-ci serait de dimension 10: dans ce cas ce serait U(2, H)
entier, mais ce groupe n'admet pas de representation unitaire dans C6 libre en au moins
un point, ce qui contredit l'hypothbse de complete integrabilite g6n6ralis6e.

Reste donc examiner les dimensions 4 et 6; les orbites correspondantes sont de
dimension 6 et 4.

VI.4.2. Dim O = 4. Dans ce cas, I'alg6bre de Lie de la composante neutre du groupe
d'isotropie (de dimension 6) est isomorphe su(2) + su(2), et il n'y a qu'une facon
d'envoyer cette algebre de Lie dans u(2, H), c'est celle qui correspond l'inclusion
naturelle de U(1, H) x U(1, H) (= SU(2) x SU(2)) dans U(2, H). Le normalisateur de ce
groupe est son produit semi-direct avec le groupe Z/2Z qui correspond la matrice
o 1).

La representation linbaire d'isotropie est ici une representation de Gx dans C2 qui est
non triviale en restriction SU(2) x SU(2) en vertu de l'hypothese de complete
int6grabilit6 gen6ralisee. Une telle representation est n6cessairement triviale sur l'un des
deux facteurs et gale 7 n2 sur l'autre. En particulier le groupe d'isotropie ne peut etre
le normalisateur de SU(2) x SU(2), et celui-ci est donc connexe.

L'orbite est donc l'espace projectif de dimension 1 sur H (c'est-a-dire la sphere S4),
son fibr6 normal symplectique est le fibr6 en droite canonique K sur P'(H). Le groupe
d'isotropie principal est le centre (isomorphe a Z/2Z) de celui des deux SU(2) pour lequel
la representation lin6aire d'isotropie est triviale. Pour calculer l'image du moment, nous
allons, la encore, constuire un slice U(2) invariant.

On considere U(2) comme le sous-groupe de U(2, H) former des matrices complexes:
c'est aussi le groupe d'isotropie sous l'action coadjointe de i Id. L'intersection de ce
groupe avec SU(2) x SU(2) est clairement le tore maximal de G. L'orbite de l'origine
sous son action est la droite P'(C), ou, si l'on prefere, la sphere S2 . La restriction de la
representation lin6aire d'isotropie au tore maximal est somme de la representation triviale
sur l'un des facteurs et de la representation de S' dans C2 donn6e par la formule:

Ainsi, la restriction S2 du fibr6 en droite canonique sur P'(H) est somme du fibr6 en
droite (complexes) canonique et de son oppose, chacun 6tant stable par l'action de U(2).
En identifiant, grace l'unique m6trique U(2, H)-invariante T*S2 a une sous-variet6
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symplectique U(2) de T*Pl(H), on peut considerer T*S2 + E(1) comme sous-variete
symplectique U(2) invariante de T*P + K; de plus il est facile de se convaincre que
celle-ci rencontre chaque orbite sous l'action de U(2, H), et que son image du moment
(par l'action de U(2, H)) n'est autre que son image du moment par l'action de U(2), si
l'on identifie u(2)* a un sous-espace lineaire de u(2, H)* grace au produit scalaire invariant.
Le lemme de prolongement rsulte alors immediatement du lemme 7 et du paragraphe
consacre a SU(2) x S'. L'image du moment est dessinee ci-dessous:

VI.4.3. Dim 0 = 6. Dans ce cas, I'algebre de Lie de la composante neutre du groupe
d'isotropie, de dimension 4, est isomorphe a su(2) + R. I y a deux facon distinctes (non
conjuguees) d'envoyer cette algebre dans u(2, H); les deux groupes correspondant sont
les groupes d'isotropie sous l'action coadjointe des deux murs de la chambre de Weyl;
les orbites correspondantes sont donc des orbites coadjointes. D6crivons les avec plus
de precision; le premier correspond l'inclusion de U(2) dans U(2, H) dcrite au
paragraphe precedent; le second l'inclusion naturelle de U(1, H) x S1 dans
U(1, H) x U(1, H) qui est lui meme inclu dans U(2, H).

Discutons ces deux cas:

a) Cas de U(2). Le normalisateur de U(2) dans U(2, H) est son extension par la matrice
j I· d; ainsi soit Gx est U(2) soit U(2) est d'indice 2 dans ce groupe.

Dans le premier cas, l'orbite lagrangienne est l'espace sym6trique de rang maximum
U(2, H)/U(2), le groupe d'isotropie principal est le centre Z/2Z de U(2, H).

Dans le second, et compte tenu du fait que l'automorphisme de U(2) induit par la
congaison par j ·Id n'est autre que la conjugaison (complexe), on voit que l'orbite n'est
autre que l'espace sym6trique de rang maximum SO(5, R)/SO(3, R) x S0(2, R); le groupe
d'isotropie principal est ici le sous-groupe Z/2Z x Z/2Z du tore maximal de U(2, H).

Dans ces deux cas, les images du moment ont 6t6 calculees au § III: elles remplissent
la chambre de Weyl.

b) Cas de U(1, H)x S'. Son normalisateur est U(1, H)x N(S') o N(S') est le
normalisateur du cercle dans SU(2). Ainsi l'orbite est soit P3(C), soit son quotient par
l'action de Z/2Z qui consiste a multiplier une droite complexe a droite par le quaternion
j. Considerons le sous-groupe K (isomorphe a U(2)) des elements de G qui commutent
a j; son intersection avec Gx est (dans les deux cas possibles) le sous-groupe des matrices
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de la forme

eo )

Ainsi, l'orbite de l'origine sous l'action de notre nouveau groupe n'est autre que l'espace
projectif rel de dimension 3. On vrifie que le plongement de son cotangent dans
T*P3 (C) qui est d6fini grace la m6trique invariante en fait un slice pour notre action;
ainsi le lemme 7 du § IV permet de montrer le lemme de prolongement. Dans les deux
cas, l'image du moment est la meme, mais les groupes d'isotropie principaux sont distincts:
dans le premier, c'est le centre Z/2Z de G; dans le second, c'est le groupe des matrices

de la forme (0 0) oou 0 dcrit Z/4Z. Dessinons l'image du moment:

VI.4.4. Conclusion. En comparant les cinq modules possibles, on verifie la conclusion
du theoreme annonc6 pour U(2, H).

VI.5. Cas de G(2). Comme ce groupe est de dimension 14 et de rang 2, la dimension de
M est 16, une orbite isotrope est de dimension au plus 8, et le groupe d'isotropie Gx
d'un point de cette orbite est de dimension au moins 6. Il n'y a pag d'algebre de Lie
compacte de rang au plus 2 et de dimension 7, 9, 11; ainsi la dimension de ce groupe
est 6, 8, 10 ou 14. Ecartons la dimension et 10: en effet l'algebre de Lie de Gx serait
su(3) ou u(2, H), mais en regardant les systemes de racines de ces algebres, on voit
qu'aucune n'est incluse dans g(2).

Ecartons aussi la dimension 8: dans ce cas le groupe d'isotropie SU(3) qui n'admet
pas de representation unitaire non triviale dans C2.

Ecartons aussi le cas ou celui-ci serait de dimension 14: dans ce cas ce serait G(2)
entier, mais ce groupe n'admet pas de representation unitaire dans C8 libre en au moins
un point, ce qui contredit l'hypothese de complete integrabilit6 g6n6ralis6e.

Ainsi, la seule possibility est la dimension 6; I'algebre de Lie de Gx est su(2) + su(2),
et il n'y a qu'une seule ( conjuguaison pr6s) sous-alg6bre de g(2) isomorphe a
su(2) + su(2). La composante neutre du groupe correspondant est isomorphe SU(2)
x SU(2), qu'il vaut d'ailleurs mieux 6crire U(1, H) x U(1, H); grace au lemme suivant on

voit que Gx est connexe, ainsi l'orbite n'est autre que l'espace symetrique de rang maximal
de G2, et on est ramen a l'tue de IV.5.
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Lemme. Dans G(2), SU(2) x SU(2) est son propre normalisateur.

En effet, si un le6ment g de G2 normalise ce groupe, quitte A le multiplier par un
element de SU(2) x SU(2), on peut supposer qu'il normalise T Dans la representation
coadjointe, il agit sur t* comme un element du groupe de Weyl, mais les deux racines
perpendiculaires de G2 qui correspondent aux deux facteurs n'ont pas la meme longueur,
donc g est oblige de les fixer (il pourrait les changer en leurs opposes mais on se
ramenerait a ce cas en le multipliant par l'e61ment de SU(2) x SU(2) qui a le meme effet).
Ainsi Ad* fixe deux racines non opposes, donc toutes les racines, Ad* est l'identit et
donc g est central, mais le centre de G2 est trivial, ce qu'il fallait d6montrer.

Bibliographie

[C-D-M] CONDEVAUX, M., DAZORD, P., MOLINO, P.: Geometrie du moment. Preprint Lyon 1988.
[Da] DADOK, J.: Polar coordinates induced by actions of compact Lie groups. Trans. Amer.

Math. Soc. 288 (1985), 125-137.
[Di] DIEUDONNt, J.: Elements d'Analyse, t.V. Paris: Gauthier-Villard 1975.
[De] DELZANT, T.: Hamiltoniens priodiques et image convexe du moment; paraitre au

Bulletin de la S.M.F. (1988).
[F] FRANKEL, T.: Fixed points and torsion on Kaehler manifolds. Ann. of Math. 70 (1959),

1-8.
[G-S] GUILLEMIN, V., STERNBERG, S.: Symplectic Technics in Physics. Cambridge University

Press 1985.
Convexity properties of the moment mapping I, II. Invent. Math. 67 (1982), 491-513;
77 (1984), 533-546.

[I] IGLESIAS, P.: Classification des SO(3)-vari6t6s symplectiques de dimension 4; preprint
C.P.T (Luminy) 84/PE 1673 (1984).

[K] KIRWAN, F. C.: Cohomology of quotient in symplectic and algebraic geometry. Princeton
University Press Math. Notes 31 (1984).
Convexity properties of the moment mapping III. Invent. Math. 77 (1984), 547-552.

[L] Loos, O.:Symmetric spaces (2 vol.). New York: Benjamin 1969.
[MA] MARLE, C. M.: Normal forms generalizing action angle coordinates for hamiltonian

action of.Lie groups. Lett. in Math. Phys. 7 (1983), 55-62.
[M-F] MISHENKO, A., FOMENKO, A.: Generalised Liouville method of integration of hamiltonian

systems. Funct. Anal. and its Appl. 12 (1982), 113-121.
[Mo] MOLINO, P.: Structure transverse aux orbites de la representation coadjointe: le cas des

orbites rductives. Sm. Geom. Diff. (1983-1984), Montpellier.
[W] WEINSTEIN, A.: The local structure of Poisson manifolds. J. of Diff. Geom. 18 (1983),

523 - 557.
Neighborhood classification of isotropic embedding. J. of Diff. Geom. 16 (1981),
125-128.
Lecture on symplectic manifolds. CBMS Reg. Conf. Series, A.M.S. Providence 1977.

THOMAS DELZANT
University Louis Pasteur
Department de Math6matiques
7 rue Rent Descartes
F-67084 Strasbourg Cedex

(Received December 20, 1988)


