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Résumé. Les propriétés remarquables de la fonction distance dans un espace hyperbolique
permettent de montrer la propriété de factorisation unique pour certains groupes
hyperboliques, et partout 1’intégrité de leur anneau.

Group rings of hyperbolic groups

Abstract.  Using remarkable properties of the length fonction in hyperbolic spaces, one proves the
unique factorization property for certain hyperbolic groups. In particular these groups
have no zero divisors in their group rings.

1. Introduction

En 1956, 1. Kaplansky (voir [1]) proposa la question : « Si G est un groupe sans torsion, et R un
anneau intégre, I’anneau R[G] peut-t-il avoir des diviseurs de zéro ? »

De méme (voir [1], [2], [3]), se pose le probleme de montrer que les seuls éléments inversibles de
R[G] sont les éléments inversibles triviaux, c’est-a-dire de la forme eg, ol & est un élément inversible
de R. Dans cette Note, nous étudions le cas d’un groupe d’isométries d’un espace hyperbolique au
sens de M. Gromov.

Soit H un espace métrique géodésique, §-hyperbolique au sens de M. Gromov (voir [4], [5], [6]),
et soit G un groupe d’isométries de H. Nous noterons e 1’élément neutre de G, et |z — y| la distance
de deux points x et y de H.

La norme d’un élément g de G, notée [g] est définie comme dans [4]

= inf —
91 = inf (1gp - 1)
et le rayon d’injectivité de ’action de G sur H est :
= inf
p= ot ()

Soit R un anneau (non nécessairement commutatif) intégre ; on note R[G] ’anneau de groupe
correspondant. Si R est unitaire, on note R* ’ensemble de ses éléments inversibles (sinon on convient
que cet ensemble est vide).

Note présentée par Etienne Guys.
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THEOREME. — Si le rayon d’injectivité est supérieur a 46, I’anneau R[G| est intégre et ses seuls
éléments inversibles sont les éléments de la forme cg,g € G,c € R*. La méme conclusion vaut pour
tout produit croisé R x G de R et G.

Remarques. — 1l est intéressant de noter que la borne sur le rayon d’injectivité ne dépend que de la
constante d’hyperbolicité §. Par exemple, considérant la famille des groupes d’isométries des espaces
CAT(-1) au sens de Gromov (voir [4]), on obtient une borne indépendante de I’espace considéré :
en particulier il existe une constante universelle x (on peut prendre x = 4log 3) telle que si le rayon
d’injectivité (au sens usuel) d’une variété riemanienne compacte a courbure inférieure a8 —1 est plus
grand que &, alors son groupe fondamental satisfait la « conjecture de Kaplansky ». Malheureusement,
I’hypothése sur le rayon d’injectivité est restrictive ; elle ne permet pas de traiter le cas des groupes
hyperboliques généraux. On peut démontrer que sous cette hypothese tout sous-groupe a deux
générateurs de G est libre (voir [7]).

II. Propriété de factorisation unique

Comme souvent (voir [2], [3]), la démonstration de ce résultat se fait en montrant la propriété de
factorisation unique pour les éléments de G.

DEFINITION. — (voir [2], [3]) Le groupe G satisfait la propriété de factorisation unique (resp. unique
forte) si, étant donnés deux sous-ensembles A et B de G non réduits a un élément, et si C = A.B
désigne le sous-ensemble de G formé des produits ab d’un élément de A par un élément de B, alors
il existe un élément de C' (resp. un élément différent de e, élément neutre de G) qui s’écrit de facon
unique comme produit d’un élément de A et d’un élément de B.

PrOPOSITION. — (voir [2], [3]) Si G satisfait la propriété de factorisation unique (resp. unique forte),
R x G est intégre (resp. n’a pas d’éléments inversibles non triviaux).

Démonstration. — Si a* = X c40q.0 €t b* = 30,0 sont deux éléments de R * G avec «, et 0,
différents de 0, et si ¢ désigne un « facteur unique » (différent de e) dans le produit A.B, le terme
en ¢ du produit de a* et b* est non nul.

Notons que E. Rips et Y. Segev (voir [8]) ont construit un groupe sans torsion ne satisfaisant
pas cette propriété.

PROPOSITION. — Si G est un groupe d’isométries d’un espace b-hyperbolique H dont le rayon
d’injectivité est supérieur a 46, alors G satisfait la propriété de factorisation unique forte.

La démonstration de ce résultat est basée sur 1’étude du comportement de la fonction longueur.
Nous montrerons le lemme suivant au prochain paragraphe :

LEMME. — Soient g et h deux isométries de H, et supposons que [h] > 46 ; alors pour tout point p
de H, on a au moins ’une des deux inégalités |ghp — p| > |gp — pl, [gh™'p — p| > |gp — p|.

Montrons comment ce lemme entraine la propriété de factorisation unique. On conserve les notations
utilisées dans la définition de cette propriété. Soit g € C un élément qui s’écrit de deux fagons
différentes comme produit d’un élément de A et B : g = ab = a’b’. Posons h = b'~b, de sorte que
gh = a’b et gh™' = ab’ sont deux éléments de C. Le lemme précédent dit que I'un au moins de ces
deux éléments déplace p plus que g. En particulier un élément ¢ de C' tel que la quantité |cp — p| est
maximale s’écrit d’au plus une fagon comme produit d’un élément de A par un élément de B. Si cet
élément était e, I’ensemble C' serait réduit & un seul élément, ainsi donc que A et B.
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TI1. Démonstration du lemme

Rappelons (voir [4], [5], {6]), que le produit de Gromov est défini par :
<ay>a=glle =2l +ly -2 = o ).
La définition de la é-hyperbolicité est :
(HYP) Vr,y,2,1t <z,y>.>min(< z,t>,, < t,y>,)— 6.

Nous utiliserons aussi l’interprétation suivante du produit de Gromov :
(LIIVDY Man adéciang o iqqueg A’ Ama naint » o
\111r) LCUX BDUUUDIHUCD &y yJ L.b 4] 1S5UCS G Uh mMmeme puLie @ ©

égale 2 un restent 26-proches jusqu’au temps < y,z >.

Pour démontrer le lemme, nous allons raisonner par 1’absurde. Soient donc deux isométries g et

h, et p un point de H tels que :
(W] >46;  lghp—pl<lgp—pl; |gh™'p—p| < lgp—pl.

Par définition du produit de Gromov, et tenant compte du fait que celui ci est invariant par isométrie,

1
(1) lghp—p| <lgp—pl = < g 'php>,> §|hp—p|-
De méme,
. o 1, 1
2) lgh~'p—p| <lgp-p| = <g7'ph p>p2§|h p—p|:§|hp—p|~

Ainsi, (1), (2) et la définition (HYP) de I’hyperbolicité montrent que, sous les hypothéses du lemme,
on a :

3 <h7lp,hp >,> -

Soit alors ¢ le milieu d’un segment ¢ = [p,h™!p], de sorte que hq est le milieu du segment
h.oc = [p, hp]. Comme la distance de p 2 h™!p (resp. hp) est supérieure & 46, on peut considérer le
point ¢’ (resp. ¢"’) de [p, g] (resp. [p, hq]) situé a une distance 6 de g (resp. hg). L’inégalité (3) dit que
le produit de Gromov de h~!p et hp au point p est supérieur 2 la distance |p — ¢'| = |p — ¢”'|. Ainsi,
(HYP) dit que la distance de ¢’ & ¢” est inférieure & 26, L’inégalité triangulaire montre alors :

(@)|hg — q| < 46,

ce qui signifie [h] < 46. C’est une contradiction.

Remerciements. Je remercie Z. Sela qui a attiré mon attention sur le probleme de la factorisation unique,
et m’a signalé D’article [8] ; d’ailleurs, dans un courrier & ’auteur, Z. Sela signale que E. Rips connait une
démonstration de la propriété de factorisation unigue pour certains groupes 2 petite simplification.

Note remise le 15 octobre 1996, acceptée le 23 décembre 1996.
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