
C. R. Acad. Sci. Paris, t. 324, S&ie I, p. 381-384, 1997 
Thkorie des groupes/Group Theory 

Sur l’anneau d’un groupe hyperbolique 

Thomas DELZANT 

Irma, Univereitk Louis-Pasteur, 7, rue R. Descartes, F-67084 Strasbourg CEDEX. 
E-mail : delzant@math.u-strasbg.fr 
TBl. 03-88-41-64-39; Fax 03-88-61-90-69. 

R&urn& 

Abstract. 

Les propriCt& remarquables de la fonction distance dans un espace hyperbolique 
petmettent de montrer la propridtk de factorisation unique pour certains groupes 
hyperboliques, et partout l’int&ritk de leur anneau. 

Group rings of hyperbolic groups 

Using remarkable properties of the length fonction in hyperbolic spaces, one proves the 
unique factorization property for certain hyperbolic groups. In particular these groups 
have no zero divisors in their group rings. 

I. Introduction 

En 1956, I. Kaplansky (voir [l]) proposa la question : c( Si G est un groupe suns torsion, et R un 

anneau intzgre, 1 ‘anneau R[G] peut-t-i1 avoir des diviseurs de z&-o ? B 
De mCme (voir [l], [2], [3]), se pose le probEme de montrer que les seuls ClCments inversibles de 

R[G] sont les ClCments inversibles triviaux, c’est-g-dire de la forme Eg, oti E est un tlCment inversible 
de R. Dans cette Note, nous Ctudions le cas d’un groupe d’isomCtries d’un espace hyperbolique au 
sens de M. Gromov. 

Soit H un espace mCtrique gCodCsique, S-hyperbolique au sens de M. Gromov (voir [4], [5], [6]), 
et soit G un groupe d’isomCtries de H. Nous noterons e 1’ClCment neutre de G, et (z - yJ la distance 
de deux points 2 et y de H. 

La norme d’un Clement g de G, notke [g] est dCfinie comme dans [4] 

et le rayon d’injectivitk de l’action de G sur H est : 

Soit R un anneau (ndn nCcessairement commutatif) intbgre ; on note R[G] l’anneau de groupe 
correspondant. Si R est unitaire, on note R* l’ensemble de ses 61Cments inversibles (sinon on convient 
que cet ensemble est vide). 

Note pr&entt5e par ktienne GHYS. 
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THCORBME. - Si le rayon d’injectivite’ est superieur a 46, l’anneau R[G] est integre et ses seuls 

elements inversibles sont les elements de la forme Eg, g E G, E E R*. La meme conclusion vaut pour 

tout produit croise R * G de R et G. 

Remarques. - 11 est interessant de noter que la borne sur le rayon d’injectivite ne depend que de la 
constante d’hyperbolicitt 6. Par exemple, considerant la famille des groupes d’isometries des espaces 
CAT(-1) au sens de Gromov (voir [4]), on obtient une borne independante de l’espace consider6 : 
en particulier il existe une constante universelle rc (on peut prendre K = 4 log 3) telle que si le rayon 
d’injectivite (au sens usuel) d’une varitte riemanienne compacte a courbure inferieure a -1 est plus 
grand que K, alors son groupe fondamental satisfait la cc conjecture de Kaplansky Y. Malheureusement, 
l’hypothese sur le rayon d’injectivite est restrictive ; elle ne permet pas de traiter le cas des groupes 
hyperboliques gtneraux. On peut demontrer que sous cette hypothese tout sous-groupe a deux 
generateurs de G est libre (voir [7]). 

II. PropriM de factorisation unique 

Comme souvent (voir [2], [3]), la demonstration de ce resultat se fait en montrant la propriete de 

factorisation unique pour les elements de G. 

DEFINITION. - (voir [2], [3]) Le groupe G satisfait la proprie’te’ de factorisation unique (resp. unique 

forte) si, &ant donnes deux sous-ensembles A et B de G non reduits a un Clement, et si C = A.B 

designe le sous-ensemble de G forme des produits ab d’un Clement de A par un Clement de B, alors 
il existe un Clement de C (resp. un Clement different de e, Clement neutre de G) qui s’ecrit de fagon 
unique comme produit d’un Clement de A et d’un Clement de B. 

PROPOSITION. - (voir [2], [3]) Si G satisfait la proprie’te’ de factorisation unique (resp. unique forte), 

R * G est intbgre (resp. n’a pas d’e’lements inversibles non triviaux). 

Demonstration. - Si CL* = &Aa,.a et b* = C b!=u,Llbb sont deux elements de R * G avec LY, et ,$, 
differents de 0, et si c dtsigne un << facteur unique >> (different de e) dans le produit A.B, le terme 
en c du produit de a* et b* est non nul. 

Notons que E. Rips et Y. Segev (voir [S]) ont construit un groupe sans torsion ne satisfaisant 
pas cette propriete. 

PROPOSITION. - Si G est un groupe d’isome’tries d’un espace S-hyperbolique H dont le rayon 

d’injectivite’ est supe’rieur a 46, alors G satisfait la proprie’te de factorisation unique forte. 

La demonstration de ce resultat est basee sur l’etude du comportement de la fonction longueur. 
Nous montrerons le lemme suivant au prochain paragraphe : 

LEMME. - Soient g et h deux isome’tries de H, et supposons que [h] > 46 ; alors pour tout point p 

de H, on a au moins l’une des deux inegalites Ighp - pi > ]gp - p(, (.ghhlp - p( > ]gp - p(. 

Montrons comment ce lemme entraine la prop&t6 de factorisation unique. On conserve les notations 
utilisees dans la definition de cette propriete. Soit g E C un Clement qui s’ecrit de deux facons 
differentes comme produit d’un element de A et B : g = ab = a’b’. Posons h = b/-lb, de sorte que 
gh = a’b et gh-’ = ab’ sont deux elements de C. Le lemme precedent dit que l’un au moins de ces 
deux elements deplace p plus que g. En particulier un Clement c de C tel que la quantite Icp - p( est 
maximale s’ecrit d’au plus une facon comme produit d’un Clement de A par un Clement de B. Si cet 
Clement Ctait e, l’ensemble C serait reduit a un seul Clement, ainsi done que A et B. 
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III. Demonstration du lemme 

Rappelons (voir [4], [5], [6]), que le produit de Gromov est defini par : 

< 2, y >== f(lz - ZI + Iy - ZJ - Ix - y(). 

La d@zition de la S-hyperbolicite est : 

WV tJx> Y> x, t < z,y >,> min(< z, t >=, < t, y >=) - 6. 

Nous utiliserons aussi l’interpretation suivante du produit de Gromov : 

(HYP)’ Deux gCodBsiques [z, y1 [ z, z issues dun msme point 2 et parcourues a vitesse constante ] 
Cgale a un restent 2S-proches jusqu’au temps < y, z >z. 

Pour demontrer le lemme, nous allons raisonner par l’absurde. Soient done deux isometrics g et 
h, et p un point de H tels que : 

[h] > 48; l&p -PI I k/p -4; 1.6% - PI L Iw - 14. 

Par definition du produit de Gromov, et tenant compte du fait que celui ci est invariant par isomktrie, 

(1) 

De meme, 

(2) lc)+p-pl 2 jgp-pl ==+ <g-lp,h-lp>,Z ;lh-‘p-l’l = ;lb-r4. 

Ainsi, (l), (2) et la definition (HYP) de l’hyperbolicite montrent que, sous les hypotheses du lemme, 
on a : 

< h-lp, hp >p>- $hp - pi - 6. 

Soit alors 4 le milieu d’un segment (T = [p, help], de sorte que hq est le milieu du segment 
h.a = [p, hp]. Comme la distance de p a h-lp (resp. hp) est superieure a 46, on peut considerer le 
point Q’ (resp. 4”) de [p, 41 (resp. b, hq]) sit& a une distance S de Q (resp. hq). L’inegalite (3) dit que 
le produit de Gromov de h-‘p et hp au point p est superieur a la distance ]p - 4’1 = ]p - q”). Ainsi, 
(HYP)’ dit que la distance de q’ ?I q” est inferieure a 26. L’inegalite triangulaire montre alors : 

(4))hq - 41 L 46, 

ce qui signifie [h] 5 4s. C’est une contradiction. 

Remerciements. Je remercie Z. Sela qui a attirC mon attention sur le problbme de la factorisation unique, 
et m’a signal6 l’article [S] ; d’ailleurs, dans un courrier h l’auteur, Z. Sela signale que E. Rips connait une 
dkmonstration de la propriCtC de factorisation unique pour certains groupes B petite simplification. 

Note remise le 1.5 octobre 1996, acceptke le 23 dkcembre 1996. 
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