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Résumé On étudie I’invariant de Bieri, Neumann, Strebel des groupes de Kihler
(groupes fondamentaux des variétés kihlériennes). Comme application, on montre
que, si un groupe de Kéhler est résoluble, il est virtuellement nilpotent.

1 Introduction

L’invariant de Bieri, Neumann, Strebel d’un groupe G de type fini, est, par définition,
le sous-ensemble de H'(G,R) — {0}/R** dont le complémentaire, appelé ci-aprés
E'(G),est constitué des classes exceptionnelles (voir [5] pour la définition).

Le but de cet article est de décrire cet invariant pour les groupes de Kdihler,
c’est-a-dire les groupes fondamentaux des variétés kdhlériennes compactes. Les exem-
ples les plus naturels de variétés kdhlériennes compactes sont les variétés projectives
lisses, et c’est une question importante de comprendre la structure de leurs groupes
fondamentaux (voir [1] pour une introduction approfondie a ce sujet).

Théoreme 1.1 Soient X une variété kiihlerienne compacte et w € H'(G). Alors
w € EY(G) si et seulement s’il existe une application holomorphe a fibres connexes
f: X — S, ou S est une orbi-surface de Riemann hyperbolique de genre g > 1, et
une 1-forme wfermée et holomorphe sur S telle que w = [Ref*w].

Rappelons qu’une orbi-surface de Riemann est une surface de Riemann de genre
g marqués par n points pi, ..., p, équipés d’entiers m; > 2. Une telle surface est
dite hyperbolique si sa caractéristique d’Euler x“?(S) = 2 —2¢ — (1 — %) est
strictement négative. C’est alors le quotient du disque unité par 1’action d’un réseau
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discret co-compactde P SL(2, R) ayant Z/m; Z comme groupes d’isotropie aux points
se projetant sur les p;. Une application X — S est holomorphe si elle se reléve en une
application holomorphe équivariante du revétement universel X de X vers le disque
unité; c’est le cas si et seulement si elle 1’est au sens usuel et si, pour tout 7, chaque
composante connexe de la fibre f~!'(P;) a une multiplicité divisible par m;. Toute
1-classe de cohomologie non nulle du groupe fondamental d’une orbi-surfaces de
Riemann hyperbolique a un noyau qui n’est pas de type fini et est donc exceptionnelle
au sens de [5].

D’oul’idée d’utiliser I’invariant de Bieri, Neumann, Strebel (ou plut6t son complé-
mentaire E'(G)) pour affiner ce que nous connaissons des groupes de Kihler. Pour
une introduction géométrique a la théorie de I’invariant BNS, voir [13]; pour une étude
approfondie [4], malheureusement non publié. Rappelons en particulier le:

Théoréme 1.2 [5] (voir aussi [4] Theorem 1.4.2.) Si x : G — A est un quotient
abélien de G, ker x n’est pas de type fini si et seulement si il existe une classe excep-
tionnelle w telle que ker w D ker x.

Il est convenu [1] de dire qu’une variété kiahlérienne X fibre s’il existe une applica-
tion holomorphe surjective a fibres connexes sur une orbi-surface de Riemann hyper-
bolique. 11 est bien connu que le fait qu’une variété fibre ou non ne dépend que de
son groupe fondamental. Dans le cas de fibrations sur des surfaces de Riemann de
genre g > 2,cela résulte, par exemple, du théoreme de Castelnuovo de Franchis (voir
[1]); dans notre langage une variété kihlérienne fibre sur une orbi-surface de Riemann
hyperbolique de genre > 1 si et seulement si E'(G) # @.

Enmélangeant les théoremes 1.1 et 1.2, on répond a une question d’A. Beauville [3]:

Corollaire 1.3 Si G est le groupe fondamental d’une variété kihlerienne compacte
X, A un groupe abélien et x : G — A un homomorphisme dont le noyau n’est pas
de type fini, alors X fibre. Plus précisément il existe une orbi-surface de Riemann
hyperbolique S, une application holomorphe a fibres connexes f : X — S, et une
1-forme fermée holomorphe wsur S telle que le noyau de la classe w = [Ref*w]
contienne Ker x .

Notons que le cas particulier ou A est le groupe infini cyclique Z et w est un élément
de H'(G, Z) avait été compris depuis longtemps par T. Napier et M. Ramachandran
[14].

Nous appliquerons ce corollaire a 1’étude des groupes de Kihler, plus partic-
ulierement a 1’étude de leurs quotients résolubles. En le combinant avec les travaux
de J.R. Groves [11] sur la structure des groupes résolubles, nous généraliserons au
paragraphe 3 les résultats que D. Arapura, M. Nori [2], F. Campana [8] et A. Brudnyi
[6] avaient obtenu pour les groupes résolubles /inéaires en caracteristique O.

Théoreme 1.4 Soient G le groupe fondamental d’une variété kihlerienne compacte
X, et p : G — R un quotient résoluble de G, non virtuellement nilpotent. Il existe
un revétement fini étale X de X et une application holomorphe f : X1 — S de X,
sur une orbi-surface de Riemann hyperbolique. En particulier un groupe de Kdhler
résoluble est virtuellement nilpotent.
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2 Démonstration du théoreme 1.1

Partant de w € H'(G, R), la théorie de Hodge nous dit que w peut étre représentée
par la partie réelle 6 d’une 1-forme holomorphe w de type (1, 0) sur X.

Pour démontrer notre résultat, nous utiliserons le théoréme principal de I’article de
C. Simpson [16].

Théoreme 2.1 [16]. Soient X une variété kihlérienne compacte et w une I-forme
holomorphe fermée non nulle de type (1,0). Soit p : Y — X un revétement tel que
p*w soit exacte. Considérons une primitive g : Y — R de Re p*w. On a I’alternative
suivante:

1. il existe une orbi-surface de Riemann hyperbolique S, une I-forme holomorphe
fermée n sur S et une application holomorphe F : X — S a fibres connexes telle
que w = F*n;

2. pour toutv € R, g_l(v) est connexe et | (g_1 (v)) — w1 (Y) est surjective.

Remarque 2.1.1 Dans son article, C. Simpson utilise I’hypothese projective. Or cette
hypothese n’est utilisée dans sa démonstration qu’au lemme 22 de son article quand
¥ (X) est de dimension 1 (ol désigne une certaine application holomorphe). Mais,
dans ce cas, si ¢ désigne un point générique de v (X), ! (c) est une feuille compacte
du feuilletage défini par w, et donc toutes les feuilles de ce feuilletage sont compacte
a holonomie finie, ce qui suffit a conclure, grace au théoreme de factorisation de
Stein (voir [1] pour une étude générale des fibrations des variétés kihleriennes sur les
courbes).

D’autre part, nous avons le résultat suivant, central dans I’article de Bieri, Neumann,
Strebel (c’est la partie directe du Théoreme 5.1 de [5]).

Théoreme 2.2 Soient X une variété compacte et 6 une I-forme fermée. Soient p :
Y — X le revétement maximal abélien de X et g : Y — R une primitive de p*6. Soit
Y (v) la composante connexe de g~' [v, +00[ sur laquelle g n’est pas bornée. Si la
classe de cohomologie de 0 est exceptionelle, I’homomorphisme 71 (Y (v)) — w1 (Y)
n’est pas surjectif.

2.2.1 Démonstration du théoréeme 1.1

Pour pouvoir appliquer simultanément ces deux résultats, qui semblent faits I’un pour
’autre, il suffit de remarquer que dans le cas ou 6 est la partie réelle d’une 1-forme
holomorphe sur X, I’ensemble g_1 [v, +oo[ est en fait connexe. De fait, pour une
constante r suffisament grande, Y (v 4 r) est contenu dans une unique composante de
Y (v) [5, lemma 5.2]. Notons que le gradient m est un champ de vecteurs complet
car il est I'image réciproque d’un champ sur X. Soit ¢, son flot. En mettant bout a
bout un nombre fini d’orbites de ¢; , on peut joindre tout point de Y (v) a un point de
Y (v +r). Sinon, ce gradient arrive a un point critique de g qui est un maximum local.
C’est impossible d’apres le principe du maximum. O
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2.3 Autre argument

La démonstration présentée ci-dessus, qui est assez différente de celle que j’avais
rédigée, a été proposée par le référé. L’argument de la version initiale, inspiré de [9]
est basée sur 1’idée suivante: si @ est une classe exceptionnelle, et si f : X - R
est la partie réelle d’une primitive de w au revétement universel de X, I’interprétation
géométrique, dile a G. Levitt [13] de la condition de Bieri, Neumann, Strebel nous
dit qu’il existe un G-arbre réel 7', une application surjective f : X — T qui est
G-équivariante et une application G-équivariante p : T — Rtelleque f = po f .On
en déduit que I’ensemble f > 0 a plusieurs composantes connexes sur lesquelles f est
non bornée, ce qui suffit a appliquer les résultats de Simpson. On peut aussi remarquer
que f est (pluri)-harmonique, comme partie réelle d’une forme holomorphe. Comme
la projection de T sur R est localement isométrique, f : X — T est harmonique au
sens de Gromov-Schoen, ce qui permet d’appliquer le corollaire 9.2 de [10].

3 Quotients résolubles des groupes de Kéhler

Les résultats de la seconde partie permettent d’affiner ce que nous connaissons sur la
structure des groupes de Kéhler. Comme nous le notions déja dans I’introduction, le
fait qu’une variété kdhlérienne fibre ne dépend que de son groupe fondamental.

Lemme 3.1 Soit G un groupe de Kiihler. Supposons que E'(G) = @. Alors le groupe
dérivé G’ de G est de type fini. De plus, si G* désigne le second groupe dérivé, le
métabélianisé G| G* de G est virtuellement nilpotent.

Démonstration. Si E'(G) = #,le groupe G’ est de type fini. Donc son abélianisé
G'/ G? aussi. Mais alors, d’ apres A. Beauville [3], il existe un nombre fini de caracteres
X1, ---, Xk de G dont les images sont des groupes finis cycliques, tels que les valeurs
propres de 1’action de tout élément g de G sur V = G'/G* ® C soient de la forme
xi (). Laction du sous groupe d’indice fini Nker x; de G sur V est donc unipotente.

]

Le théoréme suivant est une conséquence des résultats de J.R.J. Groves [11], récem-
ment utilisés par E. Breuillard [6] pour étudier la croissance des groupes résolubles;
il va nous permettre de nous ramener a montrer le théoreme 1.4 pour les groupes
métabéliens non virtuellement nilpotents.

Théoréme 3.2 ([11, Cor.1], [6, Thm 1.7]) Soit H est un groupe résoluble de type fini
quin’est pas n’est pas virtuellement nilpotent. Alors H admet un sous-groupe d’indice
fini Hy ayant un quotient K1 métabélien qui n’est pas virtuellement nilpotent, mais
dont tout quotient propre est virtuellement nilpotent.

Démonstration. Considérons, avec E. Breuillard et J. Groves, un quotient K de H qui
estjuste non virtuellement nilpotent, ¢’ est-a-dire dont tout quotient propre est virtuelle-
ment nilpotent. Rappelons qu’un tel quotient existe d’apres le lemme de Zorn, car si
N1 C Ny C Np... est une suite strictement croissante de sous-groupes distingués de
H tels que les quotients H/N; soient virtuellement nilpotents, la suite est stationnaire:
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en effet H/ U N; est virtuellement nilpotent de type fini, donc de présentation finie.
Le dernier groupe dérivé non trivial K”de K est un groupe abélien normal et K /K"
est donc virtuellement nilpotent : K contient un sous-groupe d’indice fini K{qui est
résoluble et métanilpotent (en fait c’est une extension d’un groupe abélien par un
groupe nilpotent) mais pas nilpotent, ce qui permet d’appliquer le corollaire 1 de [11]
ou le théoreme 1.7 de [6]. O

Avant d’établir le théoreme 1.4. rappelons un théoréme de F. Campana [8] (voir
aussi les travaux de A. Brudnyi [7] pour des résultats similaires); dans leurs articles
ces auteurs montrent une version plus générale (qui concerne les groupes résolubles
de rang fini c’est-a-dire linéaires en caratéristique 0 plus généraux que les groupes
polycycliques); nous préférons 1’énoncer dans ce cas particulier car la démonstra-
tion se simplifie considérablement, et apparait comme conséquence des travaux de
A. Beauville [3].

Théoreme 3.3 [6,8]. Si G est le groupe fondamental d’une variété kiihlérienne com-
pacte X et p : G — R un quotient métabélien de G non virtuellement nilpotent
mais polycyclique (ou plus généralement un groupe résoluble de rang fini au sens de
Arapura-Nori), il existe un revétement fini X1 de X et une application holomorphe
f X1 — Sde X sur une surface de Riemann hyperbolique.

On peut alors établir le résultat annoncé dans 1’introduction.

Théoreme 1.4 Si G est le groupe fondamental d’une variété kiihlérienne compacte
X et p: G — R un quotient résoluble de G, non virtuellement nilpotent, il existe un
revétement fini X1 de X et une application holomorphe f : X1 — S de X sur une
surface de Riemann hyperbolique.

Démonstration. D’apres 3.2, R admet un quotient K virtuellement métabélien mais
pas virtuellement nilpotent. Soient R; C K un sous-groupe d’indice fini qui est
métabélien mais pas virtuellement nilpotent, et G le sous-groupe d’indice fini de
G qui est I'image réciproque de R;. Notons pj : G1 — R la projection.

Distinguons deux cas:

1. Si le groupe dérivé R] est de type fini, R est polycyclique; le théoreme 3.3
s’applique.

2. Si R} n’est pas de type fini, le noyau de x : G| — be = R1/R] se surjecte sur
R’ qui est un groupe abélien qui n’est pas de type fini. Soit  : R; — R un homo-
morphisme de rang maximal. Le théoréeme 1.1 s’applique a I’image réciproque
wde nsur Gy : si X désigne le revétement étale fini de X de groupe fondamental
G1, il existe une orbi-surface de Riemann hyperbolique S et une application holo-
morphe a fibres connexes de F : X; — S telles que w € F*H'(S, R); grice au
lemme de Selberg sur les sous-goupes de type fini des groupes linéaires, le groupe
fondamental orbifold de S admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion; ainsi
quitte a remplacer G par un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer que S
est une surface de Riemann hyperbolique. O

Corollaire 3.4 Un groupe de Kiihler résoluble est virtuellement nilpotent.
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En effet, un sous-groupe d’indice fini d’un groupe résoluble ne peut se surjecter
sur le groupe fondamental d’une (orbi)-surface hyperbolique car celui-ci contient un
groupe libre. O

Exemples 3.4.1 O. Kharlampovich [12] a construit un groupe résoluble de présenta-
tion finie dont le probleme du mot n’est pas résoluble ; ce groupe ne peut pas étre
résiduellement fini, ni a fortiori linéaire. D. Robinson et R. Strebel [15] ont construit
un groupe résoluble de présentation finie non linéaire dont le groupe dérivé n’est pas
de type fini; de tels groupes ne sont pas des groupes fondamentaux de variétés kih-
Iériennes. Pour donner un exemple de groupe qui ne peut pas étre étudié en restant
dans le cadre du rang fini d’ Arapura-Nori, Brudnyi et Campana on peut considérer le
produit semi-direct de Z x Z./27, [t, t’l], dont le groupe dérivé est un groupe abélien
isomorphe & Z/27 [, 1~'] qui n’est pas de type fini.
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