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SOUS-GROUPES DISTINGUES ET QUOTIENTS
DES GROUPES HYPERBOLIQUES

THOMAS DELZANT

0. Introduction. Le but de cet article est d’étudier les sous-groupes distingués
et les quotients des groupes hyperboliques au sens de Gromov, en clargissant le
cadre usuel de la théorie de la petite simplification [LS].

Au paragraphe 5 de [Gr], M. Gromov esquisse déja une telle étude, mais les
méthodes qué y sont employées semblent difficile 4 comprendre en toute géné-
ralité (voir 4 ce sujet introduction de [GH]). En particulier le théoréme u.3.§:
de [Gr} sur les sous-groupes normaux est inexact, comme le montre un contre-
exemple présenté en appendice; ce méme contre-exemple répond d’ailleurs par la
négative a une question de M. Gromov (5.3D dans [Gr]). Nous proposons de
remplacer 'énoncé 5.3.E de [Gr] par le théoréme suivant, ot Pon note 7/ lMa
norme stable d’un élément {voir le paragraphe 3).

TuEorEME 1. Soit G un groupe 3-hyperbolique non élémentaire. Il existe un
entier N tel que, pour toute famille d'éléments f1,. .., f, tels que “faﬂ = [[fill =
10000, le sous-groupe normal < f;N ) engendre par les puissances N-iémes de ces
éléments soit libre; de plus, pour tout entier k, le quotient G/ L fFV Sy est hyper-
g}bgzqdéﬁ.

La démonstration que nous exposons de ce résultat repose sur Pétude des
conditions de petite simplification dans les groupes hyperboliques; 14 encore, il
convient de préciser qne M. Gromov indique dans [Gr] comment aborder ce
probléme. Cependant aucune définition précise de ces conditions napparait dans
[Gr], sauf dans le cas des groupes fondamentaux des variétés compactes 4 cour-
bure négative. On développe au second paragraphe une version adaptée aux
groupes hyperbeliques de cette théorie; aprés aveir défini 1a condition de petite
simplification C(I) en terme de produit scalaire, on démontre:

TutoriME L Soit Z une famille d’éléments satisfaisant la condition de petite
simplification C'(l). Le sous-groupe normal KRy engendré par # est libre. Le
groupe quotient G/ R est hyperboligue.

La démonstration de ce théoréme repose sur « :eiéﬁ du lemme 2.4, trés analogue
au femme de Greendlinger, fondement de la théorie wz‘é%rzgsf‘* de la petite sim-
plification [L3]; pour en déduire le premier %;%?;t}éeme il g% alors de montrer
qu'il ex "'é»tf: un entier N tel que, pour toute famille d%¢ f» de méme
(711> 10006, la famille des f7
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e Pon {ait au troisiéme paragraphe, consacré 4 la con-
struction d’exemples aj amilles de relations satisfaisant cetie condition.

Aprés que cet article {Ut écrit, plusieurs auteurs developpérent des théories de
la petite simplification dans les groupes hyperboliques, en particulier dans le but
de donner un sens rigoureux 4 la notion de groupe générigue et de construire des
groupes infini de torsion. il nous faut cifer les travaux de A. Y. Olshanski [O] et
C. Champetier [C]. Notre approche est assez différentes des leurs et présente
cette particularite d'offrir une présentation unifice de la théorie classique de la
petite simplification dans le g scroupsd libre ou dans un produit libre {telle qu’on la
trouve e‘(posée dans [LS8]) et la théorie hyperbolique, tout en introduisant un
cadre naturel a la notion, encore fort peu utilisée, de groupe hyperbolique rela-
tivement & un sous-groupe ou une famille de sous-groupes

petite simpiiﬁuli’ on
pl

Remerciements. Je remercie B. Bowdich, C. Champetier, M. Coornaert, E.
Ghys, 1 Martinez, A. Papadopoulos, F. S%mra pour d'intéressantes discussions
sur les groupes hyperboliques; et le Max-Planck Institut fiir Mathematik, ot jai
rédigé cet article. Le professeur A, Y. Olshanski, qui a obtenu des résultats simi-
laires aux ndtres, a mis le doigt sur plusieurs inexactitudes dans le dernier para-
graphe de ce texte, et sa correspondance m'a beaucoup aidé a les corriger.

1. Espaces métriques et groupes hyperboliques. Dans ce paragraphe, on rap-
pelie bricvement la notion de groupe hyperbolique, puis on établi quelques
résultats qui nous seront utiles par la suite. Plusieurs (pas tous) sont connus et
dﬁs a M. Gromov g{}ri Pour plus de dé*'iiis sur le lemme d'approximation par

g8 arbres, on renveie | Egz, eur 4 [GH], [CDP], {B]l. L'originalité de ce para-
gmphe réside surtout dan ’ii‘ii%i‘;}ﬂl&tl@ﬁ «du éemfne d'spproximation par les

arbres en termes de hé rie des groupes (prop. 1.3.2

1.1. Produit scalaire. Tous les espaces méiriquss considérés ici sont supposés
zéodésiques: la distance entre deux points d’un tel espace, notée |x — y|, est la
longueur du plus court chemin les joignant. Ce chemin n'est pas nécessairement
unigue, mais il existe ot est appelé géodésique.

M. Gromov [Gr] d@ﬁn;t € produit scalaire de x et y relativement & z par
la formule: {x.y), = (1/2)(|x — 2zl + |y — z] — |x — y|) puis définit un espace -
hyperboligue comme cwszz un espace ou

Cxoyy, zminldc. )z, yde) — 6
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G qui donne la longueur 1 4 chaque aréte. La restriction de cette distance a G
est la métrique du mot. Pour tout élément g de G, on note |g] la distance de 4 &

Pelement neutre e: c’est e plus petit entier n tel que g soit produit d’au plus n
générateurs; on a;

Quand on ne précise pas, la notation (g.h) désigne le produit scalaire de g et &
relativement 4 ¢ qui est un point-base naturel pour G.

Soit g = g1g2- - g» un élement de G exprimé comme produit de n autres; on
dit que cette écriture est géodésique (resp. a C prés) si

On dit enfin que le groupe G est d-hyperbolique si son graphe de Cayley 'est. Cette
définition dépend du choix d'un systéme de générateurs, mais on montre que, si on
ne précise pas la constante 9, elle n’en dépend plus.

Dans toute la suite on fixe un groupe hyperbolique G. On a Vinterprétation
suivante du produit scalaire:

Lemume 1.2.1. Soient g et h deux éléments de G; leur produit scalaire est entier
ou demi entier. Si g = ab est une écriture géodésique de g telle que ja| = E({g.h>),
et 5i ¢ est définit par:

ac = h

alors l'écriture h = ac est géodésique & 26 prés.

Démonstration. On a immédiatement {a,¢) = |al; par définition de Phyper-
bolicité, on a aussi 'inégalité {a,h) > min({(h, g), (a,g)) — § = lal — 5. En dé-
veloppant, il vient: [h] = |a] + [¢] — 26, ce qu'il fallait démontrer. [

1.3. Lemme d’approximation par les arbres et applications. Le théoréme sui-
vant, dit & M. Gromov, ¢t dont on trouve une démonsiration dans les ouvrages
précédement cités, est trés utile:

Tatorime 1.3.1. Soit X un espace métrigue S-hyperbolioue. X0, X1, ..., X,
£ Y 3 3 i3 B

n-+1 pointsde X, er Y la réunion 4 segr a nt xg 4 chaque
x5 I existe un arbre métrique T 15e yo et de sommets privilédgid

Vis.. o, v €1 une application

VT
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iy la ?(’bﬁ‘fa’?()ﬁ de fa chaque segment [xo, X,| est une isoméirie sur son image
[ }v’;‘ ,

{ii) pour tous x et y de Y, on a l'inégalité:

[x — y|— 26 Log{(n)

On peut évidemment supposer que les extrémités de Parbre T sont un sous-
ensemble de celui des y;. Nous considererons cependant les autres y; comme des
extrémités de T {pour cela on rajoute en ces points une aréte de longueur in-
finiment petite); il se peut aussi que pour deux indices distincts i et j les points
correspondants soient confondus, mais 14 encore nous distinguerons ces sommets
en ajoutant une arfte de longueur infiniment petite. Les autres sommets de T
sont au nombre de n — 1. Orientons Parbre T de facon naturelle 2 partir de yg; il
admet 2n — 1 arétes [par convention, on ajoute aussi une aréte fctive entre deux
points y; et y; égaux dans T ﬁ(}&t& @y, ..., a1, Pour chaque aréte g, on note

a~! Varéte munie de Uorientation opposée. La géodésique de T joignant deux
points y; Lt y; est &msi constituée d’an plus n arétes consecutives; on la note
hyl=alv v ait. Une fois ces conventions adoptées, on peut interpréter
le lemme d’appmmmmzon par les arbres dans les groupes hyperboliques.

Prorposition 1.3.2. Soient e = go. g1, ..., gn, 0 eléments de G. Soit T Uarbre
¢ By

d'approximation de cet ensemble, et A = {1, ... ape1 } Uensemble de ses aréres. Il
exzetg des éléments ay,. ...ty de G vérifiant les propriétés suivantes:

i 7i§~(fz|t < 22 e}{OQZw ?E>

(1) Si la géodési m’ agé’ ui joini
13 J
: 15, et cette écriture est géodésique a n(2 + 26 L{)gzr:/ pres;
{iif) on pem de plus supposer que I'écriture de gy sous cette forme est gbodésique.

iy

flgi) a flg;) est ol w - v, alors

Démonstration.  Soit T Yarbre d'approximation de {gg, gy, ..., 0.} ot f Vap-
plication correspondante. Pour chaque sommet s de T, on regarde Uensemble
des g; tels gue le segment [yo f{y;)] passe par s: pour chaque g ainsi définit, on
regarde le point x(s,g) de la géodésique e, g] situé 4 une distance E|yy ~ 5]) de

}oméme de G. Le lemme d'approximation nous dit que [x(s,g4) — x{5,9") <
2+ 28 Logsn. Pour chacun des sommets s, on choisi U'un des x(s, g}, noté x{(s),

en faisant attention a ce que:
) sis=/flg), x(s) =g

{2) s s est sur le segment [y
“z;r ?(}U,c’ : 'f*‘i:(, ori miée x

Convention.
quand on dessine
points du but |

1o

a1nsi,
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Un autre exemple qui nous sera utile est le suivant; on Pénonce dans le cas
d’un espace hyperboligue quelconque.

Prorosirion 1,33, Soient ix,y) et [x' v'] deux segments géodésigues de lon-
[N | i Fo h: k¢
gueur au mois égale a 2A + 2058 et tels que |x —x'| < A, |y~ y'| < A. Soit u
(resp. v) le point de [x, y] situé a une distance A -+ 25 de x (resp. de v) alors tout
/ v 7
point p de [u,v] est situé a une distance inférieure a 65 de [x', y'].

r

Démonstration.  On considére Parbre d’approximation de [x/,y']u[x/, x] U

A

x',pl u x', y]. Grice aux hypothéses, on voit que celui-ci est le suivant:

X ¥
I !
1 H
i L
| P i
! | a i< a3 : vl
as ag
Soit g le point de [x',y'] situé 4 une distance as + a; de x'. Le lemme d’ap-

proximation nous dit que:
p—ql <c+25Logd=c+45.

Dlautre part, [x" — g + |y’ — q| = [x" — y'| = a5 + a2 + a3 + a¢. Comme |x — y| <

a+aytaytag+40, comme (X —pl mastayFoet |y —plZay+asto il
3 i 3

vient: 2c < 46, d'ovt |p — |g < 66, ce qu;ii fallait démontrer. [
¢ lemme suivant est a rapprocher des lemmes 7.1.C et 7.2.A de [Gr] (voir
aussi [CDP], chap. 9, 10 et [GH], chap. 8.

LemMme 134, Soit xg,x1, X2, ..., %, une suite de points d'un espace métrique 5-
hyvperbolique.

I

i)

1) On suppose que
(%) Ceimt Xy, {1/2 Min{|x; — xiot], % = xi0q|) —a — 8.
Alors

e — x;) = 2ali — 1.

i

(ii) Supposons de plus a = 96 et soit u; (resp. v;) le point d'un segment (%5, %01

situé a droite de x; (resp. d gauche de x;.; ) & une distance {x;_{. X (>, , (re

{xpXip27y,,) de celui-ci. Pour i = O onp
Alors le segment [u;, v)] reste & une diste

ignant Xy 4 x,.

g = xXg et pouri=n—1,v
ice inférieure 4 105 de toute gé

EPA s IS t PR S $ g % e vy e, = o { oeyeme
Démonstration.  Pour le (i), on montre par récurence sur i que:
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De fait, en développant (=) il vient
| KXoyl < "‘{,i - ‘&,;, 28 - 2a et

(2)
26 — 2a.

Faisant i = 1, on obtient {1} pour cet entier. Notons aussi que Pinégalitd triangu-
faire implique:

(3) (X = Xp1] > 20+ 2a.
La définition de 'hyperbolicité montre gue:

i

4 tﬁig e Xy i‘{z - X

< Max(]xg — xpa] + 16— xipt ]y [xo — xi] + [xr — xia]) + 26,
En additionant (1) et (2), on voit gue:

<4f} IK{; - xi.+,1§ A Ix; - Xg.;ﬂi > Xy — X;E Xy — X;.,g: + 2a+ 28,

2 |xg — x| + 2a,

[Xo = X2

ce qui montre {1 pour Vindice i + 2.
Pour démoutrer (i) remarquons d’abord que:

(6) (e Xt Dy 2 (X XDy, + 20

De fait, en développant, il ¢'agit de voir que:

termes de la suite on
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et {7) celui-ci est le sutvant:

X4 T i Xn .

7
|
% ' H
{ i |
1
i

i

|

i

é i |
X1 Xi Xixg X4

En raisonnant comme au lemme 1.3.4, on obtient ¢ < 34, ce qui permet de
conclure. [

Remarque. 11 est absolument essenticl, dans ce raisonement, de considérer
Parbre {i’zippmﬁ;m}atmn d'an nombre borné de points /*f}i‘iéj;}&ﬂ&aﬁ{ aég n); sinon

on obtient une estimation en 28 Log,n qui n’est pas uniforme en n.

Fol

1.4. Algorithme de Dehn.  Considérons, @0&“ notre groupe G, Vensembl
2 des relations de longueur inféricure & 2000, cest-a-dire des m i}i“
&eurs de G écrits avec au plus 2006 lettres et qui repré gen&n t identité. Un

mot m en les générateurs est dit réduit au sens de Dehn si tout sous mot de m de
longueur mfcrzc—:uze ou egale 4 1000 est géodésique; de facon équivalente si un
sous-mot m’ de m est égal 4 un sous-mot de I'une des relations R de &, la lon-
gueur de m’ est strictement inféricure 4 la moitié de |R|. Le théoréme suivant,
connu sous le nom d’algorithme de Dehn, permet de résoudre le probléme du
mot dans G; la démonstration qu'en donne Cannon [Ca] dans le cas des groupes
fondamentaux des variétés 4 courbure négative se généralise facilement au cas
des groupes hyperboliques ([CDP], chapitre 4); nous en donnons une nouvelle
démonstration ci-dessous. Par ia suite nous n'utiliserons que la partie (iii) de ce
théoréme.

\

TuforeME 1.4.1 [Cal, [Gr]. (i) 2 est une présentation de G.

{it) Siun mot écrit avec k lettres est réduit au sens de Dehn, la longueur de I'é16-
ment qu'il définit est au moins égale & (4/5)k.

(iii) Le chemin du graphe de Cayley qu'un tel mot définit reste 106 proche de
toute géodésique joignant ses extrémiiés.

Démonstration. On démontre d'abord (i) et (iii). On peut évidement sup-
poser que le mot en question est de longueur au moins égale 3 1005, On le
découpe en sous-mots de longueur comprise entre 45 et 508: m = Wi H - F
puis 'on pose xg = ¢, x; == m;, Xy = fémm = gy - B Ona i —x
| qas =X )y, == 0. On peut alors ay

wE R AVES
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On dit gu'une présentation finie {1 %) du groupe G satisfuit Ualgorithme de
Dehn si aucun mot en les génér &icm'& réduit au sens de Dehn, C'est-a-dire qui ne
contient pas plus de la moitié d’une relation, n'est trivial dans G. Par exemple le
lemme 1.3.4 fournit un algonthme de Dehn pour tous les groupes hyperboliques.
La réciproque est plus difficile. Elle résulte du fait gu'un groupe admettant un
algorithme de Dehn satisfait une inégalite isopérimétrique linéaire. Grice a [Gr)
par. 6, il est donc hyperbolique. Des démonstrations plus élémentaires que celle
de M. Gromov ont été données par H. Short dans Pappendice de [GS] et par B.
Bowdich [B]. Enoncons le:

n
i
1€

3

Tatorime 1.4.2. Si un groupe admer un algorvithme de Dehn, il est hyper-
bolique.

Provosition 1.5.1.  Soit g un élément de G dont tous les conjugués sont de lon-
gueur au maeins 205, Il existe alors un élément m et un élément g'cycliquement
réduit de sorte que g = mg'm~', et que cette écriture de g soit géodésique a 108
preés.

Démonstration.  Parmi toutes les éeritures g = mg’m™ ! de g avec q cycligue-

ment réduit, on en choisit une pour laquelle [m| est minimale. Mo § que
L P Y R
Tty <35 et (g .mTyK 36

Ces deux inégalités étant similaires, on ne montre que la premicre. Si elle n'était

pgss satisfaite, on pourrait (d’aprés 1.2.1) trouver trois ¢léments a,b, ¢ tels que

:{zi) LCfi{’df codés,;{;uc}ﬁ m™! = ac (beriture géodésique 4 26 prés) avec
la| 2 36. On vo t que ‘on a alors g = c(ba)c™!, avec |bal = |g’| et |¢] < Im] ce
quz contredit la minimalité de m. On conclue en regardant Varbre d'approxima-

sion. [

Remarque. Grace & 1.3.4, on voit que si I'on pense 4 g comme 4 une géo-

désique brisée [e,m]w im,mg’ i U lmg’, mg'm™}, tout point de cette géodésique

i3

brisée reste 108-proche de toute géodésique d'origine e et dextrémité 4.
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Définition.  Soit 4 < on dit que la fami
petite simplification {

e 7 s

satisfait la condition de
Yae G, VR, Roe i, S 1000 et < {a Ry By » A )
aRya™
Ming. sl R} Z 10006/(1

I 21 -3 R: s

(1 — 84
Enoncé du résultat prine

ipal.  On fize une famille # d'éléments cyclique-
ment réduits de G, et on note {4 le sous-groupe normal engendré par #. On
note aussi 2 'ensemble des mots de la forme (ar ). (b7 ra™") avec |a]
\bl < 208, ol iy = R est une écriture géodésigue d'un élément R de 7, et

est une écriture &?éodéeique d;, I ;Igm
§ i, et on note @' Ialg
r

< 204,
1 (arb)’
en correspondant & ce mot. On suppose £

; itué des mots représentant
éécmmi neutre ot de le J. ou R déerit 2. Le but
cssentiel de ce paragry apL est de montrer le:
TutoriuMe 2.1, Supposons gue 9 satisfusse €/ wee A< 1/8. On g €8
trois propriétés suivantes
(i) @70 A est un algorithme de Dehn pour le
(i) En particulier, G/ LR
{iii}

groupe guotient

(/§)>
/ N
25t hyperboligue.
Vi q
Le sous-groupe /<~,«§‘§) est libre.
{iv\

) La boule de rayon (1/4) Ming. 5(IRD) — 10006 s'injecte dans le guotient
G/ LAY
11 est clair, compte-tenu
La deémonstration de

de 1.4.2, gue dans cet énoncé,
(i)
Gresndlinger dans |

repose sur |

)

lemme 2.4
a théorie usue

mmplique (i) et (iv)
ielle de la pe
argument formel nous permetira alors de montrer (iii).

analogue du lemme de

tite simplification (voir [L81); un
Remarque.

ie cas

On peut démontrer un théoréme analogue aves 1/
1/8, cependant la démonstration nécessite la discussion d'un plus grand nombre
et si les conclusions (i), i)

1/6 ou Heu de

Doy

sans trop de t

(i), et (v} subsister de peine, nous n
sommmes pas arrivés a préserver (i) dans ce cas

2.3. Un analogue du lemme de Greendlinger

Définition 2.1.  On dit qu'un élément m de G ne contient pas plus de la moitié
d’une relation si on ne peut trouver un éément R = rir; de R tel que

{1} R = ryry est une écriture géodésique et r(}
(2) m

1= j;« - 606;
admette une éeriture géodésique 4 508 prés de |

-~

In montre faci

a forime
ement le lemme ¢

TS == 0P A
ne suivant:
2 2.2, cembl slements

105 prés de | ne o = mBm™!

on est un 5 12 ¢f ;
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Soit g un &élément de {#); par définition, g ¢'éerit comme produit de conjugués
d’éléments de 2, et gr:‘ au lemme préc é{*cnf; on peut choisir ces éléments dans

X. On éerit: (#) g = myRymy 'myRomy !t :ﬂzk}{;{m; I, et on suppose que parmi
toutes les écriture i* g sous cette forme, tier k est minimal. On pose: gy = ¢,

gy = mg&m{ . Gn ;}z;R;m; ngwm -‘vr%‘m%;mg Vg = g. Grice au iumm

précédent, on a toujours | Rym; ni 4+ Ryl — 106,
On définit deux suites de points m)téc: a; et b; respectivement:

Qp == i My by = iR = groym;.

Lidée principale de la suite du texte est de penser 4 la suite des points
90,1, b1, 91, a2, b2, 92, - ax, by, gy comme G une géodésique brisée dans (le graphe
de Cayley de) G

Le lemme suivant nous montre ol va servir Phypothése de petite simplifi-
cation.

Lemme 2.3. Supposons que pour deux indices i < j, l'arbre d’approximation
des points a;, by, a5, by soit le suivant:

(Pune ou plusieurs des arétes du bord peut érre véduite & un point). Alors

N.B. Lordre des points a une importance.

Démonstration. Raisonnons par Pabsurde. D’aprés la proposition 1.2.3, on
pourrait écrire: R; = xyz (écriture géodésique) et R; = u~ly~ 'y (écriture géo-
désique a 258 pres). Posons R’ = yzx (C’est un élément de %) et Ri= yup~L,
Alors R} est un conjugué de Rj~" de longueur inféricure ou égale a (R + 256,
de sorte que Von peut trouver (grice & 1.5.1) un élément R” de # et un élément a
de & de longueur inférieure 4 304 tels que R = @R a”'. Mais alors le produit
scalaire (aR"a"'.R!) est au mois égal 4 |y| — 108 g;sa: a-dire . Min(|R,[; IR)]).
Uhypothése de petite simplification montre alors que R, = aR"a™' = yuy~!

. Adnsi,
yzx = yur g = g7 b, Comme by = gy et COMmMe 4; == g, my, on
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i

le second mRym;' - m;R;mj ™"t on contredit ainsi la minimalité du nombre de

termes employés pour exprimer g. {7

Plus généralement, nous aurions pu f"‘a’m%é{iérar non pas des éa:}”‘;&iff;js mini-

Définition. On dit que Vécriture g = é:-le;m;‘f}zgRErn;~-s;za3{;{mgi est v
duite si aucun couple d’indice (i, /) ne contredit la conclusion du lemme 2.3, En
particulier une écriture minimale est réduite.

Le lemme suivant est crucial: associé a la proposition 1.3.4, il nous per-
mettra de conclure. C’est un analogue du lemme de Greendlinger [LS] dans la
théorie usuelle de la petite simplification. On suppose donnée une écriture g =

hed
I A\Y

myRymy tmp Roms ' - my Rm ! véduite d'un élément g de (), et on garde le
notations précédentes concernant les a;, b, - -+ Son énoncé, queiqu’un peu tech-
nique, traduit le fait suivant les points g et g, peuvent &tre joints par une
courbe presque géodésique constitué de mgmgﬁts qui sont des sous-mots des
R; et des my; Pun des segments correspondant 4 "un des R; étant suffisament
long.

w2

LEMME 2.4, Pour tout entier n < k, il existe un sous-ensemble Iy = {i; < -+ <
i, } de {1 ..... ,n}, et pour chaque indice i de I, il existe des points a’ et b] du
segment [a;, b;] eerzﬁant les six propriétés suivantes:

(1) la} — b/ § z AR;| + 3006,

(2) b = af,,| > 306;

3 <@§-@f+1>b; < 106 et <bg’-5,{r1>g;q < 106;

(4) si |bj —al,{| > 508, alors b} = b;, et la distance de al, | au segment [by, gy
est znferzeure ou égale a 100 Dans ce cas on a de plus () — b]| = 2AIR| +
4006,

(5) le dernier z’zdzce Iy, est lentier n, by, = b}, {a).g,>, <10 et
s, {go.b] >Q;‘ < 104,
(6) il existe un indice iy dans I, (dépendant de Dentier n) vérifiant l'une des
deux proprictés suivantes:
(6.2) soit laj — bl | = |R;,| — 24[R; | — 2009;

i
(6.b) soit |a] — b} | = |Ry| — 3AR;,| — 3000, et bl —al | < 506.

i 0 in fg+11

2.4. Démonstration du lemme 2.4, Nous allons démontrer ce lem
urrence sur Pentier n. Pour n = 1, et compte-tenu du lemme 2.
prendre [, = {1}, a, = a), b, = b].

Supposons done le lemme 2.4 vrai
Notons que la suite
lemme 1.3.4. En partic
obtenu en troncant de 204

ste 66 proche de fo

=
o
=
b
Con
H

N3

jonte

w

&

ey
e
o

Lo

b
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D'aprés 1.3.4, on a le dessin suivant

Gn

go

ol la longueur de chaque petit segment vertical est majorée par 200.
Distinguons deux cas (1, I1)
1. Premier cas. {1600y, < [May 1] — 306, Dans ce cas, le triangle d’approx-

imation de a,.1, go €t 4, est le suivant:

Auryy
A

|

do Gn -

De sorte que celut des 5 points go, g4, Gnet, Dast, Juet €S

gt f)m—i

n+1
do In-

Il suffit alors de poser I, = {n+ 1}, et de définir a/ +1 comme étant le point du
segment [a,1h,.y] situé 206 a droite de a,.1. Le produit scalaire {Opri-Gney y €8t
inférieur 4 55 puisque Péeriture m, 1 B,y myl, est géodésique & 105 prés, et cela
permet de vérifier toutes les propriétés requises au lemme 2.4,

11, Deuxiéeme cas. {ans1-907,, = [Mari| — 300 autrement dit, le point g, est
306 proche du segment (g0, g4
On note d’abord que si [a; — b/ | > 1/2|R;,] + 2006 + 1|R;,|, ce qui est cer-
tainement le cas pour l'indice iy fourni au (6) du lemme 2.4 (supposé vrai au rang
ny, On a:
(Gni1-907,, < 10n — af | — ARy, | — 1005,

3inon, on aurait le dessin suivant

&

2t des points u of v sur
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Le sous-mot o7y de m,. contient plus de la moiti =1at sens de
la définition 2.1, puisque y 'x représente plus de la moitié de R, . Cetie re-
margue permet de considérer le plus grand indice i; pour lequel on a

<55>1%-§-.{;0>(;, = i?f: '“ 55:‘ - ’3. z/; — 1004.
il nous faut 14 encore distinguer deux cas:

(ILA) 1b] ~a] | < 508;

(ILB) b ~ 500 ou b/

MNotons gque si ice i ain sé défini coincide avec Pindice iy fourni par le (63,
etsila —b/| | — 2R, | — 2006, on est nécessairement dans le premier cas

(ILA).
Etudions d’'abord ILA. L'arbre dapproximation des 6 points 4o\ Gn- ], , b,

a; b estlesuivant:
ket 23

I - . .
{ |
} | [ i ;

iue [go, ga), 1 est 406 proche du
é;egme:nt ,E ;.),3 i SOUS %wmk’m de [aper, byst] qm reste 300 proche de la

gwdeslquc ﬁg’g, gs] contient a,.;; mais sa longueur ne peut excéder M«* R;?A

1000, sinon il resterait 106 proche de l'un des deux segments [a/, b] ] ou [af NN

i
H
1

sur une longueur au moins égale a 1R, .| + 206, ce qui contredirait le Ez,mmed 2.3
Ici, on §'est servi de 1.3.3: si deux s egments géodésique ont leurs extrémiiés 206-
proches, quitte 4 les tronguer de 228 a chaque bout, il restent en fait 65 proches.
On définit alors 4, comme étant le point de [a,,b,] situé 24[R,.1 + 1006 2
gauche de a,, de sorte que sa distance a éy,; est au moins égale 4 (1 — ’}},}ER;H;;T -
1000, et 'on pose b, = b,.;. Ainsi, on a le dessin suivant, qui est juste 3 105 prés:
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et b,y satisfont les conclusions du femme 2.4 (dou la récurrence), puisque
\ah bt 2 [Rywt] — 24[R,1] — 3006,

Traitons maintenant le cas (ILB): [b/, —aj | > 508, ou b/ = b,. Le cas iy =n
se traite d’'une facon analogue a celui ou i, n'est pas le dernier indice, en rempla-
cant dans la discussion qui va suivre g, par g,. Nous supposerons done i, dif-
férent de n. D'aprés le (4) nous savons que:

bl =b;, et jal —b]| = 2R, |+ 4005.
. :

“iy [hat ¥ iy

De plus, le segment [b;,, a; |, tronqué de 106 a chaque extrémité, reste 108 proche
du segment [b;,, g] ], puisque ses extrémités sont 106 proche de ce segment. Il en
résulte que le segment [bi,, a; | ne peut rester 106 proche d’un sous-segment de
{1, busy] sur une Jongueur plus grande que 1/2.]R,. ] -+ 2008: sinon 'élément
m;, = bylg;, contiendrait plus de la moitié d’une relation, au sens de la définition
2.1. En raisonant comme pour le cas (A), on voit que les segments g, . bl 1et
{ai’k: b, ] ne peuvent rester 106 proches de [a,.1, byi1] sur une longueur plus grande
que A|R,..1] + 306: sinon, on contredirait le lemme 3.2. Ainsi le sous-segment, noté
s de [ani1, bayt] qui reste 206 proche de la géodésique [go, g, contient a4,y et a
une longueur qui ne peut excéder 24[R,.1| + 1/2|R,1] + 2005. Comme (R, | >
10005{1 — 81), on en déduit que:

Is| < 1Rpat] — 24| Ryt — 3005

Son complément, noté d satisfait donc:

ld| = 22| Ryut| + 3005.

i

I nous faut encore distinguer trois cas, notés (ILB.1), (ILB.2), et (ILB.3).

Js l

(ILB.1) |s] < I|Rps1] + 2006, Soit 4/, le point du segment [Gnat, brrt] situé
AR, 1)+ 3006 & droite de a,. La distance de a4 la géodésique [go, g,] est an
moins égale & 506. En raisonnant comme pour le cas (A), on que I, = {n+ 1},
al., et by.y satisfont aux hypothéses de récurrence.

(ILB.2) |s| > A|Rp1] + 2006 et la distance de by, & [a,.1, buit] est inférieure 4
504.

Regardons I'arbre d’approximation des 5 points a;,, b, 2ot bust, aj, .

i,
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réduite. Il existe donc un couple d'indice i, j, contredisant le lemme 2.3, Autre-
ment dit, pour un certain couple i, j d'indices, on a:

:f%ziRim;ImiHR,»?;m;fi R my = ?E‘%,:,ggg,i,gﬁ?i::,;z e Rym
Ces ¢quations, que on peut écrire aussi:
-1 -1 B P BN |
mRom; = (m Room - 'mj-;Rj»;f?zj_,mi}mjkjmj

w (s —~1 ] e
X {fi’li‘{_;ng;,gmHJ s ﬁéj_1f{j-1iﬁj~1>

forment donc une présentation du sous-groupe normal (&),

suivant pas a pas la récurrence qui montrait 2.4, on voit que, si (m;,
mj_le_lm;fi‘) est une expression réduite, on a:
(+4)

(mig Risymp - mj‘iRj-*lmﬁm = Max([mi]) + Ry, |(1 ~ 32),

le maximum &tant pris sur tous les indices {, intervenant dans cette écriture, et
Pindice iy étant Vindice fourni en fui appliquant par le lemme 2.4, Reprenons la
démonstration du lemme 2.3; on en garde les notations. On avait: zx = wo™!, d'ou
(+) z=uv~'x~!. Et, en regardant la figure 3, on voit que ces deux écritures sont
géodésiques A 106 prés. Mais 4™z est aussi une écriture géodésique 4 106 pres.
De (%) il vient que {z.u) > |u| — 105, alors que le fait que u 'z soit une écriture
géodésique 4 100 prés entraine que ce produit scalaire est inférieur a 106. On voit
done que |u] < 206 et par symétrie, on a un résultat analogue pour x. Mais alors,
R;= yv~! et R =y~ v sont des écritures géodésique & 206 prés, avec le dessin
sujvant:

L'élément qui conjugue m;Rm;' et miRymi~! est
miymyt, et cette écriture est géodésique 4 205 prés. Quitte 3
et /, on peut suppos ue v ot plus cour vl

Wautre part, myy un élément de

e rhdiite { o
fure reduiic (my
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(@2

w1 ne contiennent plus de la moitié de Ry, v et R;, restent 10§ proches sur

une longueur au moins égale 4 1R, | + 1005, Par I'h ypothése de petite sim-
plification, ef en raisonnant comme 4 la preuve du lemme 2.3, on voit que E‘{

R sont conjugues, et ont donc la méme longueur. 11 résulte donc de (%) que

Pon a:

Max, il < Sup(jml, Imy]) — AR, | + 208 < Sup((my], |m;]).

On met alors une relation d’équivalence IT sur les conjugués d’élements de % de la
forme mR;m ™! (écriture géodésique 4 206 pres, ot m ne contient pas plus de la
moitié¢ d'une relation), en disant que deux tels éléments sont équivalents s'ils sont
conjugués par un élément de ((#)y. Dans chaque classe d’équivalence, on choisit
un représentant de longueur minimale, et on note X cet ensemble de représentants.
Ce qui précede montre que si mRun; ' et mR; mj.‘i sont équivalents, on peut écrire:

mR;m ' = (mi Riym RS mHR_;m OmiR; m;

/ 1 1
X M Rioymy - ﬂmj_;RjM;sﬂj_i i

avec Max <« j1|m| < Max({my], m;).
En raisonnant par récurrence sur la longueur, on voit que X est un systéme de
génerateurs de (% )); par construction, il est libre.

3. Exemples. On rappelle gu'un groupe hyperbolique est dit non élémentaire
s'il w’est pas fini et §'il ne contient pas Z comme sous-groupe d’indice fini. Avant
d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, il nous faut rappeler un résultat
{(di a M. Gromov) sur la norme stable des éiéments d"ordre infini d’'un groupe
hyperboligue. Dans tout ce paragraphe, on note b, le nombre d’éléments de G de
longueur inféricure 4 r.

Pour tout élément f, on note [ f | la longueur minimale de tous les conjugués
de f et [[f]] la limite, quand n tend vers infini de 1/n|f"|. Le nombre [[f]]
sappelle la norme stable de f.c esi un invariant de conjugaison.

= 10004,

apparait dans | {ij

issons une {%émz;,;sth tion de [(il)
ublice.
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désique spéciale. Une géodésique orientée infinie est dite spéciale si tcm :;ous-
segment fini est. On montre, en recopiant [{CDP]. chapitre 2, prop. 2.2 que
sux points du bord de & sont joints par an moins une géodésique x{}f:rmk,
comme deux telles géod cszqaie: restent 86 proches, deux points du bf‘zd de G sont
joints par au plus mg&} géodésiques spéciales. Comme [f] > 28, [/ ] est de type
hyperbolique et fixe deux points du bord: il permute donc ims:,m%ﬂe des géo-
désiques spéciales joignants ces deux points. En particulier, si U'on pose ng =
bga I, /™ fixe une géodésique, et agit donc par translation dessus. 51 g est un élé-
ment de cette géodésique, on a done [flmg — gl =gl fEmg| = Lk|f g — gl
En divisant par k et en passant 4 la limite, il vient [[f ] J ={1/n)lf™g—gl. O

Le théoréme suivant précise un résultat annoncé dans Vintroduction, On garde
les notations précédentes concernant ng.

TriorEME 3.2, Soit pe (1/n0)N, et { f1,. .., fu} Uensemble des éléments cycli-
gquement réduits de longueur siable p. Soir "w <= bagas!, et k un entier. L ‘ensemble
,/5?;‘ des conjugués de longueur minimum des jf‘” satigfait la condition de petite
simplification C'(1/10.k).

Remarque (Groupes de torsion d’Olshanskii [O]).  On peut déduire de ce fait
que tout groupe hyperbolique non élémentaire admet un quotient qui est un
groupe de torsion infini, en remarquant, grace a Palgorithme de Dehn, que la
restriction de la projection de G sur G, est injective dans la boule de rayon
p/100 — 104, et en itérant cette procédure. Cependant un résultat plus profond
est décrit en [O] qui obtient ainsi des groupes infinis de torsion dont Vordre des
éléments est borné.

Le théoréme 3.7 résulte du lemme suivant.

Levme 3.3, Solent fet g d eux éléments cycliquement réduits tels que ;f; ;
10006, [g| = 10000, et [[f]] = [[g]], soit n = bsgos; soit a tel que || < 1106
supposons que { f*.ag?y = 2/3(f") alors f5No = ggk-Nog-1,

/

Démonstration.  De fait, les hypothéses du lemme jointes a la proposition 3.1
montrent que la distance |/ — ag’| reste inférieure & 4005 si i < n; on peut done
trouver deux indices distincts 7 et j inférieurs 4 n tels gue 77/ = g7, Comme

Fa]

i—jdivise Ny, on a la conclusion. [

On dit gu'un élément est primitif si il n'est puissance d’aucun autre élément;
on sait gue tout élément d'ordre infini est gﬁé% nce d'un &lément primitif (cela
résulte de la non nullité de sa norme stable e rigte (i) de 3.1
dans un groupe hyperbolique non giééme,nfvu
primitifs deux 4 deux non conjugués,

On note Oy le sous- ff{;u;}c digtin

1
sur fe bor
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Lemme 34, Soit G un groupe hyperbolique non élémentaire et n un entier. 11
existe des éléments Sy, ... | S, cycliquement réduits et primitifs tels que l'ensembles
des conjugués de longueur minimum des S; satisfasse 'hypothése de petite simpli-
Jication C'(1/30). On peut plus les choisir de sorie que pour tout conjugué
cyeliquement réduit 5] de S, et tout ju} < 1006, uSlu~" = Slem ue Cg.

Démonstration.  Scient py, ..., ps, des éléments primitifs deux a dcux con-
jugués et dont les puissances ne eni pas conjuguées. Soit m; = E} 2 1ipi
de sorte que les P; = p/"" ont mémes normes stables et sont deux & deux non con-
jugués. En appliquant le résultat précédent, on voit que pour k suffisament grand,
les conjugués de longueur minimale des g; = Pi”‘: satisfont la condition de petite
simplification C/(1/100). Soit 5, = gy 142 On se convaine, par un argument
analogue au lemmme 3.3, Ia,t» H; sont primitifs et que leurs conjugués de longueur
minimum satisfont Uhypot setite simplification C/(1/30), d’ot la premidre
conclusion.

51 x est un ¢lément hyperbolique de T, on note €, 1 fmse,msis des éléments u
de longueur inféricure 4 1006 qui fixent ics deux points x™ du bord de I'. On
vérifie que st ] est un conjugué de longuenr minimum de R; et u e Cry alors
ue Cp Ny pour deux conjugués py_y et pi.de paioy et pa. En remplacant
les p; par les §; itérant ce procédé un nombre fini de fois, on peut donc con-
struire des éléments primitifs p; tels que C,, = Cg. Si Cest le cas, les §; ainsi
construits satisfont ausst Ia seconde conclusion. [

Pour voir comment ufiliser le lemme 3.4, montrons le théoréme suivant
annoncé par Gromov [Grl:

THEoREME 3.5 (8Q Universalité des groupes hyperboliques). Soit G un
groupe hyperbolique non élémentaire, et A un groupe dénombrable. G cdmer un
quotient qui contient A: si de plus A est hyperbolique, on peut aussi choisir ce
quotient hyperbolique.

Remargue. Comme i "‘Xistz’: des groupes hyperboliques satisfaisant la pro-
priété T de Kazdan, et que cette propriété est stable par passage au quotient, on
en déduit que tout groupe dgnamcmbk se plonge dans un groupe ayant !a pro-
priété T, ce qui répond 4 une question de C. Pittet posée dans [HV]. En théo-
rie combinatoire des groupes, un groupe contenant tout groupe dénombrable
comme sous-groupe d'un quotient est appelé groupe 5Q Universel,

simplification pour
ritton et Levin, s

3??}2{}}?:‘" arion.
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puisque |/ — by | = 2A1R, | + 4004, on a:

() el = AR+ 3006,

On définit alors le nouvel ensemble d’indice [,y = {ij, i, ... i, n+ 1}; on ne
change pas les points a} et b/ pour i < ip_y; on garde aussi a/; on remplace le
point b;, (= b/, ) par le point, noté provisoirement b pour éviter toute confusion,
situé sur la géodésique laj,. by, | & une distance le| — 306 de 4/ . Enfin le point a/_,

est le point du segment [a,.1, b,y situé & une distance |d| de b,.;.

Dans la vérification des propriétés (1) 4 (6) requises par le lemme 2.4, comme
on n’a pas touché au premiers indices, seules les propriétés (6) et le fait que
af_,.bi>, < 105 sont délicates.

iy .
Notons que I'on sait que (@] _.b; ), < 106. D’autre part, les points of , b/ et
b;, sont sur un méme segment géodésique.
Calculons alors la différence des produits scalaires Caj by, —<a]
i # ';k L4

En revenant a la définition on trouve:

i

-1 N

i iy !

i ,
506, —alf 1) = a1~ by

/ i I i 7
1By, = bl = lbi, = af| = 1b] ~ a_|) <0

T

par Uinégalité triangulaire.

Reste donc 4 choisir I'indice i de fagon & ce que la propriété (6) requise par le
lemme 2.4 soit satisfaite. 8i indice iy relatif 4 I, est différent de i, on le garde.
Sinon, nous avons déja remarqué que cela impliquait que:

la] — by, > Ry — 24R,,| — 2008,

i
de sorte que

lal —bl'| = Ry, — 34R;,| — 3008.

iy gt

Dans ce cas, et par.construction méme, [a] , —

done la propriété requise par le (6) du lemme 2.4,

| g5t superieure
| L

ours grice 4 1.3
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le dessin suivant:

& : 4 Oy

On désigne alors par a),, le point de [a,.1, by.y] situé le plus A droite parmi
ceux qui sont a une distance inférieure & 105 de la géodésique [by,, g,k}. On pose
aussi Lo = {i1.i2,...ix,n+ 1}. On ne change pas les points a} et b/ pour

i < iy; on vérifie alors sans peine toutes les conclusions du lemme 2_4.
Ceci acheéve de démontrer 2.4, [

2.5. Démonstration du théoréme 2.1, Montrons d’abord la conclusion (i) du
Théoréme 2.1,

Pour montrer 2.1 (if}, considérons un mot m, en les génératenrs de &, nul dans
le quotient G/ # ). 1l s’agit de démontrer qu’il n’est pas réduit au sens de Diehn
pour la preqentatzcn donnée par Z’ u 2’. Supposons donc qu’il est réduit pour
Z', Cest-a-dire que tout sous-mot de m de longueur inférieure & Max(|R]) est
géodésique. Le chemin qu'il définit dans le graphe de Cayley de G est 106—
proche de toute géodésique joignant les extrémités de m.

Soit g I'élément de G défini par ce mot m. Exprimons g comme produit de
conjugués des R;, g = myRymy 'myRomz ' myRymy, =, en exigeant que parmi
toutes les écritures de g sous cette forme, Pentier k soit minimal, ou méme
simplement que cette écriture soit réduite. Ceci permet d’appliquer le lemme 2.4
dont on conserve les notations.

Rappelons que la suite gq, a b i ,b’ az ,bi , g, fournie par 2.4 satisfait
les hypothéses de la prop@;&tien 134 En ‘garzlcaher on voit que, dans ce
lemme, siie I, et [af,b]'] deagﬁc le segment obtenu en troncant de 206 4 gauche
et a droite le segment [a},b/], ce segment reste 65 proche de toute géodésique
joignant gg & g,. Soit iy 'indice particulier fournit par le (8). Les points a;; et bl
sont aussi 10d-proches de cette géodésique. On peut danc trouver, sur le bhemm
définit pﬁ: m igux point u et v tels que les distances |a;) — u| et |b;! b, — v| soient
inférisures 2 209. Il en résulte que le sous-mot de m qui g,st le chemin qui va de u
4 v ost une ecrimre géodésique de (arb) avec a et b de longueur inférieure 2 206
et ry représentant (beaucoup) plus que la moitié d’un conjugué de R,,. Ce qu'il
fallait démontrer. 7]
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produit libre montre que ce groupe est hyperboligue, ot la constante d’hyperbo-
licité est le maximum de celle de G et celle de A; quitte 4 changer celle de G, nous
supposerons que c'est la plus grande. On choisit Sy, ..., S, comme au lemme 3.4,
et I'on pose R; = x;8;. On vérifie que, comme la constante d’hyperbolicité de 4
relativement 4 X est majorée par celle de G, Pensemble des conjugués de lon-
gueur minimum des R; satisfait la condition de petite simplification C’(1/10).

Il faut noter ici un point important qui m’a été signalé par A. Olshanski et que
Javais omis dans la version initiale de ce texte: dans cette vérification, on utilise
de facon essentielle la condition uS/u™! = §/ et |u| < 1005 = u = 1, si §/ est un
conjugué de longueur minimale de S;, qui apparait aussi dans [O].

Il en résulte que le quotient est hyperbolique. 11 sagit de montrer que A s’y
injecte. De fait nous connaissons un algorithme de Dehn pour ce quotient, ef un
mot réduit au sens de Dehn dans A le reste dans le quotient, puisque dans le
nouvel algorithme de Dehn du quotient les relations que T'on ajoute ne con-
tiennent pas de sous-mot en les x; de longueur plus grande que la moitié de
ladite relation. Ainsi si un mot en les x; peut étre raccourci grice a algorithme
de Dehn fourni par le théoréme 2.1, il pouvait déja I'étre dans A.

Si A n’est plus supposé hyperbolique, mais simplement finiment engendré par
des €léments xy,...,x,, on a recours a Pastuce suivante pour montrer que A4
s'injecte bien dans le quotient définit par la méme formule: si I'on choisit ¥ — A,
la métrique du mot correspondante devient I-hyperbolique. On vérifie facile-
ment que dans le paragraphe 2 on ne se sert jamais du fait que le groupe con-
sidéré soit finiment engendré; ce fait nintervient de fagon essentielle que pour
construire, comme au début de ce paragraphe des familles de relations sat-
isfaisant la condition de petite simplification, ce qui fait intervenir le fait que la
boule de rayon bornée contiennent seulement un nombre fini d’¢léments; dans
le cas ou le groupe considérés n’est pas finiment engendré il faut simplement
remplacer # fini par # borné dans le théoréme 2.1 pour garder les mémes con-
clusions; évidement I'algorithme de Dehn construit nest plus fini, mais simple-
ment borné, ce qui ne suffit plus 4 impliquer hyperbolicité au sens ordinaire.
Dans le produit libre G + A4 la boule de rayon 1 contient tout A qui ¢'injecte donc
dans le quotient d’aprés 2.1. Le cas oii A n’est pas finiment engendré se raméne
au précédent grice au théordéme de Higman, Neuman, Neuman (voir [LS]) qui
dit que tout groupe dénombrable est un sous-groupe d’un groupe engendrd par
deux générateurs.

Remarque. Notre démonstration suggsre une définition de Phyperbolicité
relative, assez différente de celle proposée par [Gr, 8.6.A]: si G est un groupe et
{ -y A une famille de sous-groupes, on peut dire que G est hyperboligue
ivement aux A, sitl existe des élém 7}

< Apengendrent G et gue

le

ICouT
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Seit Gy n'importe quel groupe hyperbolique infini, par cxemple Z; considérons
J¥

e produit libre G de &y et du groupe cycligue d'ordre deux dont on note ¢ le
xmr ur. Soit [ un ¢lément de G dordre znézm. Pour tout couple d’entiers

w

#, LM 2, F*oet gam = (f71)7 engendrent un groupe libre. De plus la solu-
tion du probléeme de la conjugaison dans un produit libre montre que le sous-
groupe engendré par /7 et g, ne contient pas d’¢lement de longueur inférieure
an qm s,at donc &;oi trairement grand. Cependant si m est impair, m = 2k + 1,
Jum = f " (07 ‘1} .f7, et le sous-groupe normal engendré par f” et g,,, con-
tient 1 qui est d'ordre 2 et est donc non libre. Ceci est un contre-exemple 4 une
question de [Gr, (5.3, D/j et contredit de ph}s Pexistence d’'une constante N telle
que pour tout my of my = m, tout couple f, g le sous groupe normal engendré par

Let g™ goit libre. 56 ne connais pas de contre-exemple au probléme suivant:

£
J
existe-i-il une constante No telle que pour tout couple (f, g) d’éléments de G et

Ao k'N,

tout couple k, &k’ d’entiers, le sous-groupe normal engendré par f*V2 et g soit
libre? Notons qu'une telle constante existe si 'on suppose le rapport des normes
de f et g borné supérieurement ¢t inférieurement pat A et 1/A; dans ce cas, on

peut pr mdn Ny = ANy ou Ny est la constante trouveée au théoréme 3.2,
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