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Abstract

We prove that a "nitely presented group admits a "nite hierarchy obtained by successive splittings along
a family of elementary subgroups. ( 2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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Introduction

Soit < une varieH teH compacte de dimension 3. Une hieH rarchie pour < est une suite de var-
ieH teH s } non neH cessairement connexes }<"<

0
,<

1
,2,<

n
obtenue de la fac7 on suivante: si < est une

somme connexe non triviale, <
1

est la reH union disjointe de tous les facteurs de cette somme; sinon
<
1
"<

0
. Un premier reH sultat, du( à Kneser, montre qu'on peut supposer que <

1
n'est pas une

somme connexe non triviale, car toute varieH teH de dimension trois est somme connexe de varieH teH s
indeH composables. Supposons alors connue <

i
; la varieH teH <

i`1
s'obtient en deH coupant <

i
le long

d'une surface incompressible, si une telle surface existe. Un fait fondamental en topologie de
dimension trois, du( à Haken, est que cette suite s'arre( te en un nombre "ni d'eH tapes (voir par
exemple [13]). Le but de cet article est de preH senter un analogue algeH brique de ce reH sultat. Soit G un
groupe de preH sentation "nie, et C une famille de sous-groupes de G invariante par conjugaison. On
peut contruire une suite de (famille de) groupes de la fac7 on suivante. On pose G"G

0
. Si G ne se

deH compose pas comme amalgame ou au dessus d'un groupe de la famille C on s'arre( te. Sinon, on
deH compose G"G

1*C
G

2
, ou G"G

1*C
. On recommence cette opeH ration avec les groupes G

1
et G

2
,
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en deH composant si cela est possible chacun des facteurs. Le problème de l'accessibiliteH hieH rarchique
est de trouver une `strateH giea pour laquelle cette suite d'opeH rations s'arre( te. Si la famille C est
reH duite au groupe trivial, et si G est de type "ni, le theH orème de Grushko montre que deH composer
G reH duit son rang: cette proceH dure s'arre( te donc. Le cas ou C est la famille des sous-groupes "nis de
G est deH ja beaucoup plus di$cile: en geH neH ral un groupe de type "ni n'est pas accessible [8],
c'est-à-dire qu'une hieH rarchie "nie n'existe pas. Cependant une telle hieH rarchie existe si le groupe
G est de preH sentation "nie [7]. Nous nous proposons dans ce texte d'eH tablir l'existence d'une
hieH rarchie "nie pour une famille C de sous-groupes satisfaissant une proprieH teH que nous appelons
eH leHmentariteH , satisfaite par exemple par la famille des sous-groupes eH leHmentaires d'un groupe
kleinien, ou la famille des sous-groupes virtuellement cycliques d'un groupe hyperbolique, si le
groupe consideH reH est sans eH leHment d'ordre 2. Notre reH sultat est e!ectif, en ce sens qu'il fournit une
borne à la longueur de la hieH rarchie obtenue en fonction de la complexiteH d'une preH sentation du
groupe initial.

Notre reH sultat principal (TheH orème 3.2) reH pond en particulier au problème 10 de la liste de
Bestvina [1], formuleH par Swarup et Bowditch; ce problème intervient dans l'eH tude par Bowditch
des points de coupure du bord d'un groupe hyperbolique [3], ainsi que dans le problème de la
classi"cation des types d'homotopie tangentielle des varieH teH s hyperboliques ouvertes [4]. Signalons
aussi que le cas des groupes hyperboliques à deux geH neH rateurs à eH teH traiteH par Kapovich et
Weidmann, par une meH thode entièrement di!eH rente de la notre [10].

1. Groupes eH leHmentaires

1.1. Un groupe G eH tant "xeH , une famille C de sous-groupes de G est dite e& le&mentaire si:

(a) si C3C tout sous-groupe et tout conjugueH de C est dans C.
(b) tout sous-groupe inxni appartenant à C est inclus dans un unique sous-groupe in"ni maximal

de C, et toute reH union croissante de groupes "nis de C est dans C.
(c) tous sous-groupe deC satisfait la condition de point "xe suivante: si C agit dans un arbre, C "xe

un point dans cet arbre ou dans son bord, ou conserve une paire de points du bord en les
permutant eH ventuellement: autrement dit C est petit [2].

(d) si C3C est in"ni, maximal dans C, et gCg~1"C alors g3C. En particulier, si C3C est
maximal et C@LC, le normalisateur de C@ (l'ensemble des g tels que gC@g~1"C@) est contenu
dans C.

1.2. Exemple. (A) La famille des sous-groupes "nis d'ordre infeH rieur à un nombre donneH d'un
groupe G.

(B) Si G est un groupe kleinien, et C est la famille de ses sous-groupes eH leHmentaires ("nis,
loxodromiques ou paraboliques), alors C est eH leHmentaire au sens preH ceH dent: la condition de point
"xe est assureH e par un theH orème de Tits [12], et par le fait qu'un sous-groupe eH leHmentaire d'un
groupe kleinien est virtuellement nilpotent.

(C) Si G est hyperbolique, et C est l'ensemble de ses sous-groupes "nis ou virtuellement cycliques,
alors C est eH leHmentaire au sens preH ceH dent.
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1.3. Actions dieH drales. Soit G un groupe et C une famille de sous-groupes eH leHmentaires. Si le groupe
G agit dans un arbre q, et si C est un sous-groupe de la famille C, on dit que l'action de C dans q est
die&drale, si C conserve une droite de q en eH changeant ses deux extreHmiteH s. Notons que si l'action de
C est dieH drale, il en est de me(me de l'unique sous-groupe eH leHmentaire maximal de C contenant C.

Par abus de langage, on dit queC n'a pas de sous-groupe dieH dral dans q si cela ne se produit pour
aucun sous-groupe de C.

Le lemme suivant permet de se deH barasser du problème des actions dieH drales dans l'eH tude de
l'accessibiliteH hieH rarchique, tout au moins si le groupe eH tudieH n'a pas de 2-torsion.

1.4. Lemme. (a) Soit G un groupe sans e& le&ment d'ordre 2, C une famille de sous-groupes e& le&mentaires,
et G"A*E

B ou G"A*E
une de&composition de G en amalgame ou HNN au-dessus d'un groupe

e& le&mentaire E. Soit q l'arbre de Serre associe& a% cette de& composition. Si agissant dans q, la famille
C contient un sous-groupe C ayant une action die&drale, alors C est conjugue& a% l'unique sous-groupe
maximal EK de C contenant E; de plus E est normal dans EK et le quotient est le groupe die&dral Z

2*Z2
.

(b) Il existe une autre de&composition de G comme amalgame ou HNN au dessus d'un sous-groupe
e& le&mentaire sans sous-groupe d'action die&drale.

DeHmonstration. (a) Le groupe C conserve une droite ¸ d'extreHmiteH s u, v, en permutant ces deux
points. Le quotient de ¸ par l'action de C est un segment de longueur k*1, image d'un segment
[a

0
, a

1
,2, a

k
] de l'arbre q. Notons C

0
, C

1
, C

k
les stabilisateurs des points a

0
, a

1
,2, a

k
sous

l'action de C, et pour chaque i de M1,2, kN, D
i
le stabilisateur de l'are( te [a

i~1
, a

i
]. La theH orie de

Bass-Serre deH crit alors C comme amalgame successif C"C
0*D1

C
1*2*Dk

C
k
; mais l'action de

C eH tant dieH drale, on voit que D
1
"C

1
"D

2
"2"C

k~1
"D

k
est un groupe d'indice 2 dans les

sous-groupes C
0

et C
k

de C; nous le noterons D.
Quitte à remplacer C par l'un de ses conjugueH s, on peut supposer que le stabilisateur de l'are( te

[a
0
, a

1
] est le groupe E, le stabilisateur de A

0
eH tant l'un des deux groupes A ou B dans le cas d'un

amalgame, A dans le cas d'une HNN-extension. On remarque que D est le noyau de la surjection
CCZ

2*Z2
, C

0
se projetant sur le premier facteur, C

k
sur le second.

Notons que D est un groupe in"ni: si D eH tait "ni, le groupe C
0

serait un groupe "ni contenant un
sous-groupe d'indice 2 (le groupe D); donc C

0
contiendrait un eH leHment d'ordre pair (un eH leHment

dont l'image dans Z
2

est non nul), ce qui contredit l'hypothèse que G n'a pas de 2 torsion. Comme
E et C ont un sous-groupe in"ni en commun le groupe in"ni D, et comme C est maximal, le groupe
E est contenu dans C, ainsi D"EWC"E, et la partie (a) est deHmontreH e.

(b) Cas d'un amalgame. Supposons que G"A*E
B et que le sous-groupe maximal EK de

C contenant E agisse dieH dralement. Gra( ce à ce qui preH cède, on peut supposer que EK "C
0 *E

C
k
,

avec C
0
LA et E d'indice 2 dans C

0
et C

k
. On a donc G"A*C0

(C
0*E

B)"A*C0
B

1
, avec

ELC
0
LEK . L'arbre de Serre de cette nouvelle deH composition de G n'admet pas de sous-groupe

dieH dral, sinon EK serait dieH dral d'après la partie (a) du lemme; mais C
0

n'est pas normal dans EK , car
EK "C

0*E
C

k
.

Cas d'une extension HNN. Supposons que G"A*E,tEt~1/E{
. Supposons aussi que le sous-groupe

maximal EK de C contenant E agisse dieH dralement. Comme ci-dessus, on peut supposer
EK "C

0*E
C

k
, avec C

0
LA et E d'indice 2 dans C

0
et C

k
. On pose C@

0
"tC

0
t~1, puis A

1
"A*E{

C@
0
,

de sorte que l'on a encore G"A
1*C0 ,tC0 t

~1/C
@
0
, et on conclue comme preH ceH demment.
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Remarquons que dans l'argument ci-dessus nous utilisons des `Stalling's foldsa de type II.A
(amalgame) et II.B (HNN) dans la terminologie de [2].

1.5. Lemme du point 5xe eH quivariant. Soit (G;C) un groupe eH quipeH d'une famille de sous-groupes
eH leHmentaires. On suppose que G agit dans un arbre q, et que C n'y a pas de groupe dieH dral. Dans ce
cas, le second axiome montre que tout sous-groupe eH leHmentaire C de C "xe un point dans qXLq;
mais sous ces hypothèses, on a mieux:

1.6. Lemme. Si l'action de (G;C) dans q n'a pas de sous-groupe die&dral, il existe une application
o:CCqXLq telle que:

f ∀C3C, C xxe o(C).
f ∀C

1
,C

2
3C si C

1
WC

2
est inxni, o(C

1
)"o(C

2
)

f pour tout groupe C maximal dans C, o(gCg~1)"g.o(C)

DeHmonstration. Il su$t de deH "nir o sur les groupes "nis et in"nis maximaux: si un groupe C n'est
pas maximal mais in"ni, on posera o(C)"o(CK ), où CK est l'unique sous-groupe eH leHmentaire
maximal contenant C. Les groupes "nis ou in"nis maximaux "xent un point dans qXLq par la
proprieH teH (c); pour pouvoir choisir ce point "xe de fac7 on eH quivariante, il su$t de le faire sur une
famille de sous-groupes repreH sentants les classes de conjugaison des groupes "nis de C et des
sous-groupes maximaux; ce choix d'un point "xe deH "nit une application o dont l'eH quivariance
reH sulte alors de la proprieH teH (d) des groupes maximaux de C. h

1.7. Stabilisateurs des points à l'in5ni. Soit (G;C) un groupe eH quipeH d'une famille de sous-groupes
eH leHmentaires. On suppose que G opère dans un arbre q à stabilisateurs d'are( tes eH leHmentaires. On
a alors le lemme suivant.

1.8. Lemme. Soit u3Lq un point du bord de q, et Gu son stabilisateur sous l'action de G. On
a l'alternative suivante: soit Gu est xni, soit il contient Z comme sous-groupe d'indice xni, soit il est
e& le&mentaire.

DeHmonstration. Rappelons qu'un eH leHment de Gu est elliptique si il "xe un point p
0

de q: il "xe alors
une demi-droite [p

0
,u[. Ainsi, le produit de deux eH leHments elliptiques de Gu est encore elliptique.

Soit EuLGu le sous-groupe des eH leHments elliptiques. Chaque sous-groupe de type "ni de Eu "xe
une demi-droite; il est donc contenu dans le stabilisateur d'une are( te, et est eH leHmentaire. Donc
E
w

est une reH union croissante de sous-groupes eH leHmentaires et est donc eH leHmentaire.
Or Eu est normal dans Gu le quotient eH tant Z ou Eu"Gu (la longueur de translation orienteH e

deH "nit un morphisme GCZ). Si Eu"Gu , on a termineH . Si Eu est "ni, Gu contient Z comme
sous-groupe d'indice "ni ou est "ni. Si Eu est in"ni eH leHmentaire et Gu/Eu"Z, soit t3Gu un
eH leHment qui se projette sur geH neH rateur du quotient; cet eH leHment t normalise Eu . Comme Eu est
in"ni, t est contenu dans l'unique sous-groupe eH leHmentaire maximal contenant Eu . h

Plac7 ons nous dans les me(mes hypothèses que ci-dessus; on a aussi.
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1.9. Proposition. Soit C
1
, C

2
deux sous-groupes e& le&mentaires inxnis xxant un point u3Lq. Alors C

1
et

C
2

sont contenus dans un meL me sous groupe e& le&mentaire.

DeHmonstration. En e!et, le Lemme 1.8 montre que soit Gu est eH leHmentaire auquel cas il n'y a rien
à montrer, soit il contient Z comme sous-groupe d'indice "ni, auquel cas C

1
et C

2
sont commen-

surables et contiennent un sous-groupe eH leHmentaire in"ni en commun. h

2. Graphes de groupes

2.1. Une de&composition d'un groupe en graphe de groupes est la donneH e d'un graphe de groupes,
XH"(X, (G

s
)
s|X0 , (C

y
)
y|X1), et d'un isomorphisme GCn

1
(XH) ou n

1
est le groupe fondamental au

sens de Serre de X [11].

2.2. Une are( te y d'un tel graphe est dite triviale si ses deux extreHmiteH s sont distinctes, et si le
stabilisateur C

y
de y est eH gal à celui de l'une de ses deux extreHmiteH s.

2.3. Une deH composition est dite non triviale si elle n'a aucune are( te triviale.

2.4. Un groupe est dit inde& composable au dessus d'un groupe eH leHmentaire si il n'admet pas de
deH composition non triviale telle que les C

y
soient eH leHmentaires pour toute are( te y.

2.5. Un morphisme de graphes de groupes: /:XH"(X,G
s
, C

y
)C>H"(>,H

t
,D

z
) est la donneH e

d'un morphisme des groupes fondamentaux correspondants, /, et d'une application simpliciale des
arbres reve( tements universels XI HC>I H /-eH quivariante.

2.6. Une re& solution d'un graphe XH"(X,G
s
, C

y
) est un graphe XK H"(XK , G

s(
, C

y(
), muni d'un

morphisme /:XK HCXH induisant un isomorphisme des groupes fondamentaux. De fac7 on eH quiva-
lente, c'est la donneH e d'une application simpliciale G-eH quivariante des reve( tements universels. Si
/:XK HCXH est une reH solution, / identi"e les groupes fondamentaux. Identi"ant les groupes G

s(
et

C
y(

et leurs images par /, nous consideH rerons les G
s(

et C
y(

comme sous-groupes des G
s

et C
y
.

2.7. Lemme. Soit XH un graphe de groupes, XK H une re& solution de XH . Pour toute areL te y( de XK , il existe
une areL te y de X telle que C

y(
LC

y
, a% conjugaison pre% s.

Il su$t de prendre /(y( ).

2.8. Corollaire. Si XK est une re& solution d'une de&composition X de G a% stabilisateurs d'areL tes
e& le&mentaires, XK est aussi a% stabilisateurs d'areL tes e& le&mentaires.

DeHmonstration. Tout sous-groupe d'un groupe eH leHmentaire est eH leHmentaire. h
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3. HieH rarchie

3.1. Une hie& rarchie, pour le groupe G est une suite de groupes obtenue en prenant une deH composi-
tion non triviale XH de G au dessus de groupes eH leHmentaires, puis une deH composition non triviale
des stabilisateurs de sommets deH composable de XH , et en recommenc7 ant un nombre xni de fois
jusqu'à ce que tous les groupes obtenus soient indeH composables au dessus d'un groupe eH leHmentaire
ou soient eH leHmentaires. Cette deH "nition de&pend de la famille C.

3.2. TheH orème. Si G est de pre& sentation xnie, sans 2-torsion, et C une famille de groupes e& le&mentaires,
alors G admet une hie& rarchie.

La deHmonstration de ce theH orème repose sur une certaine complexiteH , variante de l'invariant
¹ deH "ni et eH tudieH dans [5].

3.3. DeH 5nition de la complexiteH . Soit G un groupe de preH sentation "nie. ReH alisons G comme groupe
fondamental d'un orbièdre simplicial (au sens de Gromov, voir [9]) P de dimension deux,
developpable tel que les stabilisateurs de sommets de P sont eH leHmentaires: il existe un CW-
complexe simplicial simplement connexe de dimension 2 noteH P (c'est le reveL tement universel de
P au sens des orbièdres) muni d'une action simpliciale sans inversion de G telle que les stabilisateurs
de sommets (et donc d'are( tes et de faces) de P soient eH leHmentaires, et telle que le quotient (P/G)
s'identi"e à P.

On note ¹(P)}ou ¹C (P) quand l'on veut preH ciser la famille C } le nombre de faces de dimension 2
de P. On deH "nit alors:

c(P)"(¹(P), b
1
(P))

où b
1
(P) est le premier nombre de Betti de l'espace topologique sous-jacent à P.

On pose en"n:

¹(G)"Inf (¹(P)) avec norb
1

(P)"G

et

c(G)"Inf (c(P)) avec norb
1

(P)"G.

L'ordre choisi eH tant l'ordre lexicographique.

3.4. Proposition (Exemple fondamental). On a c(G)"(0,0) si et seulement si G est un arbre de
groupes a% stabilisateurs de sommets e& le&mentaires et stabilisateurs d'areL tes xnis.

DeHmonstration. Un 2-complexe simplement connexe sans faces est un arbre. La theH orie de
Bass-Serre deH crit alors G comme groupe fondamental d'un graphe de groupes à stabilisateurs de
sommets et d'are( tes eH leHmentaires. Soit y une are( te de stabilisateur in"ni. Notons que les deux
extreHmiteH s s

1
et s

2
de y sont distinctes car ce graphe est un arbre. Soient E

1
et E

2
leurs

stabilisateurs; ces groupes sont eH leHmentaires, donc sont contenus dans un me(me sous-groupe
eH leHmentaire maximal E de C. Celui-ci contient donc E

1*C
E
2
. On peut deH crire G comme groupe

fondamental d'un graphe de groupes eH leHmentaires ayant une are( te de moins en remplac7 ant dans le
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graphe dont on est parti les deux sommets s
1
, s

2
et l'are( te y par un seul sommet de stabilisateur

E
1*C

E
2
.

Remarque. Ceci ne peut en fait se produire que si C"E
1

ou E
2

ou si C est d'indice 2 dans E
1

et
E
2
, car sinon, E contenant E

1 *C
E

2
contiendrait un groupe libre à deux geH neH rateurs.

Soit G un groupe de preH sentation "nie opeH rant dans un polyèdre simplement connexe
P à stabilisateurs d'are( tes dans une famille de sous-groupes eH leHmentaires C. Pour une raison
technique qui apparaitra dans le 4-ème paragraphe, il nous faut ramener l'eH tude du problème
d'accessibiliteH au cas ou le polyèdre eH tudieH n'a pas de sommet seH parant en plusieurs composantes
connexes.

3.5. Lemme. Supposons que le 0-squelette de P admette un sommet se&parant s3P0. Alors G est le
groupe fondamental d'un graphe de groupes G"n

1
(X,G

s
,C

y
) a% stabilisateurs d'areL tes e& le&mentaires,

tel que les G
s

soient des groupes fondamentaux d'orbie%dre P
s
ve& rixant +

s
(c(P

s
)))c(P/G), mais dont

les reveL tements universels P
s

n'ont pas de sommets se&parants.

DeHmonstration. Soit s
1
,2, s

n
des repreH sentants des classes modulo G des sommets seH parants de P.

Notons I l'ensemble des composantes connexes de PC6Gs
i
modulo l'action de G. ConsideH rons des

composantes P
i
, i3I repreH sentant les eH leHments de I. Notons que les polyèdres P

i
sont simplement

connexes (Van-Kampen), et consideH rons, pour i3I, les groupes G
i
"Mg3G/gP

i
"P

i
N. Remar-

quons que +¹(P
i
/G

i
)"¹(P/G). Soit X"IXMs

1
,2, s

n
N. Notons G

si
le stabilisateur de s

i
, et pour

chaque s
i
choisissons, dans le link ¸(s

i
) de s

i
, une famille de points y

si ,a3P repreH sentant les orbites
¸(s

i
)/G

si
des G

si
dans ¸(s

i
). On peut consideH rer ces points comme les are( tes d'un graphe dont

l'ensemble des sommets est X, en disant qu'elles relient s
i

au point repreH sentant la composante
connexe de y

si ,a . Si l'on note C
ysi,a

l'ensemble des g3G
si

qui conserve la composante connexe du link
de s

i
contenant y

si ,a , on voit que X devient un graphe de groupes de groupe fondamental
G satisfaisant les proprieH teH s requises par le lemme.

3.6. TheH orème. Soit G"n
1
(P) ou% P est un orbie%dre a% stabilisateurs de sommets dans C. Supposons

que le reveL tement universel P de P n'ait pas de points de coupure, que P soit de complexite& minimale
parmi les orbie%dres repre& sentant P. Soit G"n

1
(XH ) une de& composition non triviale de G, avec

XH"(X,G
s
, C

y
), ou% les stabilisateurs d'areL tes C

y
sont e& le&mentaires. Supposons que C n'admette pas

de sous-groupe d'action die&drale dans l'arbre de Bass Serre de cette de& composition. Alors il existe une
re& solution XK H"(XK , G

s(
,C

y(
) de XH telle que +

s(
¹(G

s(
))¹(G) et sup

s(
(c(G

s(
))(c(G).

3.7. ReH duction du TheH orème 3.2 au TheH orème 3.6. Soit G un groupe de preH sentation "nie et C une
famille de sous-groupes eH leHmentaires. Nous montrons 3.2 par reH currence sur la complexiteH . Si G ne
se scinde pas au dessus d'un groupe eH leHmentaire, il n'y a rien à montrer. Sinon, compte tenu du
Lemme 3.5, on peut supposer que G est le groupe fondamental d'un orbièdre P tel qu'aucun
sommet du reve( tement universel P de P ne soit seH parant, et de complexiteH minimale parmi les
orbièdres repreH sentant G. Compte-tenu de la partie (b) du Lemme 1.4, on peut aussi supposer que
G agit dans un arbre q à stabilisateurs d'are( tes eH leHmentaires, et que C n'y admet pas d'action
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Fig. 2.

Fig. 1.

dieH drale. Le TheH orème 3.6 montre alors que G se scinde en un graphe de groupes à stabilisateurs
d'are( tes eH leHmentaires et stabilisateurs de sommets plus simples au sens de la complexiteH c.

4. DeHmonstration du TheH orème 3.6

La deHmonstration} topologique }de ce reH sultat est illustreH e sur les Figs. 1 et 2.
On note q l'arbre de Bass-Serre reve( tement universel de X, et on "xe un G-polygo( ne simplement

connexe P dont les faces sont des triangles, les stabilisateurs de sommets dans C; on suppose que
P re&alise c(G) dans ce sens que c(P/G)"c(G).

4.1. 1ère eH tape: deH 5nition de q. On choisit une application eH quivariante o :CCqXLq comme au
lemme du point "xe eH quivariant 1.6. Pour chaque sommet de P"P/G on choisit un sommet dans
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P le repreH sentant. On note R"Mp
0
, p

1
,2, p

n
N ces sommets particuliers. Leurs stabilisateurs sont

des groupes eH leHmentaires C
i
. Pour ces sommets, on pose o(p

i
)"o(C

i
), puis on eH tend o de fac7 on

eH quivariante à tout P0, ce qui est loisible car le stabilisateur de p
i
stabilise o(C

i
).

Soit y une are( te de P1, p et q ses deux extreHmiteH s, C
p

et C
q

leurs stabilisateurs. Distinguons deux
cas:

(a) son stabilisateur est inxni: Posons p"g.p
i

et q"hp
j
, de sorte que C

p
"gC

pi
g~1 et

C
q
"hC

pj
h~1. Donc C

pi
et g~1hC

pj
h~1g sont contenus dans un me(me sous groupe maximal de C,

de sorte que o(p
i
)"g~1ho(p

j
). Donc o(p)"g.o(p

i
)"o(q). Dans ce cas on pose o(y)"o(p).

(b) son stabilisateur est xni: C'est un groupe "ni qui agit sur l'axe ]o(p),o(q)[ en conservant ses
extreHmiteH s: il agit donc par l'identiteH sur cet axe et sur l'are( te y. On choisit un homeH omorphisme
o de y sur cet axe. Comme le groupe agit sans inversion sur P, il est C

y
eH quivariant.

Ceci permet de deH "nir } dans les cas (a) et (b) } l'application o sur 6
g|G

gy de fac7 on eH quivariante
en posant o(g.y)"g.o(y). On procède ainsi pour toute les classes d'are( tes modulo G.

Remarque. Dans le cas (a) on a utiliseH l'axiome (b) de la proprieH teH d'eH leHmentariteH : si les points "xes
de C

p
et de C

q
sont di!eH rents dans Lq l'application oD

y
: yC ]o(p),o(q)[ n'est pas eH quivariante en

geH neH ral, car à la source C
y

stabilise l'are( te y alors que C
y

peut agir par translation sur l'axe
]o(p),o(q)[.

A priori, l'image par l'application o d'une are( te de P pourrait e( tre un point à l'in"ni. Le lemme
suivant montre que, sous re& serve que P"P/G soit de complexite& minimale, il n'en est rien. Dans
l'eH nonceH ci-dessous, on garde les notations deH ja introduites dans ce paragraphe.

4.2. Proposition. Soit y une areL te de P de sommets s, s@. Si o(s)"o(s@)3Lq, le polye%dre P"P/G n'est
pas de complexite& minimale.

DeHmonstration. Notons que dans ce cas, les stabilisateurs de s et s@ sont in"nis, et "xent le me(me
point à l'in"ni dans q; ainsi, on peut appliquer la Proposition 1.9, et ces deux stabilisateurs C,C@
sont contenus dans un me(me sous-groupe eH leHmentaire CA. Notons P@ le polyèdre obtenu en
eH crasant l'are( te y en un point, ainsi que toutes les are( tes de son orbite; notons S l'image de s, s@ ou
y dans cet eH crasement. Nous distinguons deux cas suivant que s et s@ sont } ou non } dans la me(me
G-orbite.

(a) Le stabilisateur de S est le sous-groupe CA de G engendreH par C,C@, et est donc eH leHmentaire.
Notons que P@ est simplement connexe, car l'application d'eH crasement PCP@ est à "bres connexes,
et que ses stabilisateurs de sommets sont eH leHmentaires. Chaque triangle de P donne naissance soit
à un triangle de P@ soit à un digone, si celui-ci eH tait adjacent à une are( te de l'orbite de y. Si D est un
tel digone, les stabilisateurs de ses deux are( tes sont contenus dans un me(me sous-groupe eH leH -
mentaire (le stabilisateur d'un sommet).

(b) Supposons que s et s@ sont dans la me(me orbite. Soit gs"s@. Alors le stabilisateur de
S"(s"s@) est le sous-groupe de G engendreH par C et g. Comme gCg~1"C@ et que C,C@ sont
contenus dans un me(me sous-groupe eH leHmentaire maximal, g normalise ce groupe, et le sous-
groupe engendreH par g,C est eH leHmentaire.

Le polyèdre obtenu P@"P@/G n'a maintenant que des faces triangulaires ou des digones, et ses
stabilisateurs de sommets sont eH leHmentaires. Notons que le nombre de faces triangulaires modulo
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G de P@ est strictement infeH rieur à celui de P, car l'are( te y est adjacente à au moins un triangle de
P (sinon ses deux sommets seraient des points de coupure). Pour obtenir un polyèdre de complexiteH
strictement infeH rieur à celle de P, il nous faut maintenant supprimer les digones de P@.

Soit D un tel digone, s
1
, s

2
ses deux sommets, y

1
, y

2
ses deux are( tes. Distinguons encore deux cas,

suivant qu'il existe un eH leHment g tel que gy
1
"y

2
, et g permute s

1
, s

2
ou non.

Dans le second cas, on note PA le polyèdre obtenu en supprimant de P@ le digone D ainsi que tous
ses translateH s, en identi"ant y

1
à y

2
, ainsi que gy

1
à gy

2
pour tout g de G. Comme on n'a pas

identi"eH deux sommets distincts de P@ les stabilisateurs des sommets de PA sont encore eH leHmentaires.
Dans le premier cas, on voit que y

1
et y

2
sont dans la me(me G-orbite, y

2
"gy

1
où g permute

s
1

et s
2
. Notons que g2 "xe s

1
; comme G n'a pas d'eH leHment d'ordre 2, cela force le stabilisateur de s

1
,

et donc celui de s
2
, à e( tre in"ni. Puisque g2 appartient aux stabilisateurs de s

1
et de s

2
et est d'ordre

in"ni, on en deH duit que ces deux groupes sont contenus dans le me(me sous groupe eH leHmentaire
maximal, et que g le normalise. Ainsi, g et le stabilisateur de s

1
sont contenus dans un me(me

sous-groupe eH leHmentaire maximal: ils engendrent un sous-groupe eH leHmentaire C. Notons alors PA le
polyèdre obtenu en supprimant le digone D ainsi que tous ses translateH s, en eH crasant y

1
, y

2
en un

sommet p, et en eH tendant cette opeH ration de fac7 on eH quivariante. Le stabilisateur de p est le groupe
C deH "ni ci-dessus et est donc eH leHmentaire.

En reH peH tant successivement ces opeH rations, on voit que l'on peut supprimer tous les digones de
P@, en diminuant la complexiteH de P/G. h

4.3. 2ème eH tape: deH 5nition de K. Si F est une face de P, de bord LF"yXzXt, on deH "nit KWLF
comme eH tant l'ensemble des points dont l'image par o est le milieu d'une are( te de q. Chaque point
de LF, sauf les trois points correspondant au centre, a un vis-à-vis: c'est le point d'un autre coteH de
F ayant me(me image par o: voir le dessin 1. Pour obtenir K on joint dans F chaque point de KWLF
à son vis-à-vis par un segment a$ne. Notons que K est G-eH quivariante, car l'application o l'est.

Nous regardons K comme une lamination deH "nie sur P de fac7 on eH quivariante.
Rappelons que P est muni de sa topologie de CW complexe. Notons le lemme:

4.4. Lemme. Les composantes connexes de K rencontrent chaque simplexe de P en au plus un segment;
en particulier celles-ci sont ferme& es dans P et y admettent un voisinage tubulaire co-oriente& . Ces
composantes connexes se&parent P en exactement deux composantes.

DeHmonstration. En e!et on peut prolonger l'application o : P1CqXLq en une application
eH quivariante de tout P de sorte que les images reH ciproques des milieux des are( tes soient les
composantes de K dans chaque face de P. Si l est une composante connexe de K, l rencontre chaque
simplexe en un segment au plus. On peut mettre sur P, sans en changer la topologie, une structure
de complexe telle que l en soit un sous complexe fermeH . De plus, l seH pare localement ce complexe.
Comme P est simplement connexe, l seH pare P. h

4.5. 3-ème eH tape: deH 5nition de XK Het s( . Rappelons que par hypothèse les sommets de P ne sont pas
seH parants. Notons P0

=
l'ensemble des sommets de P dont l'image par o est dans Lq, et posons

PH"PCP0
=

. DeH "nissons alors un graphe abstrait q( dont les sommets sont les composantes
connexes de PHCK, et dont les are( tes sont les composantes connexes de K. Les relations d'incidences
sont eH videntes.
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4.6. Lemme. q( est un arbre.

DeHmonstration. Ce reH sultat est essentiellement celui de [6, Proposition VI.4.3, p. 230]. D'après le
Lemme 4.4 chaque composante de K seH pare P en deux parties. Ainsi chaque are( te du graphe q( est
seH parante, et q( est donc un arbre, à condition de veH ri"er que q( est connexe.

Rappelons (Proposition 4.2) qu'aucune are( te de P ne peut e( tre envoyeH e dans Lq par o.
De plus, par hypothèse, PCP0 est connexe. Comme o(P1CP0)WLq"0, l'arbre q( est un quotient de

PCP0 et est connexe.
On deH "nit alors le graphe de groupe XK comme quotient de q( par l'action de G.

4.7. Remarque. Si s( (resp. y) est un sommet (resp. une areL te) de q( , et Q
s

(resp. K
y
) la composante de

PHCK (resp. K) correspondante, son stabilisateur G
s

est l'ensemble Mg3GCg.Q
s
"Q

s
N, (resp.

Mg3G/g.K
y
"K

y
N).

Notons que les sommets de q( ont naturellement une image dans q et que deux sommets voisins
ont une image voisine, d'où une application G-eH quivariante de q( dans q: ainsi XK est une reH solution
de X.

4.8. 4-ème eH tape: deH 5nition de Ps, veH ri5cation des proprieH teH s. Soit s( un sommet de q( , autrement dit
une composante connexe Q

s
de PHCK. On deH "nit un CW-complexe simplicial simplement connexe

P
s

en deux eH tapes:

f On construit un polyèdre PI
s
dont les sommets sont les composantes connexes de K ainsi que les

sommets de P dont l'image par o est dans q.
f les are( tes de PI

s
sont les composantes connexes de P1CK; on a une relation d'incidence eH vidente.

f les faces de PI
s

sont de deux types:
f C des triangles correspondant au centre des faces de P contenues dans Q

s
,

f C des digones correspondants aux coteH s: voir le dessin 2.

On deH "nit alors P
s

en supprimant les digones de PI
s

et en identi"ant leurs faces comme à la
Proposition 4.2.

4.9. Lemme. Le complexe simplicial P
s

est simplement connexe.

DeHmonstration. Le Lemme 4.4 permet d'appliquer le theH orème de Van-Kampen au complexe P: le
groupe fondamental d'une composante connexe Q

s
est engendreH par les images des groupes

fondamentaux des composantes connexes de K formant son bord. Mais P
s

s'obtient à partir de
Q

s
en deux eH tapes: d'abord on eH crase les composantes du bord, ce qui tue le groupe fondamental,

puis on supprime des digones ce qui ne le change pas. Donc son groupe fondamental est trivial. h

En"n, si G
s

est le stabilisateur de la composante connexe deH "nie par le point s, on pose:

P
s
"P

s
/G

s
.
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Cette deH "nition ne deH pend pas du choix du releveH de s dans q( . Par construction:

+
s|XK 0

¹(P
s
)"¹(G). (*)

4.10. Lemme. b
1
(P)* +

s|XK 0
b
1
(P

s
)#b

1
(XK ).

DeHmonstration. Notons que pour tout sommet s de XK , les sommets de P
s
sont des are( tes du graphe

XK . On peut donc former un polyèdre P@ en recollant la reH union disjointes des P
s

selon les
indications donneH es par le graphe XK : on identi"e le sommet p de P

s
avec le sommet p@ de P

s{
si

[p,p@] est une are( te de XK , autrement dit si ces deux sommets sont dans la me(me composante
connexe de K, modulo l'action de G. Par construction, P@ s'obtient en eH crasant des composantes
connexes de K en un point, puis des digones en un segment. Cette application d'eH crasement
q : PCP@ est à "bre connexes et relève les chemins. Donc b

1
(P@))b

1
(P). Ainsi, comme P@ s'obtient

à partir de XK en remplac7 ant ses sommets par les polyèdres P
s
, on a b

1
(P@)"+

s|XK 0
b
1
(P

s
)#b

1
(XK ).

D'où l'on tire l'ineH galiteH :

+
s|XK 0

b
1
(P

s
)#b

1
(XK ))b

1
(P). (**)

4.11. Lemme. Soit s un sommet de XK tel que c(P
s
)"(0,0).

(i) s est de valence 1 ou 2.
(ii) si s est de valence 1 et y est son areL te adjacente, GK

s
"CK

y
.

(iii) si s est de valence 2 les deux areL tes y
1
, y

2
adjacentes sont distinctes et CK

yi
"GK

s
.

DeHmonstration. Dans ce cas, la composante connexe de PCK correspondant à s ne contient pas de
triangle; en suivant l'holonomie de K, on voit qu'elle est de la forme l][0,1], où l]0 et l]1 sont
deux feuilles de K et l]]0,1[ ne contient pas de feuille de K. Il en reH sulte que P

s
est reH duit

à 2 sommets et une are( te sur lequel G
s

n'agit pas, d'où le reH sultat. h

4.12. Conclusion. Montrons que le graphe de groupes XK H convient pour l'eH nonceH du TheH orème 3.6.
Gra( ce à (**), on voit que si sup

s
(c(G

s
))"c(G), alors le graphe XK sous-jacent à XK H est un arbre, et

pour tous les sommets sauf l'un, soit s(
0
, on a c(P

s(
)"(0,0). Gra( ce au Lemme 4.11 et aux formules (*)

et (**), on en deH duit que G"G
s( 0

. Comme XK H est une reH solution de XH , on en deH duit que G"G
s0

pour le sommet s
0

de q image de s(
0

par l'application q(Cq. Ainsi, l'arbre q aurait un point "xe global
ce qui signi"e que la deH composition donneH e par XH est triviale.
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