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L'image d'un groupe dans un groupe hyperbolique 

T. DELZANT 

Introduction 

Soit G un groupe de pr6sentation finie et F un groupe hyperbolique au sens de 
M. Gromov [Gr2]; le but de cet article est de d6crire l'ensemble des images de G 
dans F. 

Le groupe F est 6quip6 d'un syst6me de g6n6rateurs, partant de la mOtrique du 
mot, not6e [g[. On note T(G) le nombre minimum de relations d'une pr6sentation 
triangulaire de G, c'est-~-dire d'une presentation dont toutes les relations sont de 
longueur deux ou trois; si G est d6fini par des relations arbitraires, un argument de 
triangulation montre que T(G) est inf6rieur ~i la somme des longueurs de ces 
relations. 

THI~ORI~ME. Soit h : G ~ F u n  homomorphisme. On a l'alternative suivante: 

Soit h(G) est conjugub h un sous-groupe de F engendrO par des Olbments 

al . . . . .  ak dont la longueur vbrifie Supilail <erTZ(G).  (er est une constante ne 
dkpendant que de F). 

Soit h se factorise gt travers une somme amalgambe ou une extension H N N  

au-dessus d'un groupe fini: il existe deux groupes A et B, un groupes fini F (distinct 
de A et B dans le cas d'une somme amalgamOe), une application surjective 

s :G~--~A *FB (ou s:G~---~A *F) et un homomorphisme h' :A *FB~--*F, (ou 

h' : A *r ~ G), tels que h = h' os. 

Rappelons qu'on dit d 'un groupe G qu'il satisfait la propri&6 FA de Serre si 
toute action de G dans un arbre simplicial fixe un point; un quotient d 'un tel groupe 
ne peut 8tre un amalgame ou une extension H N N  [Se]. Comme F n'a qu'un nombre 
fini d'616ments de longueur donn6e, on obtient: 

COROLLAIRE.  a) Soit G un groupe de pr6sentation finie qui n'est ni une 
somme amalgam6e ni une HNN-extension au dessus d 'un groupe fini. Si un groupe 
F est hyperbolique il ne contient qu'un nombre fini de classes de conjugaison de 
sous-groupes isomorphes ~i G. 
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b) Si G est un groupe de prrsentation finie satisfaisant la proprirt6 FA et F u n  
groupe hyperbolique, F ne contient qu'un nombre fini de classes de conjugaisons de 
quotients de G. 

Remarques. L'rnonc6 de la partie a) du corollaire dans le cas off G est sans 
torsion est dfi ~i M. Gromov ([Grl]), throrrme 6.7, [Gr2] throrrme 5.3.C'). Une 
drmonstration en a 6t6 proposre par E. Rips et Z. Sela ([R-SI]). Dans le cas ou F 
est le groupe fondamental d'une varirt6 hyperbolique compacte, et G celui d'une 
surface, ce rrsultat est dfi a W. Thurston ([Th]) pour h injective, et ~i A. Reznikov 
pour h quelconque ([R]). Pour les groupes de surface, les drmonstrations de [Th], 
[Grl ,  2] (avec j injective) et [R] (h quelconque) sont respectivement basres sur 
l'existence de surfaces plissres, minimales et d'applications harmoniques. La drmon- 
stration de [R-S1] s'appuie sur la throrie de E. Rips des groupes oprrant dans les 
arbres rrels. Le cas des groupes ayant de la torsion nrcessite une approche nouvelle. 

On peut interpr&er la partie a) du corollaire en terme de l'espace des monomor- 
phismes modulo conjugaison au but et automorphisme h la source : si cet espace est 
infini, alors G se scinde comme somme amalgamre ou HNN extension au dessus 
d'un groupe fini. Dans le cas contraire, on a une borne effective sur son cardinal. 
On prrcisera cela en 1II.2. 

Plan de la d~monstration. Soit G u n  groupe de prrsentation finie; choisissons 
une prrsentation de G. La donnre d'un homomorphisme h de G dans F est la 
donnre d'une solution ~i un systrme d'rquations dans F. On interprrte (paragraphe 
I) les rrsultats de [R-S2] en termes topologiques. La gromrtrie hyperbolique de F 
permet de construire (paragraphe II) sur le polyrdre de van Kampen de G (associ6 

cette prrsentation) un feuilletage mesur6 A (plus prrcisement une lamination) 
dont l 'holonomie est bien comprise: si on rralise l 'homomorphisme h par une 
application continue de ce poly~dre dans H/F, off H d~signe un polyrdre de 
dimension deux simplement connexe sur lequel F agit librement, l'image par h d'une 
courbe contenue dans une feuille de A mais ne rencontrant pas de singularitrs est 
homotope, ~i extrrmitrs fixres, ~i courbe de H/F de longueur uniformrment bornre. 
Un argument topologique, objet du dernier paragraphe, permet alors de conclure. 
En appendice est drtaillr, sur la suggestion du rapporteur, le calcul d'un exemple 
simple montrant l'intrr~t d'introduire le feuilletage par tranche construit au para- 
graphe I et II: cet exemple contient l'idre de la drmonstration du throrrme. 

I. Le feuilletage des triangles g~d~siques 

Rappelons d'abord la drfinition de la ~-hyperbolicit~ au sens de M. Gromov 
([Gr2], [CDP], [GH]). 
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Le groupe F est 6quip6 d'un syst6me de gbnbrateurs; la m&rique du mot  
invariante par translation ~ gauche en fait un espace mbtrique; cet espace mbtrique 
est contenu dans le graphe de Cayley de F, nots Ca(F), muni de la m&rique 
simpliciale. Ceci permet de parler de gbodbsiques de F. 

Dans cet espace mbtrique, la distance de deux points ve t  wes t  notbe Iv - wl; la 
boule de centre v e t  rayon R est notbe B(v, R). 

Soit T u n  triangle gbodbsique de F de cotbs a, b, c. On dit que Tes t  b-fin si tout 
point de la gbodbsique a(b ou c) est ~ une distance infbrieure ~ b d'un point de b ou 
c (a ou c, a ou b); on dit que F est hyperbolique si tous ses triangles gbodbsiques 
sont b-fins. 

Si T e s t  b-fin on peut dbcouper chaque gbodbsique a, b, c en deux intervalles 
a = Ca wb,, ,  b = Cb Uab et c = ac ubc de sorte que les longueurs de co etcb,  ab et ac, 
bcet b, soient 6gales, et tout point de ca soit ~ une distance inferieure ~ di d 'un point 
de Cb (Fig.  1). 

ab ~ ac 

b c 

ca b 
a 

T2 

T3 

Figure 1 
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Si 7'1, T2, T, est une suite de triangles adjacents, on peut construire par 
rrcurrence une application d'holonomie isomrtrique d'un sous-intervalle d'un cot6 
de Tt dans celui d 'un cot6 de T~, en suivant successivement les identifications des 
cotrs donnres par la drfinition de l'hyperbolicit6 (Fig. 1). 

Malheureusement, il se peut trrs bien qu'une partie du premier cot6 de Tl 
coincide avec une partie du dernier de T, mais que l'holonomie ainsi drfinie d'un 
sous-intervalle d 'un cot6 T~ ~ valeur dans ce m~me cot6 ne soit pas l'identitr: en 
voulant prrserver la mesure "naturelle" qui 6quipe chaque grodrsique, on a 6t6 trop 
exigeant. La m~me difficult6 apparait ([Gr2], 8.3D) quand on cherche fi construire 
le flot g~odbsique d'un groupe hyperbolique. Dans ce cas le problrme est d'identifier 
deux-fi-deux les grodrsiques joignant deux points fi l'infini dans F de faqon 
6quivariante. Cela n'est pas possible en conservant la mesure naturelle de ces 
grodrsiques (sinon, par exemple, la norme stable des 616ments de F serait toujours 
entirre), mais on peut le faire en changeant la mesure qui les 6quipe. 

Le but de ce paragraphe est de construire une famille de triangles (remplaqant 
les triangles grodrsiques) 6quiprs d'un feuilletage, ou plus prrcisement d'une 
lamination remrdiant fi cet inconvrnient (Lemme II. 1). 

Dans le cas d'un groupe sans torsion, cette construction est la traduction 
topologique de l'existence, due ~ E. Rips et Z. Sela, de reprksentants canoniques fi 
l'ensemble des solutions d'un systSme d'rquations dans un groupe hyperbolique. 

Nous reprenons, fi quelques modifications mineures prrs, le texte [R-S2] afin de 
fixer les notions de "cylindre" et "tranche" utilisres par la suite. 

DI~FINITIONS. Un cylindre d'un segment grodrsique [p, q] c Ca(F) est un 
sous-ensemble du 56-voisinage de ce segment et qui le contient. Pour tout point 
v ~ C, une projection de v sur [p, q] drsigne un point de [p, q] qui lui est 56-proche. 

Un point v ~ C est dit 8tre fi gauche (resp. 3 droite) de Vo si la distance Iv - Vo ] 
est plus grande que 1006, et si une projection de v sur [p, q] est fi gauche (resp. 
droite) d'une projection de Vo. On note L(vo, C) (resp. R(vo, C)) l'ensemble des 
points siturs/t  gauche (resp. ~, droite) de vo. Cette notion de position est un peu 
drlicate: en particulier un point p '  du segment [p, q] n'est "fi droite" de p que si 

Ip -p'l  1006. 
Le d~calage de deux points vo et v~ de C est drfini par la formule suivante: 

d(vo, v , )  = ~'(L(vo, C) - L(v~, C))  - "(L(v,, C) - L(vo, C)) 

+ '~(n(v,, c )  - R(Vo, c ) )  - #(R(vo,  C)  - n ( v , ,  C))  

Par construction, le drcalage d est un cocycle : 

d(vo, v~) + d(v~, Vo) = 0 d(vo, v~) + d(v~, v2) + d(v2, Vo) = 0 
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On d6finit aussi la tranche tr(vo, C) d'un cylindre C contenant Vo : 

tr(vo, C) = {v E C/d(vo, v) = 0} 

I1 est important de noter que tr(vo, C) ne dbpend que de C et pas de la g6od6sique 

[P, q]. 
La fonction d6calage ordonne les tranches d'un cylindre fix6: on dit que 

tr(Vo, C) < tr(vl, C) si d(vo, vl) < O. 
Enfin, deux tranches tr(Vo, C) et tr(vl, C) sont cons~cutives si tr(Vo, C ) <  

tr(vl, C), et s'il n'existe pas d'616ment w tel que tr(vo, C) < tr(w, C) < tr(vl, C). 
On peut donc d6couper chaque cylindre C en une (unique) suite croissante 

C = [T1, T2"'" Tk] de tranches cons~cutives. 
L~ encore, il convient d'insister sur le fait que deux points cons6cutifs sur la 

g60d6sique [p, q] n'appartiennent pas n6cessairement fi des tranches cons6cutives; il 
se peut m~me qu'un point u situ6 fi droite d'un point v (pour rordre ordinaire) se 
retrouve dans une tranche d'indice inf6rieur. 

Tout ceci est bien d6fini dans un espace m6trique g60d6sique quelconque, et ces 
tranches, ainsi que la relation d'ordre < v6rifient des propfi6t6s de localit6 (Fig. 2). 

LEMME 1.1. a) Le diam~tre de chaque tranche est inf&ieur d 206; la distance 
entre la i-brae et la j-~me tranche est minorbe par E(li -j1/206) o~ E dAsigne la partie 
enti&e. 

b) Si deux tranches T et T' sont cons~cutives, V(p,p') ~ T x T', [p -p'l ~ 
4 0 6 + 1  <506. 

c) s i  les cylindres C et C' de deux segments [p, q] et [p', q'] coincident dans la 
boule de centre vo et de rayon 2006, les tranches correspondantes sont ~gales: 
tr(vo, C) = tr(vo, C'). 

(1 1 I I I:l I 

R > 2006 

Figure 2 



272 T. DELZANT 

d) Supposons que [Vo - v ~ [ <  1006 et que l'intersection C n C'  contienne Vo, v~ et 

que B(v o, 2006) c~ C = B(vo, 200t$) n C'  ; alors: 

Soit il existe un point situ~ ~ gauche de Vo pour C qui est aussi ft gauche de ce point 

pour C'  el tr(Vo, C) < tr(vl, C) r tr(vo, C') < tr(vl, C'). 

Soit, il existe un point situ~ d gauche de Vo pour C qui est f7 sa droite pour C', et 

tr(Vo, C)  < tr(vl, C) r tr(Vo, C')  > tr(vl, C'). 

e) Si v ~ C, si B(v, R ) n C  coi'ncide avec B(v, R ) n C ' ,  si C = [ T I ' T 2 " "  Tk] 

(resp. C'  = [T~ �9 T'2 " �9 �9 T~,.]) est la dbcomposition de C (resp. C')  en tranches cons~c- 
utives, et s i v  ~ T~ = T~. alors: 

Soit il existe un point situb a gauche de Vo pour C et C',  et si 1 (resp. m) d~signe 

le plus grand entier pour lesquel il existe v ~  Ti_ t (resp. T~+m) tel que 

[w - v l < R -- 2006, alors pour tout j de l'intervalle [ - I, m] on a Tg +j = T~. +j. 

Soit il existe un point situb a gauche de Vo pour C qui est ~ droite de Vo pour C',  

et si l (resp. m) dbsigne le plus grand entier pour lesquel il existe w ~ T~_ t (resp. 

Ti+m) tel que Iw - v[ < R - 1005, alors pour tout j de l'intervalle [ - l ,  m] on a 

T~_j = T~, +j. 

La d~monstrat ion de ce lemme 616mentaire est laiss6e au lecteur. [] 

Soient g~ . . . . .  g~ une famille d'616ments de F ;  on convient dans tout  ce qui suit 

que g_ ;  = g 7  ~ et que go = ld  est l'616ment neutre de F. Supposons que la famille de 
( g , . ) _ ~ f ~  soit solution d ' u n  syst6me d '6quations triangulaires w ~ . . . . .  w p, off 

w ~: gi~gj~gk~ = 1. Notons  que comme go = e certaines de ces 6quations triangulaires 
peuvent en fait &re de longueur 2. 

Pour  des raisons qui apparai t rons  clairement dans la suite, les inconnues g~ 
apparaissant dans ce systSme d '6quations sont appel6s les gkn~rateurs. 

On d6finit (en suivant [R-S2] une constante c(F) ne d6pendant que de F e n  

posant  c(F) = 2 ~u~o �9 #o + 2006, oti #o = 10662, et/)2di est le cardinal de la boule de 

F de centre e et de rayon 26. 

Une  fois donn6 une telle solution A un syst6me d'6quation, E. Rips et Z. Sela 

montrent  le: 

THI~ORI~ME 1.2. (JR-S2], Cor. 4.3 au Th. 4.2) Soit p = c(F)n. II existe pour 

chaque g~n~rateur gt, - n  < i < n, un cylindre du segment gbodbsique [e, gi], notk 

C(gi ), v~rifiant les propri~t~s suivantes: 

- (invariance)C(g,) = g~C(g_,) = g fC(g7  ~) 

-(stabili tY) Si w: khg = 1 est l 'une des ~quations du syst~me ~tudik et si r(w) = 

�89 + Ikl- Ihl), 

C(g) N B(e, r(w) - p + 2006) = C(k-~)  ~ B(e, r(w) - p + 2006) 
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De m~me, en consid6rant les 6quations hgk = 1, khg = I, et en posant  s(w) = 

1/2OI + Igl- Ikl), t(w) = l/2(Ikl + Ih l -  IgD, la propri6t6 d ' invariance montre:  

C(g) ~ B(g, s(w) - p + 2006) = gC(h) (-] B(g, r(w) - p + 2006) 

C(k 1) ~ B(k 1, t(w) _ p + 2006) = gC(h) ~ B(h- l ,  t(w) - p + 2006) 

(voir  la Fig. 3). 
(La  propri6t6 d ' invariance est le Lemme 3.2 de [R-S2].) 

Dans route la suite, on fixe une famille de cylindres v~rifiant ces propriktbs. 

La L-mesure des gbnkrateurs. Par  d6finition, si g est l 'un des g6n6rateurs 
intervenant  dans notre syst6me d'6quations,  la L-mesure  de g est le nombre de 
tranches du cylindre C(g). 

Pour  chaque g6n6rateur g, on fixe une courbe cg : [O, L(g)] ~ Ca(F) telle que 
% ( 0  soit un 616ment de la i-6me tranche de g. On peut choisir cette courbe de sorte 
que c g _ l ( L ( g ) - i ) = g - l e g ( i ) .  Grfice au l e m m e ' I . l . b ,  on voit que [ cg ( i ) -  
cg(i + 1)[ < 506. Doric, quitte fi remplacer  c~ par  la courbe g6od~sique par  morceaux 
qui joint ces points, on peut supposer  que ]cg(i - 1/2) - cg(i + 1/2)[ < 506. De plus 
le th6or6me II.1 dit que, si w :ghk  = 1 est l 'une des 6quations et si r(w)= 

1/2(Ig [ + Ikl - [ h i ) ,  alors C(g) ~ B(e, r(w) - p + 2006) = C(k - l )  n B(e, r(w) - p 
+ 2006). Donc, si l 'on pose iw = Max(i /[%(i)[  < r(w) - p, [Ck-~([k[-  i)1 < r(w) -- p), 

on remarque (gr~.ce au lemme I . l .e)  que, pour  i < iw, la i-6me tranche de C(g) 

f / 

R=l/2( g + k - h )-p+200~ 

/ 
/ 

k 

Figure 3 
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coincide avec celle de C(k -1) : 

Vi ~ iw, tr(cg(i), C(g)) = tr(ck-,(i), C(k- ' ) )  (*) 

Dans ce cas on dit que cg(i) est le vis-fi-vis de Ck-,(i). 

Remarque 1.1. (Cas oti F est sans torsion.) Si une translation de F laisse 
invariante un ensemble fini, elle repr6sente n6cessairement un 616ment d'ordre fini 
de ce groupe. Ainsi, si F est sans torsion, on peut choisir de fafon ~quivariante un 
point--appel6 centre--dans  chaque sous-ensemble fini (en particulier dans chaque 
tranche) de F. Dans ce cas, on peut d6finir cg(i) comme &ant le "centre" de la 
tranche tr(cg(i), C(g)). Cette courbe cg devient le repr&entant canonique de g au sens 
de [R-S2], et ( , )  devient: 

Vi < iw, c~(i) = Ck-,(i) (**) 

Lefeuilletage Aw. Pour chacune des 6quations de notre syst6me, w: khg = 1, on 
consid6re un 2-simplexe Aw; il se peut que que l'6quation consid6r6e soit de 
longueur deux et dans ce cas A west seulement un digone. Chaque cot6 de A west 
marqu6 par g, h, et k puis est consid6r6 comme segment de longueur L(g), L(h), 
L(k). 

On d6fini une lamination (la terminologie est celle de Thurston pour les surfaces) 
Aw de Aw, avec (au plus) une singularit6 de la faqon suivante (voir Fig. 4). 

a) Aw c~ [g] est constitu6 des L(g) points entiers de ce segment ; de mSme pour 
h e t k .  

b) si i<iw,  Cg(i) est le vis-fi-vis de Ck-l(i). Dans ce cas: tr(cg(i), 
C(g)) = tr(ck-~(i), C(k-1)), et l'on joint ces deux points par une feuille de Ao,. On 
proc6de d'une fagon analogue pour les deux autres cot6s. 

Les feuilles ainsi construites sont, par d6finition, les feuilles r~guli&es de Aw. 
c) On rajoute une singularit6 au centre de A~ fi laquelle on joint les points des 

trois cot6s qui n 'ont pas encore de vis-fi-vis. Les feuilles obtenues sont les feuilles 
singuli&es de Aw. 

Remarque 1.2. La lamination ansi d6finie ressemble beaucoup au feuilletage 
"horocyclique" de la Figure 1; au lieu de pr6server la mesure g6od&ique, elle 
pr6serve la L-mesure (en dehors des singularit6s). I1 convient cependant de noter 
que cette mesure ne satisfait pas en g6n&al l'in6galit6 triangulaire: si ghk = 1 est 
l'une de nos 6quations, on n'a pas en g6n6ral L(g) < L(h) + L(k). Une construction 
analogue pour les g6od&iques de longueur infinie a 6t6 fare  par M. Gromov ([Gr2], 
8.3.D), qui en d6duit l'invariance topologique du flot g6od6sique. On peut d'ailleurs 
remplacer dans ce qui pr6c6de la fonction d6calage de [R-S2], par la fonction L 
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A~ 

K 
co 

Figure 4 

introduite par Gromov, en modifiant un peu ([Gr2], 8.3.C) pour tenir compte du 
fait que le g6od6siques sont de longueur finie. 

Le graphe Kw. Par d6finition, ce graphe (en pointill6 sur la Fig. 4) est une 
r6union d'ar&es allant d 'un bord de A~ ~ l'autre de sorte que chaque eomposante 
connexe de A ~ -  K contienne une et une seule composante connexe de A~, et de 
pointes (ou demi-ar&es) s6parant les feuilles singuli6res de A. Ainsi K~ c~ law est 
constitu6 des points ~ coordonn6es demi-enti~res pour la L-mesure de chacun des 
cot6s de ce triangle. 

Grace au th6or6me 1.2.a, on voit que le hombre de points d'un cot6 de Aw 
n'ayant pas de vis-fi-vis dans l'un des deux autres cot6s n'exe6de pas 206p. Le 
graphe K~ et la lamination Aw satisfont done: 

LEMME 1.3. Dans le triangle Aw il y a au plus 3.20p0 feuilles singuli~res de A~. 

II. Le poly~dre feuillet~ P 

Soit G u n  groupe de presentation finie, et h : G ~ r un homomorphisme. 
Un argument de triangulation montre qu'il existe une presentation de G dont 

toutes les relations sont de longueur trois, ou peut-&re deux s'il y a de la deux 
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torsion. Dans tout ce qui suit, une telle prrsentation: (G~ . . . . .  Gn ; w~ . . . .  , win) est 
fixre. 

Soit P l e  polyrdre de van Kampen de cette prrsentation: c'est le polyrdre de 
dimension deux dont le 0-sequelette est rrduit fi un point, le 1-squelette est 
l'ensemble des grnrrateurs, et le deux squelette est constitu6 de triangles (2-sim- 
plexes) et digones (Aw,)~ ~ ~ correspondant aux relations de longueur deux et trois. 
Son groupe fondamental est G. 

Par drfinition, la famille des g~ = defh(G~) forme une solution du systrme 
d'rquations w~... w~ dans F, de sorte qu'on peut appliquer la construction prrcr- 
dente: chaque face A~ de P e s t  6quipre d'une lamination Aw, et d'un graphe Kw. 
Comme le long de deux faces adjacentes, Aw et kw coincident, P e s t  6quip6 d'un 
graphe K et d'une lamination A. 

Pour chaque triangle w, les feuilles de Aw sont des segments tracrs dans P; on 
les appelle les arcs de A: ce sont les traces sur les triangles des feuilles de A. On 
distingue comme prrcrdement les arcs rrguliers des arcs singuliers. Ainsi, les feuilles 
de A sont obtenues en mettant bout ~ bout les arcs de A. 

Le groupe F 6tant hyperbolique, il est de prrsentation finie, et l'on peut choisir 
un polyrdre de dimension deux simplement connexe H, 6quip6 d'une action de F, 
dont le 1-squelette est le graphe de Cayley de F, et tel que le quotient H / F  soit fini; 
on note e e H l'origine naturelle de Ca(F).  On 6quipe H d'une mrtrique de longueur 
F-invariante it gauche qui donne la longueur 1 ~ chaque arSte du graphe de Cayley. 

On rralise l'homomorphisme h comme application continue (abusivement) notre 
h : (P, So) ~ ( H / F ,  e) en prenant soin ~ ce que l'application relevre au rev&ement 
universel (h" : P ~ H) satisfasse la condition suivante: si g = h(G~) drsigne l'un des 
grnrrateurs, et si [g] drsigne le cots correspondant de/~ paramrtr6 par l'intervalle 
[O, Lg)], ~g]) est la courbe G(t) du graphe Ca(F) joignant e fi g.e. Le prolongement 
au 2-squelette de P e s t  arbitraire (parmi les prolongements continus). 

LEMME II. 1. a) Soient  Ii . . . . .  In une fami l le  composable d '  arcs r~guliers de A. 
A extr~mit~sf ix~es,  le chemin h(ln " '"  l l)  de H / F  est homotope ~ chemin de longueur 
inf~rieure il 20. t~. 

b) De m~me,  si Cl" �9 �9 c~ sont des ar~tes composables du graphe K, h(cl " �9 �9 c~) est 
homotope,  ~ extr~mit~s fix~es, ~ un chemin de longueur inf~rieure ~ 100.6. 

Dbmonstration.  a) L'image par ~" du rev&ement universel ff de Pes t  une famille 
infinie de triangles (non grodrsiques) de Ca(F)  donc chaque cot6 est 6quip6 d'un 
cylindre. Relevons le chemin h(ln �9 �9 �9 l~) ~t travers le rev&ement universel H ~ H / F .  

Soit e([[(li " "  Ii )) l'extrrmit6 du chemin relev6 ~'(li . . .  11), et C~ le cylindre du cot6 
du triangle de Ca(F)  le contenant. En appliquant la propri&6 (.)  du paragraphe I, 
on remarqur que la suite des cylindres C~ et des points e([[(l~... 11)) vrrifie: 
tr(e([[(li, It _ 1" ' "  Ij )), Ci ) = tr(e([[(li - i " " 11 )), Ci - l ). 
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Ainsi, si o d6signe l'origine de nr(ll ), toutes les extr6mit6s e(~(l~ �9 .. ll )) sont dans 
une m6me tranche tr(C~, o) qui est un sous ensemble de diam6tre inf6rieur ~ 206 de 
Ca(G) (lemme 1.1.) 

En particulier, la distance dans H de e(f[(l~ �9 �9 l,)) ~ o est inf6rieure au diam6tre 
de la tranche tr(o, C~). Comme H est simplement connexe, on peut homotoper cette 
c o u r b e - - ~  extr~mit6s fix6es--une g6od6sique de Ca(F) c H, qui est de longueur 
inf6rieure au diam6tre de la tranche. La projection dans H / F  de cette homotopie 
homotope h( l~ . . .  In) ~t un chemin de longueur inf6rieure ft, 206 (le diam&re de la 
tranche). 

Pour b), il suffit de remarquer que la distance IcAi) - % 0  + 1/2)1 n'exc6de pas 
253. [] 

Remarque II. 1. Supposons de plus F sans torsion, choisissons de faqon 6quivari- 
ante un centre ~. chaque tranche comme ~ la remarque 1.1, et prenons pour cg(i) le 
centre de la tranche qui le contient; dans ce cas (**) dit que l'extr6mit6 du chemin 
e(g(ll �9 �9 �9 l,)) coincide avec son origine, et l 'on peut renforcer la conclusion du a) du 
lemme pr6c6dent: le lacet h( l , . . "  ll) de H / F  est homotope ~i z6ro. 

Malheureusement, cela est impossible ~ faire pour un groupe avec torsion, sinon 
on arriverait ~ une contradiction (voir la remarque III.1). 

III. Le graphe de groupe X 

Dans ce paragraphe, on d6coupe le poly6dre P suivant le graphe K, on montre 
que pour chaque composante Q, le groupe h(rr I (Q) est engendr6 par des 616ments de 
longueur born6e (en fonction de T(G)), et on applique le th6or6me de van Kampen 
pour conclure. 

On garde les notations du paragraphes pr6c6dent. Pour chaque composante 
connexe K, du graphe K, on note NK,  un petit voisinage r6gulier de K, dans P. Les 
composantes connexes de K sont de trois sortes: 

Type I: K, ne contient pas de pointes et N K , -  K, a deux composantes 
connexes. Dans ce cas pour chacune des ces deux composantes N~K, et N2K,, 
lr, (N,K,)  = rr, (NK,).  

Type II: K, ne contient pas de pointes et NK,  - K ,  est connexe. Dans ce cas, 
x t ( N K ~ -  K~) est d'indice deux dans ~I(NK,) .  

Type III: /~  contient une pointe. 
Le troisi~me cas m~rite une &ude un peu plus d&aill6e: 

L E M M E  III.I.  Si K~ contient une pointe, NK~ - K~ est connexe, et l 'homomor- 
phisme rq (NK~ - K~) ~ nl(NK~) est surjectif. 
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Dkmonstration. On veut homotoper  toute courbe de NK, dans NK, ~t une courbe 
de N K , -  K,. Pour ce faire, il suffit d'61iminer successivement les intersections, 
suppos6es transverses, de cette courbe avec K~. On peut le faire en poussant chaque 
point d'intersection le long de K, pour l 'amener jusqu'fi une pointe; celle-ci permet 

de la supprimer. [] 

Soit K'  = K - {K1 �9 �9 �9 Kp} le graphe K priv6 de ses composantes fi pointes. 
Comme pour toute composante fi pointe K, de K, NK, - K s  est connexe, les 

composantes connexes de P - K sont celles de P - K' .  
En particulier, si Q est une composante connexe de P -  K',  Q contient une 

unique feuille AQ de la lamination A, et rc~ (A) ~ rt z (Q) est surjective: par construc- 
tion du graphe K, P - K est un voisinage tubulaire de A, et enlever les composantes 

pointes ne change rien (fi cause du Lemme III.1). 
On consid6re alors le graphe de groupe Y (voir [Se], IS-W], [D-D]) dont les 

sommets sont: 

a) les composantes connexes de P - K' ,  marqu6es par leur groupe fondamental. 
b) les composantes de type II de K marqu6es par n~ (NK~). 

Les ar6tes de Y sont: les composantes connexes de type I ou II de K, marqu6es 
par le groupe fondamental n~(NKs) et n~ (NK~ - K s )  respectivement; les homomor-  
phismes d 'at tachement des ar~tes vers les sommets sont 6vidents. (Attention, les 
homomorphismes d'attachements des groupes d'ar6tes dans les groupes de sommets 
ne sont pas injectifs avec notre d6finition; si on pr6f~re qu'ils le soient il convient de 

remplacer les groupes fondamentaux intervenants dans la d6finition de Y par leurs 

images dans G = rq (P). 
Une composante connexe Q de P - K '  est dite rbgulikre, si AQ ne contient pas 

de singularit6, singulikre sinon; le sommet correspondant est alors dit r6gulier ou 
singulier. Les sommets de type b sont aussi consid6r6s comme singuliers. 

En appliquant le th6or6me de van Kampen,  on remarque que l 'homomorphisme 
canonique rq(Y, tro) ~ G = n~(P, So), off nl(Y, tro) d6signe le groupe fondamental 
de ce graphe de groupe au sens de la th6orie de Bass-Serre IS], [S-W], [D-D], et ao 
la composante privil6gi6e de P -  K contenant So, est bijectif. 

Enfin, le graphe de groupe X est le graphe obtenu en remplaqant dans Y les 

stabilisateurs de sommets et d'ar~tes par  leurs images respectives dans le groupe 
n~(H/h(G)) c F. Notons que ce graphe poss~de une origine so privil~g6e, qui est la 

seule composante contenant le seul sommet de P. 
Par construction, l 'homomorphisme h se factorise ~ travers n~ (X, so). 
Le lemme suivant est la clef de la d6monstration. 
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LEMME 111.2. a) Si Q est une composante rbguli~re de P - K', h(nl (Q)) est fini. 
b) Les stabilisateurs d'ar~tes de X sont fnis.  

Dbmonstration. a) comme b) r6sultent imm6diatement du lemme 11.2, et du fait 
que n 1 ( A ) ~  tel(Q) est surjective: l'image par h de toute courbe compos6e d'arcs 
r6guliers de A (of1 d'arStes de K) est homotope fi extr~mit6s fix6es fi une courbe de 
longueur born6e. En particulier si AQ ne contient que des arcs r6guliers, l'image par 
h .  de son groupe fondamental est un sous-groupe born6, donc fini, de F. 

La d6monstration du a) du lemme suivant n'est pas sans rappeler celle, dfie fi M. 
J. Dunwoody ([D-D], VI 4, VI 6), de l'accessibilit~ des groupes de pr6sentation finie; 
nous ne l'utiliserons que pour pr6ciser le th6or~me principal. 

LEMME 111.3. a) Le graphe X a au plus T(G) + b~(G, Z2) sommets singuliers. 
b) Si une ar~te y ne s@are pas le graphe X, h se factorise ~ travers une 

HNN-extension au dessus d'un groupe fini. 
c) Si une ar~te y s@are le graphe en deux morceaux X = :(1 Wy )(2, avec so ~ X1, 

alors soit h se factorise (non trivialement) ~t travers une somme amalgam~e au dessus 
d'un groupe fini, soit h(nt(X 1 , So)), est conjugu~ ?l h(rq(X2, *)). 

Dbmonstration. a) Chaque triangle de P contient au plus une singularit6; il y a 
donc au plus T(G) sommets singuliers de type a. 

S i s  est un sommet singulier de type b, il est l'extr6mit6 d'une unique ar&e, et 
le stabilisateur de celle-ci est exacement d'indice deux; il existe donc un homomor- 
phisme de G ~ valeur dans Z / 2 Z  qui envoie tous les stabilisateurs des sommets sur 
l'616ment neutre, sauf celui de s, et qui envoie celui-ci surjectivement sur Z/2Z.  Les 
homomorphismes ainsi construits correspondants fi des sommets distincts sont 
ind6pendants sur Z/2. Ainsi leur hombre ne peut exc~der bl(G, Z /2Z) .  

b) Soit y cette ar&e; d'apr~s le lemme III.2, l'image par l 'homomorphisme h de 
nl (Ky) est un groupe fini. Donc le graphe X a une ar&e non-s6parante fi stabilisa- 
teur fini; la th6orie de Bass-Serre dit que le groupe fondamental de X est une 
HNN-extension au dessus de ce groupe. 

Pour c), on raisonne comme en b), mais on suppose maintenant que l'ar&e 
s6pare le graphe. En notant Cy le stabilisateur (fini) de cette ar&e, Cy = h(~l(Ky)), 
on distingue trois possibilit6s: 

1) 7[l(Xl) r Cy et n~(X2) # Cy 
2) =~(X:) = C~ 
3) n~(X~) = Cy 

Dans le premier cas l 'homomorphisme se factorise h travers une somme amal- 
gam6e au dessus d'un groupe fini. Dans le second, h(nl (Xt, so)) = h(nt(X, so)). Dans 
le troisi6me, h(gl(X2) ) est conjugub fi h(rq(X, so)) (So ~ X2). [] 
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Fin de la d6monstration 

Pour montrer le th6or6me de l'introduction, on suppose que l 'homomorphisme 
h 6tudi6 ne sefactorise pas ~ travers une somme amalgam6e ou une H N N  extension 
au dessus d 'un groupe fini. Appliquant le lemme III.3 ~ toutes les ar~tes, on volt que 
pour une composante Q~ de P - K ' ,  h(G) = h(~(X,  So)) est conjuguO g~ h,(zq (Q~)), 
ce second groupe n'6tant bien d6fini qu'~ conjuguaison pr6s. Si A~ d6signe la 
lamination de Q~, consid6r6e maintenant comme graphe trac6 dans Q~, A~ contient 
tous les arcs singuliers de A, et il y e n  a au plus T(G) . p  �9 606 (~ cause du Lemme 
1.3). L'application ~z~ (A~) ~-~ ~ (Q~) 6tant surjective, pour d6montrer le th6or6me de 
l 'introduction, et compte tenu du lemme II.1, il suffit de poser er = c(F) " 104 �9 62, et 
d'appliquer ~t A~ le: 

L E M M E  111.4. Soit A un graphe connexe. L l e  1-squelette de A, E un espace 

mbtrique, et h : A ~ E une application continue. Supposons que: 

1) pour toute ar~te l de A h(l) est homotope, ~ extrbmitks fixbes, d u n e  courbe de 

longueur infbrieure ~ 206. 
2) il existe un sous-ensemble fini Lo de l'ensemble L des ar~tes tel que si l~ �9 �9 �9 In 

est une suite d'ar~tes composables de L - Lo alors l'image par h de Ii " �9 " In est 

homotope, gt extr~mitOs fixbes, gt une courbe de longueur infbrieure fi 206. 
Alors pour tout sommet s de A, h , ( ~ ( A ,  s)) est engendrk par des courbes de 

longueurs inf&ieures ?l (4# Lo + 3)206. 

Dbmonstration. Soit T u n  arbre maximal trac6 dans A; pour tout sommet s '  de 
T l e  segment [s, s'] c T contient au plus # Lo arfites de Lo ; d o n c  son image est 
homotope, ~i extr6mit~s fix6es, fi une courbe de longueur inf6rieure 
(2~Lo  + 1)506. Or n~(A, s) est le groupe libre engendr6 par les courbes de la forme 
[s, s']a[s", s] off Is, s'] et [s", s] sont des segments de T, e t a  une arfite n 'appartenant  
pas ~i T joignant s'  ~ s". [] 

La d6monstration que nous venons d'achever donne mieux que le r6sultat 
annonc6 darts l'introduction: partant d 'un groupe de pr6sentation finie G, et d 'un 
homomorphisme h de G dans F, nous avons produit un graphe de groupe X. Soit 
)( le graphe obtenu ~i partir de X de la faqon suivante: les sommets de )? sont les 
sommets non triviaux de X, off l 'on dit qu'un sommet est trivial s'il est r6gulier et 
de valence un ou deux: dans ce cas, son stabilisateur est 6gal fi celui des deux ar&es 
adjacentes. Les ar&es de )? sont les intervalles de X compos6s d'une suite y~, 

Y z ' " Y k  d'ar~tes composables de X telles que e ( y , ) = o ( y 2 ) ,  e ( y 2 ) = P ( Y 3 ) " "  
e(yk_~)  = O(yk) soient des sommets triviaux. Ces ar~tes sont marqu6es par le 
stabilisateur commun des y;. 
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Ce graphe .~ = )?(G, h) v6rifie les propri6t6s suivantes. 

- I1 existe deux homomorphismes  s : G  ~--~ nl()~) (surjectif) et h ' :  nl( ,~)~-~F 
tels que h = h'os. 

- le nombre de sommets de ,(" est major6 par T(G) + bl(G, Z / 2 Z )  

- le nombre d'ar6tes de )? est major6 par T(G) + b~(G, Z / 2 Z )  + bl(G, Z ) .  

- la restriction de h '  au stabilisateur de chaque sommet et chaque ar~te est un 

isomorphisme sur son image qui est engendr6e par des 616ments de F dont  la somme 

des longueurs est born6e par erT2(G) �9 

- les stabilisateurs d'ar6tes sont finis. 

L'ensemble des (classes d' isomorphismes) de graphes de groupes satisfaisant 

cette propri6t6 est fini. L'existence mSme d 'un graphe de groupe satisfaisant toutes 

ces proprir t rs  est un version raffinre du throrrme annoncr.  

Supposons de plus F sans torsion: dans ce cas, le groupe fondamental  de X est 

le produit  libre des stabilisateurs de ses sommets et d 'un  groupe libre. Ce cas 

particulier est susceptible d'etre drcrit par un 6nonc6 synthrtique: 

THI~ORI~ME Ill .  1. Soit G un groupe de presentation finie, F u n  groupe hyper- 

bolique sans torsions, et t r le groupe libre de rang r. II existe des sous-groupes 

G1 . . . . .  Gn de F, engendr~s par des ~l~ments de longueurs inf~rieurs ~ ~6 ' TZ(G), tels 

que tout homomorphisme de G dans F se factorise en un homomorphisme surject i f  

s : G ~ Git * * * Gik * L r ,  k + r < rankG, et un homomorphisme h' : Gi~ * * * Gik * 

Lr ~ F dont la restriction ?t Gi transforme ce groupe en l'un de ses conjugu~s. 

Cet 6nonc6 grnrralise le rrsultat principal de [R] sur la stratification de l'espace 

des modules des solutions d 'une 6quation quadratique (pour  arriver ~i un 6nonc6 

analogue, [R] supposait que G est un groupe de surface, et F l e  groupe fondamental  

d 'une vari&6 complrte  ~i courbure majorre par une constante nrgative dont le rayon 

d'injectivit6 tend vers zrro ~i l'infini). 

Remarque III. 1. Notre  raisonement montre a contrario l'impossibilit6 de trouver 

des reprrsentants canoniques (au sens de [RS2]) ~ un systrme d'~quations dans un 

groupe hyperbolique ayant de la torsion: si cela 6tait possible, en raisonnant comme 

~i la remarque II. !, on montrerait  que si une arfite de X est triviale, son stabilisateur 

est trivial; ainsi, le groupe F de l ' rnonc6 du thror rme principal serait trivial. I1 est 

facile de faire un contre-exemple: si G = F = A *F B, A, B, F &ant tous trois finis 

et sont tels que le commutan t  de F dans A et B est diffrrent de F, alors le commutant  

de F dans G contient un groupe infini cyclique: le groupe engendr6 par x = ba si 

[b, F] = [a, F]  = F. Les sous-groupes A *FXnBx -~ de G = F sont deux-~-deux non 
conjugurs et tous isomorphes ~i G: il existe donc une infinit6 d 'homomorphismes  



IV. Appendice (Un exemple) 

Casn~ 

I1 est bien connu ([Gr], [CDP], GH]) que les sous-groupes ab61iens d'un groupe 
hyperbolique sans torsion F sont les sous-groupes infinis cycliques. En particulier, 
tout homomorphisme h:Z2v--~ F se factorise h travers l'extension H N N  1,1 du 

C 
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injectifs de G v e r s r  deux-fi-deux non conjugu6s, et aucun ne se factorise fi travers 
un produit libre. 

a ~ b 

c 

Cas nO 2 ~ 

Figure 5 
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groupe r6duit ~ un 616ment par lui-m~me. On peut le voir (m6me si c'est une 

d6monstrat ion tr6s peu naturelle de ce fait 616mentaire) en utilisant le feuilletage A 

introduit au paragraphe I e t  II. L'exemple off F = Z est le groupe libre de rang 1 
6quip6 d 'un  syst6me non libre de g6n6rateurs illustre la n6cessit6 d ' introduire A. 

Dans cet exemple, G = Z 2 : (abc  = bca = 1); le poly6dre P n'est autre que le tore 
T2; F = Z engendr6 par u, et on d6fini h par h(a) = u 3, h(b) = u 9, h(c) = u -  12 

Premier  cas. Le groupe F = Z est 6quip6 d 'un  syst6me de deux g6n6rateurs u, 

v = u 2. Les 6critures g60d6siques de h(a), h(b), h(c) sont h ( a ) =  uv, h ( b ) =  uv 4, 

h(c) = v - 6 .  Comme le montre  la Figure 5, le feuilletage "horocycl ique" induit sur 

P par h n'est pas tr6s utile: son unique feuille non singuli6re est une courbe 

homotope  ~ a4b -~ dont  l ' image par h est non-nulle. 

Second cas. Le groupe F = Z est 6quip6 de son g6n6rateur naturel (un seul 
616ment u). Dans ce cas h(a) = u 3, h(b) = u 9, h(c) = u -  12 sont des 6critures g6od6- 

siques; mais ce sont aussi des repr6sentants canoniques au sens de [R-S2] (comme le 
graphe de Cayley de F est une droite, les triangles sont plats). Le feuilletage A a 

trois composantes  qui sont des courbes homotopes  ~ b - l a 3 .  La structure de graphe 

de groupes qu'acquiert  Z 2 est celle d 'un  cycle ~ trois sommets et ar~tes marqu6s 

d 'un  m~me infini cyclique Z qui est le noyau de h. Ainsi, h se factorise ~ travers le 

groupe fondamental  du graphe de groupes dont  le graphe sous-jacent est le cycle 

trois sommets et tous les  stabiliteurs de sommets et d'ar~tes sont triviaux. 
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