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Reégression et multicolinearitée

La multicolinéarité se caracterise par:

Une variabilité tres grande des coefficients de régression

Une incohérence des signes des coefficients instables d’un
¢chantillon a 1’autre

Des modeles de régression qui fit bien I’¢chantillon d’apprentissage
mais qui se generalisent tres mal.
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Reégression et multicolinearitée

y=Xpf+¢
s = argminly— X o[
Si XX inversible — ﬁOLS =(XX)' XYy
var (ﬁOLS) = oX(XX")"
C=(XX)"
1

1-R?

J

—)oosin—>1

var(fos) —> ©
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Si X'X est singuliere comment l'inverser ?

> 1) Diagonaliser XX

\ W\ A AR AR A A G\ N

(XX) =V==)!
B=(XX)Y Xy=VSWVsUYy=VE"Uy

Inverse géneralise de Moore-Penrose, solution de norme minimum

— PCR
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Si XX est singuliere comment l'inverser ?

2) Tridiagonaliser X’X

Meéthode de Lanczos (1950) pour I’approximation des plus
grandes valeurs propres de matrices symeétriques.

Soit b un vecteur et 4 une matrice symétrique, Lanczos construit une
séquence de matrices tridiagonales W, AW,

Les wvecteurs qui composent W, sont construits par
orthogonalisation de Gram-Schmidt de la série de Krylov:

K(b,A,j)= (b, Ab, A%, ..., Aib)

En particulier la régression PLS correspond a: b=XYy et A=XX

Lanczos C.. (1950). An iterative method for the solution of the eigenvalue problem of linear differential and
integral operators. J. Res. Nat. Bur. Standards, Sect B.



Si X'X est singuliere comment l'inverser ?

W =GS K(Xy,XX,a)=GS( Xy, XXXY,...,(XX) " XY)

N

I =W (W XXW,) WX

'éjLS _ VVa (VVL;AVVG)_I VVarAléOLS

Projection A orthogonale de ,é o sur vect(W))

Cornelius Lanczos (1893-1974)
mathématicien et physicien hongro

Lanczos C.. (1950). An iterative method for the solution of the eigenvalue problem of linear differential and
integral operators. J. Res. Nat. Bur. Standards, Sect B.
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Si XX est singuliere comment l'inverser ?

3) Une factorisation particuliere de X
X =URW'" avec UU =W'W =1 et R inversible

B=Xy=WR'UY

L’algorithme Bidiag2 de Golub et Kahan (1965) construit une matrice R bidiagonale a
droite et donc facilement inversible.

u, =0

w,=XYy/ HX h%

u =k[Xw —u_ (u_Xw)l], i>1

w,, =k[Xu, —w(WXu,)], i1

Golub G. and Kahan W. (1965). Calculating the singular values and pseudo-inverse of a matrix, SIAM Journal
on Numerical Analysis, 2: 205-224.
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Exemple: Régression et multicolinéaritée

AUTO FOIDS VITESSE PRIX

ALFASUD=T1=1350 870 165 30570
AUD 1-100-L 160 39990
SIMCA-1307-6LS 152 29600
C I TROEN-GS-CLUB 151 28250
FIAT-132-1600GLS 165 34900
LANC 1A-BETA=1300 160 35480
PEUGEDT=504 154 32300
RENAULT-16-TL 140 32000
RENAULT-30-TS 180 47700
TOYDTA=CORDLLA 140 26540
ALFETTA-1-66 175 42395
PRINCESS=1800<HL 158 33990
DATSUN=200L 160 43980
TAUNUS-2000-GL 167 35010
RANCHOD 144 39450
MAZDA-9295 165 27900
OPEL-RKDRD-L 173 32700
LADA=1300 140 22100

= sk s sk i
00 =J O U B £0 P == O LD 0 =J O U B 0O P —
o . . . —

0 =J O U i ©0 PO == O L0 00 =J O U7 B 0O P =
= ks ek s ik i s ks ks ek
MO A~-NR DU~ OHO D ~®
— 0 U1 O O LD PO NS =) 00 00 LD LD B = 0 = =
- -t -

U 1D L0 I 00 =] 1) T = ) = ) 00
ronNWuooooOUIoooo

-
e
=
-
- -
=
-
- -
-
. -
_
-
- -
-
e
= B
-
-
-
—d
-
-
-
-
=
-




=
e
-
-
-
=
-
- -
-
. -
=
-
- -
- =
=
= B
-
-
-
. -
-
-
-
-
=
-

Exemple: Régression et multicolinéaritée

PRIX

FRIX 1.00000
CYL 0.63858
0.0043

FUI 0.73870
<.0001

LON 0.64376
0.0039

LaR 0.54665
0.0189

POIDS 0.75329
0.0003

VITESSE 0.58176
0.0113

CYL

0.63858
0.0043

1.00000
0.79663
<.0001

0.70146
0.0012

0.62376
0.0051

0.7889%
<.0001

0.66493
0.0026

FUI

0.79870
<.0001

0.79663
<.0001

1.00000
0.64136
0.0041

0.52083
0.0267

0.76529
0.0002

0.84438
<.0001

LOM

0.64376
0.0039

0.70146
0.0012

0.64136
0.0041

1.00000
0.84927
<.0001

0.86809
<.0001

0.47593
0.0459

LAR

0.54665
0.0189

0.62376
0.0051

0.52083
0.0267

0.84927
<.0001

1.00000
0.71687
0.0008

0.47295
0.0475

FOIDS

0.75329
0.0003

0.73895
<.0001

0.76529
0.0002

0.86809
<.0001

0.71687
0.0008

1.00000

0.47760
0.0450

VITESSE

0.58176
0.0113

0.66493
0.0026

0.84438
<.0001

0.47593
0.0459

0.47295
0.0475

0.47760
0.0450

1.00000

Toutes les variables apparaissent significatives et corrélées positivement

avec le prix.




Exemple: Régression et multicolinéaritée

Procédure REG
Modé&le : MODELI1
Var iable dépendante : PRIX

Nombre d'obserwvations lues
Mombre d'observations utilisées

finaly=s=e de variance

Somme des Mowvenne
Source carres quadratique

Modé le 520591932 86¥65322

Erreur 213563858 19414896
Total =ommes corrigées 734155790

Root HMSE 4406 .23379 R carré
Moyvenne dépendante 34159 R car. ajust.
Coeff Var 12.89924

Valeurs estimées des paramétres

Valeuwr estimée Erreur
Variable des paramétres tvpe Pr > it}

Intercept =-8239.36268 42718
CYL -3.50518 .55060
FUI 282 .16880 . 88297
LON -15.03766 74749
LAR 208.69377 04788
FOIDS 12.57468 .622119
VITESSE -111.11355 25657

. 8506
. 5406
.1349
. 9098
.6225
L6197
.6270
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Exemple: Régression et multicolinéarité : PLSR

The PLS Procedure

Var iation en pourcentage expliquée
par Partial Least Sgquares Factors

Hombre
de Variables
facteurs Effets du modéle dépendantes
extraits fictuel Total fictuel Total

1 73.6230 73.6230 60.8374 60.8374

Parameter Estimates for Centered and Scaled Data
PRIX

Intercept 0000000000
CTL . 1457852413
FUI . 1823397520
LONW . 1469668392
LAR . 1247976334
FOIDS .1719738622
VITESSE .1328131564

Parameter Estimates
PRIX

Intercept 36629
CYL .56208
FUI .B0OBG0O
LONW . 68699
LAR 34048
FOIDS .25174
VITESSE . 89164
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Exemple: Régression et multicolinéaritée

AlTO POIDS VITESSE PRIX

ALFASUD-TI1-1350 ar7o 165 J0570
AuD 1 -100-L 1110 160 39990
SIMCA-1307-GLS 1050 152 29600
CITROEN-GS-CLUB 930 151 28250
FIAT-132-16006GLS 1105 165 34900
LANC 1A-BETA-13200 1080 160 35480
PEUGEOT-504 1160 154 32300
RENAULT-16-TL 1010 140 32000
RENAULT-30-TS 1320 180 47700
TOYOTA-COROLLA 815 140 26540
ALFETTA-1-66 1060 175 42395
PRINCESS-1800-HL 1160 158 33990
DATSUN-200L 1370 160 43980
TAUNUS=-2000-GL 1080 167 35010
RANCHO 1129 144 39450
MaZDA-9295 1095 165 27900
OPEL -RKORD-L 1120 173 32700
LaDA=-1309 355 140 221090
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Exemple: Régression et multicolinéarité: PLSR

The PLS Procedure

Variation en pourcentage expliguée
par Partial Least Sguares Factors

Hombre
de Variables
facteurs Effets du modéle dépendantes
extraits fAictuel Total fAictuel Total

¥3.6230 ¥3.6230 60.8374 60.8374
L0379 82.6609 6.2420 67.0794
L2571 91.9181 2.3752 69.4546
.6704 96.5885 0.9020 ¥0.3566
.4807 99. 0691 0.4523 f0.3090
.9303 100,0000 0.1013 ¥0.9103

Parameter Estimates for Centered and Scaled Data
PRIX

Intercept 0000000000
CTL . 1994486089
PUI . 8749117597
LON . 0505879950
LAR . 1687469748
POIDS . 2620680197
VITESSE . 2052720153

Parameter Eztimates
PRIX

Intercept 36267V
CYL .5o5182
PUI 168803
LON . 037660
LAR 693773
POIDS .574678
VITESSE 113551
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Exemple: Régression et données mangquantes

AUTO CYL LON POIDS VITESSE PRIX

ALFASUD-T | -1350 , 3393 870 165 30570
AUD I =100-L 1588 . 468 1110 160 39990
SIMCA=-1307-GLS 1294 " 1050 152 29600
C I TROEN-GS-CLUB 1222 412 930 151 28250
FIAT=132=1600GLS 1585 439 . 165 34900
LANC |1A=-BET#A~1300 1297 429 1080 . 35480
PEUGEDT=504 1796 449 . 154 32300
RENAULT=-16-TL 1565 424 1010 140 32000
RENAULT-30-TS 2664 . 1320 180 47700
TOYOTA=COROLLA 1166 . 399 815 140 26540
ALFETTA-1-66 , 428 1060 175 42395
PR INCESS=1800<HL 1798 . 445 1160 158 33990
DATSUN-200L 1998 " 1370 160 43980
TAUNUS-2000-GL 1993 438 1080 167 35010
RANCHO 1442 431 . 144 39450
MAaZ2DA=-9235 1769 440 10395 , 27900
OPEL =RKODRD=L 1979 459 . 173 32700
LADA=1300 1294 404 955 140 22100

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1
2
3
4
5
6
7
8

0 =) O U1 B GO O = O LD 0D =) O O G GO PO =

[ )

228 proc pls data=lib.voitureswithmis=sing METHOD=PLS (ALGORITHM=NIPALS JCV=BLOCK details;
229 model PRIX=CYL PUI LON LAR PDIDS VITESSE/=olution;

230 run;

RROR: Ho walid observations.
OTE: 18 observation(s) lue(=s) dans la table LIB.VYOITURESHITHMISSING.
OTE: Procédure PLS a utilisé (Durée totale du traitement) :

temps réel 0.00 zecondes

tempz UC 0.00 seconde=s
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Exemple: Régression et multicolinéaritée
PLS-NIPALS

Coeff (PRIX)
-33851,4
2,6477
56,8296
44,5767
122,162
6,98538
73,6172
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Reégularisation

Nécessité de régularisation afin d’obtenir un modele prédictif stable
- Régularisation par réduction de la dimensionnalite: PCR/PLS
- Régularisation par pénalisation L1(Lasso), L2 (Ridge), LI&L2 (Elastic n
Remarques:

- Ridge = OLS stabilisé
- Elastic net = Lasso stabilise
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Régularisation et biais

- Théoreme de Gauss-Markov:

Gauss : 1777-1855 Markov : 1856-1922
IBOL g est de tous les estimateurs sans biais celui de variance minimale
(BLUE)
—>  On ne peut diminuer la variance qu’en biaisant I’estimateur

— Compromis biais-variance
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Compromis biais-variance

MSE(f) :E[(ﬁ—ﬂ)’ (ﬁ—ﬂ)}
=(E(B) _ﬁ)' (EB)-B)+ E{(ﬁ—E(ﬁ))' (ﬁ—E(ﬁ))}
= biais? + variance( ,3 )

Quel est le biais de PLS ?
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PLS shrinks (1995) de Jong, Jounal of Chemometrics




Régression biaisée

Iébiaisé = Zi:f (ﬂ’i)ﬁi

f ( ﬁ) <1 — diminution de la variance de la i°" composante
1
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Reégression ridge et biais

B =a1rgmﬁin||y—Xﬂ||2 + A 8> - Ber :(X’X+ﬂ,])_1 XY

Pz Pis
1+ A4

A - A A 2 1 P Pas
ﬂ — E—’ﬂl f(ﬂl)<1 Dre = 1
RR P ﬂ«i+l 1+ A1+ 4
P51 P2

1+4 1+4

Remarque: Un effet subtile de la ridge est de contraindre a tendre vers
des valeurs voisines les coefficients associés a des variables corrélées.
On retrouve cet effet avec PLS.

Hoerl A.E.. and Kennard R.W. (1970). Ridge regression: biased estimation for non orthogonal problems. Technometrics20
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Reégression PLS et biais

Brus :i{l‘ﬁ@—iﬂﬁl

i=1 j=1 H;

H,; = vecteur de Ritz

= approximation de A; au sous -espace de Krylov

Span{Xj/,XXXj/,...,(X'X)p Xj/}

Relation non claire en terme de « shrinkage » car

‘f (A)| peut aussi étre>1!
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NIPALS (Wold H., 1966)

L’algorithme de régression PLS classique, comme cas particulier de
I’approche PLS, est basé¢ sur des developpements de 1’algorithme

NIPALS, acronyme de Nonlinear estimation by Iterative Partial Least
Squares.

L’algorithme NIPALS est une méthode robuste pour déterminer de
facon iteérative les valeurs et vecteurs propres d’une matrice.

Elle permet en particulier de faire de I’analyse en composantes
principales en présence de valeurs manquantes.

Cet algorithme est directement inspir¢ de la méthode de la puissance
itérée (Hotelling 1936)

Wold H. Estimation of principal components and related models by iterative least squares. In Krishainaah, P.R. (ed),
Multivariate Analysis. New Academic Press, New York 1966, pp. 391-420. 22

=
e
- B
-
- =
=
- -
- -
-
B
-
- -
- -
- =
:
= 4
-
. =
. -
_—
-
-
I
-
-
-




Méthode de la puissance iterée (Hotelling, 1936)

* On initialise I’algorithme avec un vecteur w aléatoire, et on itere
jusqu’a convergence :

w=XXw
Dy
w=wil

On obtient ainsi un vecteur w, vecteur propre de X X associé a
la plus grande valeur propre 4,2

En effet, soit un vecteur b quelconque que 1’on décompose dans la
base canonique des vecteurs propres (w,...w,) sous la forme b = Zal. w,

(XX)'b= Zal./ll.”wi — o, A'w, o w,

avec A, > A, >..> A //

) W
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Méthode de la puissance iterée (Hotelling, 1936)

* Lorsque I’algorithme convergence, on a la relation :

XXw = A’w,

iterration n+1
i )

. , . , . 2
A partir de laquelle on dérive I’expression de : 4, = H (Gtorration m)
W

On déflate ensuite la matrice X X -
(XX) = XX -2’ ww,

(XX) = X'X—Z/Ifwiw;

J=1

Cette méthode extrait ainsi les vecteurs propres 1’un apres 1’autre
dans I’ordre décroissant des valeurs propres.
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Méthode de la puissance itéree:
représentation géométrique

Soit A(pxp) une matrice symmétrique ex: A= XX

\ W\ A AR AR A A G\ N

A = {z [ Z'Az = c} = ellipsoide en p dimension
b = Aa = rotation tangente

b = point de tangence entre l'ellipsoide A,
et l'hyperplan 1 a a
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Algorithme NIPALS

» (C’est un algorithme 1nspiré de la méthode de la puissance itérce

appliqué a la matrice X, ou 1’on a remplacé le produit matrice vecteur
par des régressions simples.

) X,=X

2) pour h=1,a

2.1) t, =colonne de X, _,

2.2) répéter jusqu'a convergence de p,
22.)p, =X, t, /1,1,
222)p, = p,/|pil

223)t,=X,.,p,/ D) D,
23X, =X, —t,p,
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=@ Wold H. (1966). Estimation of principal components and related models by iterative least squares, in Multivariate AnalysR6
- -Krishnaiah P.R.(Ed.), Academic Press, New York,




NIPALS et données mangquantes

L’algorithme peut fonctionner en présence de données manquantes.

~ XpiPy

thi T ’
Py Py

A

Xn-1i
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=@ Wold H. (1966). Estimation of principal components and related models by iterative least squares, in Multivariate Analys]
-Krishnaiah P.R.(Ed.), Academic Press, New York,




Sparse PCA

Soft thresholding function

g, (=(|x|-4) sig(x)
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Sparse PCA : Algorithme

Décompose X=UZV', X, =X

Pour h=1,H

D) Vo = 04V gy =14

2) Jusqu'a convergence de u,, et v,
a)v,., =g, (Xl'z—luold)
D) Uy, = Xy Ve | XV

new new |

c)u,, =u

new

v, =v. /v |

new new

HX, =X, ,-ou,v

new new

b

V

H. Shen, J.Huang(2008). Sparse principal component analysis via regularized low rank matrix application. Journal %9
multivariate Analysis
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Algorithme PLS1-NIPALS

1) X,y centrés

2) pour h=1,a

2D w, =X, y/yy

2.2) |jw, [ =1

23) t, =X, w,/ww,

24) p, =X, t, /1L,

29X, =X, -t p,
3) T =ty ], Do =T(T'T) "' Ty

! a !
A PLS Yit; yit;
oy Sy,
i=1 titi i=l1 titi

W =WwEPWwW)" w

W=[w,..,w,]
P=[p,...p,]
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Sparse PLS: Algorithme

XY =UAV'
1/X,=X.Y,=Y
2/ pouri=1:H
a) décompose X, Y, | et extraire la premiére paire de vecteurs singuliers
Upiag =UpsVoa =V

b) jusqu'a convergence de u,, et v

new

iu,,, = g, (XX Vora)s |[Men] =1
i) V,p, = 8 (Y XU )s Vnew” =1
T0) Uypy = UprysVisg = Vien

c)é, =X, u, lu, u

Wi =Y Ve ViewVaew
d) ¢, = X;.8, /&8, /Z
d, =Y, .85,/&3,
e) X, =X, -,
NY,=Y_,-8d, v

Kim-Anh Ié Cao et al. (2008).4 sparse PLS for variable selection when integrating Omics data.Statistical
applications in genetics and molecular biology
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Reégression PLS et tres grande dimension
Kernel PLS

Quand n >> p ou p >> n des algorithmes rapides ont €té¢ proposés dans
les ann€es 90 consistant a effectuer I’essentiel des calculs sur des
matrices de taille réduite appel€es « kernel ».

n>> p — w, premier vecteur propre de X'YY'’X (pxp)

p >>n —t, premier vecteur singulier a gauche de XX'YY' (nxn)

De Jong et ter Braak ont proposes lorsque p >> n d’effectuer la régression PLS
sur la matrice des composantes principales Z, la régression PLS étant invariante
par transformation orthogonale.

t, < XXy =ZZ'v — PLS(X) = PLS(Z)
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@ Lindgren F., Geladi P., and Wold S., (1993). The kernel algorithm for PLS. Journal of chemometrics.

® Rinnar S., Geladi P., Lindgren F., Wold S., (1994). A PLS kernel algorithm for data sets with many
@ variables and fewer objects. Journal of Chemometrics.

- De Jong, and ter Braak C. (1994). Comments on the PLS kernel algorithm. Journal of Chemometrics. 32
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Reégression PLS et tres grande dimension
Canonical PLS

Avec I’algorithme « Canonical Partial Least Squares » en 2001, De Jong et al.
proposent d’effectuer I’essentiel des calculs dans la base formee par les
composantes principales (base canonique).

T =(t,,ty,....t,) = GS(XX y,(XX") y,...,(XX')" y)
=GS(ULUY,UL’UY,...,UL'UY)
P =VLPU'TTY

De Jong S., Wise B., and Ricker N., (2001). Canonical partial least squares and continuum power
regression. Journal of. Chemometrics,

De Jong, (1993). SIMPLS: an alternative approach to partial least squares resgression. Chemometrics and
Intelligent Laboratory Systems.
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Reégression PLS et tres grande dimension
CANPLS

CANPLS revient a remplacer la déflation implicite de Canonical PLS
resultant de [’orthogonalisation de Gram-Schmidlt:

(t,ty,....t,) = GS(ULUY,ULUY,...,.UL'UY)
par une déflation explicite des vecteurs singuliers

(t,t,),...,t,) < (ULU'y,ULU]y,...U,_ LU y)
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CANPLS algorithm

let X =UL'*V" the SVD of X (or X')

t, =ULUY = Zﬂf (uy)u,
]| =1 ’

Uh—l = ([_th—lt}’z—l)Uh—Z
t,=U, LU, |y = Zﬂ“iz (ui’,h—ly )ui,h—l
AR

B =VL"?U'TT "'y
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Modified Continuum power regression

Le compromis réalisé par PLS entre fit et stabilite¢ qui donne le
méme poids aux deux termes peut étre modifié et CanPLS peut étre

généralisé dans la méme logique que la Continuum Power
Regression de de Jong et al.

t, cULU'y = Zjﬁy (uzy)uz
i=1

fk ocU, LU, y= Z A (ul'c—l,iy My

i=1
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Modified Continuum power regression

t, cU_LU"  y= Zﬂ“i}/ (ul'c—l,iy Wy
=i

\ W\ A AR AR A A G\ N

Définit une trajectoire entre OLS et PCR
OLS for y =0,

PLS for y =1,

PCR for y — «

PLS(X) = PLS(Z)
PCR(X) = PLS sur un sous ensemble de CP standardisés
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Reégression PLS et tres grande dimension
Sample-based PLS

Bush et Nachbar (1993) ont montré que la régression PLS dépend

de la distance entre les observations a travers le produit XX~ plus
que des valeurs individuelles des descripteurs.

Approche tres intéressante lorsque les individus sont difficiles voire
méme impossibles a caractériser vectoriellement.

Bush R. and Nachbar B., (1993). J. Comput.-Aided Mol. Design

Lewi, P.J. (1995). Pattern recognition, reflection from a chemometric point of view. Chemometrics
and Intelligent laboratory System

38
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Sample-based PLS

» Torgerson (1952) détermine de maniere analytique les
coordonnées des points a partir de la distance entre ces points

Loi du cosinus

d+d> —d’
_ Y ik " Jk
cos(6) >

i ik

d2+dl-d
b, =d,d, cos(0) = 5

Young & Householder 1938

B=UVU'=INV(INV)' = XX’



Sample-based PLS

2= (X,-X,) = C,=-1/2(D}-D}-D’+D?)

k

Cl.j = XX' si X centré

— SAMPLS algorithm

La généralisation a des distances non euclidiennes ouvre la voie
vers le non-linéaire

Bush R. and Nachbar B., 1993. J. Comput.-Aided Mol. Design 1993, 7, 587)
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Kernel methods

[=2.p=3
&1 (x1,x2) — (X7 V2x1%20, X3

)5

En 2D : une surface de décision non linéaire est nécessaire pour
séparer les données

En 3D : un hyperplan est suffisant.
Scholkopf et Smola, Learning with Kernels, MIT Press, 2001
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Kernel methods

Soit x = (x,,x,) et O(x)= (xf,\/ixlxz,xzz)

<DO(x),P(y)> = x12x22 +2x,%,0,y, + y12y22

= (X +X2Y2)2 =< X,y >

Noyau polynomial : K(x,y) = (<x, y> +C )d

Noyau Gaussien: K(x,y)= eXPL_M]
, 20°
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Régression PLS et optimisation

La régression PLS peut aussi €tre vue comme un probléme d’optimisation
avec un critere a optimiser, le critere de Tucker.

T, = Xw, avec w, solution de max(cov*(Xw,,y))

wiw; =1
cov’(Xw,,y) < var(Xw,)cor*(Xw,, y)
La solution w, est le vecteur propre normalisé de X 'yy'X

XwXXy o Xy

cov(x;, ) 1

p
> ~ Z cov(y,x;)x;
=1
\/Z covi(s;. y) 3 cov(yx,)* |
j =

J _—
Wl -

Tucker L.R. (1958). An inter-battery method of factor analysis. Psychometrika.



Reégression PLS genéralisée
Une réinterpretation de le régression PLS

= [En 99, Michel Tenenhaus a proposé une interprétation des composantes PLS en

® fonction de simples régressions linéaires dans une approche similaire a celle

@ proposée par Gartwhaite (1994), mais qui permet la prise en compte des valeurs
™ manquantes dans [’esprit de NIPALS

Y
cov(y,
X var(x. )
_ J = — = cov(y,Xx,)
y=a,, ———+¢& X >

1) ;
" var(x i) var( —— )

X, =ph byt tp il X,

X1 — 4 = COV(y, xh—lj)

—— +¢
var(x, ;)

y=qh+oL .. tet,  ta,

— PLSGLR

Tenenhaus M. (1999). La regression logistique PLS in Proceedings of the 32emes journées de Statistique de la
Société frangaise de Statistique, Fes

Garthwaite P.H. (1994). An interpretation of Partial Least Squares. Journal of the American Statistical
Association, 425:122-127
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PLS-GLR algorithm

The PLS-GLR algorithm consists of four steps :

TIIIIIYIY

: (1) Computation of the m PLS components t,
= (2) GL regression on the m retained PLS components

® (3) Expression of PLS-GLR in terms of the original explanatory variables
: (4) Bootstrap validation of coefficients in the final model
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Avalsble ool stwars soienced ractoom

...... @...m- tum&im:;

& DATA ANALYSIS
FLIEVIER Compuinional Stflistics & Dats Analyeis 48 {2005) 17-46

www el vier con oo rie ol

PLS generalised linear regression

Philippe Bastien®, Vincenzo Esposite Vinzi™**, Michel Tensnhaus®
vLonts Recherohe, Jllﬁﬂj'_ Framee
" Deparimend of Murhomatics s Statifiey Dndserniry “Federico IT, Neples, Faly
SHEC, Soneod af Maagmmnt Jaup-m-Jons, e

Accepizd & Februsry 2004




PLS-GLR algorithm

a,; :GLRﬁt(xj) sj=1p a2’j=GLRﬁt(xj,t1),j=1,p

a
2
W, =77

_ 4
] o]

)(W1 xl,j :linﬁt(xj /t1) s/ =Lp

W

t
1 ' X w
wwm 4 =—,1 2

W)W,

a, ;= GLRfit(x;,t,,t,,....t, |) ,j=1»p

Yh-1.j = linﬁt(xj /tl’tZ""ath—l) s/ =Lp

_ X,

th —
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PLS-GLR and sparsity

By taking advantage from the statistical tests associated with
generalized linear regression, it is feasible to select the
significant explanatory variables to include in the model.

Computation of the PLS components t, can thus be simplified by
setting to () those regression coefficients a,_; ; that show to be not
significant at a predefined threshold.

Only significant variables will then contribute to the computation
of the PLS components.

Moreover, the number m of PLS components to be retained may
be chosen by observing that the component t, ., is not significant
because none of the coefficients a,, ; is significantly different from

0.



Soft/HardThresholding

Soft thresholding exhibits continuous shrinkage but suffers
from substancial biais for large coefficients.

Hard thresholding exhibits non continuous shrinkage but does
not suffer from such a biais.
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Reégression logistique PLS

Table 8
Bordeaux wine data

OBS Temperature

3064
3000
3155
3085
3245
3267
3080
2974
3038
3318
3317
3182
20998
3221
3019
3022
3094
3009
3227
3308
3212
336l
3061
3478
il2e
3458
3252
3052
3270
3198
2904
347
3083
3043

I l el S Il S e S e o e o I N O L = LT E I PR S S

The following variables (Table 8) were measured in 34 years (1924-1957):

Temperature:  Sum of average day temperatures ("C)
Sunshine: Dwuration of sunshine (h)

Heat: MNumber of very warm days

Rain: Rain height (mm)

Wine quality: 1= good, 2 =average, 3 = poar
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Ordinal logistic regression

e Ordinal logistic regression of quality on the four standardised predictors
corresponds to the following model

a, +b,Temperature+b,Sunshine+b;heat+b,Rain

Prob(y <k)=

]+ eak +b,Temperature+b,Sunshine+b;heat+b,Rain

Wine quality (k): 1 = good; 2 = average; 3 = poor
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Ordinal logistic regression

Table @
Legistia regression of quality on the standardised meteorological variables

Sgore test for the proportional odds assnmprion
Chi-squars = 29159 with 4 DF (p = L5720

Analwsis of maximum likelihood =slimai=s

Wariaklz IF Parametzr Standard
ssticnales Srror

I=NTERCFI] —1. G658 02266
INTERCEZ 2.2941 OL9TEL
TEMFERA Jdzes 120z
SUNEHINE 1. 7462 LO7é0
HEAT —0ERD] 1. 1940
RAIN =21, 5668 1. 1252

Tahle 10
Prediction quality of modsl (277 by using classical logistic regression

Cnaliny chserved Fradicizd

OIS L




Reégression logistique PLS

Reégressions logistiques de la qualité du vin sur chaque prédicteur standardisé:

a,; = GLRfit(x,) ,j=1.p

Temperature: 3.0117 (p = 0.0002)
Sunshine: 3.3401 (p = 0.0002)
Heat: 2.1445 (p = 0.0004)

Rain: -1.7906 (p = 0.0016)

_ 3.0117*Temperature+3.3401* Sunshine + 2.1445%* Heat —1.7906 * Rain

J(3.0117) +(3.3401)" +(2.1445) +(~1.7906)’
= 0.5688* Temperature +0.6309 * Sunshine + 0.4050* Heat — 0.3282 * Rain
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Reégression logistique PLS

Table 11
Fesuks from logistic regression of quality on component T

Amalysis of Maxiouam Likslihood Estirnates Chi-squars
pamimsier [F =stimale sid. error

Fr = Chi =q

Iniercept 1 —2 2650 0. Bl G E662
Inlercepe 1 12901 0.B430 7.3407
il 1 2 5900 Q.T155 14,1336

Cross-table of observed and predicted qgaalicy

0. 00
0, 0067
N L

Crality ohserved Frredicied
Connls |

1
2
3




Reégression logistique PLS

Détermination de t,

*
a+pit+5, x;

Prob(y <k)=

*
o+t + X,

l+e
—>1, NS

Expression du modele final en fonction des descripteurs standardises

—2.265+1.53x Temperature+1.70x Sunshine+1.09x Heat—0.91x Rain

Prob(y=1)= €
1+

e—2.265+1 .S3x Temperature+1.70x Sunshine+1.09x Heat—0.91x Rain

= 0.5688 x Temperature + 0.6309 x Sunshine + 0.4050 x Heat —0.3282 x Rain
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Reégression logistique PLS
Balanced Bootstrap CI

B | | 1 | g 7

Fig 3 98% randomizedtalanced booismap confidence intervals for Bordzam wine data.
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The Cox proportional hazard model

The model assumes the following hazard function for the occurrence of
an event at time t in the presence of censoring:

A1) = 4 () exp(X f)

The Cox’s partial likelihood can be written as :

B exp(f'x,)
PL(f) = g S onh)

When p > n, there is no unique [ to maximize this partial likelihood.

Even when p < n , covariates could be highly correlated and
regularization may still be required in order to reduce the variance of
the estimates and to improve the prediction performance.

Cox D.R. 1972. Journal of the Royal Statistical Society B.; 74: 187-220



PLS-Cox regression
(Bastien & Tenenhaus, 2001)

»  Computation of the first PLS component t,

a,, = Coxfit(x,) ,i=1p
S
]

t_le

1

w =

Wl,Wl
*  Computation of the second PLS component t,
s = Coxfit(t,,x,) ,i-1.p

a,

W = —2_

e

X, =linfit(x,/t,) ,i=1p
Xw,

t =

2 '
w, W,

Bastien P., and Tenenhaus M., 2001. Proceedings of the PLS’01 International Symposium
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PLS-Cox regression

«  Computation of the h"" PLS component t,,

a,; = Coxfit(t,,t),..cby 1, X,_1;5) 5i=1p

a
_ %
w, =
o |

X1 = linfit(x,/t,,t,,....0, ) ,i=1p

;= X, oW,

=Lk
14

W, W,

* Coxfit(t,t,,...,t,)

»  Expression of the Cox model in terms of the original explanatory variables

*  Bootstrap validation
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L1 penalized Cox regression

In the context of censored data, Tibshirani (1997) extended the
LASSO procedure to variable selection with the Cox model.

A p
p=argmin-I( ), subject toZ‘IBj‘ <s
=1

Tibshirani proposed an iterative procedure which require the
minimization of a one-term Taylor series expansion of le log partial

likelihood.
p
argmin(z — X B)" A(z— X B) subject to Z‘,B]‘ <s
=1

2
withz=n+ A", 77=X,b’,,u=ﬂ, A=- 2 l,
on onmn

Tibshirani R. (1997). Statistics in Medicine, 16:385-395



LARS procedure

Efron et al. (2004), proposed a highly efficient procedure, called
Least Angle Regression for variable Selection which can be used to
perform variable selection with very large matrices.

Using the connection between LARS and Lasso, Gui and Li (2005)

proposed LARS-Cox for gene selection in high-dimension and low
sample size settings.

Using a Choleski factorization they transform the minimization in a

constrained version of OLS which can be solved by the LARS-Lasso
procedure.

Efron B., Johnston L., Hastie T., and Tibshirani R., 2004. Annals of Statistics, 32:407-499

-
! »
=
E)
Y
-
-
|l =
-
-
-
-
| -
 ®
| =
-
=
! »
-
-]
-
-
! -
-
-
S




LARS-Cox

p
arg min(z— X B)" A(z— X B) subject to Z‘,B]‘ <s
i=1

A ~ p
arg min(y — X B)" (y — X B) subject to Z‘,BJ‘ <s
=1

withy =Tz, X =TX, et A=TT' (Choleski)

However, the IRWLS iterations performed in the LARS-Cox
procedure counter balanced the efficiency of the LARS-Lasso

algorithm and render the Gui and Li algorithm computationally
costly.

Gui J. and Li H., (2005). Bioinformatics Penalized Cox regression analysis in the high-dimensional
and low-sample size settings, with application to microarray gene expression data. Bioinformatics
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Cox-Lasso procedure on deviance residuals

Segal (2006) showed that the formula to be minimized in the Cox-
Lasso procedure can be approximate, at a first order Taylor
approximation by the deviance residual sum of squares :

(z=XB) A(z—XB) ~ RSS(D)

M,=6—-E =5—-H,(t)expf'x,

R 1/2
A N _M
d, =sign(M,)*| 2| =M. —6,n o—M,

i

Segal M.R. (2006), Microarray Gene Expression Data with Linked Survival Phenotypes. Diffuse
large-B-Cell Lymphoma Revisited, Biostatistics
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Cox-Lasso procedure on deviance residuals

The deviance residual is a measure of excess of death and can
therefore be interpreted as a measure of hazard.

Segal thus proposed to speed-up the calculations by replacing the
survival times by the deviance residuals, a normalized version of

Martingal residuals that result from fitting a null (intercept only)
Cox regression model.

Therneau T.M., Grambasch P.M., and Fleming T.R. (1990). Martingale-based residuals for survival
models. Biometrika

>
-
=
-
=
>
-
. -
-
S
=
-
o
= &
| =
-
-
-
-
|
=
-
S
4
!
=




-
e
=
-
-
=
-
- -
-
. -
=
-
- -
-
e
= B
-
-
-
-
-
-
-
=
-

PLS on deviance residual

We have proposed to use the same idea in the setting of Partial
Least Squares.

A very simple and fast alternative formulation of the PLS-Cox
model could be derived by fitting the deviance residuals of a null
Cox model with a simple PLS regression.

Asailanie onilns &t wwaw. s lerosdirect.ocom

“-2* ScienceDirect

and gt L ¢ %y W1 ) T -

Deviance residuals based PLS regression for censored data
m high dimensional seting
Philippe Bastien *

L v Mool — Awmag & e du Goimeivnd Noguers, J2508 Cdoke Cader, Moo
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Application en transcriptomique

(http://www-stat.standford.edu/ ~tibs/superpc/standt.html )

240 patients atteints de DLBCL.
138 deces / mediane de survie 2.8 ans / 30% de censure

7399 zones qui représentent 4128 genes
160 échantillon d’apprentissage / 80 échantillon de test

AT
o8

== PLSDR LafiS-Lasso DR ™ ™= PLS-Cox

Rosenwald A. et al., 2002. The new England Journal of me?liz?;ae, 346:1937-1947
Heagerty P.J., Lumley T., and Pepe M. 2000. Biometrics 56,337-344


http://www-stat.standford/

DLBCL Rosenwald (2002)

Tp>0= High Risk T <0= Low Risk

Wald test, p=0.001

SURY IWAL( TEARE )

— High risk = =Low risk
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plsRcox

Récemment dans Bioinformatics (2009) Sohn et al. ont proposé un

algorithme de type « gardient lasso » qui comme PLS ne requiert pas
d’inversion de matrices.

Bertrand et al ont montré sur les données de Rosenwald sur des

donn¢es d’all¢lotypage que la PLSDR semble surperformer
I’approche de Sohn et al.

Bertrand F., Maumey-Bertrand M., beau-Faller M., Meyer N. PLSRcox: modeles de Cox en présence

d’un grand nombre de variables explicatives. Poster Chimiométrie 2010, ENSPCI PARIS. 67
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Packages sous R

Package ‘integrOmics’ : Regularized CCA and Sparse PLS
Author Sebastien Dejean, Ignacio Gonzalez and Kim-Anh Le Cao

Package ‘pIsRglm’ : Partial least squares Regression for generalized linear
models

Author Frederic Bertrand <frederic.bertrand(@math.unistra.fr>, Nicolas
Meyer
Package ‘plsRcox’ : Partial least squares Regression for Cox regression

Author Frederic Bertrand <frederic.bertrand@math.unistra.fr>, Maumy-
Bertrand, Beau-Faller, Nicolas Meyer

Package PLSDOF : Degrees of Freedom and Confidence Intervals for
Partial Least Squares Regression

Author Nicole Kraemer, Mikio L. Braun

R Development Core Team : R : A language and environment for statistical computing, R Foundation for
Statistical Computing, Vienna, Austria, 2008. http ://www.R-project.org.
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