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RÉSUMÉ. — Une correspondance est proposée entre permutations colorées et
tableaux gauches permettant le calcul de certaines statistiques sur les permutations
à partir de l’algèbre des fonctions de Schur.

1. Introduction. — L’algèbre des fonctions de Schur a été utilisée
dans [Desfo1] et [Desfo2] pour le calcul des distributions de statistiques
classiques sur le groupe symétrique. Plus récemment, REMMEL [Rem3] a
pu prolonger ce calcul à l’aide des fonctions de Schur (k, l)-crochets. Il
a introduit le concept fort utile de bipermutation et calculé les fonctions
génératrices correspondantes. Comme il est exposé dans [Fo2], on peut
reprendre toute l’approche de REMMEL et la prolonger à une classe plus
importante de permutations dites (k, l)-colorées. La théorie combinatoire
des fonctions de Schur (k, l)-crochets, telle qu’elle est exposée dans [Bereg,
Berem, Rem1, Rem3] et habilement utilisée par REMMEL [Rem3], n’est
alors plus indispensable, on peut simplement s’appuyer sur l’algèbre des
fonctions de Schur usuelles. L’outil de transfert fondamental est alors une
correspondance entre tableaux gauches d’une forme bien particulière et
des triplets formés par une permutation et deux partitions ordonnées.

L’objet de cet article est de décrire cette correspondance. A titre d’illus-
tration, un calcul de fonctions génératrices pour les permutations (3, 2)-
colorées est reproduit à la fin. On se reportera à [Fo2] pour un exposé
exhaustif, réalisé dans le cadre des fonctions hypergéométriques à plusieurs
bases.

L’étude des statistiques d’ordre sur le groupe symétrique remonte
à MACMAHON [Mac1, 2, 3, 4], qui a introduit les notions de nombre
de descentes (“des”) et d’indice majeur (“maj”) pour une suite finie
de nombres et calculé les premières séries génératrices. Le polynôme
générateur du groupe des permutations par nombre de descentes est le
polynôme eulérien (cf. [Fosch1]). Le polynôme q-eulérien est le polynôme
générateur pour le couple (des,maj) (cf. [Car1, 2, 3]). Avec la statistique
nombre des inversions, on obtient un autre polynôme q-eulérien (cf. [St2,
Ro, Fo1]). Un pas décisif a été fait par GARSIA et GESSEL [Gage] (voir
aussi [Ra1]) lorsqu’ils ont trouvé la bonne normalisation des séries de
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faculté à considérer. Il fallait prendre des produits de deux q-factorielles
montantes. Pour chaque permutation σ on peut, en plus, introduire le
nombre de descentes et l’indice majeur de l’inverse σ−1, notés ides σ
et imajσ. La distribution du 4-vecteur (des, ides,maj, imaj) est alors
calculable (cf. [Gage, Ra1]) ainsi que son groupe de symétrie (cf. [Fosch2]).
D’autres résultats parallèles ont été obtenus par différents auteurs (cf.
[Car4, Chemo, St1, Ge, Ra2]).

C’est, en fait, l’étude approfondie de l’algèbre combinatoire des tableaux
réalisée par SCHÜTZENBERGER [Sch1, 2, Lasch1, 2, 3, 4] qui a permis une
insertion complète du calcul des statistiques d’ordre sur le groupe des
permutations dans l’algèbre des fonctions symétriques. Il devenait enfin
possible d’utiliser toute la richesse de cette dernière algèbre et de puiser
les ingrédients indispensables dans les ouvrages classiques [St1, Macd,
Jake, Wy]. La très célèbre correspondance de Robinson-Schensted (cf.
[Knu, p. 48–72]) était le passage obligé entre le calcul des distributions
de statistiques d’ordre et celui des fonctions symétriques.

Le présent article montre que ladite correspondance reste encore ce
passage obligé lorsqu’on veut prolonger ce calcul de distributions à des
classes plus importantes d’objets combinatoires, comme les permutations
(k, l)-colorées dont il est question ci-après.

2. Permutations (k, l)-colorées. — Quand σ est une permutation de
l’intervalle [n ], la ligne de route Ligne σ, la ligne inverse de route Iligne σ,
la coligne de route Coligne σ et la coligne inverse de route Icoligne σ sont
habituellement définies (cf. [Foulk], [FoSch2]) par

Ligne σ =
{

r : 1 ≤ r ≤ n− 1, σ(r) > σ(r + 1)
}

;

Iligne σ = Ligne σ−1 ; Coligne σ = [ n− 1 ] \ Ligne σ ;

Icoligne σ = [ n− 1 ] \ Iligne σ (= Coligne σ−1) ;

où σ−1 désigne l’inverse de σ. Le cardinal de Ligne σ et la somme des
éléments de Ligne σ sont respectivement appelés nombre de descentes et
indice majeur de σ. Il y a des définitions analogues pour les autres lignes
de route.

On peut prolonger la définition de ces lignes de route aux permutations
(k, l)-colorées. On désigne par là des triplets τ = (σ,a,b), où σ est une
permutation de l’intervalle [n ] et où a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bl)
sont des suites de k et l entiers positifs, respectivement, de somme n.
L’inverse d’une permutation (k, l)-colorée τ = (σ,a,b) est définie comme
la permutation (l, k)-colorée τ−1 = (σ−1,b,a). Il est commode de poser
a0 = b0 = 0 et de noter ai et bj les sommes partielles ai = a1 + · · · + ai

(0 ≤ i ≤ k) et bi = b1 + · · ·+ bj (0 ≤ j ≤ l).
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Les partitions a et b déterminent des sous-intervalles de [ n ] dans
lesquels les différentes lignes de route peuvent aussi être définies. Pour
chaque i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l on pose :

Lignei τ =
{

r : ai−1 + 1 ≤ r ≤ ai − 1, σ(r) > σ(r + 1)
}

;

Colignei τ = [ai−1 + 1,ai − 1] \ Lignei τ ; Ilignej τ = Lignej τ−1 ;

Icolignej τ = Colignej τ−1 = [bj−1 + 1,bj − 1] \ Ilignej τ.

Par conséquent :

Ilignej τ =
{

s : bj−1 + 1 ≤ s ≤ bj − 1, σ−1(s) > σ−1(s + 1)
}
·

Remarque 2.1. — Notons que si σ(ai) > σ(ai+1), l’entier ai appartient
à Ligne σ, mais n’apporte aucune contribution à Lignei σ ; on a donc
simplement l’inclusion

∑
i Lignei τ ⊂ Ligne σ. Notons aussi que Lignei τ

peut aussi être définie comme l’ensemble de tous les entiers r tels que
ai−1 + 1 ≤ r ≤ ai − 1 ayant la propriété que

(2.1) (r + 1) est à la gauche de r dans le mot σ−1(1) · · ·σ−1(n).

Notation 2.2. — Considérons une bijection σ d’un sous-ensemble
{r1 < r2 < · · · < rn} de N sur un sous-ensemble J de N. Par convention,
σ désigne à la fois la bijection elle-même et le mot σ(r1)σ(r2) · · ·σ(rn).

Définition 2.3. — La ligne inverse de route peut être prolongée au cas
des mots σ = σ(r1)σ(r2) · · ·σ(rn) ayant des lettres différentes en désignant
également par Iligne σ l’ensemble de tous les entiers s tels que s et (s + 1)
sont des lettres de σ, l’entier (s + 1) étant à la gauche de s dans le mot
σ = σ(r1)σ(r2) · · ·σ(rn).

Lorsque {r1 < r2 < · · · < rn} = J = [n ], i.e., quand σ est une
permutation de [ n ], on vérifie immédiatement que la ligne inverse de route
qui vient d’être définie cöıncide avec la définition donnée au début de ce
paragraphe.

Soient τ1,j , . . . , τk,j des bijections d’ensembles finis sur des sous-
ensembles disjoints J1,j , . . . , Jk,j de N. Pour chaque i = 1, . . . , k soit
Iligne(← τi,j) l’ensemble et tous les entiers r tels que r est une lettre
de τi,j et (r + 1) est une lettre de τi′,j pour un certain i′ < i. Alors, la
ligne inverse de route du produit de juxtaposition τ1,j · · · τk,j est égale à :

(2.2) Iligne τ1,j · · · τk,j =
∑

i

Iligne τi,j +
∑

i

Iligne(← τi,j).
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3. Une première bijection. — Soit τ = (σ,a,b) une permutation
(k, l)-colorée. Pour chaque couple (i, j) tel que 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ l
notons Iij l’ensemble de tous les entiers de l’intervalle [ai−1+1,ai ] qui sont
envoyés par σ dans [bj−1+1,bj ]. En d’autres termes, r appartient à Iij si
et seulement si les deux relations ai−1+1 ≤ r ≤ ai et bj−1+1 ≤ σ(r) ≤ bj

sont satisfaites. Posons Jij = σ(Iij) et notons τij la restriction de σ à Iij .
Il est clair que τij est une bijection de Iij sur Jij ; notons τ−1

ij la bijection
inverse envoyant Jij sur Iij . On a :

(3.1)

∑
1≤j≤l

Iij = [ai−1 + 1,ai ] (1 ≤ i ≤ k),

∑
1≤i≤k

Jij = [bj−1 + 1,bj ] (1 ≤ j ≤ l),

de sorte que la réunion des valeurs prises par τ−1
i1 , τ−1

i2 , . . . , τ−1
il (resp. τ1j ,

τ2j , . . . , τkj) n’est autre que l’intervalle [ai−1+1,ai ] (resp. [bj−1+1,bj ]).
Par conséquent, le produit de juxtaposition τ−1

i = τ−1
i1 τ−1

i2 · · · τ
−1
il des

mots (cf. notation 2.1) τ−1
i1 , τ−1

i2 ,. . . , τ−1
il et le produit de juxtaposition

τj = τ1jτ2j · · · τkj des mots τ1j , τ2j ,. . . , τkj sont des réarrangements de
(ai−1 + 1)(ai−1 + 2) · · ·ai et (bj−1 + 1)(bj−1 + 2) · · ·bj , respectivement.
On peut donc parler des lignes inverses de route de τ−1

i et τj , suivant la
définition 2.3.

Proposition 3.1. — On a :

(3.2) Lignei τ = Iligne τ−1
i , Ilignej τ = Iligne τj ,

pour tout i = 1, . . . , k et tout j = 1, . . . , l.
Démonstration. — Comme noté dans (2.1), Lignei τ est aussi l’ensemble

de tous les r tels que ai−1 + 1 ≤ r ≤ ai − 1 et tels que (r + 1) soit à la
gauche de r dans σ−1(1) · · ·σ−1(n). Or, d’après la définition 2.3, ceci est
précisément la ligne inverse de route du mot τ−1.

La même observation s’applique à Ilignej τ et Iligne τj .
Ainsi, l’application τ 7→ (τij) est une bijection de l’ensemble de toutes

les permutations (k, l)-colorées τ = (σ, c,d) telles que c = a et d = b sur
l’ensemble des k × l bijections (τij : Iij → Jij) satisfaisant (3.1). De plus,
la PROPOSITION 3.1 est vérifiée.

Pour mieux suivre les différentes étapes de la construction, il semble
utile de donner l’exemple suivant qui sera traité tout au long de l’article.

3.2. Exemple. — Soient n = 12, (k, l) = (3, 2), a = (5, 4, 3), b = (7, 5)
et τ = (σ,a,b) la permutation (k, l)-colorée d’ordre n

σ =
( 1 2 3 4 5

6 1 4 10 5

∣∣∣ 6 7 8 9
2 11 9 8

∣∣∣ 10 11 12
3 12 7

)
.
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(Les éléments de Ilignei σ (i = 1, 2, 3) sont reproduits en gras.) La
permutation σ−1 s’écrit :

σ−1 =
( 1 2 3 4 5 6 7

2 6 10 3 5 1 12

∣∣∣ 8 9 10 11 12
9 8 4 7 11

)
(les éléments de Lignej σ−1 (j = 1, 2) sont également reproduits en gras).
Quant aux bijections τij (1 ≤ i ≤ k = 3, 1 ≤ j ≤ l = 2), elles sont
égales à :

τ11 =
(

1 2 3 5
6 1 4 5

)
;

tau22 =
(

7 8 9
11 9 8

)
;

τ12 =
(

4
10

)
;

τ21 =
(

6
2

)
;

τ31 =
(

10 12
3 7

)
;

τ32 =
(

11
12

)
;

et les mots τi et τ−1
j à :

τ1 = 6, 1, 4,5, 2,3, 7 ; τ2 = 10, 11,9,8, 12 ;
τ−1
1 = 2, 3, 5,1,4 ; τ−1

2 = 6, 9,8,7 ; τ−1
3 = 10, 12,11 ;

et l’on a :

Ligne1 τ = Iligne τ−1
1 = {1,4}, Ligne2 τ = Iligne τ−1

2 = {7,8},
Ligne3 τ = Iligne τ−1

3 = {11}, Iligne1 τ = Ligne1 τ−1 = Iligne τ1 = {3,5},
Iligne2 τ = Ligne2 τ−1 = Iligne τ2 = {8,9}.

4. La seconde bijection. — Comme d’habitude, on désigne par
partition tout suite finie décroissante ν = (ν1, ν2, . . . , νp) d’entiers au
moins égaux à 1. Si la somme ν1 + ν2 + · · ·+ νp est égale à n, alors ν est
dite partition de n et l’on écrit |ν| = n. Le diagramme de Ferrers associé
à ν est l’ensemble de tous les couples (i, j) du plan euclidien satisfaisant
1 ≤ i ≤ νj et 1 ≤ j ≤ p. On identifie le diagramme de Ferrers à la partition
elle-même.

Soient ν = (ν1, ν2, . . . , νp) et θ = (θ1, θ2, . . . , θr) deux diagrammes de
Ferrers. Si ν ⊃ θ, la différence d’ensemble ν \ θ, notée ν/θ, est appelée
diagramme gauche. On note (ν/θ)′ le conjugué (ou le transposé) de ν/θ,
obtenu en faisant pivoter le diagramme gauche autour de sa diagonale
principale. Si λ/µ est un autre diagramme gauche tel que λ = (λ1, . . . , λs),
µ = (µ1, . . . , µt) et λ ⊃ µ, le produit (ν/θ) ⊗ (λ/µ) est défini comme
l’ensemble de tous les éléments de N2, qui sont ou bien de la forme (i, s+j)
avec (i, j) ∈ (ν/θ), ou bien de la forme (ν1 + i, j) avec (i, j) ∈ (λ/µ).
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Le produit de l diagrammes de Ferrers λi,1, . . . , λi,l est noté λi,1⊗· · ·⊗
λi,l, ou simplement ⊗j=l

j=1λi,j , ou encore ⊗jλi,j .
Par exemple, soient λ1,1 = (3, 1), λ2,1 = (1) et λ3,1 = (2) trois

diagrammes de Ferrers. Leur produit λ1,1 ⊗ λ2,1 ⊗ λ3,1 est le diagramme
gauche de la forme :

×
× × ×

×
× ×

Soient I un sous-ensemble fini de N de cardinal n et ν/θ un diagramme
gauche de n points. En écrivant les n entiers de I sur les n points du
diagramme ν/θ de façon à obtenir une croissance dans les lignes (de gauche
à droite) et dans les colonnes (de bas en haut). La configuration T obtenue
est appelée tableau injectif de contenu I et de forme ν/θ. Il est commode
d’écrire Cont T = I et |T | = ν/θ. Lorsque I = [n ], on remplace “de
contenu I” par “d’ordre n”.

La ligne inverse de route d’un tableau injectif T de contenu I et de
forme ν/θ est définie comme l’ensemble de tous les entiers k tels que k et
(k+1) appartiennent à I, l’entier (k+1) étant écrit plus haut que k dans T .
On note Iligne T la ligne inverse de route de T . Lorsque T est d’ordre n, on
définit aussi sa coligne inverse de route par Icoligne T = [n− 1] \ Iligne T .

Par ailleurs, le transposé d’un tableau gauche T est le tableau T ′

obtenu en faisant pivoter T autour de sa diagonale. En d’autres termes,
l’entier m se trouve sur le point (i, j) dans T ′, lorsque m est sur (j, i)
dans T . Si |T | = ν/θ, alors |T ′| = (ν/θ)′ = (ν′/θ′). Par exemple, si
|T | = λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, alors |T ′| = λ′i,l ⊗ · · · ⊗ λ′i,1. Si, de plus, T est
d’ordre n, son transposé T ′ est aussi d’ordre n et

(4.1) Icoligne T ′ = Iligne T.

Par exemple, les tableaux P1,1 =
6
1 4 5 ; P2,1 = 2; P3,1 = 3 7 sont tous

injectifs, de forme λ1,1 = (3, 1), λ2,1 = (1) et λ3,1 = (2) respectivement.
Ils sont aussi de contenu différent. Par ailleurs, les deux tableaux

T1 =

6
1 4 5

2
3 7

T ′1 =

7
3

2
5
4
1 6

sont injectifs d’ordre 7 et de forme |T1| = λ1,1⊗λ2,1⊗λ3,1 et |T ′1| = λ′3,1⊗
λ′2,1 ⊗ λ′1,1 respectivement. On a aussi Iligne T1 = {3,5} et Icoligne T1 =
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Iligne T ′1 = {1,2,4,6}. Ils sont obtenus à partir des tableaux précédents
de façon évidente, de sorte que la notation

T1 = P1,1 ⊗ P2,1 ⊗ P3,1, T ′1 = P ′3,1 ⊗ P ′2,1 ⊗ P ′1,1

est claire.
Venons-en au principal théorème de cet article.

4.1. Théorème. — A toute permutation (k, l)-colorée τ = (σ, c,d)
telle que c = a et d = b correspond de façon biunivoque :

(i) une famille (λij) (1 ≤ i ≤ k ; 1 ≤ j ≤ l) de diagrammes de Ferrers
tels que pour tout i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l on ait les relations :

|λi,1|+ · · ·+ |λi,l| = ai, |λ1,j |+ · · ·+ |λk,j | = bj ,

(ii) une suite (T,U) = (T1, . . . , Tl, U1, . . . , Uk) de (k + l) tableaux
gauches injectifs, d’ordres b1, . . . , bl, a1, . . . , ak et de forme |Tj | = λ1,j ⊗
· · · ⊗ λk,j, |Ui| = λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, ayant la propriété :

(4.2) Ilignej τ − bj−1 = Iligne Tj , Lignei τ − ai−1 = Iligne Ui

pour tout j = 1, . . . , l et i = 1, . . . , k.
L’outil de base pour démontrer ce théorème est la correspondance de

Robinson-Schensted (cf., par exemple, [Knu, p. 48–72] pour un excellent
exposé de la question), correspondance qu’il faut prolonger à l’ensemble
des tableaux gauches. Soit Bij(I, J) l’ensemble de toutes les bijections
d’un ensemble fini I sur un ensemble J . La correspondance de Robinson-
Schensted ρ envoie bijectivement Bij(I, J) sur l’ensemble de tous les
couples (P,Q) de tableaux injectifs, de même forme λ, le contenu de P
(resp. Q) étant J (resp. I). Soient σ ∈ Bij(I, J) et ρ(σ) = (P,Q). Alors ρ
a la propriété supplémentaire suivante :

Iligne σ = Iligne P et Iligne σ−1 = Iligne Q.

La correspondance de Robinson-Schensted envoie donc chacune des
bijections τi,j : Ii,j → Ji,j sur un couple (Pi,j , Qi,j) de tableaux injectifs
de la même forme, dont les contenus et les lignes inverses de routes sont
donnés par

Cont Pi,j = Ji,j , Cont Qi,j = Ii,j ,

Iligne τi,j = Iligne Pi,j , Iligne τ−1
i,j = Iligne Qi,j .

Soit λi,j la forme commune de Pi,j et Qi,j . Les tableaux gauches T j =
P1,j⊗· · ·⊗Pk,j et U i = Qi,1⊗· · ·⊗Qi,l sont alors de forme λ1,j⊗· · ·⊗λk,j

et λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, respectivement. De plus,

ContT j =
∑

i

Ji,j = [bj−1 + 1,bj ], Cont U i =
∑

j

Ii,j = [ai−1 + 1,ai]
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et donc |λ1,j | + · · · + |λk,j | = bj , |λi,1| + · · · + |λi,l| = ai. Pour chaque
i = 1, . . . , k soit Iligne(← Pi,j) l’ensemble de tous les entiers s dans
[bj−1 + 1,bj − 1] tels que s soit dans Pi,j et tels que (s + 1) apparaisse
dans Pi′,j pour un certain i′ < i. Alors

Iligne T j = Iligne P1,j ⊗ · · · ⊗ Pk,j =
∑

i

Iligne Pi,j +
∑

i

Iligne(← Pi,j)

=
∑

i

Iligne τi,j +
∑

i

Iligne(← τi,j)

= Iligne τ1,j · · · τk,j = Iligne τj = Ilignej τ.

De la même manière, Iligne U i = Lignei τ .
On obtient enfin la suite (T,U) = (T1, . . . , Tl, U1, . . . , Uk) en partant

de la suite (T 1, . . . , T l, U1, . . . , Uk) et en remplaçant chaque élément r du
tableau T j (resp. U i) par l’élément r−bj−1 (resp. r−ai−1). Les tableaux
qui en résultent sont alors d’ordre b1, . . . , bl, a1, . . . , ak. Les relations (4.2)
sont alors vérifiées.

Ceci achève la démonstration du théorème 4.1.

Illustrons la construction du précédent théorème à l’aide de l’exemple
du § 3. Les différents éléments τij sont envoyés sur les couples de tableaux :

τ11 7→ (P1,1, Q1,1) =

(
6
1 4 5 ,

2
1 3 5

)
; τ1,2 7→ (P1,2, Q1,2) = (10, 4) ;

τ2,1 7→ (P2,1, Q2,1) = (2, 6) ; τ2,2 7→ (P2,2, Q2,2) =

11
9
8 ,

9
8
7


;

τ3,1 7→ (P31, Q3,1) = (3 7 , 10 12) τ3,2 7→ (P3,2, Q32) = (12, 11).

D’où l’on a :

T1 =

6
1 4 5

2
3 7

; T2 =

3
4
2

1

5

;

U1 =
2
1 3 5

4

; U2 =

1
4
3

2

; U3 =
1 3

2
.
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5. Application. — Le théorème combinatoire précédent permet de
calculer les fonctions génératrices des permutations (k, l)-colorées pour
différentes statistiques.

Rappelons tout d’abord quelques notations usuelles, comme la facto-
rielle q-montante :

(a; q)n =
{

1 si n = 0,
(1− a)(1− aq) . . . (1− aqn−1) si n ≥ 1 ;

(a; q)∞ = limn(a; q)n =
∏

n≥0(1− aqn),

et une notation analogue dans le cas de deux bases q1, q2 :

(u; q1, q2)r,s =
{ 1 si r ou s est nul,∏

1≤i≤r

∏
1≤j≤s(1− uqi−1

1 qj−1
2 ) si r, s ≥ 1 ;

(u; q1, q2)∞,∞ = limr,s(u; q1, q2)r,s =
∏

i≥1

∏
j≥1(1− uqi−1

1 qj−1
2 ).

Pour ne pas surcharger les notations, considérons le cas particulier
k = 3, l = 2 (correspondant aux données de l’exemple traité ci-dessus) et
introduisons les indices majeurs attachés à une permutation (3, 2)-colorée
τ = (σ,a,b) comme étant les nombres :

maji τ =
∑{

r − ai−1 : r ∈ Lignei τ
}
, (i = 1, 2) ;

comaj3 τ =
∑{

r − a2 : r ∈ Coligne3 τ
}

;

imaj1 τ =
∑{

r − a0 : r ∈ Iligne1 τ
}

;

icomaj2 τ =
∑{

r − a1 : r ∈ Icoligne2 τ
}
.

Formons ensuite le monôme

h(τ) = p
maj1 τ
1 p

maj2 τ
2 p

comaj3 τ
3 q

imaj1 τ
1 q

icomaj2 τ
2

puis, pour tout couple (a,b), notons P (a,b) le polynôme P (a,b) =∑
h(τ), où la sommation est étendue à toutes les permutations (3, 2)-

colorée τ = (σ, c,d) telles que c = a et d = b.
On peut alors montrer (cf. [Fo2]) que la fonction génératrice des

polynômes P (a,b) est donnée par :

∑
n

un
∑
a,b

Aa1
1 Aa2

2 Aa3
3 Bb1

1 Bb2
2

(p1; p1)a1(p2; p2)a2(p3; p3)a3(q1; q1)b1(q2; q2)b2

P (a,b)

=
(−uA1B2; p1, q2)∞,∞(−uA2B2; p2, q2)∞,∞(−uA3B1; p3, q1)∞,∞

(uA1B1; p1, q1)∞,∞(uA2B1; p2, q1)∞,∞(uA3B2; p3, q2)∞,∞
,

9
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où la seconde sommation est étendue à toutes les partitions ordonnées
a = (a1, a2, a3) et b = (b1, b2) satisfaisant a1 + a2 + a3 = b1 + b2 = n.

Il existe toute une famille de ces identités que l’on obtient à partir
du théorème combinatoire précédent et de l’algèbre des fonctions de
Schur. Notons qu’une formule comme la précédente apparâıt comme
une formule de transformation d’un rapport de produits infinis, où les
bases interviennent par paires, en une somme où le dénominateur de
normalisation ne contient que des factorielles montantes à une seule base.

Une telle identité se spécialise évidemment en l’identité q-binomiale :∑
n

(z; q)n
un

(q; q)n
=

(zu; q)∞
(u; q)∞

·

Posons, en effet, A1 = B1 = 1, A2 = B2 = 0, A3 = −z, p1 = p2 = p3 =
q2 = 0 et q1 = q. On obtient :∑

n

un
∑
a,b

(−z)a3

(q; q)b1

P (a,b) =
(uz; q)∞
(u; q)∞

·

Les seules paires a, b qui apportent une contribution non nulle à la
seconde sommation se réduisent aux partitions a1 + a3 = n et b1 = n.
Par ailleurs, P (a,b) est une sommation sur les seules permutations (3, 2)-
colorées τ = (σ,a,b) telles que maj1 τ = comaj3 τ = 0. De là, σ est de la
forme

(5.1) σ = r1 < r2 < · · · < ra1 ; s1 > s2 > · · · > sa3 .

Enfin, le monôme h(τ) se réduit à qimaj1 τ . On a donc∑
a,b

za3P (a,b) =
∑

(−z)a3qimaj1 τ ,

où la dernière sommation est sur les seules permutations τ = (σ,a,b) avec
σ de la forme (5.1). Il est immédiat de voir, par exemple par récurrence
sur n, que la précédente somme vaut (−z; q)n. On retrouve donc bien la
formule q-binomiale.
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