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POLYMATH, LOTHARINGIEN D’HONNEUR

Abstract. The construction of a bijection of the symmetric group onto
itself is given that has the property of mapping a pair of set-statistics onto
another pair. As a consequence, it is shown that a pair of Euler-mahonian
statistics has a symmetric distribution.

Résumé. On donne la construction d’une bijection du groupe symé-
trique sur lui-méme, qui a la propriété d’envoyer un couple de statistiques
ensemblistes sur un autre couple. Comme conséquence, on montre qu’un
couple de statistiques Euler-mahoniennes a une distribution symétrique.

Avant-propos

Nous sommes heureux de dédier le présent article de Combinatoire a Pierre
Cartier, qui, des les années soixante, a attiré 'attention de la communauté
mathématique sur la renaissance de cette discipline ; témoin son exposé de
1962 au Séminaire Bourbaki (cf. [Ca62]) sur identité exponentielle de
Spitzer [Sp56] et ses applications aux fluctuations de sommes de varia-
bles aléatoires. Tout au long de sa carriere, il est resté attentif a tous les
développements importants (cf. [Ca80, Ca82, Ca91]), en particulier au re-
nouveau de I’étude des fonctions symétriques initialisé par Schiitzenberger
[Sc77] et & la révolution philosophique que constitue la démonstration “au-
tomatique” des identités hypergéométriques due a Zeilberger [Ze90]. Il a
lui-méme contribué a cette discipline dans plusieurs travaux (cf. [CaFo69,
Ca72, Ca90, Ca00]). Notons enfin que le mémoire sur les commutations
[CaFo69] a donné un cadre mathématique utile aux problémes de paral-
lélisme (cf. Diekert [Di90]) et a fourni une version non-commutative a
I'identité fondamentale du polynéme chromatique [St73] (¢f. Lass [La01]).

La construction donnée ci-dessous d’une nouvelle transformation sur le
groupe symétrique s’inscrit dans ce cadre de recherche, ou les propriétés

(*) Ce travail de recherche a pu étre effectué grace au soutien financier du contrat
européen “Algebraic Combinatorics”, no. RTN2-2001-00059.
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des statistiques définies sur ce groupe (comme le nombre de descentes,
la longueur, l'indice majeur, ... ) sont systématiquement explorées et
étendues a certains groupes de Coxeter (cf. [AR01, ABRO1, Br94, FH97,
Re93a, Re93b, Re93c, Re95a, Re95b, StE93, St76, StJ92]). Il s’agit, en
particulier, de trouver les expressions analytiques des séries génératrices
de ces statistiques; si on ne peut le faire directement, il s’agit alors de
construire des bijections sur ces groupes qui permettent de ramener le
calcul a des cas classiques connus. Chemin faisant, la construction de ces
bijections fait apparaitre des propriétés nouvelles sur ces groupes.

1. Introduction

Appelons ligne de route d'une permutation o = o(1)o(2)...0(n) (écrite
comme un mot en les lettres 1,2,...,n), 'ensemble, noté Ligne o, de tous
les entiers i tels que 1 < i <n—1et o(i) > o(i + 1). [Certains auteurs
parlent d’ensemble de descentes (“descent set”) et adoptent la notation
D(o) ouDES o) (cf. [ARO1, Br94, Re95a, Re95b]).| La somme des éléments
de Ligne o est notée majo (I'indice majeur de o).

Par ailleurs, la ligne inverse de route, Iligne o, de o, est définie comme
I’ensemble de toutes les lettres o (i), telles que la lettre égale & 1+ () soit
a la gauche de o(i) dans le mot o. Il est immédiat que la ligne inverse de
route de o n’est autre que la ligne de route de la permutation inverse o~ 1.

Rappelons que le codage par inversions (ou codage de Lehmer) (cf.
[Le60]), Invcodeo, d’une permutation o est défini comme le mot w =
T1T2 ... Ty, de longueur n, tel que pour tout + = 1,2, ..., n, la lettre x; est
donnée par

(1.1) i =#{j:1<j<i—1,0()>0c(i)}.
Par construction-méme, on a :
(1.2) 0<z;<i—1 (1 <i<n).

Un mot w = x12s...x,, dont les lettres sont des entiers satisfaisant les
inégalités (1.2) est dit sous-excédent. On note SE,, l’ensemble des mots
sous-excédents de longueur n. On définit la ligne des montées, Rise w, d’'un
mot quelconque (en particulier d’'un mot sous-excédent) w = x1z2 ... x,,
comme ’ensemble des indices i tels que 1 <7 <n —1et x; < x;41.

Il est évident que “Invcode” est une bijection de S, sur SE,. Une
autre telle bijection est le maj-codage “Majcode”, que 'on peut définir,
par récurrence, de la fagon suivante : le maj-codage de la permutation 1
est 0. Soient o une permutation d’ordre n > 2 et o~ la permutation
déduite de o par suppression de la lettre n dans o. Si z129...2,_1 est
le maj-codage de o, alors on définit Majcodeo := x1x2 ... x,_12,, avec
T, :=majo —majo . Une autre définition de “Majcode” par étiquetage
est proposée au paragraphe 5.
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Le but de cet article est de démontrer qu’il existe une bijection ¢ : 0 — 7
du groupe symétrique S,, sur lui-méme et surtout de construire une telle
bijection, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

w ___Rise B
Majcode Iligne w.w € SE, -
(1.3) b
T +~————— O o, T € Sy;
Invcode Ligne A,BC{l1,2,...,n—1}.
w A
Rise

On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 1.1. Il existe une bijection ¢ qui satisfait :
(1.4) (Ligne, Iligne) 0 = (Rise o Invcode, Rise o Majcode) ¢(o).

Le lecteur souhaitant lire tout de suite la construction de la bijection ¢
est invité a se reporter au paragraphe 4, ou deux descriptions en sont
données. Il doit seulement se rappeler la définition de Majcode et, pour
chaque entier ¢ tel que 1 < ¢ < n, utiliser la bijection croissante de
{1,...;i—1,i+1,...,n} sur {1,2,...,n — 1} notée réd; (“réd” pour
“réduite”) et la bijection inverse réd; *.

En plus des statistiques “Ligne”, “Iligne” et “Rise” déja définies, intro-
duisons une quatrieme statistique ensembliste “Eul”, dite wvaleur Fulé-
rienne, qui associe a tout mot sous-excédent w = zi1xs...x, un sous-
ensemble, Eulw, de {1,2,...,n — 1}. Si n = 1, on pose Eul0 := §; si
n > 2 et si 'on pose w' := x12w9...2,_1, de sorte que w’ € SE, _1 et
w = w'zy, on peut poser, par récurrence, Eulw’ = {yp < yp—1 < -+ <
y1} € {1,2,...,n—2}. Notons alors {zx11 < 2gyo < -+ < zp_1 =n— 1}
lensemble complémentaire {1,2,...,n — 1} \ Eulw’. Si & > x,, > 0, on
définit :

(15) EU_l'lUl«Tn = {yk7yk‘—17 o Yz +15 Yz, + 17 - Y2 + ]-7y1 + 1}
En particulier Eul w’0 = Eulw’.
Posons, par commodité, yx+1 :=0et yo:=n. Sin—-12>x, > k+ 1,

il existe un entier unique p tel que yp11 < 2z, < yp. En particulier,
T, > k+12>p—+1. On définit alors :

(16) EUI’UJ/CL'” = {yk» -y Yp+1sTn — Py Yp + ]-7 et ]-}
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Exemple. On a successivement : Eul(0,0) = §; Eul(0,0,1) = {1};
Eul(0,0,1,0) = {1}; Eul(0,0,1,0,3) = {1,3}; Eul(0,0,1,0,3,1) = {1,4}.
Avec w' = 0,0,1,0,3,1, on obtient Eulw'0 = {1,4}; Eulw'l = {1,5};
Eulw'2 = {2,5}; Eulw'3 = {1,2,5}; Eulw'4d = {1,3,5}; Eulw'5 =
{1,4,5) et Eulw'6 = {1,4,6).

Par définition-méme du codage par inversions (cf., par exemple, [Lo02],
Proposition 11.4.2), on a, pour toute permutation o,

(1.7) Ligne o = Rise o Invcode o.
On peut vérifier également (voir §5) que l'on a :
(1.8) Ligne 0 = Eul o Majcode o.

Désignons par i la bijection définie sur S,,, qui envoie toute permutation
sur son inverse io := o~ ! et formons la chaine
i ¢ Majcode Invcode™!

(1.9) o = o - T — w’ — o

Sn Sy Sn SE,, Sn
De (1.4), (1.7) et (1.8), résultent, d’une part, les identités
(1.10) L%gne o' = Il?gne o =Riseo Majcode 7=Risew'=  Ligner’;

Iligne o’ = Ligne o = Ligne = Eulw’ =EuloInvcode 7/,

d’autre part, le théoreme suivant.

Théoréme 1.2. Les couples de statistiques ensemblistes (Ligne, Iligne),
(Rise oMajcode, Ligne), (Ligne, EuloInvcode) sur S, ainsi que (Rise, Eul)
sur SE,, ont méme distribution.

Le plan de l'article est le suivant. Dans le prochain paragraphe, nous
donnons les applications du Théoreme 1.1 a ’étude des statistiques
numériques Euler-Mahoniennes. Dans le paragraphe 3, nous expliquons
la démarche naturelle qui mene a la construction de la bijection du
Théoreme 1.1, qui est, elle, décrite dans le paragraphe 4. Les propriétés
de cette bijection reposent sur une analyse fine du majcodage, qui est
explicitée dans le paragraphe 5. Le paragraphe suivant contient un lemme
fondamental sur les lignes de montée. Dans le paragraphe 8, nous calculons
le polynome générateur des permutations, de ligne de route fixée, par
un couple Euler-Mahonien de statistiques. Pour terminer, nous donnons
un exemple numérique, qui illustre, d’'une part, la construction de la
bijection ¢, d’autre part, le calcul de toutes les statistiques utilisées.

2. Statistiques Euler-Mahoniennes

Si “Stat” est une statistique ensembliste, comme les quatre statistiques
précédemment introduites, on forme les deux statistiques numériques
# Stat et X Stat, telles que # Statw (resp. X Stat w) est définie comme
le cardinal de (resp. la somme des éléments dans) Stat w.

4
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Avec “Ligne”, on retrouve des := # Ligne (le nombre de descentes) et
maj := X Ligne (I’indice majeur). Avec “Iligne”, on pose traditionnelle-
ment ides := # Iligne, imaj := X Iligne. On introduit, en plus, les quatre
statistiques définies sur SE,, : # Eul, X Eul, # Rise, X Rise. D’apres la
définition de la valeur Eulérienne donnée en (1.5) et (1.6), on observe que
siw=ux12s...2, € SE,, alors

(2.1) YEulw=z1+22+ -+,

une statistique que 1’on note plus volontiers totw (“tot” pour “total”).
Quant a la statistique # Eul, que 'on note simplement “eul”, elle a
déja été introduite dans [Ha90] : soit w = zjz2...2z, un mot sous-
excédent. Si n = 1, on pose eullw = 0; si n > 2 et si 'on pose

w' = x122...2,-1 € SE,_1, de sorte que w = w'x,,, alors

;o Jeulw, si x, <eulw';
(2.2) eul(w'a, ) = { 1+eulw, siz,>1+eceulw.
On peut encore voir que eulw est la longueur du plus long sous-mot
Tiy Ty - Ty (1 < ip < ig < -+ < i) tel que 1 < 2, 2 < @4y, onn
Soit inv o le nombre d’inversions de la permutation o. Par définition-
meme de Invcode, on a immédiatement :

(2.3) Y. Eul o Invcode = inv .

On dit qu’une statistique bivariée (f, g) est Euler-mahonienne, si f et g
sont définies sur un ensemble fini F,,, de cardinal n! et si sa fonction
génératrice S tfWqd(W) (w € E,), écrite sous la forme A,(t,q) =
S Ank(q)t*, satisfait la relation de récurrence

k>0

(2.4) A i(q) = [k + 1q An—1,1(0) + ¢" [n — Klg An—1.5-1(q)

pour 1 < k < n — 1, avec les conditions initiales : A, o(q) = 1 et
A, k(q) = 0 pour £k > n. Dans (2.4), on a posé [k], := 0 pour k = 0

et [kl :=1+¢q+--+¢" ! pour k > 1. Posons
. ] sin=20;
BDn = (1)1 —tg)---(1—tg"1), sin>1.

De fagon équivalente (1’équivalence est facile a voir), on peut dire que (f, g)
est Fuler-mahonienne si le polynéme A, (¢, q) satisfait I'identité

An(t, q)
(2.5) 2 = E t" ([r+1]g)"
(EDn 5 !
On sait depuis Carlitz [Cab4] que la statistique (des, maj), égale encore a

(# Ligne, ¥ Ligne), est Euler-mahonienne sur S,,. La proposition suivante
résulte alors de (1.9) et de (1.10).
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Proposition 2.1. Les couples (ides,imaj), (eul o Invcode,inv) sur S, et
(eul, tot), (#Rise, XRise) sur SE,, sont des statistiques Euler-Mahoniennes.

Se reportant toujours a la chaine (1.9) et a (1.10), on obtient, en plus,
les propriétés suivantes

Propriété 2.2. La bijection o’ — 7' de S,, sur S,, satisfait

(2.6) (Ligne, ides, imaj) ¢’ = (Ligne, eul o Invcode, inv) 7';

(2.7)  (des,maj,ides,imaj) o’ = (des, maj, eul o Invcode, inv) 7’.

La statistique “eul o Invcode” a été introduite par Skandera [Sk01] sous
le nom de “st”. Il avait aussi conjecturé qu’il existait une bijection ¢’ — 7’
satisfaisant (2.7). On peut donc répondre positivement & sa conjecture.

Propriété 2.3. La bijection ¢/ — w' de S,, sur SE,, satisfait

(2.8) (Ligne, ides, imaj) ¢’ = (Rise, eul, tot) w’
(2.9) (des, maj, ides, imaj) o’ = (# Rise, ¥ Rise, eul, tot) w’

(W5 q1s @2)r 41,541 = H (1 - ugigd).
0<i<r,0<5<s

Comme démontré dans [GGT78] (voir aussi [Ra80], [DF86]), I'identité

1 t3 n(t1,t
(2.10) Z ( 112 _Z 1, 2791,612)

o (W 42)r+1,5+1 t1, q1)n+1 (t2;G2)ns1’

définit une suite de polynomes (A, (t1,t2,41,92)) (n > 0) qui sont les
fonctions génératrices de S, par le quadruplet (des, maj,ides,imaj). En
d’autres termes, on a : A, (t1,t2,q1,q2) = D, cs, tlesopideso majo imajo
L’existence de la bijection ¢’ +— w’ permet donc d’obtenir le résultat

suivant, apparemment difficile a obtenir directement.

Théoreme 2.4. La fonction génératrice factorielle des polynémes généra-
teurs des ensembles SE,, de mots sous-excédants (n > 0) par le quadruplet
(# Rise, ¥ Rise, eul, tot) est donnée par ’expression (2.10).

Pour tout couple d’entiers r,n > 0, notons m le g-coefficient binomial
défini par :

{n} (q;q)n. , si0<r<nmn;

0, autrement.
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Soit L = {¢; < --- < {}} un sous-ensemble de l'intervalle {1,2,...,n—1}.
On pose £y := 0 et ly4+1 := n et on désigne par N,(L,n) la matrice
(k+1) x (k+1):

[51—50-4—7’ Lo —Lo+Tr Ly —Lo+1 Liy1—Lo+r
r T T r
1 [52—414-7’} o L —L147 L1 —L1+r
" 4 —’Z —+7r Ek 1I£2+T
N (L.n) = 0 L Al I
. . . . ) _:g N
0 0 1 sl

En particulier, N,.(0,n) = [”jr}
Il résulte des Propriétés 2.2 et 2.3 que pour tout sous-ensemble L de
{1,2,...,n— 1} on a les égalités :

E : tides qumaj o _ E : teul o Invcode aqinv o _ § teul wqtot w

c€S,,Ligneo=L oc€S,,Ligneo=L weESE, ,Risew=L

Désignons par Ay (t, q) ce polynéme. Dans le dernier paragraphe, on établit
le résultat suivant, qui entraine d’ailleurs I'identité (2.5).

Théoréeme 2.5. On a :

A0 5= et N, (L),

(2.11) :
(ta Q)n—l—l >0

3. Comment construire la bijection ¢ ?

La construction de ¢ nécessite une analyse fine des propriétés du
maj-codage. On la définit par récurrence sur n. Sin > 2 et si 0 =
o(1)o(2)...0(n) est une permutation d’ordre n telle que o(n) = i, on
pose 0 = ¢'i, ou, par conséquent, o’ := o(1)o(2)...0(n — 1). Si la
bijection ¢ a été construite pour les permutations d’ordre inférieur ou
égal a (n — 1), on I'étend, de fagon naturelle, aux permutations de la
suite 1,...,(i —1),(i +1),...,n a l’aide de la bijection réd; définie dans
I'introduction. En effet, si 'on pose ¢; := réd; Log oréd;, on définit

¢(0) = ¢(0" i) := i(¢i(0")) 4,

ou 7; est un réarrangement de la permutation ¢;(c’) qu’il faut préciser.
Remarquons que cette définition de ¢ préserve la derniére lettre i.

La premiere étape de la construction de ¢ est donc de définir 7/ :=
vi(#i(0”)), puis 7 := 7" i. Remarquons que ¢oréd;(o’) est une permutation

7
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de 1,2,...,n — 1, alors que 7" est une permutation de 1,...,(i — 1), (i +
1),...,n. Dans toute la suite, nous adoptons la convention : Majcode 7/ :=
Majcode ¢ oréd;(¢”). Si 'on désigne par z(1)...z(i—1x(i+1)...2z(n) le
maj-codage de 7/, on définit aussi

(3.1) Majcode, 7" :=z(1)...z(i — 1) e x(i+ 1)...x(n),

ot le gros point “e”, placé dans la i'®™° position, satisfait 'inégalité e < 0.
Cette convention s’averera tres utile dans la suite, car on montrera que
I’on a, en fait,

(3.2) Tligne o = Rise o Majcode; 7’.

Pour n > 2, on partitionne S,, en deux classes disjointes S/, et S/.
La premiere classe est formée de toutes les permutations o telle que
o(n — 1) < o(n) ou telles que o(n) = 1 et donc S se compose de
toutes les permutations o telles que o(n — 1) > o(n) > 2. Pour les
permutations o appartenant a S/, le réarrangement ~y; est simplement
Papplication identique, de sorte que ¢(o) := ¢;(0’) .

Pour les permutations o appartenant a S/, on détermine toujours
7/ = ¢;(0’) et 7 = 7’4, une permutation qui appartient encore a S
Le réarrangement ;, qu’il faut appliquer a 7/, peut étre visualisé en se
reportant a la Figure 1, ot 'on a reproduit la partie droite du graphe
de la permutation 7. La lettre 7(j) est la lettre la plus a droite de la
permutation 7 qui soit inférieure a 7(n) =i > 2. Cette lettre existe et est
bien définie pour n > 3. Soient [ la plus petite lettre entre 7(j) et ¢, puis L
la seconde plus petite lettre, si elle existe; sinon, on pose L :=n + 1.

On forme alors les (L — ¢ — 1) permutations

Tig1:=0@+1i+2)---(1—-2,-1)(1 -1
T = —=2,1-1)(—-1,0)7
1= —-10)T1
(3.3) T =T
T4 =+ 1,07
U+2,0+1)(1+1,0)7

TI+2 =

-1 =(L—-1,L=2)---(+2,l+1){{+1,0)T

qui se déduisent de 7 par application de ces produits de transpositions.
Comme elles se terminent toutes par ¢, on pose 7, := 7, ¢ pour k =
1+ 1,24+ 2,...,L — 1. La construction de ¢ utilise la propriété suivante.

8
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FE
L
L-1
/ V, J
N \
i 7}
j/ n—1n
() = 7'(4)
Fig. 1
Proposition 3.1. Les permutation T;41,...,7Tr—1 ont toutes méme ligne

de route (que 7). Leurs maj-codages sont tous distincts et il existe une
bijection, que I'on peut explicitement construire, v : | — p de l'intervalle
{i+1,i4+2,...,L — 1} sur lui-méme, telle que

(3.4) Rise o Majcode; 7, = Rise o Majcode 7,,.

Le fait que ces permutations aient méme ligne de route est évident,
puisque chaque transposition appliquée ne permute que deux entiers
consécutifs, qui sont non-adjacents dans la permutation. Une fois qu’une
bijection [ — p de I'ensemble {i + 1,..., L — 1} sur lui-méme est définie,
la bijection ¢ cherchée est simplement donnée par : ¢(c) = 7,, ou
p = ¥(l). Compte-tenu de (3.2) et (3.4), elle a alors la propriété :
Iligne 0 = Rise o Majcode ¢(0). Le réarrangement v; qu’il faut définir est
donc v;(¢i(0’)) = 7.

Exemple. Considérons la permutation 7 = 6,4,8,7,2,1,9,5,3 qui
appartient a 8. L’extrémité droite de son graphe est représentée dans
la Figure 2. Les L —i — 1 = 5 permutations du tableau (3.3) sont données
par

Ligner, =1 345 738
T4:(475)7—:67578’7’2’179’4’3
5 =7=26,4,8,7,2,1,9,5,3

9
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76 = (6,5)7 =5,4,8,7,2,1,9,6,3
7= (7,6) (6,5)7 = 5,4,8,6,2,1,9,7,3
(7,6) (6,5) 7 = 5,4,7,6,2,1,9,8,3

Fig. 2

Elles ont toutes la méme ligne de route : 1,3,4,5,7,8. En lais-
sant tomber la lettre 3 de la fin, on obtient les permutations 7. La
détermination des Majcodes 7/, et des Majcode 75, donne le tableau suivant,
ou la ligne des montées, Rise w, apparait au-dessus de chaque code w.

1 345 78 1 3 5 78
Majcode; 7y = 0,1,0,0,2,3,2,5,7; Majcodery =0,1,0,3,3,4,3,6,8;
1 3 5 78 1 34 78
Majcode; 75 = 0,1,0,2,0,3,2,5,7; MajcodeTs = 0,1,0,2,4,4,3,6,8;
1 34 678 1 345 78
Majcode; 76 = 0,1,0,2,3,0,2,5,7; Majcoders =0,1,0,2,3,5,3,6,8;
1 34 78 1 34 6 8
Majcodes 75 = 0,1,9,2,3,2,0,5,7; Majcoders =0,1,0,2,3,2,6,6,8;
1 34 6 8 1 34 678
Majcode; 74 = 0,1,0,2,3,2,5,0,7; Majcoders =0,1,0,2,3,2,5,7,8.

On constate que les ensembles des lignes de montées des maj-codages
des 7/, d’'une part, et des lignes de montées des maj-codages des 7y,
d’autre part, sont identiques. Reste & définir la bonne bijection (cf. §6).
On verra qu’elle repose sur la propriété classique qui veut que si 'on part
d’une permutation de 1,2,...,n et si I'on insére dans cette permutation,
dans les (n 4 1) interstices possibles, un élément distinct de ces n entiers,
disons i + 1/2 avec i > 0 entier, 'ensemble des lignes de montées des
(n + 1) réarrangements obtenus ne dépend pas de i, mais seulement de la
permutation initiale.

On observe aussi les deux faits suivants :

on passe de Majcode; 7;, & Majcode; 7, en remplacant le gros point
par 0, le zéro reproduit en gras par (k — 1) et en augmentant d’une unité
les nombres a la droite de ce zéro gras.

10
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on passe de Majcode; 7, & Majcode; 7}, 41 én transposant le zéro repro-
duit en gras et la lettre suivante;
Ces deux faits sont démontrés dans les Propositions 5.2 et 5.3.

4. Construction de la bijection ¢

Cette construction fait appel a la réduction “réd;” et au maj-codage,
dont les définitions ont été données dans I'Introduction. Une autre défi-
nition du maj-codage par étiquetage sera donnée au paragraphe 5.

Description de la bijection ¢. Soit ¢ € S§,,. Si n = 1 ou 2, on pose
¢(0) = 0. Sin >3, on pose i := og(n), o’ :=oc(l)o(2)...0(n—1) et on
définit 7/ := réd; op o 1éd; *(o’) et T := 7' 1.

SiT(n—1) <7(n) ousit(n) =1, on pose : ¢p(c) := .

Si 7(n —1) > 7(n) > 2, on détermine le plus grand entier j tel que
7(j) < 1, puis la plus petite lettre [ de T entre 7(j) et 7(n) et la seconde
plus petite lettre L, aussi entre 7(j) et 7(n). Si cette seconde plus petite
lettre n’existe pas, on pose : L :=n + 1. (Voir Figure 1.)

Sii4+1=L—1, on pose aussi : ¢(0) := 7.

On forme alors Majcode, 7" := z(1)...2(i — 1) e x(i + 1)...x2(n). Si
Il =i4+1loufsii+2 <1l < L—-2eta(l—-1) > z(+1)], on
détermine le plus long facteur croissant strict z(l + 1)xz(l +2)...z(p) du
mot x(l + 1)x(l +2)...2(L — 1), de sorte que 'on a, ou bien p = L — 1,
oubienl+1<p<L—2etz(p) >z(p+1). On pose alors :

(4.1) Y(l) = p;
2 plo) =1, ={m,p—1)---(+2,I+ 1)+ 1,])7.

Sil=L—-1oulsii+2<I<L-2etz(l—1)<xz(l+1)], on détermine
le plus long facteur décroissant au sens large x(p)x(p +1)...2(l — 1) de
z(i+1)x(i+2)...2(l —1), de sorte que I'on a, ou bien p =i+ 1, ou bien
i+2<p<l—1letaz(p—1)>x(p). On pose alors

(4.3) ¥(l) == p;
4 (o) =m=mp+1)--(1—2,01-1)(1-11)

Noter que I'on a deux expressions pour 7, suivant que [ +1 <p < L —1
out+1<p<i-—1.

Donnons encore une description algorithmique, qui permet une pro-
grammation informatique quasiment immédiate.

ALGORITHME—¢ : une permutation o = o(1)o(2)...o(n) étant donnée,
lalgorithme suivant fournit la permutation 7 := ¢(o).

11
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(¢1) Sin =1, RETURN la permutation 1.

(¢2)  On pose

i _0( )a
0(1) (2)...0(n—1);
7/ :r gbredi(al);

\]
\]
@

(¢2.1)  Sit(n— 1) <ioui=1, RETURN T;

(¢2.2)  On pose
ji=max{j :1<j <n-1,7(") <i};
E o= G+ 1,7+ 2),. .. 7(n— 1)}
[ :=min F;
L:=min(E\{l}U{n+1});
x = Majcode; 7" = z(1)...xz(i —1)ex(i+1)...2(n);

(¢2.2.1) Sii+1=L—1, RETURN T;

(0222) Sil=i+1lousi[i+2<I<L—-2etz(l—-1)>z(+1)],
Ti=1l+1)7
p:=1+1;
Tant que [z(p) < z(p+ 1) et p < L — 2], faire
{r:=@p+7; p:=p+1i}

RETURN 7
(02.23) Sil=L—-1ousi|[i+2<I<L—-2etz(l—-1)<z(l+1)],
=UIl-1)T
p:=10—1;
Tant que [z(p — 1) > x(p) et p > i + 2], faire
{r=@p-17; p=p-1;
RETURN T

5. Propriétés du maj-codage

Rappelons la construction du maj-codage par étiquetage, tel qu’elle est
bien exposée, par exemple, dans I'article de Rawlings [R81]. Soit ¢ une
permutation d’ordre n. Sin = 1, on pose Majcode 1 = 0. Supposons n > 2
et notons 0~ :=0 (1)o~(2)...07 (n — 1) la permutation d’ordre (n — 1)
déduite de la permutation o = o(1)o(2)...0(n) d’ordre n par suppression
de la lettre n. Posons 0= (0) = o~ (n) := 0. Soit (d + 1) le nombre
d’entiers i tels que 0 < i < n—1et o (i) > o~ (i + 1) (on a toujours
o~ (n—1) >0 (n) =0, de sorte que d > 0).

En lisant le mot 0= (0)o~(1)...07(n — 1)o~(n) de la droite vers la
gauche, on mag-étiquette 0,1,...,d les (d + 1) successions de deux lettres
o (i)o~ (i+1) telles que 07 (i) > 0 (i+1) (0 <i <n—1). On lit ensuite

12
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le mot 0= (0)o(1)...07(n — 1)o~(n) de la gauche vers la droite et on
maj-étiquette (d + 1), (d+2), ... , (n — 1), les (n — 1 — d) successions
restantes 0~ (i) < 0~ (i + 1). Or, on passe de 0~ a ¢ en insérant n dans
I'une des successions o~ (i)o~ (i +1) (0 < i < n —1) (et en supprimant
les lettres 0~ (0), 0~ (n)). Soit y la maj-étiquette de la succession ou n est
inséré. On pose alors

Majcodeo := w™ v,

ou, par récurrence, w— est le maj-codage de o~.
Nous supposons n > 2 et nous nous servons de cette définition par
étiquetage pour comparer les maj-codages des permutations 7’ et T,

on 7 = 7(1)...7( — 1)7'(: + 1)...7'(n) est une permutation de
1,...,(i—1),(i+1),...,n et ou T est la permutation de 1,2, ..., n obtenue
en juxtaposant la lettre ¢ & la droite de 7/, soit 7 := 7’i. On note

x(Dx(2)...2(i— Dz(i+1)...2(n) le maj-codage de 7'.

Proposition 5.1. Si 7/(n) < i et si

Majcode; 7/ = z(1)x(2) ... z(i — 1) @ z(i+1)...xz(n),
alors
(5.1) Majcodet i = z(1)z(2)...2(i — 1) 0z(i + 1)...z(n)

et les lettres x(i + 1), ... , x(n) sont supérieures ou égales a 1.

Démonstration. La proposition est évidente pour i = n. Supposons
1 < i < n—1 et notons Suby 7 le sous-mot de 7/ réduit aux let-
tres de 7/, inférieures ou égales a k. Par définition du maj-codage,
on a MajcodeSub,_17" = z(1)z(2)...2(i — 1) and Majcode Sub; 7/i =
x(D)z(2)...2(i — 1)0, puisque ¢ est juxtaposé a la droite de Sub;_; 7'.

Supposons qu’il existe un entier j tel que i +1 < j < n et z(j) = 0;
considérons le plus grand entier j ayant cette propriété. Par définition du
maj-codage, la permutation 7’ aurait une derniére lettre égale & j > 1.
Ceci contredit I'hypothese : 7/(n) < i. Ainsi tous les entiers z(i +1), ... ,
x(n) sont supérieurs ou égaux a 1.

Pour chaque j > i+ 1, on a Sub;_;(7'i) = (Sub;_;7')i. Dans la
construction du maj-codage de 7/ (resp. de 7'i), aucune lettre j > i+ 1 ne
peut étre insérée a la droite de Sub;_; 7’ (resp. a la droite de Sub,_1 7/ ¢ ni
juste avant la lettre finale 7). Par conséquent, le maj-étiquetage des entiers
i+1,i+2, ..., n est identique pour 7" et 7"i. []

Nous comparons maintenant les maj-codages de 7’ et 7 = 74 lorsque 7
appartient a S/, c’est-a-dire lorsque 7(n — 1) > 7(n) > 2. Les lettres [
et L conservent les significations données dans la définition de ¢ ou dans

la Figure 1.

13
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Proposition 5.2. Si T appartient a S/, la comparaison des maj-codages
de 7' (deuxiéme ligne) et de T (troisieme ligne) est indiquée dans la table
suivante :

1 ... «—1 ¢+ +1 ... [-1 l I+1 ... L-1 ... n

z(1) ... z(i—1) e z(i4+1) ... z(I-1) 0 x(+1)...z(L-1)...z(n)
z(1) ... z(z—1) 0 z(z4+1) ... z(I-1) -1 Z(I+1) ... T(L-1) ... T(n)

ouZ(k) := 14+xz(k). De plus, les lettres z(i+1),...,z(L—1) sont toutes au
moins égales a 1; enfin, si L<n,onaxz(L)=L—2o0u0;sil+1<L-1,
ona:xz(l+1)<l-2.

Démonstration. Le sous-mot Sub;_; 7’ se termine par 7(j) < ¢ (cf.
Fig. 1). Il résulte de la Proposition 5.1 que le maj-codage de Sub;_; 7 vaut

z(1)...2(i—1)0z(t+1)...2(l—1)

et les lettres x(i+1),...,2(l — 1) sont toutes plus grandes que 1. Lorsque
I’on construit le maj-codage de 7, la lettre [ est insérée dans la montée
la plus a droite 7(j) < @ = 7(n). On crée ainsi une nouvelle descente,
qui obtient la maj-étiquette 1. Comme cette descente la plus a droite
n’apparailt pas dans 7/, chaque lettre m > [ + 1 obtient une maj-étiquette
r+1 dans le maj-codage de 7, chaque fois qu’elle obtient la maj-étiquette r
dans 7’.

Maintenant, ou bien L = n + 1, ou bien L < n et cette lettre se trouve
a droite de 7/(j) dans 7’. On a donc z(L) = L — 2 ou 0. Supposons enfin
i+1 < L—1. Lors de la construction du maj-codage de 7', la lettre (I+1)
n’a pas été insérée dans la montée la plus a droite 7/(j) < i, qui a la
maj-étiquette (I —1). On a donc x(l +1) <1 —2. []

Proposition 5.3. Si 7 = 7’7 appartient a S]] et sil+1 < L —1, Ila

comparaison des maj-codages de 7' (deuxiéme ligne) et de v’ := (I,1+1) 7’
(troisiéme ligne) est donnée dans la table :
1 ... ¢=1 ¢ 41 ... [-1 l I+1 ... L-1 ... n
z(1)...z(i—1) e z(i+1)...2z(I—-1) 0 x(+1)...xz(L—-1)...x(n)
z(1)...z(i—1) e z(i+1)...2(I-1) z(I+1) 0 ...z(L-1)...z(n)

Démonstration. 1l existe deux mots w1, we, avec wy non-vide, tels que
Subjy1 7 =wy (I +1)wal et Subjv’ = wplws.

Comme l'insertion de [ dans Sub;_; 7/ crée une montée, de maj-étiquette

maxima, le maj-étiquetage de (I + 1) dans Sub; 7" et celui de | dans

Sub;_1 0" sont identiques, tous deux égaux a x(l + 1). Par ailleurs, la
maj-étiquette de (I + 1) dans v est 0. []

14
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De méme, le maj-codage de (I —1,1) 7" vaut
1 ... +=1 3¢ ¢+1 ... -2 [-1 I ... L-1 ... n
z(1)...z(i—1) e z(i+1)...2(l—2) 0 z(l+1)...z(L-1)...z(n)
et celuide (i +1,i4+2)---(1—2,1—-1)1—1,1)7
1 ... =1 4441 i+2 ... | I+1 ... L-1 ... n
z(l)...z(i—1) e 0 z(i+1)...z(l-1) z(I+1)...z(L—1)...z(n)
que 'on récrit désormais :
y(1)...y(t—1) e 0 y(E+2)... y() y(l+1)...y(L-1)...y(n)
Utilisant cette nouvelle expression et conservant les notations (2.3), on
obtient ainsi le résultat suivant.

Proposition 5.4. Les maj-codages des permutations 7; _,, ... , 7/_y, T,
Tit1s --+ » Tr_1 sont donnés par les lignes de la matrice
1 ... i—=1 4 i+1 ... I-1 l I+1 ... L-1 ... n
y(1)...y¢t—1)e 0 ...y(l-1) y({) y(+1)...y(L—1)...y(n)
y(1)...y(i—1)ey(i+2)... 0 y() y(l+1)...y(L-1)...y(n)
y(1)...y(i—1)ey(i+2)... y(l) 0 y(+4+1)...y(L-1)...y(n)
y(1)...yti—1)ey(i+2)... y{l) y(l+1) 0 ...y(L—-1)...y(n)
y(1) . y(i—1)ey(i+2) ... y() yI+Dy(+2)... 0 .. .y(n)
tandis que les maj-codages des permutations Tjy1, ... , Ti—1, Tl, Ti4+1s - -« ,

Tr,_1 sont donnés par les lignes de la matrice

1 ... i—1 i i+l ... -1 1| 141 ... L—1 ... n
y(1)...y(i—1)0 i ...giI-1) ) Fl+1)...5(L—-1)...7(n)

y(1)...y(i—1)0y@i+2)... 1-2 F) Fi+1)...5(L—1)...5(n)
y(1). .. y(i-1)0y(i+2)... yd) -1 gi+1)...5(L—1)...5(n)
y(1) .. y(i—1)0yG@+2)... y@) yl+1) 1 .. .G(L-1)...5(n)

y(1)...y(i—1)0y(i+2)... y) y(l+1)y(l+2)... L—2 ...y(n)

De plus, on a les inégalités suivantes :

(5.2)1<y(i+2)<i—1, 1<y(i+3)<i, ..., 1<y(L—-1)<L—4
(5.3) y(L)=0 ou y(L)=L-2.

6. La correspondance entre lignes de montées

Se reportant a I’énoncé de la Proposition 5.4, nous nous proposons de
montrer qu’a toute ligne du premier tableau correspond biunivoquement
une ligne du second tableau ayant méme ligne de route. Observons, tout
d’abord, qu’avec la convention e < 0 et I'inégalité 1 < y(i + 2), il y a une
descente en position i — 1 et une montée en 7 dans toutes les lignes des
deux tableaux.
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Supposons L < n. Si y(L) = 0, alors y(L — 1) ou 0 > y(L) dans
le premier tableau et y(L — 1) ou L —2 > 1 = gy(L) dans le second
tableau, puisque 7 < 2 entraine L > 3. Ainsi toutes les lignes des deux
tableaux ont une descente en position L — 1. Si y(L) = L — 2, alors
y(L — 2) < y(L), d’apres (5.2) et donc y(L — 2) < g(L). Par ailleurs,
0<y(L)et L—2< L—1=7g(L), toujours d’apres (5.2). Toutes les lignes
des deux tableaux ont alors une montée en position L — 1.

Il suffit donc de définir une bijection entre les lignes du premier et
du second tableau réduites aux colonnes d’indices i + 1,7+ 2,...,L — 1.
D’apres (5.2), on a y(i +2) < i—1, d’ou i > 7(i + 2). De méme, pour
i+3<I<L—-2onay(l)<l—3ety(l+1)<l—-2,douy(l)<l—-1
et 1 —1 > gy +1). Enfin, y(L — 1) < L — 2. Il en résulte qu’il suffit
de définir une bijection, qui conserve la ligne de montées, entre les lignes
notées B ,...,B7_; et Biy1,...,Br_1, des matrices bordées

141 142 L—2 L—-1
i+ 1 0 y(t+2) y(L—2) y(L—-1)
i+2 | y(i+2) 0 y(L—2) y(L-1)
Bl:: e e e e e e e e e e e e e s e e e s s e e e e s s e e e s s e e e e s e e e e e
L—-21 y(i+2) y@iE+3) 0 y(L —1)
L—1 \y(i+2) y(+3) y(L —1) 0
141 142 L—2 L—-1
141 00 y(i+2) y(L—2) y(L-1)
i+2 | y(i+2) 00 y(L—2) y(L-1)
B:: e e e e e e e e et e e e s s s e e e s s s e e s s s e e e s s e e e e e e e e e e e e
L2 | yG+2) y(i+3) oo y(L-1)
L—-1 \y(i+2) y(i+3) y(L —1) 00

ou on a supprimé les barres sur les lettres, devenues inutiles pour la
seule comparaison des lignes de montées et aussi remplacé les coefficients
diagonaux dans la seconde matrice par le symbole oc.

Pour obtenir les lignes de la matrice B’ (resp. B), on part du mot
y(i +2)y(i +3)...y(L — 1) et on insere la lettre 0 (resp. co) dans les
différents (L — i — 1) interstices. Ceci implique, en particulier, que les
lignes des matrice B’ et B ont des lignes de montées distinctes.

La construction de la bijection s’inspire du principe bien connu pour
les permutations, qui veut que si ’on insere une lettre quelconque, mais
distincte de toutes les lettres présentes, dans les (L — i — 1) interstices, on
obtient toujours le méme ensemble de lignes de montées pour les (L—i—1)
mots ainsi formés.

On définit alors des lettres soulignées, que l'on entrelace avec les entiers
de la facon suivante :

0=0<1<1<2<2<--<L-3<L—-3<L-2<L—-2=o00.
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Soit wambw' la ligne déduite de B] par le remplacement du 0 par m et
ou le symbole —oco a été mis en début et en fin de ligne, de sorte que les
lettres a et b sont toujours définies et les mots w, w’ éventuellement vides.

On pose alors

wam—+1m-+1buw,
wam—+1m+ 1w,
wm+1m+1bw’,
wm+1m+1m+1w,

S(wambw') =

sia,b#m—+1;

sitaZb=m+1;
sib£a=m+1;
sia=b=m+1.

Il est immédiat que la transformation ¢ préserve la ligne des montées et
est bijective. La bijection 1 : [ — p est simplement donnée par :

(6.1) Y(1) = p si et seulement si 6“7 2(B]) = B,.
Ezemple. Prenons i =2, L =9et Bj | = B3 =0,1,4,4,5,1, de sorte
que Bf =1,4,0,4,5,1. On obtient :
0%(Bg) = 1,4,3,4,5,1
0'(Bs) = 1,4,4,4,5,1
0°(Bs) =1,4,4,5,5,1
57(Bé) = 1747475717 1= B7

d’out ¢(5) = 7. Avec cette bijection 1) bien définie, la Proposition 3.1 est
démontrée. On peut vérifier que cette définition est exactement la méme
que celle donnée dans I’algorithme de ¢ au paragraphe 4.

7. Fin de la démonstration du Théoréme 1.1

Reprenons la définition de ¢ donnée au paragraphe 3. On peut sup-
poser n > 3. Partant d’une permutation o d’ordre n se terminant par
o(n) = i, on définit une permutation 7 = 7’4, se terminant aussi par
la lettre ¢. Puisque, par induction, ¢ a été appliqué a la réduction de
o(1)o(2)...0(n—1),on a aussi : o(n —1) = 7(n — 1). Par conséquent,
(7.1) Ligne o = Ligne 7.

D’autre part, Iligneo = (réd; * Iligneréd,; o’) U {i} \ {i — 1}, de plus, par
récurrence, on a : lligneréd; o’ = Rise o Majcode(réd; 7’). Comme i est
aussi la derniere lettre de 7, on en déduit

lligne o = réd; * Rise o Majcode(réd; 7') U {i} \ {i — 1}

= Rise o Majcode; 7/,

qui est la relation (3.2).
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Si o appartient a S), et se termine par i, alors ¢(o0) = 7 = 70 et
naturellement Rise o Majcode, 7/ = Rise o Majcode 7. La relation (1.4) est
établie d’apres (3.2) et (7.1).

Si o appartient & S/, on a ¢(0) = 7,, ou, avec les notations de la
Proposition 3.1, on a 7; := 7 et p = 9(l). La relation (1.4) résulte encore
de (3.2) et (7.1) et du fait que 7, a méme ligne de route que 7.

Remarque. La transformation ¥ introduite dans [Fo68], définie sur
toute classe de réarrangements de mots et a valeurs dans la méme classe,
satisfait imajw = inv ¥(w). Lorsqu’on la restreint au groupe symétrique,
on sait (cf. [FS78]) qu’elle satisfait 'identité

(Ligne, imaj) o = (Ligne, inv) ¥ (o).
Posons w” := Invcode o¥ (). On en déduit I'identité
(Ligne, imaj) o = (Rise, tot) w",

mais, en général, ideso # eulw”. La bijection ¢’ — w’ définie dans la
Propriété 2.3 a donc une propriété supplémentaire.

8. Un calcul analytique

Etablissons le Théoreme 2.5, lorsque le polynome Ay (t,q) est le
polyndome générateur des permutations de ligne de route L par le couple
(ides, imaj). On réadapte une technique de calcul de fonctions symétriques,
que Désarménien (cf. [Lo02], chap. 11) a utilisée dans le cas t = 1.

Il est bien connu (voir, par exemple, [Lo02], p. 333) ou vite vérifié que

l'on a : y
+ r — b1++b'r
D S
7>b1>-->be >0
Reprenons les notations de I'introduction, ou L = {/1,..., ¢} désigne un
sous-ensemble de l'intervalle {1,2,...,n — 1} et ot £y := 0 et £i11 := n.

Par ailleurs, désignons par W,.(L, n) 'ensemble des mots w = wiws . .. wy,,
de longueur n, dont les lettres sont des entiers positifs qui satisfont les
inégalités

() pmy T=wr > >we =05 T > we 41 > > wy, > 0;

> We 41 > 2> Wy > 0;

Wy, < Wei41, Wy, < Wha+1 5-- Wy, < Wey+1-

Proposition 8.1. On a l'identité : Z ¢ = det N,.(L,n).
weW.,.(L,n)
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Démonstration. La proposition est évidemment vraie pour k£ = 1. Pour
k > 2, on développe le déterminant de N,.(L,n) suivant les éléments de la
derniere ligne. Par récurrence, on obtient

det N,.(L,n) = det N.({l1, ..., 0x_1},0k) Fkﬂ — U + r}
r

— det Nr<{€1, c. ,Ek_l},n).

La proposition est ainsi prouvée, puisque le premier (resp. le second)
terme du membre de droite est le polynome générateur des mots w =
wiwsy . .. w, satisfaisant les conditions (*)(z ), sauf éventuellement (resp.
sauf expressément) la sous-condition wy, < wp, 11.

Nous appliquons maintenant aux mots de W,.(L,n) la bijection qui les
envoie sur des couples (o, s), ou o est une permutation de 1,2,...,n, de
ligne de route égale a L et ol s = 5152 ...5, est un mot décroissant ayant
les propriétés :

(8.1) r>s1>82>--->8,>0; Ligneo = L; i € lligneo = s; > s;41.

Pour définir le couple (o, s) correspondant & w = wiws ...z, € W,.(L,n),
on procede comme suit : supposons que le réarrangement croissant de w
soit de la forme ! ...i%m, avec iy < -+ <imeta; >1,..., a, > 1. On
lit w de gauche a droite, en donnant les étiquettes 1, 2, ... , a,, aux a,,
lettres rencontrées égales a i,,, ; on continue, toujours de gauche a droite, en
donnant les étiquettes a,,+1, ... , apm+a,;,_1 aux a,,_1 lettres rencontrées
égales a 1,, 1 et ainsi de suite. La lecture finale de ces étiquettes de gauche
a droite fournit une permutation o = o(1)o(2)...0(n). Le mot s est
simplement défini comme le réarrangement décroissant du mot w.

Exemple.Soientan,r:S,L:{2,5,7}@<L>:< 2 57 )

w 557413044
b de No(L,9). L i . .t<L)_<2 5 7 )
un mo € 8 y . La permutation o s ecri P — 231487956

Iligne o > < 1 67

TEE4443 10). Les éléments de Iligne o

et le mot s par (

ont été reproduits en gras.

On se persuade aisément que w — (o, s) est une bijection de W,.(L, n)
sur les couples (o, s) ayant la propriété (8.1). Une démonstration en est
donnée par Désarménien (voir [Lo02], Théoréme 11.3.2), dans le cas ou les
lettres du mot w ne sont pas majorées par un entier r.

Compte tenu des Propriétés 2.2 et 2.3, pour démontrer le Théoreme
2.5, il suffit d’établir la proposition suivante.
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Proposition 8.2. On a :

Z tidesa qimaj o
o, Ligneo=L r
o) = " det No(L,n).
y 4 )n+1 >0

Démonstration. La encore, c’est une technique déja utilisée dans la
théorie des fonctions symétriques qui conduit au résultat (voir [Lo02],
pp. 371-372 pour la version dite non bornée et aussi [DF85], Théoreme 4.1,
ou encore [Ma95], p. 82, lorsque 'on manipule des tableaux). On part d’un
couple (o, s) ayant les propriétés (8.1) et on appelle d = dyds . . . d, le mot
dont les lettres d; sont définies par

4= s;i — Si+1 — x(1 € lligneo), sil<i<n-—1;
R sii=n.

On a alors d; +---+d,, +ides o = s ; on peut donc poser dy :=r—51 > 0
et ainsi dy+d1+- - -+d,, +ideso = r. Par ailleurs, 1-d1 +2-do+- - -+n-d, +
imajo = tot s. L’application (o, s) — (o, (dg,ds,...,d,)) est une bijection
des couples (o, s) satisfaisant (8.1) sur les couples (o, (do,d1,...,dy)) tels
que Ligneo = L et ou les entiers dgy, dy, ... , d, sont positifs et satisfont
do+dy+---+d, +idesc =r. On en tire :

Ztr det N,.(L,n) = Ztr Z gt = Ztr Z ot

r>0 r>0  weW,(L,n) r>0  (o,s)
— § :E : § : td0+ +d,, —|—1desaq1 .di~+-+n.d,+imajo
r>0 o do,...

_Ztldesa imajo Z Z tdo(tq) 1 ~-(tq") n

r>ideso do+---+d,

=r—ideso
_ § :tldesa imaj o

[

Remarque. L’identité (2.11) a été ainsi démontrée lorsque le polynéme
Apr(t,q) est le polynéme générateur suivant le couple (ides,imaj). La
Propriété 2.2 permet de conclure que l'identité est encore vraie lorsque
AL (t,q) est le polynome générateur suivant le couple (eul o Invcode, inv).
Nous ne proposons pas de méthode de calcul direct dans ce dernier cas,
alors que la spécialisation de (2.11) pour t = 1, a savoir Ar(q)/(q;q)n =
det N, ou N = (N; ;) (1 <i,j < k+1) est la matrice (k+1) x (k+1)
donnée par

t; Q)n—H

1/(g; Q)ej—zi,l, sii<j;
N;j =< 1, sii=j+1;
0, autrement;
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peut étre obtenue lorsque Ar(q) est, ou bien le polynome générateur
suivant “imaj”, ou bien suivant “inv” (cf. [Lo02], chap. 11). Notons encore
que le calcul de Af(q) suivant “inv” est aussi fait dans Stanley ([St86],
p. 70) et qu’il g-généralise le vieux résultat de MacMahon ([Macl5],
p. 190).

Remarquons, enfin, que si I’on somme ’identité de la Proposition 8.2, en
remplagant toutefois det N,.(L,n) par son expression de la Proposition 8.1,
sur tous les sous-ensembles L C {1,...,n — 1}, on obtient, de nouveau,
I'identité des polynémes g-Eulériens (2.5).

Un exemple numérique

La tableau suivant donne la construction compléte de ¢(o) pour o =
649821753 en utilisant ’algorithme-¢ décrit dans la paragraphe 4. Il doit
étre lu colonne par colonne de la gauche vers la droite. On note que le
calcul de ¢(réd;(o’)) utilise la valeur obtenue dans la colonne suivante. On
obtient ¢(o) = 658721943.

o 649821753 | 53872164 | 4376215436521 | 32541 | 2143 213 21

7 3 4 5 1 1 3 3 1

réd; (U’) 53872164 | 4376215 | 436521 | 32541 | 2143 213 21 1

p(réd; (o)) | 53762184 | 4376215 | 436521 | 32541 | 2143 | 213 | 21 1

i 64872195 | 5387216 | 437621 | 43652 | 3254 214 21 2

T 648721953 | 53872164 [4376215|436521| 32541 | 2143 213 21

T(n_. 1_) <7 g Non Non Oui Oui Oui Non Oui | Oui
out = 17

(j,l,L) (6, 5a9) (6a6a9) - - - (27375) - -

i+1=L—-17 Non Non - - - Oui - -

T 010203257|0123025 — — - — - —
RETURN par| (62.2.3) | (62.2.2) | (62.1) | (62.1) | (62.1)|(¢2.2.1) | (62.1) | (42.1)

o(o) =77 (45)T [ (87)(76)T T T T T T T

(o) 658721943 | 53762184 | 4376215436521 | 32541 | 2143 213 21

Calcul des statistiques utilisées. Pour o = 649821753, on obtient :

w = Invcodec =010145246;

v = Majcodec =010244656;
lligneo = {1,3,5,7,8};

Risew = Eulwv = Ligneo = {1, 3,4,5,7,8};
Eulw ={1,3,4,7,8}.
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D’ou

deso = # Ligneo = # Eulv = # Risew = 6;
majo = X Ligneo = X Eulv = ¥ Risew = 28;
ideso = 5; imajo = 24;

inve = totw = X Eulw = 23;

eulw = # Eulw = 5.

Le calcul suivant pour ¢(o) = 658721943 illustre I'identité (1.4).

Ligne ¢(0) ={1,3,4,5,7,8} = Ligneo;
t = Majcode (o) =010334368;
Riset = {1,3,5,7,8} = Iligneo.
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