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Introduction

Le but de ce mémoire est d’établir un lien entre la théorie des noeuds et les variétés
amassées.

Pour ce faire nous utilisons deux objets liés aux variétés amassées, les dimers et
les diagrammes de Thurston. Le polynome d’Alexander est calculé & partir de
constructions combinatoires impliquant ces objets. En associant un graphe biparti
a un diagramme de nceud nous décrivons deux procédés pour calculer le polynéme
d’Alexander. I’un "encode" ’homologie de 'extérieur du nceud dans le systéme
a coefficients locaux définit par le revétement universel abélien de I'extérieur du
nceud, 'autre exprime le polyndme d’Alexander comme fonction de partition d’'un
sous-graphe.

En associant aux éléments du groupe de tresses B, un mot en les générateurs
de S, x S, puis le diagramme de Thurston et les coordonnées amassées qui lui
correspondent on retrouve la représentation de Burau du groupe de tresses. Nous
associons également un diagramme de Thurston (en réalité deux) & un diagramme
d’entrelacs, nous nous intéressons aux propriétés de Poisson des variétés corres-
pondantes.

Les principales sources d’inspiration de ce travail sont les articles suivants :

V.V Fock, A .Marshakov; Integrable systems, Cluster Variables and Dimers; a
paraitre

M. Cohen, O.T. Dasbach, H.M. Russell ; A twisted dimer model for knots ; arXiv :1010.5228
A. B. Goncharov, R. Kenyon ; Dimers and cluster integrable systems ; arXiv :1107.5588
D.Thurston ; From dominoes to hexagons; arXiv :math /0405482

Structure du mémoire :

Nous rappelons dans la premiére partie les définitions du polynome d’Alexander
que nous utiliserons, la définition comme 1¢" idéal élémentaire d’une matrice de
présentation du premier groupe d’homologie du revétement universel abélien de
I’extérieur du nceud et la description, équivalente, de ce module comme le premier
groupe d’homologie de I'extérieur du noeud a coefficients dans le systéme local
définit par ce revétement. Nous rappelons ensuite la représentation de Burau du
groupe de tresses, et éxplicitons les matrices correspondantes ainsi que leur rela-
tion avec le polynome d’Alexander.

Dans la deuxiéme partie nous rappelons la définition d’une certaine classe de va-
riétés amassées, les variétés amassées de type y dans le cas simplement lacé ainsi



que la structure de Poisson canonique qui leur est associée. Ensuite nous parlons
des Dimers et des diagrammes de Thurston ainsi que leur lien avec les variétés
amassées.

La troisieme partie décrit la construction des graphes bipartis et leurs pondéra-
tions permettant de calculer le polynéme d’Alexander.

Enfin la quatriéme partie décrit la relation entre les tresses et les diagrammes de
Thurston permettant de retrouver la représentation de Burau du groupe de tresses.
Et les diagrammes de Thurston associés aux diagrammes d’entrelacs, on aborde
également les propriétés de Poisson des variétés amassées correspondantes.
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1 Polynéme d’Alexander.

Nous rappelons dans cette section le polynéme d’Alexander, objet de la théorie
des nceuds avec lequel nous allons faire des liens avec les variétés amassées.

1.1 Présentation du polynéme d’Alexander

Le polynéme d’Alexander est le premier invariant polynomial des nceuds. Il a été
découvert par J.W Alexander en 1923 [7]

On associe a un nceud orienté un polynéome de Laurent symétrique a coefficients
entiers A(t).

Le polynéme d’Alexander a les propriétés suivantes :

Il distingue tous les nceuds ayant 8 croisements ou moins.

Le polynéme d’Alexander du nceud trivial est égal a 1.

A(1) = £1 pour tout neeud

A(t) =A™

Etant donné un polynéome de Laurent P, tel que P(t) = P(t™!) et P(1) = &1 on
peut trouver un nceud dont le polynéme d’Alexander est P.

Le polyndéme d’Alexander est multiplicatif par rapport a la somme connexe de
neceuds :
A(kl + k2) = A(k1)P(k2)

Le polyndéme d’Alexander d’un noeud alterné est alterné, c’est a dire que le signe
de ses coefficients alternent entre + et —. (Renvoyer & un exemple de la table).
Le polynéme d’Alexander donne une borne inférieur pour le genre d’un noeud.

Mais le polyndéme d’Alexander présente quelques carences :

Le polynéme d’Alexander ne distingue pas les nceuds de leur image miroir.

La réflexion (qui inverse la nature des croisements) et linverse (renversement
d’orientation) d’un nceud K ont le méme polynome d’Alexander que K.

Le polynéme d’Alexander ne distingue pas un nceud des ses mutations.

Il ne peut distinguer certains nceud du nceud trivial par exemple le (—3,5,7) nceud
bretzel (figure Adams pl67) et le noeud de Kinoshita-Terasaka (nceud représenté
sur les portes du département de mathématiques de Cambridge) (autres exemples
Rolfsen pl167)

Le polynome d’Alexander décrit en un certain sens le premier groupe d’homologie
H1(X) du revétement universel abélien de I'extérieur du nceud.



1.2 Définition du polynéme d’Alexander

Nous rappelons ici la définition du polynome d’Alexander comme générateur du
premier idéal élémentaire d’une matrice de présentation du premier groupe d’ho-
mologie du revétement universel abélien X de l'extérieur du nceud en tant que
Z[t, t~!]-module.

Il sera intéressant, lorsque nous ferons le lien avec les dimers, de considérer ce
groupe comme le groupe d’homologie de 'extérieur du noeud a coefficient de le
systéme local définit par le revétement X.

Nous rappelons également la représentation (réduite) de Burau et explicitons les
matrices associées. Les références sont [10] pour le polyndome d’Alexander, [12]
et [13] pour I'homologie a coefficients locaux et [9] pour la représentation de Bu-
rau.

1.2.1 Matrices de présentation, idéaux élémentaires.

SoitM un module sur un anneau commutatif unitaire R. Une présentation finie
pour M est une suite exacte

FLE S M0

ot F et F sont des R-modules libres de type fini. Si f est représentée par la matrice
A dans les bases ey, ...e,, et fi,...f, de E et F respectivement, alors la matrice A
est une matrice de présentation pour M.

Sin > m le r-iéme idéal élémentaire €, de M est I'idéal de R engendré par tous
les

(m—7r+1)x (m—r7r+1) mineurs de A. On vérifie que les idéaux élémentaires ne
dépendent pas de la matrice de présentation choisie pour les calculer.

1.2.2 Revétement universel abélien de I’extérieur d’un nceud dans S°.

Soit K un nceud dans S? et soit N(K') un voisinage régulier de K dans S3, on ap-
pelle S3 —int N(K) Dextérieur de K, Pextérieur de K a le méme type d’homotopie
que S — K.

Soit K un nceud dans S? et soit X l'extérieur de K. Soit m = m(X) le groupe
fondamental de 'extérieur de K, on 'appelle le groupe de K. Soit ¢ la classe d’ho-
mologie dans H;(X) ~ H,(S? — K) représentée par un méridien de K. H;(X) est
un groupe abélien libre engendré par ¢. Soit f : # — H(X) le morphisme d’abé-
lianisation. Le revétement de X correspondant au sous-groupe Ker(f) = [r, 7] de
7 est appelé le revétement universel abélien de X, on le notera X. Hy(X) agit sur
X comme groupe des automorphismes de revétement, on peut donc voir Hy(X)



comme un module sur I'anneau du groupe H,(X), Z(H;(X)) que I'on identifie avec
I'anneau des polynomes de Laurent Z[t,t™].

Le polynéme d’Alexander est un générateur du premier idéal élémentaire £; du

Z[t,t1]-module H;(X).

1.2.3 Homologie a coefficients locaux.

Soit A un groupe et GG un sous-groupe du groupe des automorphismes de A,
Aut(A). Tout fibré E au-dessus de B ayant pour fibre A et comme groupe struc-
tural G a la propriété que toute fibre p~*(b) a une structure de groupe. Ce groupe
est isomorphe a4 A mais 'isomorphisme n’est pas canonique en général. Si A est
un groupe abélien muni de la topologie discréte, p : E — B est un revétement et
est appelé systéme de coeflicients locaux sur B.

Soit G un groupe topologique. Il agit sur lui-méme par translations a gauche. Un
G-fibré principal au-dessus de B est un fibré p : P — B ayant pour fibre FF = G
et comme groupe structural G agissant par translations a gauche.

Un revétement régulier p : £ — B est un G-fibré principal avec G = 71 (B) /p.m1(E).
Et donc, en particulier, le revétement universel abélien de I'extérieur d’un nceud
dans S%, p: X — X est un Hy(X)-fibré principal.

Soit X un CW-complexe, ou dans chaque cellule ¥ on choisit un point base b¥.
Soit p : E — X un systéme de coefficients locaux ayant pour fibre discréte un
groupe abélien A et comme groupe structural G € Aut(A). On note les fibres
p~(z) par E,.

On construit un complexe de chaines de la maniére suivante :

Soit Cy(X; F) 'ensemble des sommes formelles > a,0F
ou oF est une k-cellule et a; est un élément du groupe Ey;. L’addition évidente
dans C(X: E) est bien définie et fait de C(X; E) un groupe abélien. Soit 0 :
Ci(X; Z) = Cy1(X; Z) la différentielle usuelle. Supposons que d(a}) = ", njaf_l
alors 0y : Cp(X; E) — Cy_1(X; E) est définie par 9;(a;oF) = > njfij(ai)crf_l ol
f/ est I'isomorphisme de groupe entre p~(b¥) et p‘l(bf’l) induit par un chemin
entre bf’ et bf’l.

1.3 La représentation de Burau

Nous présentons ici la représentation réduite de Burau du groupe de tresses B,.
La principale référence utilisée est [9)].



1.3.1 Definition de la représentation de Burau

Soit D le disque unité dans le plan complexe. Soit P = {p1, pa, ..., pn} 1 points de
D et soit D,, = D — P. Pour tout lacet o dans D,, basé en d; il existe un unique
entier ¢(«) que 'on appelle 'enroulement total de o qui compte le nombre de fois
ou « s’enroule autour des pointures pi, pa, ..., pn. Cela nous donne un homomor-
phisme ¢ : m(D,,) — Z.

Soit D, le revétement régulier de D,, correspondant au noyau de ¢. Le groupe
7 = ~(75} agit sur D,, comme groupe des automorphismes de revétement. Le groupe
Hy(D,) est un Z[t,t"']-module libre de rang n — 1.

Soit 8 € B, induit par un auto-homéomorphisme h de D,,. C’est a dire, 5 = h,.
Pour tout lacet v dans D,, nous avons ¢(hy) = ¢ de sorte que h se reléve en un
homéomorphisme £ de D en lui-méme. En passant & ’homologie on obtient un
automorphisme de Hy(D,,). Si A’ est un autre homéomorphisme avec h!, = 3 alors
h'h, = 1 et donc, comme 7r1(D ) — m1(D,) est injective nous avons h 1h’ =1len
tant qu’application sur 71(D,). En passant a 1’ homologie on obtient h’ h, = 0.
Par conséquent, ’homomorphisme v, : B, — GL(H,(D,,)) donné par 1, : § — h,
est bien défini. Il est appelé représentation de Burau réduite de B,,.

1.3.2 DMatrices pour la représentation de Burau

Si {01, ...0n,_1} sont les générateurs du groupe de tresses a n brins B, alors les
matrices pour la représentation de Burau réduite sont données par :

—t 1 1 0
1#0'1 = 0 1 s ¢0',L' = t —t 1 s ¢0n_1 = 1 0
0 1

ce sont des matrices de taille (n — 1) x (n — 1).

1.3.3 Polynoéme d’Alexander et représentation de Burau

D’aprés un théoréme d’Alexander tout nceud peut étre représenté comme la fer-
meture d’'une tresse. On note par § la fermeture de la tresse 5. Soit § € B, une
tresse a n brins. Alors

(T+t+ .+ 1" )A(t) = det(vf — 1)

olt Aj(t) est le polynome d’Alexander du noeud B



2 Variétés amassées

Nous présentons une classe particuliére de variétés amassées : les variétés amassées
de type x dans le cas simplement lacé. Nous renvoyons a [5] pour une introduction
a ces objets.

2.1 Definition

Une graine est une paire (, ) constituée d’un tore algébrique y = (C*)V et d’une
matrice antisymétrique de taille N x N , ¢;;, appelée matrice d’échange. les coor-
données standard sur y sont notées x;. Les graines sont considérées & isomorphisme
permutant les facteurs de C prés. Une application entre deux graines (y,¢) et
(X', €') est appelée mutation en la k-iéme coordonnée si €;; € Z pour tout i et les
matrices d’échanges et les coordonnées vérifient les relations suivantes :

—Eij sti=kouj==k
g = €ij st Eik€ky < 0
€ij + €iklerj|  sinon

1/z; sii=k
l‘; = .Z'Z(l + l’]g)sij St Eij = 0
le(l + 1/.Tk)g” st €5 < 0

Une transformation amassée est une composition de mutations et de permutations
des coordonnées. Une application amassée est une composition de transformations
amassées et de projections le long des axes de coordonnées standard.

Une variété amassée X de type x est une variété algébrique recouverte par un
ensemble (potentiellement infini) de cartes amassées qui sont des applications
o (x*) — X, ou {(x* &%)} est une collection de graines , et telles que les fonc-
tions de transition (ou mutations) (¢®)~1¢” soient des transformations amassées.
Un fonction réguliére qui est un polynéme de Laurent a coefficients entiers dans
toute carte est appelée fonction amassée.

Une variété amassée posséde une structure de Poisson canonique donnée dans
chacune des cartes (X, &%) par :

{z;,z;} = gijxixj

2.2 Dimers

Nous renvoyons & [6] pour une introduction aux dimers et a [2] pour le lien entre
les dimers et les variétés amassées.



Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets
en deux sous-ensembles V; et V5 telle que chaque aréte ait une extrémité dans V;
et autre dans V5

Soit I' = (V4, Vi, E) un graphe biparti ou V; et V5 désignent les deux ensembles
de sommets et F est I’ensemble des arétes de I'. Un dimer est un aréte dans E.
Un recouvrement de dimers est un sous-ensemble m de E tel que chaque sommet
dans I' soit I'extrémité d’exactement une aréte dans m. Soit M I’ensemble des
recouvrements de dimers del'. Remarquons que M = ) dés que |V;| # |Va.

Soit p : E — C[t] une pondération du graphe I', on note le graphe pondéré par
I',. Considérons la fonction de partition suivante :

Z(r,) = 3" T we)

meM eem

Etant donnés une pondération p de I' et un ordre sur les ensembles de sommets
Vi = {vi1, o1} et Vo = {vi,..., v, 2} on construit la matrice M (I",) de
|V1| x |Va| dont les entrées sont spécifiées par la fonction p de la maniére suivante :
L’élément ij de M(I',) est donnée par la somme de tous les poids ;1 assignés aux
arétes entre v; ; et v;9. On appelle cette matrice la matrice des poids pour T',,.
Soit Perm(M(T',)) le permanent (determinant "sans signes") de A(I",). Nous
avons Z(I',) = Perm(M(L',)). Dans le cas ou |V;| # |V3| cette valeur est 0.

Nous voulons modifier la pondération p en y' de telle sorte que la fonction de
partition de I', soit le déterminant de M(I',). Dans le cas des graphes planaires
Kasteleyn a prouvé que cette modification est toujours possible. On effectue cette
modification grace a ce que 'on appelle une pondération de Kasteleyn.

Soit ' un graphe planaire biparti. Une pondération de Kasteleyn e : E — {£1} est
le choix de +1 ou —1 pour chaque aréte avec la propriété que chaque face bordée
par 0 mod 4 arétes a un nombre impair de —1 assigné aux arétes correspondantes
et chaque face bordée par 2 mod 4 arétes a un nombre pair de —1 assigné aux
arétes correspondantes.

Soit I', un graphe planaire biparti pondéré. Nous appelons la matrice des poids
M(T.,) la matrice de Kasteleyn, nous la notons K(I',).



a b 0 0 O a b 0 0 O
e 0 ¢ 5 O e 0 = 5 O
ML) = d 0 h k£ O K(T,) = d 0 h k O
0O f 0 L m 0o f 0 I —m
0 c 00 g 0 ¢c 0 0 g

FIGURE 1 — exemple de graphe biparti pondéré puis muni d’une pondération de
Kasteleyn ainsi que leurs matrices correspondantes

Soit I', un graphe planaire biparti pondéré, alors :
Z(T.,) = Perm(K(T,)) = £Det(M(7,))
ou de maniére équivalente :

Z(T,) = Perm(M(T,)) = +Det(K (7))

2.3 Diagrammes de Thurston

Les diagrammes de Thurston (et la structure de variété amassée associée) sont
introduits dans [4].



FIGURE 2 — exemple de diagramme de Thurston sur un disque

Un diagramme de Thurston sur une surface X est une classe d’isotopie d’une
collection de courbes orientées, telles que tous les points d’intersection soient triples
et l'orientation des courbes aux points d’intersection soit alternée. Les courbes
peuvent étre fermées ou aller d'un bord a un bord mais on n’autorise pas une courbe
a ne pas en intersecter d’autres. Les composantes connexes du complémentaire
du diagramme sont appelées faces. La condition sur les orientations des courbes
implique que les segments de courbes bordants les faces orientent ces derniéres
soit dans le sens positif (on appelle ces faces "grises") soit dans le sens négatif
(faces "blanches"). Toutes les faces adjacentes a une face blanche sont grises et
inversement.

Les diagrammes de Thurston admettent 4 types de transformations montrées sur
la figure suivante.
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A B
%*’“— %‘*M
C D

FIGURE 3 — mouvements et modifications de Thurston

Les deux premiéres transformations, A et B, ne réduisent pas le nombres de faces
et sont appelées mouvements de Thurston, les deux autres, C' et D changent le
nombre de faces et sont appelées modifications de Thurston. On peut effectuer un
mouvement pour les faces du diagramme qui sont des bigones. Deux diagrammes
de Thurston reliés par des mouvements sont dit équivalents. Un diagramme est
dit minimal si il n’est pas équivalent & un diagramme ou 'on peut appliquer un
réduction de Thurston.

2.3.1 Diagrammes de Thurston et variétés amassées

D.Thurston et A.Henriquez définissent dans [4] une variété amassée a partir d’une
classe d’équivalence de diagrammes de Thurston. Chaque diagramme dans une
classe donnée est une carte de la variété et les mouvements de Thurston sont
les fonctions de transition. Les variables amassées paramétrant une carte sont
associées aux faces blanches. La matrice d’échange dans le cas des variétés sans
bord est construite comme suit :

Autour de chaque point d’intersection on dessine trois fléches reliant les faces
blanches dans le sens positif (figure).



XX

FIGURE 4 — construction de la matrice d’échange

La valeur de €;; est égale au nombre de fleches allant de la face ¢ a la face j moins
le nombre de fleches pointant dans la direction opposée.

3 Polynome d’Alexander et dimers

3.1 Calcul du polyndéme d’Alexander par ’homologie & co-
efficients locaux par un graphe.

On associe a un digramme de noeud orienté, D, un graphe biparti pondéré nous
permettant de calculer explicitement ’application

La matrice de cette application est une matrice de présentation de H;(X, X ) qui
est isomorphe en tant que Z[t,t !]-module a Hl(f(,Z), et donc nous permet de
calculer le polynome d’Alexander.

On munit, & partir d’un diagramme d’un nceud orienté,S® — K d’une structure de
CW -complexe de la maniére suivante :

On assigne a chaque croisement du diagramme une 1-cellule qui "relie" le croi-
sement. On oriente ces cellules dans le sens sortant du plan de projection. Le
diagramme du nceud sépare le plan de projection en un certain nombre de com-
posantes connexes, chacune de ces composantes est une 2-cellule qui hérite de
lorientation positive du plan de projection. Ces cellules sont attachées le long
de leur bord par I'application identité. Nous avons ainsi une décomposition cellu-
laire de S? (en compactifiant le plan de projection). On colle au 2-squelette deux
3-cellule de la facon évidente.

On construit un graphe biparti I' a partir du diagramme et de la décomposition
cellulaire comme suit :

On associe a chaque 1-cellule un sommet noir, et a chaque 2-cellule un sommet



blanc. Deux sommets sont reliés par une arréte si les cellules correspondantes sont
adjacentes.

On attribue maintenant des poids aux arrétes : On commence par attribuer des
valeurs aux arcs du diagramme selon la régle suivante.

FIGURE 5 — régle d’attribution des valeurs aux arcs du diagramme d’un nceud

On choisit un sous-graphe IV qui est un arbre maximal de I' , aux arrétes de I'' on
attribue le poids 1.

Décrivons la régle pour compléter les poids :

On appelle faces de I' les composantes connexes du complémentaire de I' dans le
plan de projection. A chaque face de I' correspond un lacet formé par les arrétes de
I' autour d’un arc de D. On parcourt ce lacet dans le sens positif et ’on prend le
produit des poids sur les arrétes élevés a la puissance +1 ou —1 selon que 'on aille
d’un sommet blanc vers un sommet noir, ou d’'un sommet noir vers un sommet
blanc, respectivement.



FIGURE 6 — exemple de construction du graphe pondéré dans le cas du noeud de
trefle

On compléte les poids manquants de telle sorte que la valeur de ce produit soit égal
a la valeur attribuée a I'arc contenu dans la face correspondante. Ceci correspond
au fait qu'un lacet dans S® — K se reléve en un chemin de z a t"z dans X si et
seulement si son indice d’entrelacement avec K vaut n.

A partir de ce graphe pondéré on calcule la matrice de 9; : Cy(X; X) — Cy(X; X)
Soit a une 2-cellule, le coefficient attribué a une 1-cellule de son bord A est le

poids sur l'arréte de I' reliant a et A. Pour 'exemple sur la figure nous obtenons
la matrice suivante :

t 1
0o 1 ¢t1 -1 1
1 1

Il reste & calculer le pged des mineurs de taille maximale pour obtenir le polynéme
d’Alexander.



3.2 Le polynome d’Alexander comme une fonction de par-
tition de dimers

La construction que nous présentons ici provient de [3]

Soit D un diagramme de nceud, on choisit deux faces adjacentes que 1’on oublie.
On construit un graphe planaire biparti I' = (V1, V5, E') de la maniére suivante.
L’ensemble V) est ’ensemble des croisements du diagramme.

L’ensemble V5 est I’'ensemble des faces du diagramme.

Etants donnés deux sommets = € V] et y € V, 'aréte (z,y) est dans I'ensemble E
si et seulement si le croisement x est adjacent a la face y.

(construction redondante avec la sous-section précédente) Pour chaque croisement
les éléments de la matrice sont décrits sur la figure suivante.

FIGURE 7 — régle de détermination des éléments de la matrice

Nous avons donc une pondération o : £ — C sur I'. Nous déterminons une pon-
dération de Kasteleyn dite de Kauffman suivant la régle décrite sur la figure qui
suit.

FIGURE 8 — pondération de Kasteleyn

Nous déterminons ensuite la matrice M de Kasteleyn correspondante.

La fonction de partition du graphe I'., construit ci-dessus calcule le polynéme
d’Alexander.

Nous présentons un exemple pour le nceud de tréfle :



FIGURE 9 — détermination de la pondération

[ oy

FI1GURE 10 — graphe et configurations de dimers

R

FIGURE 11 — fonction de partition

4 Noeuds et diagrammes de Thurston.

4.1 Lareprésentation de Burau par les diagrammes de Thurs-
ton
Nous associons au générateur o;du groupe de tresses B, un mot en les générateurs

du double groupe 5,11 X 5,41 par la régle suivante : o; — sjs;;1 nous associons a
ce mot un diagramme de Thurston sur un bander comme suit :



y
|

e
A

(

FIGURE 12 — association d’un diagramme de Thurston aux générateurs du groupe
de tresses

Au produit de deux mots on associe la bande ou 'on a collé les deux bandes cor-
respondantes de gauche a droite. A chaque diagramme de Thurston ainsi construit
nous associons une matrice pour la graine correspondante. Soient :

z 0 0 1 0 0
0 . 0 0 . 0
H,(x) = ! B, - b E =B
1 1
.. 0 .0
0 01 0 0 1

O la derniére ligne de H;(x) contenant un x et la ligne de F; contenant I’élément
hors diagonale est la ligne 7. Pour une tresse a n brins, ¢ prend ses valeurs dans
I'ensemble {1,...,n} et les matrices considérées sont taille n +1 x n + 1.

Par exemple au diagramme correspondant a o; (la figure ne représente que la
partie du diagramme ou "il se passe quelquechose", des bandes blanches et grises
au-dessus et en-dessous de notre figure)



FIGURE 13 — Matrice associée au diagramme de Thurston

La matrice correspondante est
Hi(a)E;Hi 1 (c)Eiy1 Hit (d)

Pour obtenir la représentation de Burau nous attribuons les valeurs aux faces
blanches selon la régle suivante (qui correspond a la régle de la Figure 5) :

¢

—

FIGURE 14 — Régle d’attribution des variables

Nous obtenons ainsi pour les générateurs o; du groupe de tresses B, une matrice
de taille (n +1 xn+1)

Elles contiennent comme sous matrices celles de la représentation de Burau. On
peut le justifier par une action du groupe de tresses sur D, o



4.2 Diagrammes des entrelacs et diagrammes de Thurston

On peut associer a un diagramme d’entrelacs deux diagrammes de Thurston de
la maniére suivante : On "double" le diagramme de Pentrelacs et on modifie les
croisements de sorte que ’on obtienne deux intersections triples pour chaque croi-

KK

FIGURE 15 — régle de transformation des croisements

On obtient un diagramme de Thurston pour chacun des deux choix d’orientation
que nous avons pour les courbes. On passe d'un diagramme & ’autre en changeant
les faces blanches en faces grises et inversement.

FIGURE 16 — diagramme de Thurston associé au noeud de trefle

4.2.1 Structure de Poisson, fonctions de Casimir

Pour les deux variétés amassées obtenues nous déterminons les fonctions de Casimir
monomiales pour la structure de Poisson associée.

L’espace vectoriel des fonctions Casimir est de dimension 2k ot k est le nombre
de composantes connexes de ’entrelacs. Dans le cas des nceuds, si nous avons NV
faces blanches, cet espace est engendré par les fonctions suivantes :

ot ag? iy o Y
. , s ; .
ol «; est 'enroulement de la premiére courbe autour d’un point quelconque de
Iintérieur de la face correspondante a la variable z; et (; est I’enroulement de la
deuxiéme courbe. Le résultat observé se généralise dans le cas des entrelacs.



4.2.2 Sous-variété lagrangienne

Pour le diagramme de Thurston associé au diagramme d’un entrelacs ou les faces
blanches correspondent aux croisements et aux faces nous pouvons choisir une
sous-variété particuliére ou I'on fixe les variables dans les faces correspondantes
aux croisements.

En effet le changement de variable résultant du mouvement de Thurston centré en
une face blanche n’est défini que si la variable dans cette face est différente de —1.
En fixant ces variables on interdit le changement de configuration des croisements.
La conjecture est que la sous-variété est une sous-variété lagrangienne.
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