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Exercice 1

Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire & coefficients constants, ses solutions maximales sont
donc définies sur R en entier. Pour déterminer ces solutions on cherche les racines de son polynéme
caractéristique y (A) = A3+ A2+ X = A (A2 4+ A + 1), clest-a-dire A := 0 et Ay := 3 (=1 £iv/3). Toute
solution est donc de la forme

x(t) = co+ c_exp (A_t) + cy exp (A1) , co, c+ €C .

La constante cg est arbitraire. Les constantes c+ sont déterminées par les conditions initiales. On calcule
en effet @ (t) = c_A_exp (A_t) + cy Ay exp (Ayt) et & () = c- A% exp (A_t) 4+ ¢4 A2 exp (A+t), ce qui nous
mene (en évaluant & ¢ := 0 ces expressions) a résoudre le systéme affine

A )\+ Cc_ . 1
)\2_ )\3_ C+ B 1 )
On détermine alors sans peine ¢y = —1.

Exercice 2

1. Trivial puisque diag (A1, A2)" = diag (A}, \}) et exp M = > 0°  MT

n=0 nl -
2. Les valeurs propres de A sont 0 et 5. Elles sont distinctes donc A est diagonalisable. Comme A est
symétrique et réelle, on peut effectuer cette diagonalisation dans une base orthogonale. On trouve
sans peine une matrice de passage

21 12 -1
P‘_[—1 2} P _5[1 2 ]
telle que P~'AP = D = diag (0,5).
3. Comme A = PDP~! on sait que exp (tA) = Pexp (tD) P~1. On obtient

exp (t4) = % [ —21 ; } [ é eXpO(5t) } [ 3 _21 } B % [ —21 ; } [ exp2(5t) 2ex;1(5t)

1 4 + exp (5t) 2 (—1+exp (5t))

T 5| 2(—1+exp(5t)) 1+4exp(5t) '

4. Le systéme (S) est un systéme différentiel linéaire a coefficients constants. Ses solutions maximales
sont définies sur R en entier, et sont toutes de la forme exp (tA4) Xo avec X € C? arbitraire.



Exercice 3

1.

(a)

Une solution constante = a une dérivée nulle, elle satisfait donc la relation 0 = z—22 = z (1 — ).
La réciproque est immeédiate.

Si ¢’était un espace vectoriel, pour toute solution (z,I) et tout A € C la fonction (Az, I) serait
aussi solution. Mais ceci n’est pas vérifié pour z := 1 et I := R dés que A ¢ {0,1}, d’apreés la
question précédente.

(E) est une équation différentielle scalaire a variables séparables (de type Bernoulli). Le théoréme
du cours associé est le suivant, avec f (z) := xfxg et g(t):=2:
Théoréme. On considére l'équation différentielle f(x (t)) 2 (t) = g (t) ot f et g sont continues
sur un intervalle ouvert respectif Iy et 1,. Soit (to,x0) € Iy x Iy tel que f(xo) # 0. Il existe
un intervalle J > to et une unique solution (xz,J) telle que x (to) = xo. Celle-ci est définie

implicitement par la relation

ot F' est la primitive de f vérifiant F (x9) =0 et G est celle de g vérifiant G (tg) = 0.
Remarque. 1l n’était pas faux d’invoquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, mais en plus ici on
obtient un moyen de calculer les solutions.

D’aprés le théoréme rappelé on a
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. Au voisinage de o la valeur de 1= est
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on peut donc enlever les valeurs absolues. Le reste n’est qu’un calcul

puisque F (z) = [ x(ldfx) =[1+ L dz=In
1f(3)!70’

du méme signe que
élémentaire.

La fonction est solution tant que xot? # t% (zg — 1). Cette inéquation est toujours satisfaite si

x‘;—gl < 0, c’est-a~dire zg €]0,1[, auquel cas la fonction est solution sur Iya,x = R. Sinon on

doit éviter t € {:ttm/%}. Ainsi Thax = }—oo, tm/x%—gl[ sitg < 0et xg > 1, Inax =

}to,/w‘gl : +oo[ sito >0 et zg > 1, ou encore Iax = }— lto] (/2L [t 4/ 22t [ si zg < 0.

0 Zo

En remplacant ¢ par 0 dans (E) on obtient 0 = z (0) — z (0)? (puisque par hypothése @ (0) € R),
et la conclusion suit.

Soit tg € I\ {0} et zp := x (tp). De la question 3. on déduit immeédiatement (en remplagant ¢
par 0) que si g ¢ {0,1} alors z (0) = 0. Si 29 = 0 alors on obtient x = 0, de sorte que seule
I’éventualité xy = 1 persiste. Mais tg est arbitraire, donc z = 1.

I ne peut pas s’agir de (b) ou (d) puisque sur ces diagrammes une infinité de solution passant
par (0,1). On a montré ci-dessus que toute solution avec xg < 0 était définie sur un voisinage
de 0 en s’annulant en 0. C’est donc le diagramme (a) qui correspond a (E).



