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Exercice 1 (7 points)
On se donne I’équation différentielle scalaire linéaire :
@ (t) sin®t = 2z (t) cost
avec t > 0 et z € R. On souhaite montrer que ’espace vectoriel S formé des solutions globales est de
dimension infinie.

1. Quelle est la définition d’une solution globale ?

2. Combien existe-t-il de solution(s) locale(s) passant par le point (t.,z.) pour t. €]0,00[\nN et
z, € R?7 Et par le point (km,z,) pour z, € Ry et k € Ny 7 Il faudra justifier précisément les
réponses.

3. Pour k € N on définit 'intervalle
I =lkn, (k+1)x].

Montrer que (x, I;) est une solution si, et seulement si,

(Vt € I) x(t)—ckexp<— L )

sin?t

pour une certaine constante c; € R.
4. Soient (xg, i) et (xg+1, [x+1) deux solutions. Trouver la valeur de o € R pour que

z :)kr, (k+2)7] — R
t € I — xp (t)
k+1)7m— «
t € Ijy1 —> xp4 (1)



soit solution sur |km , (k+ 2) 7.
5. Pour k € N on définit les formes linéaires
Ck : S—R
T
T — T (5 + k7r> )

(a) Soit x € S une solution globale. Prouver que la solution (z|7, , I;;) donnée en 3. satisfait
(Vk € N) cr = e x Cg(x)
(b) Conclure en démontrant que Papplication suivante est un isomorphisme :

S — RN

x> (Ck (7)) ey

Exercice 2 (7 points)

Pour n € Ny fixé on considére ’équation différentielle

z(t) = f(t,z(t))

ott f € C'(I x R® — R"™) avec I C R un intervalle ouvert. On suppose f sous-linéaire par rapport a ,
c’est-a-dire qu’il existe une fonction continue et positive M : I — R>q telle que

(V(t,z) e IxRY)  |[f (8 2)]] < M (2) ][]

(en fait 'hypothése de continuité est superflue). Le but de cet exercice est de montrer que toute solution
maximale est globale.

Pour simplifier le probléme (sans enlever de généralité, car toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie) on prendra ici la norme euclidienne induite par le produit scalaire standard (exprimé
dans la base canonique de R™)

||z[| == v/ {zl|z)
(3] U1 n
< S RN > = ujv; .
Unp, Un j=1

On rappelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| o) | < lull < [Jol] -

(a) Montrer que la fonction nulle est solution sur I.
(b) En déduire que toute solution x qui s’annule en un point t, de I est la solution nulle.
2. Donnons-nous un intervalle ouvert J C R et une fonction z € C! (J — R").
(a) Expliquer pourquoi
2
@t |z (2]

est de classe C1 sur J.



(b) Démontrer alors la relation
(VteJ) @) =2@)]x@)
3. Soit (x, Imax) une solution maximale de condition initiale (t.,xx) € Imax X R™ avec x, # 0.

(a) En utilisant les notations de la question précédente, prouver :
(Vt € Imax)  [2 ()] <2M () ¢ (1) -

(b) Pourquoi ¢ ne s’annule-t-elle jamais sur Iy ?

(¢) En déduire I'inégalité :

t
(Vt € Lona) ||x<t>|sr|x*r|exp]/ M (s) ds
t*

4. Conclure en utilisant le théoréme de sortie des compacts.

5. (Bonus +1pt) Ce résultat persiste-t-il en supposant f sous-quadratique par rapport a z, ¢’est-a-dire
2
If (o] < M (1) |Jal 22

Exercice 3 (7 points)

Dans cet exercice n est un entier supérieur a 1 et I’étude se déroule dans I'ensemble M C M, (C)
des matrices complexes carrées de taille n qui sont diagonalisables. On admet que M est ouvert dans
M xn (C). On consideére 'équation différentielle non linéaire et autonome

A(t) =exp A(t)
out € Ret Ae M. Dans la suite (A, [hax) désigne une solution maximale de condition initiale (0, A,) et
nous cherchons a déterminer précisément I .x.
1. On dit que L € M;,xp, (C) est un logarithme de M € M lorsque M = exp L. On remarquera que

les notations «log» ou «In» ne figurent pas dans ce texte; ce n’est pas un hasard.

a) Etablir que € admet un logarithme si, et seulement si, est inversible. Dans ce cas, on
Etabl M € M admet 1 th t seul t si, M est ble. D
prouvera que le logarithme peut étre choisi diagonalisable. Indication : travailler dans une base
dans laquelle M est diagonale.

(b) Soit M € M inversible. Prouver que M admet une infinité de logarithmes distincts. Indication :

que penser des matrices de la forme diag (A1,...,\,) avec \j € 2inZ7?
0 oo .
(¢) (Bonus +1pt) En calculant exp [ Ly 3 pour a € R, démontrer qu'il existe des matrices

réelles admettant une infinité de logarithmes dés que n > 2.
2. Soit k € N. Justifier brievement que A* € C! (Iyax — M) puis calculer

k .
A pdar
dt

Indication : on commencera par démontrer le cas k = 2. Attention, la formule est fausse en toute
généralité, il faut se servir ici des propriétés supplémentaires satisfaites par A.

3. On pose E4 (t) := exp(—A(t)). En utilisant le développement en série entiére de exp A, montrer
que E4 est de classe C! sur Iax, puis que B4 = —Aexp (—A).

4. En déduire
(Vt € Imax)  Ea(t) =exp(—As) —tld .

5. Désignons par Spr (M) 'ensemble (éventuellement vide) des valeurs propres réelles de M. Démon-
trer que Ipayx est le plus grand intervalle de R\Spy (exp (—A.)) qui contient 0.



