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Licence Mathématiques 3ème année - Magistère
Feuille 6

1. Soit g : R → R une fonction de classe C1 tel que g(0) = g(1) = 0 et g(x) < 0 pour tout x ∈]0, 1[. Soit −α = g′(0),
α > 0. Soit x0 ∈ [0, 1] et x une solution maximale non constante définie sur ]a, b[ du problème x′ = g(x) et x(0) = x0.

(a) Montrer que x(t) ∈]0, 1[ pour tout t ∈ [0, b[.

(b) En déduire que b =∞ et montrer que limt→∞ x(t) = 0.

(c) Soit β ∈]0, α[. Montrer qu’il existe C > 0 tel que x(t) ≤ Ce−βt pour tout t ≥ 0.

2. On considère l’équation y′(t) = t2 + y(t)2.

(a) Justifier l’existence d’une solution maximale y vérifiant y(0) = 0.

(b) Montrer que y est une fonction impaire.

(c) Étudier la monotonie et la convexité de y.

(d) Démontrer que y est définie sur un intervalle borné de R.

(e) Étudier le comportement de y aux bornes de son intervalle de définition.

3. Soit F : R2 → R une fonction de classe C1 et f, g : R → R deux solutions maximales de l’équation différentielle
y′ = F (t, y). On suppose qu’il existe t0 ∈ R tel que f(t0) < g(t0). Montrer que pour tout t ∈ R on a f(t) < g(t).
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