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1 Introduction

1.1 Programme

Une solution (f,I) d'une équation différentielle or-
dinaire d’ordre n € N,

(5 f (0 /() £ () =0

est une fonction f de classe C" sur un intervalle I C IR sa-
tisfaisant cette relation en tout x € I. Les objectifs géné-
raux d’un cours d’équations différentielles sont les sui-
vants :

1. Déterminer explicitement les solutions de (E)
dans les cas classiques (linéaire a coefficients
constants, variables séparables, Bernoulli...)

2. Assurer théoriquement I’existence d’une solution
(théoreme de Peano)

3. Etudier l'unicité des solutions ayant une condi-
tion initiale donnée (théoréeme de Cauchy-
Lipschitz)

4. Stabilité des solutions (théoreme de Lyapunov)

5. Approximation numérique des solutions de (E)
(méthodes d’Euler et de Kutta-Runge)

Le point (1) a été traité en L2 et ne sera vu qu’en rappel.

1.2 Contexte

Les équations différentielles dans les sciences dé-
terministes se retrouvent principalement comme équa-
tions d’évolutions.

— Principe fondamental de la dynamique (loi de

Newton)

dzx

ms (1) = F(x(t))

— Datation au carbone 14

da

0 = —da)
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— Loi de vitesse en cinétique chimique

1dA
-—— = k[A]"
a dt 4]
Plus généralement les lois de la physique classique
peuvent s’exprimer sous la forme d’équations aux dé-
rivées partielles :
— Corde vibrante :

%y %y
mﬁ(x, t) = Tow(x,t)
— Conduction de la chaleur :
oT 0°T
W (xl t) - VW (X, t)

Ce cours ne traitera pas de ce dernier type d’équations
différentielles, dans lequel les dérivées de l'inconnue
apparaissent par rapport a plusieurs variables indépen-
dantes.

1.3 Notations et prérequis
1.3.1 Notations

— On écrit x — f (x) une fonction f dépendant de
la variable x. On dit que f (x) est 'image de x.
df

— On écrit i—f =y et 3 = f’. Plus généralement on

k k
définit yk) := iTZ et f) .= j—f pour k € IN.

xk

1.3.2 Prérequis

— Analyse des fonctions numériques d’une variable
réelle.

— Topologie des espaces normés, en particulier en
dimension fine : ouvert, fermé, connexe de R".
Propriétés topologiques des fonctions continues.

— Calcul différentiel dans R"”, en particulier la
continuité et les classes de différentiabilité des
fonctions dépendant d’un nombre fini de va-
riables réelles.

— Résolution des équations différentielles clas-
siques (ordre 1, linéaires a coefficients constants,
a variables séparables, systéeme linéaire a coeffi-
cients constant)



1.4 Geénéralités

Définition 1.1.
1. Un systéeme de m équations différentielles
d’ordre k € IN et de dimension 7 est une relation
de la forme

E(tx(t),%(t),+,x® (1)) =0 (E)

avec t un nombre réel, x (t) un vecteur de R" et E
une fonction de k + 2 variables vectorielles réelles
(t,x9,%1,...,X) ERxR" x---x R"
|
(k+1) fois

a valeurs vectorielles

E:RxR"x---xR" — R".

~— ——
(k+1) fois

Lensemble de définition effectif et la régularité
(continuité, classe de dérivabilité...) de 'appli-
cation E seront des facteurs détreminants dans
la suite, on précisera cela en temps utile.

2. On étudiera plus particuliérement les systémes
résolus en x¥), c’est-a-dire de la forme

B (1) =F(tx(t),2(1),... x5 V(1) (F)
avec
F:RxR"x---xR" — R".
S
k fois

Dans ce cas m = n et E(t,x9,%1,...,X;) = X} —
F(t,x0,X1,..-,X}—1)-

3. Lorsque n = 1 on parle de systeme d’équations
différentielles scalaires.

Définition 1.2. Une solution de (E) est un couple (x, 1),
ou I C R est un intervalle et x : I — IR" une fonction
vectorielle k-fois dérivable, tel que :

— (t,x(t)) € Q pour tout t €1,

— E(t,x(t),)é(t),---,x(k) (t)) =0 pour tout t € I.

1.5 Hypotheses générales

— Dans la suite K désigne 1'un des corps R ou C.
— On étudiera les équations différentielles d’ordre
1 résolues en x :

X(t)=F(t,x(t))
avec
F:JxQ—K"

continue, pour un intervalle ouvert ] C R et un
ouvert connexe () C K". Dans la plupart des situa-
tions raisonnables on peut se ramener a ce cas.

1.6 Théoremes principaux du cours

On cherche a décrire du mieux possible trois types
d’objets.
— L'intervalle maximal I, sur lequel une solution
(x,I) donnée peut se prolonger en une solution
de (F)

X I — Q.

On dit que (x, I,x) est une solution maximale.
— La structure de l’espace des solutions maxi-
males

Sol(F):={(x,Imax) :

En particulier on s’intéresse au probléme de
Cauchy : étant donné une condition initiale
(t., x,) € JxQ), existe-t-il une solution (x, I,y ) telle
que t, € I et x(t.) = x,.? Si oui, cette solution
est-elle unique ?

— La stabilité des solutions maximales, plus pré-
cisément la question suivante. Soit (x,[;,,5) une
solution de condition initiale x(t,) = x,, et pre-
nons une solution ayant une condition initiale
voisine %(t,) = %, ~ Xx,. A quelle condition % (t)
reste proche de x(t) lorsque t s’éloigne de ¢, ?

1.6.1 Cas linéaire

Systéme différentiel linéaire. Soit ] C R un intervalle
ouvertet L € M,y (CO (J— lK)) une matrice carrée de taille

n x n dont les coefficients (fi,j) sont des fonctions

i<n,j<n
continues {; ; t €] {;i(t) € K. L'équation différen-

tielle
(L)

est appelée systéme différentiel linéaire. Il est dit a co-
efficients constants lorsque chaque {;; est une fonction
constante. Ici Q) = K" est I'espace tout entier.

1. Il existe une application de classe C' a valeurs dans
le groupe des matrices inversibles de taille n, appelée
résolvante du systéme,

Recs 1 J ] — GL, (K)

(to,t1) > Ry 4,

telle que (x,1) est solution de (L) si, et seulement si,
pour tout t, €1 fixé et tout t € I

x(1) =Ry x(1,) .

(Ici Ry, x(t,) représente le vecteur obtenu en mul-
tipliant le vecteur x (t,) par la matrice Ry, .) Cette
derniére formule prouve que toute solution locale
s’étend de maniére unique en une solution définie
sur | (on dit que la solution est globale) puisque le
membre de droite de (R) est solution sur J.

(%, Imax) solution maximale de (F)} .



2. L'espace des solutions est un espace vectoriel de di-
mension n sur K. Plus particuliérement, d chaque
t, €] fixé lapplication «conditions initiales»

CI; : Sol(L)— K"
x> x(t,)

est un isomorphisme linéaire. Son inverse est Uappli-
cation linéaire

K" — Sol(L)
X, > (t — Rtet*x*) .

Cela signifie en particulier que le probléeme de Cau-
chy admet une unique solution pour chaque condi-
tion initiale (t,, x,).

La résolvante vérifie les propriétés suivantes :
- Rt0<—t0 =1d,

- Rt0<—t1Rt1<—t2 = Rt0<—t2 sitg, t1, tr €],
.. -1
— en particulier (Rto<—t1) =Ry, 1,

1.6.2 Cas non-linéaire

Théoréme de Cauchy-Lipschitz. Soient ] C R un inter-
valle ouvert, QQ ¢ K" un ouvert et F € C' (] xQ — K"). On
considere I'équation différentielle

xX(t) = F(t,x(t)) . (F)

1. Tout (t,, x.) € J x Q admet un voisinage ouvert
I x W C ] xQ sur lequel est définie une application
continue

Recx : IXIXW —Q
(to,t1,%0) = Ry, (x0) »
satisfaisant pour chaque (ty,xg) fixé que Uapplica-

tion partielle t +— Ry (xo) est de classe closur I,
telle que toute solution (x,I) de (F) s’écrive comme

x(1) =Ry, (x(8) (Vrel).

On l'appelle résolvante de I’équation différentielle.

2. Pour toute condition initiale (t,,x,) € ] x Q il existe
une unique solution maximale (x,In.x) € Sol(F)
telle que x(t,) = x,. En particulier le probléeme de
Cauchy admet une unique solution. En général I,y
est strictement plus petit que | et dépend de la condi-
tion initiale.

La résolvante vérifie les propriétés suivantes :

— Ryyey, =1d,

— Ryt (Rt1<—t2 (xo)) =Riyet, (x0) sitg, t1, tr €L,

— en particulier, a (¢y,t;) € I x I fixé, I'application
xo = Ryt (x0) est inversible et (Rto(_t1 (.))71 =
Rt ety (o).

Remarque 1.3. La différence entre cet énoncé et celui sur
les systemes linéaire est qu’ici la résolvante est locale (et
pas globale) : elle n’est définie que sur un voisinage d’une
condition initiale choisie. La taille de ce voisinage peut

étre estimée en fonction du maximum de ||g—§||

2 Rappels

5

— linéaire ordre 1

— ordre 1 a variables séparables

— linéaires a coefficients constants

— systéme linéaire a coefficients constant

Systemes linéaires

— Cas des équations a coefficients constants, expo-
nentielles de matrice
— Résolvante : existence et propriétés

Equations d’ordre 1

— Théoremes d’existences (Cauchy-Peano-Arzela,
Cauchy-Lipschitz)

— Solutions maximales

— Singularités mobiles

Champs de vecteurs

— Notion de courbe intégrale/trajectoire

— Théoreme d’existence du flot

— Sortie d'un compact

— FEtude des singularités linéaires

— Stabilité des trajectoires, exposants de Lyapunov
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