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Sujet 3: variations autour de la méthode de Monte-Carlo

e Méthode de la fonction de répartition inverse:
On définit la fonction pseudo-inverse de F sur [0, 1] par

F~Yu) =inf{t € R: F(t) > u}

Proposition 1. Si U suit une loi uniforme sur [0, 1], alors F~'(U) a pour fonction de répar-
tition F'.

Preuve: Commencons par montrer que F~'(u) <t ssi u < F(t).

Soient u € [0, 1] et t € R tels que u < F(t). Par définition de la fonction de répartition inverse,
on a alors F~'(u) <t. Réciproquement, si F~'(u) < ¢, alors pour tout y > t, F(y) > u car F
est croissante. Et puisque F' est continue a droite, F'(t) > u.

En utilisant ce résultat, on en déduit que

P(FY(U)<t)=PU < F(t)) = F(¢t). O
Ainsi, dans le cas ott F~! est explicite, pour générer un échantillon X7, .. ., X,, suivant la fonction
de répartition F', on géneére un échantillon (Ui, ...,U,) de variables uniformément distribuées

sur [0, 1] et on pose X; = F~1(U;).

e Méthode de la réciprociation:

1 1
Si X ~ fx, alors Z := } ~ f; avec fZ(Z) _ M

5 pour z € R.
z

e Méthode de décomposition:
On veut simuler des variables aléatoires de densité f par rapport a une mesure pu. On suppose
que cette densité peut s’écrire sous la forme suivante (non unique):

f=> pifi
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ou 0 < p; <1 pour tout j > 0 et ij =1 et ou f; est elleeméme une densité par rapport a
Jj=0

la mesure p. Soit W une variable aléatoire discrete de loi de probabilité (p;);>o. Soit (Y});>0

une suite de variables indépendantes entre elles et indépendante de W, telle que Y; ~ f; pour

chaque j > 0. Alors X := Yy ~ f.

En effet, d’apres le théoreme de Fubini, on a VB € B(R?)

P(Xw € B) = Y P(Xr € BIW = )P0V =) = [ S pifiaduta) = [ flayduto)
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Exercice 1.

1. Soit Y ~U(0,1). Quelle est la densité de 1/Y* pour un A > 0?

2. Simuler un échantillon selon la loi admettant la densité

f(a:)ocﬁ, x>1.

en utilisant la méthode de la fonction de répartition inverse d’'une part et d’autre part en
utilisant une transformation de variable de loi ¢(0, 1).

3. Simuler un échantillon selon la loi admettant la densité

W si ‘.T’ > 1,
fay=
3 si|z| < 1.

par la méthode de la fonction de répartition inverse d'une part et par la méthode de
décomposition d’autre part.

4. Estimer [ = / exp (—3z) f(z)dr par méthode de Monte-Carlo. Quelle est la précision de

I’approximation donnée?



