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Sujet 10: tests de comparaison de 2 variances ou plus

¢ Quelques rappels sur la définition mathématique des tests d’hypotheses:

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble X', de loi Py ou 8§ € ©. Supposons que
I’on veuille effectuer un test statistique d’hypotheses portant sur §. On formule deux hypotheses
contradictoires notées Hy et Hy dont on suppose que 'une et seulement 'une est vraie. Math-
ématiquement, formuler Hy et H; revient a choisir deux sous-ensembles disjoints de © notés
©p et de O; de sorte que 'hypothese Hy s’écrit alors {6y € Oy} tandis que I’hypothese H;
s’écrit {6, € ©1}. Soit (Xi, ..., X,,) un échantillon i.i.d. issu d’une variable parente X et soit
(21, ..., x,) € X" une réalisation de (X3, ..., X,,). Construire un test de Hy contre H; revient a
construire une région critique R de telle sorte que 1'on rejette Hy lorsque (z1, ..., x,) € R et que
I'on s’assure que le risque de lere espece est inférieur ou égal a a.

Dans ce cadre, on parle de fonction de risque de lere espece définie sur Oy pour
0 — a(f) =Py((Xy,....,X,) €R).
On appelle taille du test la probabilité maximale de rejeter Hy alors que Hy est vraie:

gseug){IP’e((Xh Xn) €ER)Y.

On dit qu’un test est de niveau « si sa taille est égale a « ie si

Sup{PG((Xla 7Xn) S R)} = Q.
[USSH

On parle de fonction de risque de 2nde espéce définie sur ©; pour
0 — B(0) =Py((Xy,....,X») ¢ R).
On parle de fonction puissance définie sur ©; pour

0 —1—B(0) =Pp((X1, ..., Xs) ER).

e Test de comparaison de 2 variances:

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On souhaite tester 1’égalité de leurs
variances respectives. Formellement, on souhaite tester I'hypothese nulle Hy: Var(X) = Var(Y)
au niveau a. Soit (Xi,...,X,,) un échantillon ii.d. distribué comme la variable X. Soit

(Y1,...,Y,, ) un échantillon i.i.d. distribué comme la variable Y, indépendant de (X7, ..., X, ).
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ler cas: nxy > 30 et ny > 30
Soit la statistique de test:
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Sous Hy, la statique T, ,, converge en loi vers une variable de loi N'(0,1). Lorsque Hy n’est
pas satisfaite, la statistique 7}, ,, diverge presque-stirement vers oo.

e Lorsque Hy: Var(X) # Var(Y), la région critique est
R = {(xl, ey Ty ) ER™ (Y1, Yny ) €ER™ 2 gy | > F./\_/%O,l)(l - a/2)} .
e Lorsque Hy: Var(X) > Var(Y), la région critique est
R = {(931, e Ty ) ER™ (Y1, Yny ) ER™ it 0y > FA_/%OJ)(l - a)} :
e Lorsque Hy: Var(X) < Var(Y), la région critique est
R = {(xl, ) ER (Y1) ERY 1 < Fg/gm)(a)} .

2éme cas (test de Fisher ou de Fisher-Snedecor): X ~ N (E[X], Var(X)) et Y ~ N (E[Y], Var(Y)).

Soit la statistique de test:
2
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Sous Hy, la statique 1), », suit la loi F'(nx,ny) dite de Fisher a nx et ny degrés de liberté.

Heuristiquement, lorsque Hj est vraie, le rapport T, ,, ne doit pas trop s’¢loigner de 1.

e Lorsque Hy: Var(X) # Var(Y), la région critique est

R:{(Il,...,xnx)GR"X,(yl,...,an)G]R”Y ey > Frt (1—a/2) ou tyyny < Fil (a/2)}

(Tbx,ny) (annY)

e Lorsque Hy: Var(X) > Var(Y), la région critique est

R = {(xl,...,xnx) ER™ (y1,...,Yny) ER™ 1ty 0 > F;(lnxmy)(l —a)}.



e Lorsque Hy: Var(X) < Var(Y), la région critique est

R = {(xl,...,xnx) ER™ (y1,. . Uny) ER™ 1ty < F;&Xvny)(a)}.

e Test de comparaison de K variances:

Soient X®), pour k = 1, ..., K, des variables aléatoires indépendantes ott X *) ~ N(]E[X(k)} , Var(X(k))),
pour k = 1,..., K. On souhaite tester ’égalité de leurs variances respectives. Formellement,

on souhaite tester au niveau a I’hypothese nulle Hy: Var (X (k)) =’ pour k=1,..., K contre
I'hypothese alternative Hy: 3ky # ke € {1,..., K} tels que Var (X(kl)) =+ Var (X(kQ)). Pour

kE=1,...,K, soit (X{k), . ,X,(JZ)) un échantillon i.i.d. distribué comme la variable X®). Pour
k=1,..., K, soit
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ler cas: Test de Bartlett.
Soit la statistique de test:
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réalisation de T),, ... La région critique est:

R = {1 Tuhctic e > Frge (1= )}

La fonction bartlett.test du logiciel R implémente ce test.

2eéme cas: Test de Levene.

Introduisons:
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Soit la statistique de test:
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Sous Hy, la statistique T),, . suit la loi de Fisher F(K — 1,n — K). Notons t,, la

réalisation de T}, ... La région critique est:

MK

R = {(xl, ey Ty Vb1 K bny e > F;(lK_Ln_K)(l — a)} )

La fonction leveneTest du package car du logiciel R implémente ce test ainsi que la fonction
levene.test du package lawstat.



Exercice 1.

1. Tllustrer de maniere empirique a partir de données simulées le comportement de la taille
du test.

2. Illustrer de maniere empirique a partir de données simulées le comportement de la fonction
puissance.

3. Tests paramétriques: Illustrer de maniere empirique a partir de données simulées la ro-
bustesse ou au contraire la sensibilité du test aux hypotheses sous-jacentes.

4. Tests non-paramétriques: faire varier la loi servant a générer les données ainsi que la
valeur de son/ses parametre(s).

Vous veillerez a faire varier tour a tour:
e le risque de lere espece a,
e la taille de I’échantillon n,
e la variabilité du phénomene.

Le test de Levene a la réputation d’étre robuste aux écarts a la normalité. Qu’en pensez-vous?



