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Sujet 11: Test de comparaison de deux distributions (ou plus)

¢ Quelques rappels sur la définition mathématique des tests d’hypotheses:

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble X', de loi Py ou § € ©. Supposons que
I’on veuille effectuer un test statistique d’hypotheses portant sur #. On formule deux hypotheses
contradictoires notées Hy et H; dont on suppose que I'une et seulement 1'une est vraie. Math-
ématiquement, formuler Hy et H; revient a choisir deux sous-ensembles disjoints de © notés
©p et de O; de sorte que 'hypothese Hy s’écrit alors {0y € O} tandis que 'hypothese H;
s’écrit {0; € ©1}. Soit (X, ..., X,,) un échantillon i.i.d. issu d’une variable parente X et soit
(21, ..., z,) € X™ une réalisation de (X7, ..., X,,). Construire un test de Hy contre H; revient a
construire une région critique R de telle sorte que 'on rejette Hy lorsque (1, ..., x,) € R et que
I’on s’assure que le risque de lere espece est inférieur ou égal a a.

Dans ce cadre, on parle de fonction de risque de léere espece définie sur Oy pour
0 — a(f) =Py((Xy,...,X,) €ER).
On appelle taille du test la probabilité maximale de rejeter Hy alors que Hy est vraie:

gselg){IP)e((Xh nXn) €ER)}.

On dit qu’un test est de niveau « si sa taille est égale a « ie si

Sup{P9(<X17 7Xn) € R)} =a.
[US(SH

On parle de fonction de risque de 2nde espece définie sur ©; pour
0 — B(0) =Pe((Xy,....,X») € R).
On parle de fonction puissance définie sur ©; pour

01— B(0) =Py((X1,..., Xn) €R).

e Test du y* d’homogénéité entre J populations indépendantes:

Cas d’une loi discrete:

Soit un espace fini X = {ay,...,ax}. Soient J populations indépendantes dont on extrait
J échantillons indépendants (Xl(j),...,X,(Lj))jzly,““]. Pour j = 1,...,J, le jeme échantillon

(X 1(j ), o X,(L]j)) compte n; variables indépendantes, toutes distribuées comme une variable X )
& valeurs dans X. Pour j =1,...,J, la loi de probabilité de X9 est donnée par (pgj), e ,p(l?)

K
ol p,(fj) = P(XY = q) pour k = 1,..., K avec Zp,(ej) = 1. Soit (Nf”,...,N}? pour
k=1
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Jj € {1,...,J} le vecteur des différents effectifs ou N Z[ (X, 0) = ai). Par défini-

tion, le vecteur (Nl(j ), .., N }g') suit une loi multinomiale de parametres (n, pgj ), o p%)) pour

NG

je{l,....J}. LEMV de p ) dans ce modele multinomial est p A(] )= 25 On souhaite tester
n;

au niveau « si les lois de probabilité (pgj ), . p%)) sont identiques pour j = 1,...,J. Formu-

lons alors Hy: “les J lois de probabilité sont identiques” et H;: “au moins 'une des J lois de

probabilité different des autres”. Notons (p,...,px) la loi de probabilité commune sous H.
J () J
. N

Sous Hy, TEMV de p;. est pr, = ==L E Soit la statistique de test (en notant n = Z n;):
J=1

Sous Hy, la statistique 7}, convergence en loi vers x*((J —1)(K — 1)) lorsque tous les n; tendent
vers co. Sous Hi, si tous les rapports n;/n restent inférieurement bornés par une constante
strictement positive (indépendante de n), alors T,, tend presque-surement vers co. Notons ¢,
la réalisation de T;,. La région critique associée au niveau asymptotique de test « est

R={(a, . 29) im0 ot > Faly eyl — )}

Cas d’une loi continue: ‘
Ce qui précede peut s’appliquer si 'on discrétise le support des X9 en une partition X = U I
et de remplacer les a; par les I de sorte que pp = ]P’(X(J) € Iy).

La fonction prop.test (package stats chargé par défaut lors du lancement du logiciel R) im-
plémente ce test dans le cas d'une loi discrete a support fini.

e Test de Kolmogorov-Smirnov a deux échantillons indépendants:

Soit une variable X de loi Fx continue et soit une variable Y de loi Fy également continue,
indépendante de X. On veut comparer les deux distributions continues Fx et Fy sur la base
de deux échantillons indépendants. Formellement, on souhaite tester au niveau de risque de
lere espece o 'hypothese Hy: Fx = Fy contre 'hypothese Hy: Fx # Fy.

Soit (X1,...,X,,) un échantillon i.i.d. distribué comme X, de fonction de répartition Fly.
Soit (Y1,...,Y,,) un échantillon ii.d. distribué comme Y, de fonction de répartition Fy,
indépendant de (X7,..., X, ). Soit F x.ny la fonction de répartition empirique des X; définie
pour z € R par

FXnX ZIX <(L’

Soit ﬁme la fonction de répartition empirique des Y; définie pour x € R par

FYny nYZ[Y<$

Soit la statistique de test:

nxny =
Dypymy =/ ———su F n — Fy,.(z)].
XMy nx + ny :rellgl X X( ) Y»Y( )|

2



Intuitivement, si Hy est vraie, D, ,, prend de petites valeurs et on peut montrer que sa loi

ne dépend que de nx et de ny. Notons d,,, ,, la réalisation de D, ., .

La loi exacte de D, ,. est tabulée pour les “petites” valeurs de ny et ny. La région critique
X,y

associée au niveau « est alors

{(xh s e 7'Tnx>y17 e >yny) S Rnx+ny : dnx,ny > ka,”X,nY}

Ol Koy .y satisfait Pr —m. (Diyny > Kanymy ) = Q.
Smirnov (1939) a montré que, sous Hy, lorsque nx,ny — oo, la statistique 75, , .,
totiquement la loi d’une variable Z de fonction de répartition donnée par K(.) ou

suit asymp-

o

K(y) = (-1)"exp(- k“—1+22 Fexp(—2k%y?).

—0o0

On peut également obtenir la convergence presque-stire de D, vers oo sous H;. La région
critique associée au niveau asymptotique de test o est

{(SCl,. sy Yty e 7yny) € Rnx+ny : dnx,ny > ka}

ou k, satisfait K(k,) =1 — a.
La fonction ks.test (package stats chargé par défaut lors du lancement du logiciel R) implé-
mente les versions exacte et asymptotique de ce test.

e Test de Cramer-von-Mises a deux échantillons indépendants:

Soit une variable X de loi F'x continue et soit une variable Y de loi Fy également continue,
indépendante de X. On veut comparer les deux distributions continues Fx et Fy sur la base
de deux échantillons indépendants. Formellement, on souhaite tester au niveau de risque de
lere espece o I'hypothese Hy: Fy = Fy contre 'hypothese Hy: F'x # Fy.

Soit (X7i,...,Xn,) un échantillon i.i.d. distribué comme X, de fonction de répartition Fly.

Soit (Y1,...,Y,, ) un échantillon iid. distribué comme Y, de fonction de répartition Fy,
indépendant de (Xi,...,X,,). Soit Fx,, la fonction de répartition empirique des X; définie

pour x € R par
~ 1 &
Fny(w) = — d I(X; < ).

Soit F X.ny la fonction de répartition empirique des Y; définie pour € R par
~ ] &
Fyy () = — > I(Y; < ).

Introduisons également la fonction de répartition empirique de 1’échantillon aggloméré:

R 1 nx ny
Foiny () = ———— <Z I(X;<a)+ > IV < x)) :
Soit la statistique de test:

nxny ~ ~ 2 <
Do = 28 [ (P @) = Fray (2)) Py (@)

nx +ny

Intuitivement, si Hy est vraie, D, ,, prend de petites valeurs et on peut montrer que sa loi
ne dépend que de nx et de ny.



Notons d,,, », la réalisation de D, ,,. La région critique associée au niveau « est alors

{(xh s 7xnx>y17 e >yny) S Rnx+ny : dnx,ny > ka,”X,nY}

ol kanyny satisfait Pry—m (Diy oy > Kanymy ) = Q.
La fonction cvmts.test du package CvM2SL2Test du logiciel R implémente ce test.

Exercice 1.

1. Hlustrer de maniere empirique a partir de données simulées le comportement de la taille
du test.

2. Hlustrer de maniere empirique a partir de données simulées le comportement de la fonction
puissance.

3. Tests paramétriques: Illustrer de maniere empirique a partir de données simulées la ro-
bustesse ou au contraire la sensibilité du test aux hypotheses sous-jacentes

4. Tests non-paramétriques: faire varier la loi servant a générer les données ainsi que la
valeur de son/ses parametre(s)

Vous veillerez a faire varier tour a tour:
e le risque de lere espece a,
e la taille de I’échantillon n,
e la variabilité du phénomene,

e le cas échéant 'ampleur de I'écart a H,.



