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Sujet 15: Estimation des coefficients d’une équation différentielle

Soit un échantillon i.i.d. (Y7,...,Y,) qui est une observation bruitée d'un systeme différentiel.
Considérons que, pour ¢ = 1,...,n, le vecteur Y; = (Yi(l), e ,Y;-(d))T e R? satisfait I’équation
d-dimensionnelle suivante:
Y =mp(xi) + &

dans laquelle le parametre 8 = (f1, ..., 5,) € R est inconnu et a estimer, les vecteurs aléatoires
g = (W, . e
la fonction mg(.) = (mgl)(.), . ,mf(gd)(.))T de R dans R? est solution du systeme différentiel
suivant:

)T € R? sont ii.d. centrés et admettent des moments d’ordre deux, et

my(x) = F(mg(z), B).
Les x; sont ici déterministes et équi-répartis dans l'intervalle d’observation noté [0, 7).
Pour estimer (3, on propose ici une estimation en deux temps:

e leére étape: estimer une version "débruitée” des Y; en lissant les observations Y; au moyen
d’un noyau noté K(.). Formellement, un noyau est défini comme étant une fonction

K : R — R intégrable et telle que / K(u)du = 1. Un noyau est dit positif lorsque

R
K(.) > 0 et symétrique lorsque K (u) = K(—u) pour tout u € R. L’estimateur (Gasser et
Miiller, 1979) des composantes de la fonction m(.) est donné pour j =1,...,det z € R
par

(@) =" wd) (@) vV
=1

J)

ou les poids wz(. ', (z) sont donnés par

0 1 5 r—t
wy (r) = — K dt,
Z,h( ) h/s‘i_l ( h )
N 1 :
avec 59 = 0 < s < ... < s, = T ou max|s; — s;_1| = O — ). L’estimateur des
n
composantes de la fonction m/(.) est donné pour j =1,...,d et z € R par

M (2) = 3w (@)Y,
1=1

ou les poids w;(}{) (x) sont donnés par

» 1[5 (ot
wz(fl)(x):ﬁ/ K( Z )dt.

La quantité h > 0 s’appelle la fenétre ou le parametre de lissage. Plus h est grand, plus
I’estimateur est lisse et plus sa variance diminue. A linverse, lorsque h est petit, plus




I’estimateur est rugueux et plus son biais diminue. C’est un hyperparametre au sens ou
on ne 'estime pas mais on le calibre. Il existe des méthodes de choix automatiques.

NB: des conditions techniques, portant sur le noyau et la fenétre, sont en réalité requises
pour obtenir des propriétés de convergence optimales des estimateurs.

La fonction glkerns du package lokern du logiciel R implémente ’estimation de la fonc-
tion m(.) et de sa dérivée m/'(.) et propose un choix automatique de la fenétre.

e 2¢me étape: estimer  en minimisant une distance entre ﬁnh() et F(mnn(.),B8). Par
exemple, on peut proposer:

—~ T —_~
o = argmin [ [at) = F(oa(0),5) w0 1)
B Jo

ou w(.) est une fonction de poids choisie par l'utilisateur et ou |.|| désigne la norme
euclidienne de R?. Le choix le plus simple est w(.) = 1. La fonction w(.) peut étre utilisée
pour diminuer les effets de bord, par exemple en prenant

w(t) = ws (1.05(’5;—?2/2>>

avec
0 sift|>1

~ 1 <
w(g’)\(t) — 1 S1 |t| ~ 5

o (e (<)) o<l <1

pour 0 < 9, A < 1 fixés. Un choix peut étre A = 0.5 et 6 = 0.7.

L’estimation de S s’obtient donc en résolvant le probleme d’optimisation non-linéaire en
(1). Si cette étape est trop exigeante du point de vue computationnel, on peut approximer
le critere a minimiser au moyen d’une somme de Riemann.

Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, générer un échantillon i.i.d. de taille n satisfaisant le modele
proposé, en utilisant les parametres proposés.

1. Soit I'équation différentielle du ler ordre:
m'(z) = Bm(x).
Pour i =1,...,n, générer les Y; définis par
Y; = exp(Bx;) + &i,  &i ~iia N(0,0%).
Utiliser les valeurs 3 = 1 et tour & tour o2 € {0.1,0.2,0.3}.
2. Soit ’équation différentielle du 2nd ordre:
m'(z) = —5mi(z)

qui est équivalente au systeme suivant de deux équations différentielles du premier ordre:

{m&(m) = Bmy(z),
mh(x) = —fm ().
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Pour i = 1,...,n, générer les vecteurs Y; = (Yi(l), Yi(Q))T définis par

Y = cos(Ba) + 21, el ~iia N(0,07),
Vv = —sin(Ba;) + P, e® ~pia N(0,02).

(2 K3

Utiliser les valeurs 8 = 1 et tour & tour o2, 03 € {0.1,0.2,0.3}.

3. Soit ’équation différentielle du ler ordre:
m/(z) = fym(z) + Po.

Pour i = 1,...,n, générer les Y; définis par

1
Y, = ﬂ_ exp(fizi) — B2+ €y € ~iia N(Oa 02)-
1

Utiliser tour & tour les valeurs 8 = (81, 82) " € {(1,1)7,(1,2)7,(2,1) "} et 0 € {0.1,0.2,0.3}.

4. Soit le systeme de deux équations différentielles du premier ordre:

Pour i = 1,...,n, générer les vecteurs Y; = (Y(l), VAR )" définis par

Yi(l) = cos(f12;) + SR ~iid N(0,07),

1 7 ? (2
}/;(2) - _5_ Sin(ﬁlaji) + 52(2)7 652) ~i.id. N(Oa U%)

2
Utiliser les valeurs 8 = (B1,3)" € {(1,1)7,(1,2)7,(2,1)"} et tour & tour ¢?,0% €
{0.1,0.2,0.3}.

Estimer la valeur du parametre § = (f,..., ﬁq)T € R? par B\n selon la méthode proposée
plus haut a partir des données générées. Utiliser tout a tour les tailles d’échantillon n =
100, 250, 500, 1000, 1500. Répéter ce travail M = 1000 fois. Présenter I'estimateur médian, le
biais estimé des composantes de Bn, et I’écart-type estimé des composantes de Bn



