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» Semaine de pré-rentrée : vendredi 4h (aujourd’hui!)
» Semaine 1 : mercredi 4h 4+ TP le mardi

» Semaine 2 : mardi 2h, mercredi 4h, jeudi 2h

» Semaine 3 : mercredi 4h, jeudi 4h + TP le mardi

Pas de TP en semaine 2 (erreur sur I'ENT).
Exams : une épreuve écrite + un TP noté.
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1. Le discours mathématique
1.1 Eléments du discours
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Les démonstrations (premier apercu!)

THEOREME. Soit n un entier impair. Alors il existe un entier k tel
que n =2k + 1.

Démonstration. Soient ¢ et r le quotient et le reste, respectivement,
dans la division euclidienne de I'entier impair n par 2. On a donc

n=2q+r

et 0 < r < 2. Puisque r est entier, on a r = 0 ou r = 1. Voyons
le cas 7 = 0 : on a alors n = 2q, ce qui prouve que n est pair par
définition ; or c'est absurde, car on a supposé le contraire. Donc le cas
r = 0 meéne a une absurdité, et I'on se tourne vers le cas r = 1. Alors
n = 2q+ 1. C'est précisément |'énoncé que I'on souhaite, avec k = q.
O
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Schéma général

» Les axiomes sont notre point de départ. On les considére vrais. Par
exemple, dans le cours nous donnerons des propriétés des ensembles
et des nombres entiers, qui sont a prendre comme des axiomes.

» Les démonstrations sont la pour déduire de nouveaux résultats a
partir des axiomes.

> Les regles de logique permettent de décider si une démonstration est
valable pour nous. On va les décrire plus tard.

Résumé
Une démonstration est un texte qui a pour but de convaincre le lecteur
qu'une preuve formelle pourrait étre écrite. Une preuve formelle est un
argument complet, avec chaque regle de logique bien spécifiée (c’est un
texte beaucoup plus long qu'une démonstration normale!).
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Encore un peu de vocabulaire

» corollaire = théoreme qui est une conséquence facile du précédent.

COROLLAIRE. Si n et m sont tous les deux impairs, alors n+m
est pair.

Démonstration. On écritn =2k+1etm =2/+1,doun+m =
2(k+£+1). O

» postulat = axiome.

> hypothése = énoncé supposé vrai, dans un contexte donné.
Exemple : dans le contexte du corollaire, < n est impair > est une
hypothese.

> conjecture= énoncé que I'on ne sait pas démontrer, mais qu'une
personne au moins suppose vrai (peut-étre par erreur!). Exemple : |a
conjecture < des nombres premiers jumeaux > stipule qu'il existe une
infinité de nombres premiers p tels que p + 2 est également premier.
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Les variables

On appelle les variables que I'on peut renommer en utilisant un nom
nouveau (qui n'apparaissait pas avant) sans changer le sens de I'énoncé,
des variables muettes ou liées. Les autres sont dites libres ou parlante.
Il'y a des signes qui rendent les variables liées, on les appelle des lieurs.
Exemples :

r—x+1
Y r@ 1L
=0 1=0
10
f(z)dx lim f(z)
0 T——+00

Va P(x) Jz P(x)

Muettes : x, i. Parlantes : P, n, f.
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Le méme phénomene en informatique

Par exemple en Python ces deux programmes ont le méme sens :

def f(z):

def f(x):
return (z+1)

return (x+1)

Dans I'exemple en Ocaml ci-dessous, le motif t::r permet de lier les

variables t et r.

let longueur liste =
match liste with

(1 >0

[t::r => 1 + length r
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Attention !

Ne jamais écrire ceci :

n
i+ ZF,
=0

La premiere occurrence de i est libre et la deuxieme est liée. A éviter!
On aurait pu écrire :

z’+zn:k2
k=0
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Tableau des connecteurs

francais logique Ocaml Python C
et A && and &&
ou Vv + |l or Il
ou exclusif <) <> 1= I=
non - s not not !
implique ==

équivalent = = == ==
vrai T 1 true True

faux 1L 0 false False

Ainsi, si A et B sont des propositions, alors on peut former AV B ou —A
ou encore A = B, qui sont de nouvelles propositions. On peut bien
slir continuer, et parler de

((AnC)V (=B)) = D,

etc, etc.
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A B ANB AvVB A =— B A < B

Faur Faur Faur Faux Vrai Vrai

Fauxr Vrai Faux Vral Vrai Faux

Vrat: Fauxr Fauxr Vrai Faux Faux

Vrai Vrai Vrai Vral Vrai Vrai
A —-A

Faux Vrai
Vrai Faux
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A B A = B
Faux Faux Vrai
Faux Vrai Vrai
Vrai Faux Faux
Vratr Vrai Vrai
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déduit que B est vraie.
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Le cas de A = B a la loupe

A B A — B

Faur Faux Vrai
Faux Vrai Vrai
Vratr Faux Faux
Vrar Vrai Vrai

v

Si A est vraie, et si A = B est vraie, alors a |'aide de la table on
déduit que B est vraie. C'est la chose essentielle ici.

v

Lorsque A est fausse, alors A = B est vraie, indépendamment de
B. Le faux entraine n'importe quoi.

» On note que A = B a la méme table de vérité que (—A) V B.

v

Pour donner des exemples pertinents, il faut que nous parlions du
symbole V.
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Les quantificateurs

< Pour tout > et < Il existe >

Les groupes de mots < pour tout > (ou < quel que soit ), et < il existe
au moins un > s'appellent des quantificateurs. Le < pour tout > est noté
V et s'appelle le quantificateur universel, et le < il existe au moins >,
noté 3, s'appelle le quantificateur existentiel.
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Regles pour V

Reégle d'utilisation du V

Si on a Vo P(x), alors on peut en déduire P(a) quel que soit a (du bon
type).

Exemples :
» Si on sait que f est une fonction définie sur R, alors Va f(z) # 0
signifie que f ne s'annule jamais.
» La formule VaVy x <y = f(z) < f(y) signifie que f est
croissante.

Regle de construction du V

Pour démontrer Vo P(x), il suffit de montrer P(z) sans faire
d'hypothése sur x.
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Regles pour 4

Regle d'utilisation du 3

Sion a 3z P(x) on peut en extraire un nouveau a tel que P(a).
Regle de construction du 3
Si on a exhibé un ag tel que P(ap) alors on a prouvé que 3a P(a).

[m]
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Autres exemples

Remarque

On écrit souvent Vo € E P(x) pour indiquer que I'on se restreint
uniquement aux x qui sont dans I'ensemble E (on parle de quantificateur
relativisé). Mais en fait, Vo € E  P(z) équivaut exactement a

Ve x € FE = P(x). Méme chose avec 3z € E P(x) qui équivaut a
Jz (z € E) A P(z).

» neN VmeN n<mestvraie.

» DemémeVz €R 2>0 = JycR =y En francais < un
réel positif possede toujours une racine carrée .
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Des équivalences a connaltre

On écrit P = Q pour indiquer que les formules P et () sont équivalentes,
c'est-a-dire qu'elles ont toujours la méme valeur de vérité. Par exemple
ANB=DBANA.

=(Vz P(x)) = 3z = P(z).

—(3z P(z)) = Vx ~P(x).

VaVy P(x,y) = VyVz P(x,y).

Jz3y P(z,y) = JyIz P(z,y).

v

v

v

v

Attention, on ne peut pas permuter V et 3. Par exemple, en parlant
d'élements de N, la formule InVm n > m est fausse, mais YmIn n > m
est vraie.
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Implication

Reégle de construction

Pour prouver une implication de la forme A = B, il suffit de supposer
que l'on a A et de prouver B.

Regle d'utilisation (modus ponens)

Si on sait d’'une part que A — B et d'autre part que A, alors on peut
en déduire B.
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Exemple

Voyons une démonstration de Vo >0 = Jy z=y? ol zety
sont des réels.

» On utilise la régle du V, et donc on commence par écrire < Soit x un
réel >. On doit maintenant prouver > 0 = Jy x = 3.

> On utilise la régle de construction de I'implication, et donc on écrit
< Supposons que x > 0 >, et maintenant on cherche a démontrer
Jy = =y>

» On peut parler de \/x puisque x > 0, et = = \/52, donc x = y? est
vraie pour y = \/x;



Exemple

Voyons une démonstration de Vo >0 = Jy z=y? ol zety
sont des réels.

» On utilise la régle du V, et donc on commence par écrire < Soit x un
réel >. On doit maintenant prouver > 0 = Jy x = 3.

> On utilise la régle de construction de I'implication, et donc on écrit
< Supposons que x > 0 >, et maintenant on cherche a démontrer
Jy = =y>

» On peut parler de \/x puisque x > 0, et = = \/52, donc x = y? est
vraie pour y = /x ; d'aprés la régle de construction de 3, on a bel
et bien démontré 3y = = y?, donc on a fini.
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Conjonction

Regle de construction
Pour prouver une conjonction de la forme A A B, il suffit de prouver A
d'une part et B d'autre part.
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Conjonction

Reégle de construction

Pour prouver une conjonction de la forme A A B, il suffit de prouver A
d'une part et B d'autre part.

Reégle d'utilisation

Quand on sait que A A B, on peut en déduire A.

Reégle d'utilisation

Quand on sait que A A B, on peut en déduire B.
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Disjonction

Reégle de construction

Pour prouver une disjonction de la forme A Vv B, il suffit de prouver A.
Regle de construction
Pour prouver une disjonction de la forme A V B, il suffit de prouver B.

[m]
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Disjonction

Regle de construction

Pour prouver une disjonction de la forme A V B, il suffit de prouver A.

Regle de construction

Pour prouver une disjonction de la forme A V B, il suffit de prouver B.

Regle d'utilisation (raisonnement par cas)

Quand on sait que AV B et que I'on veut prouver P, il suffit de prouver
d’'une part qu’'en supposant A on peut prouver P, et d'autre part qu’'en
supposant B on peut prouver P.

u]
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Reégle de construction d'une négation

Pour montrer —A, il suffit de supposer A et d’arriver a une contradiction.
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Négations

Reégle de construction d'une négation

Pour montrer —A, il suffit de supposer A et d’arriver a une contradiction.

Conséquence (régle de raisonnement par I'absurde) : Pour montrer A, il
suffit de supposer —A et d'arriver a une contradiction.
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Négations

Reégle de construction d'une négation

Pour montrer —A, il suffit de supposer A et d’arriver a une contradiction.

Conséquence (régle de raisonnement par I'absurde) : Pour montrer A, il
suffit de supposer = A et d'arriver a une contradiction. En effet d’apres la
regle précédente, appliquée a = A, on a montré - —A;
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Négations

Reégle de construction d'une négation

Pour montrer —A, il suffit de supposer A et d’arriver a une contradiction.

Conséquence (régle de raisonnement par I'absurde) : Pour montrer A, il
suffit de supposer = A et d'arriver a une contradiction. En effet d’apres la
regle précédente, appliquée a —A, on a montré ——A ; mais bien siir
-—A = A.

[m] [l = = = o>



Négations

Reégle de construction d'une négation

Pour montrer —A, il suffit de supposer A et d’arriver a une contradiction.

Conséquence (régle de raisonnement par I'absurde) : Pour montrer A, il
suffit de supposer = A et d'arriver a une contradiction. En effet d’apres la
regle précédente, appliquée a —A, on a montré ——A ; mais bien siir
-—A = A.

Reégle d'utilisation d'une négation

Pour arriver a une contradiction, il suffit de montrer P et —P.
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Un expression de la forme A = B posséde une contraposée, qui est
- B — —A. Les deux sont équivalentes!

Exemple
On travaille dans N. L'énoncé n impair = n > 1 a pour contraposé

n <1 = n pair (qui est vrai; le seul entier avec n < 1 est n = 0).

Par contre, la réciproque de A = B est B =—> A. La réciproque peut
trés bien étre fausse (méme quand I'énoncé est vrai).
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On travaille dans N. L'énoncé n impair = n > 1 a pour contraposé
n <1 = n pair (qui est vrai; le seul entier avec n < 1 est n = 0).
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Contraposée et réciproque

Un expression de la forme A = B posséde une contraposée, qui est
- B — —A. Les deux sont équivalentes!

Exemple

On travaille dans N. L'énoncé n impair = n > 1 a pour contraposé
n <1 = n pair (qui est vrai; le seul entier avec n < 1 est n = 0).

Par contre, la réciproque de A = B est B =—> A. La réciproque peut
trés bien étre fausse (méme quand I'énoncé est vrai).

Exemple

La réciproque de I'exemple précédent est n > 1 = n impair.



Contraposée et réciproque

Un expression de la forme A = B posséde une contraposée, qui est
- B — —A. Les deux sont équivalentes!

Exemple

On travaille dans N. L'énoncé n impair = n > 1 a pour contraposé
n <1 = n pair (qui est vrai; le seul entier avec n < 1 est n = 0).

Par contre, la réciproque de A = B est B =—> A. La réciproque peut
trés bien étre fausse (méme quand I'énoncé est vrai).
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La réciproque de I'exemple précédent est n > 1 = n impair. C'est
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Contraposée et réciproque

Un expression de la forme A = B posséde une contraposée, qui est
- B — —A. Les deux sont équivalentes!

Exemple

On travaille dans N. L'énoncé n impair = n > 1 a pour contraposé
n <1 = n pair (qui est vrai; le seul entier avec n < 1 est n = 0).

Par contre, la réciproque de A = B est B =—> A. La réciproque peut
trés bien étre fausse (méme quand I'énoncé est vrai).

Exemple

La réciproque de I'exemple précédent est n > 1 = n impair. C'est
faux!

On écrit A < B précisément lorsque I'on a a la fois A = B etsa
réciproque B — A.
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Une preuve formelle en entier

THEOREME. Soit n un entier impair. Alors il existe un entier k tel
que n =2k + 1.

Démonstration. Soient ¢ et r le quotient et le reste, respectivement,
dans la division euclidienne de I'entier impair n par 2. On a donc

n=2q+r

et 0 < r < 2. Puisque r est entier, on a r = 0 ou r = 1. Voyons
le cas 7 = 0 : on a alors n = 2q, ce qui prouve que n est pair par
définition ; or c'est absurde, car on a supposé le contraire. Donc le cas
r = 0 meéne a une absurdité, et I'on se tourne vers le cas r = 1. Alors
n = 2q+ 1. C'est précisément |'énoncé que I'on souhaite, avec k = q.
O
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Une preuve formelle en entier

Supposé connu

Yab, b#40 = dqr, a=bg+r ANr<b (1)
VeeN 0<zx<2 = z=0VvVzer=1 (2)
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Une preuve formelle en entier

Supposé connu

Yab, b#0 = dqr, a=bg+r A r <b

VeeN 0<z<2 — xz=0Vvz=1

(1)
(2)
Nous voulons montrer que :

Vn, Impair(n) = 3k,n =2k + 1

[m]
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Une preuve formelle en entier

Supposé connu

Yab, b#0 = dqr, a=bg+r A r <b

VeeN 0<z<2 — xz=0Vvz=1

(1)
(2)
Nous voulons montrer que :

Vn, Impair(n) = 3k,n =2k + 1
Soit n, montrons que :

Impair(n) = 3k,n=2k+1
Supposons que I'mpair(n) montrons que :

dk,n=2k+1

[m]

o>



Une preuve formelle en entier

Vab, b#0 = dqr, a=bg+r Ar<b

VeN 0<z<2 = z=0Vz=1

(1)
D'apres 1 et la régle d'utilisation du < pour tout >

Vb, b#£0 = dgr,n=bg+1r Ar<b
D'ou d'apres la regle d'utilisation du < pour tout >

240 = dgr,n=2q+r AN0<r<2
D’ou d'apres la regle d'utilisation de I'implication (modus ponens) et le
fait que 2 #0 :

dgr, n=2q4+r N0 <r<2
D'ou d'apres la regle d'utilisation du < existe >, on a ¢ tel que :

dr,n=2q4+r AN0<r<2
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Une preuve formelle en entier
D'ou d'apres la regle d'utilisation du < existe >, on a r tel que :

n=2q+r N0<r<2

D’ol d'apres la regle d'utilisation de la conjonction on a :

n=2q+r
et
0<r<?2

D'apres 2 et la régle d'utilisation du < pour tout > on a :
zeNAO<L<r<2=r=0vr=1
D'apres la regle de construction de la conjonction, on a :
TeNAO<Tr<?2
D’ol d'apres la regle d'utilisation de I'implication on a :

r=0vr=1



Une preuve formelle en entier
D’ol d'apres la régle d'utilisation d'un disjonction, il suffit de démontrer

Jk,n = 2k + 1 en supposant r = 0 d'une part et r = 1 d'autre part.
» Supposons r = (. D’apres la regle de substitution, et 3 on a :

n =2k
Donc d'apres la régle de construction du « existe > :
dk, n =2k
D'ou Pair(n) d'aprés la définition de Pair. On a supposé
Impair(n) donc par définition d'Impair, on a =Pair(n). D'aprés la
regle, on a une contradiction. D’apres la régle < le faux entraine
n'importe quoi >, en particulier 3k, n = 2k + 1.
» Supposons r = 1.
D'apres la regle de substitution, et 3 on a :

n=2k+1

D'apres la regle de construction du < existe > on a bien ce qu’on

voulait montrer :
dk,n=2k+1
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Conclusion

Répétons-le :

Résumé

Une démonstration est un texte qui a pour but de convaincre le lecteur
qu'une preuve formelle pourrait €tre écrite.
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Edukera

En TP nous utiliserons le logiciel en ligne Edukera, pour faire des preuves
formelles (courtes!).

A faire d'ici mardi

Connectez-vous sur Moodle, allez sur Edukera, puis faites le
< didacticiel »>. Comptez deux heures!
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