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5 — Matrices (suite)

Exercice 1. Résoudre les systemes dépendant d'un parameétre réel a :

azx + y = 2 ¢ (a+Dx 4+ (a—1y = 1
(a2+ 1)z + 2ay 1 ¢ (a—Dz + (a+1)y

|
—_

Exercice 2 (Une remarque a garder en téte). Soit A une matrice carrée. On suppose

que le systeme
AX =0

(ot X est un vecteur-colonne contenant les inconnues, et 0 désigne le vecteur nul)
ne possede que la solution X = 0. Montrer que A est inversible.

Exercice 3. On consideére les matrices :

1 2 3 0 2 3
A=10 1 2 et B= 0 0 2
0 0 1 0 0 O

1. Pour chaque entier n > 1 calculer B™.
2. En déduire A™.

3. Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites définies par la donnée de ug, vg, wo
et par la relation de récurrence :

Upt+l = Up + 2Un + 3wn
Un+1 = Un + 2w,
Wn4+1 = W,

Calculer (uy), (vy) et (wy,) en fonction de ug, vg, wp.
Exercice 4. On note N la matrice carrée de taille m x m dont les coefficients n;;
sont donnés par : n;; = 1si j =i+ 1 et n;; = 0 sinon.
1. Ecrire explicitement la matrice N, d'abord pour m = 3 puis < avec des

pointillés > en général. Ensuite, faire de méme avec A =1 + N (avec [ la
matrice identité m x m).

2. Calculer les puissances de V.
3. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. On utilisera pour cela
une identité remarquable bien connue.

Exercice 5 (Défi). Soient A et B des matrices carrées telles que AB = A + B.
Montrer que AB = BA.

Exercice 6. Dans cet exercice, les matrices considérées sont carrées, de taille n x n.
On définit la trace d'une matrice comme étant la somme des coefficients sur la
diagonale; en d'autres termes, si A = (a;;);,;, alors

TI‘(A) = i Qi .
i=1

1. Soit A = (a;j)i,; et B = (bi;); ;. Exprimer Tr(AB) en fonction des coeffi-
cients a;; et b;;.



2. En déduire que Tr(AB) = Tr(BA).
3. Soit P une matrice inversible, et M une matrice quelconque. Montrer que
Tr(P~'MP) = Tr(M).

Exercice 7 (Cayley-Hamilton pour les matrices 2 x 2). Soit A € M3(K). Montrer
que
A? — Tr(A)- A+det(A)-I=0.

Ici I est la matrice identité 2 x 2. On rappelle que, si
a b
a=(0a)
alors det(A) = ad — be.

Exercice 8 (Suite de Fibonacci). Soit

A:((l) 1)6M2(R).

1. Montrer que A2 —A—1=0.
2. Trouver \; et \g tels que

X2 X —1=(X—=XM)(X = \2).
Puis, trouver des scalaires s,t € R tels que
s(A=X-D+t(A=)Xo-)=1.

3. Soit v € M2 1(R) un vecteur, c'est-a-dire une matrice-colonne. Déduire de
la question précédente que |'on peut trouver deux vecteurs vy et wvo tels
que v = vy + V2 et

AUl = )\11}1 5 AUQ = )\21}2 .

4. Donner une formule pour A™vy, A"vy et A™v, pour tout n > 1. Pour

(1),

déterminer explicitement v; et vo, puis A™v.
Conseils de calcul. Garder Ay et Ao le plus longtemps possible, plutét que
leurs expressions avec une racine carrée. Exploiter les identités A1 + Ao = 1,
Mo = —1, Ay — Ay = +/5 (préciser), et A2 = 1+ \; pouri = 1,2. La
réponse finale fait intervenir la quantité \Xjt1 — \i+t,

5. La suite de Fibonacci est la suite (x,,),>0 définie par récurrence par zy =
1 =1et xpy1 = Ty + xyp_1 pour n > 1. On introduit

PT— Tp—1
n T, .

Exprimer v, 41 en fonction de v,,. Puis, a I'aide des questions précédentes,
trouver une formule pour x,,. En déduire
lim Int1

n—oo Iy

Exercice 9. On va généraliser la question (2) de I'exercice précédent. Soit A €
M,,(K) une matrice carrée, et P € K[X] tel que P(A) = 0. On suppose que P =
P, P, et que pged(Py, Py) = 1.
1. A I'aide du théoreme de Bézout, montrer que tout vecteur v € M,, 1 (K)
peut s'écrire v = vy + vq, avec P;(A)v; =0, pour i = 1, 2.
2. Montrer que cette décomposition est unique.
Indication. Si v = vy + v9 = v} + v}, introduire w := vy — V] = vh — vg,
calculer P;(A)w pouri = 1,2, et ré-utiliser la relation de Bézout.



