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Devoir d’algebre numéro 1 — correction

PROBLEME 1

1. Montrons <=. Supposons que |'entier n vérifie n =2k +1ou k € N. Sin
était pair, on aurait n = 2k" avec k' € N, d'oll 2k’ = 2k+1 et 2(k'—k) = 1.
Mais c'est absurde : le nombre 1 n'est pas le double d'un entier. Cette derniere
affirmation est évidemment vraie. Si vous avez absolument envie de continuer, vous pouvez
écrire : en effet, si1 = 2¢ avec £ € Z, alors £ > 0, et si £ > 1 on en déduit 2¢ > 2 > 1, ce
qui est impossible, d'ou £ = 0, et donc 1 = 0, également impossible. Mais on n’attendait

pas ce genre de commentaire.

Maintenant, montrons par récurrence sur n € N, la propriété
n impair = Jk € Ntelquen=2k+1.

Si on veut, on peut I'appeler P(n), mais ce n’est pas nécessaire.

Lorsque n = 0 = 2 x 0, on constate que 0 est pair, donc I'implication est
vraie. Pour n = 1, qui est impair, on vient de le voir, on a bien 1 =2 x 0+ 1,
donc k = 1 convient. Vérifier n = 0 et n = 1 n’est absolument pas nécessaire; mais
c'est agréable pour le lecteur, surtout quand le cas n = 0 est un peu < idiot >.
Supposons donc que I'implication est vraie pour un entier n, et montrons-
la pour n + 1. On suppose donc que n + 1 est impair, et on doit montrer
I'existence de k. Montrons d'abord que n est pair. S'il ne I'était pas, alors n
serait impair par définition, et par récurrence, on aurait un k € N tel que n =
2k 4+ 1. Mais alors n + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1) : nous venons de montrer
que n + 1 est pair, ce qui est absurde. Donc n est pair.

Par définition, il existe donc k € N tel que n = 2k, d'oun+1 = 2k + 1,
comme on le souhaitait.

2. Montrons par récurrence sur n > 1 que tout entier m tel que 1 < m < n
peut s'écrire m = 26(2]6‘ + 1) avec k, £ € N. La propriété montrée par récurrence
n'est donc pas exactement celle du texte! C’est ce qu'on appelle parfois une < récurrence
forte >.

Pour n =1, il n'y a que m = 1 a traiter, et £k = ¢ = 0 conviennent : en
effet 2°2x 0+ 1) =1.

Supposons donc la propriété vraie pour n, et montrons-la pour n + 1. |l
n'y a que le cas m = n + 1 a traiter. Nous distinguons deux cas. Premier
cas : n+ 1 est impair; dans ce cas, par la question précédente, on peut
écriren+1 = 2k+1 = 2°9(2k+1), qui est bien de la forme voulue. Deuxiéme
cas : n+ 1 est pair. Dans ce cas, on an+ 1 =2m avec m < n + 1. Par
récurrence, on peut écrire m = 2¢(2k+1), d'oti n+1 = 2m = 271 (2k +1).
Dans tous les cas, on a montré que n + 1 pouvait se mettre sous la forme
voulue.

3. Supposons que 2¢(2k+1) = 27 (2k’+1). Par I'absurde, supposons que ¢/ > ,
donc que I'on peut écrire £/ = £+ avec 7 un entier > 0. On divise des deux
cOtés par 2¢ et on obtient :

2k +1=2"(2K' +1).



Cette derniere égalité est absurde, car le membre de gauche est impair (ques-
tion 1), alors que le membre de droite est pair (puisque r > 0). Donc I'hy-
pothese ¢/ > ( est absurde. Par symétrie, £ < (' est également absurde.
Donc £ =/'.

On divise I'égalité 2¢(2k + 1) = 2°(2k" + 1) par 2° pour obtenir 2k + 1 =
2k' + 1, et on en déduit k = k'.

. Soit f: Nx N — N définie par f(k, () = 24(2]{74- 1) — 1. on met un —1 parce
que la question 2 ne concerne que les entiers > 1! La question 2 montre que f est
surjective; en effet sin € N, alors n +1 > 1 donc n + 1 s'écrit 2¢(2k + 1),
et n=f(k,?{).

Si f(k,0) = f(K', £, alors (k,£) = (K',¢") d’aprés la question 3, donc f est
injective. Finalement, f est une bijection.

PROBLEME 2

. Pour f: Ax B— C, et a € A, notons f,: B — C la fonction définie
par f,(b) = f(a,b). L'association a — f, définit donc une fonction

A—CEB

que l'on va noter P(f) En effet, cette fonction dépend de f; la lettre P est pour
< partiel >, parce que P(f) consiste a appliquer partiellement f, uniquement en a, et a
attendre avant d’appliquer en b. On a donc

P(f)(a) = fa et P(f)(a)(d) = f(a,b). *)
Enfin, I'association f — P(f) est une application
P:CA*B _ (0B)A,
On va montrer que c'est une bijection en construisant une application
Q: (CB)A SN CAXB

et en montrant que Q = P~ L.
Partons de g: A — CB. On définit une fonction A x B — C par la
formule (a,b) — g(a)(b). C'est cette fonction que I'on note Q(g). Ainsi

Q(g)(a;b) = g(a)(b). (**)

Calculons Qo P(f) = Q(P(f)). C'est une fonction Ax B — C, et en (a,b)
elle donne :

Q(P(f))(a,b) = P(f)(a)(b) par (**)
= [f(a,b) par (*).
C'est vrai pour tout couple (a,b), donc Q(P(f)) = f (égalité de fonc-
tions A x B — C).

De méme, calculons PoQ(g) = P(Q(g)). C'est une fonction A — C& et,
pourac Aetbe B :

P(Q(9))(a)(b) = Q(g)(a,b) par (*)
= g(a)(b) par (**).

Comme c'est vrai pour tout b, on a P(Q(g))(a) = g(a) (égalité de fonc-
tions B — (C'); comme cette derniére égalité est vraie pour tout a, on
a P(Q)(g) = g (égalité de fonctions A — CP).

Finalement Q = P~! d’aprés le cours. Ouf!

Cette question est trés, trés technique. Ceci dit, le résultat est utilisé couramment en

informatique, dans des langages comme le Haskell par exemple.



2. Une fonction f: A — B x C est de la forme a — (fi(a), f2(a)), et on en
tire I'existence d'une bijection entre (B x C)* et (B#) x (C4). La bijection
est f — (f1, f2), mais heureusement le texte ne demande pas de démontrer
que c’est bien une bijection.

PROBLEME 3

1. On a a notre disposition la fonction arctangente, qui donne une bijection avec | — b g[,
donc il suffit de bidouiller. Définissons f: R —]0, 1[ par f(z) = 3+ L arctan(z).
Comme —7 < arctan(x) < 7, on a bien 0 < f(z) < 1.

Si 0 <y < 1, alors I'équation f(x) =y s'écrit

1 1 1
5 + — arctan(z) = y <= arctan(z) = 7(y — 5)
T

<=z = tan <7r(y— ;)) .

Onam(y— %) €] — 3, 5[, donc le deuxieme <= est bien justifié. Sans précautions sur y,

on aurait simplement —-.

Ainsi f est une bijection, et f~!(y) = tan (7(y — 1)).

2. Pour
r=0,didods... et y=0,e1eze3...

on pose ¢(x,y) = 0,dye1dzeadses ... €]0, 1. Ceci définit
¢:1]0,1[ x ]0,1[—=]0, 1].

Montrons que ¢ est injective. Si ¢(z,y) = ¢(a’,y’) = 0,t1tats ..., alors on
ax=ua =0,titsts... togs1... et y =y = totats...to .... Ceci montre
que (z,y) = (¢/,y’), et ¢ est effectivement injective.

Par contre ¢ n'est pas surjective (et donc pas bijective), car un nombre se
terminant par une alternance infinie ...09090909... n'est pas dans |'image
de ¢. (Rappelons que ni z ni y, dans les notations ci-dessus, ne se termine
par une infinité de 9.)

3. Considérons d'abord la fonction RxR —]0, 1] x ]0, 1[ définie par (x1, z2) —
(f(x1), f(z2)), ou f est la fonction de la question 1. Notons-la f x f.
Alors f x f est injective on a le droit de dire que c'est évident, & ce stade : Si
fx flz,za) = [ % f(y1,y2), c'est que f(z1) = f(y1) et f(z2) = f(y2),
et comme f est elle-méme injective, on en tire bien x1 = y1, 2 = ys.

La fonction composée ¢ o (f x f) est donc injective, comme composée de
fonctions injectives. Mé&me si c’est a I'occasion d'un exercice que nous avons vu ceci,
c’est a savoir!

On a déja une fonction injective R x R —]0, 1[. Afin d'avoir exactement
ce qui est demandé dans I'énoncé, nous pouvons composer avec |'inclusion
10, 1[— R, c'est-a-dire la fonction = +— x, et I'on a bien construit une injec-
tion de R x R dans R.



