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Deuxieme devoir — correction

Exercice 1.
1. Ona P =4X3+9X? +6X + 6. On effectue la division de P par P’; le
quotient est 10X + 1, et le reste est R = —X245X —2.
Puis on effectue la division de P’ par R, et on constate que le reste est

nul (le quotient est 9X + 10). Le pgcd est le dernier reste non-nul, rendu
unitaire, doncici D = —R = X2 —-5X + 2.

2. On écrit _ o
X2 -5X +2= (X—i)h 2f+§.
2 4
Faisons un peu le ménage : d'abord 25 = —1. Ensuite 2x 7 = 1, donc % =7,
d'ou %:%:g et % -7 = 10. Finalementf—% =12= -1, et

X2-B5X+32=(X-9)2-T,

de sorte que
X2 -5X+2=0+= (X -9 =T.

Les deux racines carrées de 1 sont 1, donc X — 9 = +1, et enfin

X=10 ou X =38.

Je déconseille en général d'utiliser la formule b? — 4ac etc avec Z/pZ, sim-
plement parce que le symbole v/A a tendance a faire oublier que la racine
carrée n'existe peut-étre pas... mais si on préfere, et qu'on s'en sort comme
¢a, c'est tres bien.

3. Les racines de D sont les racines communes de P et P’, donc les racines
multiples de P. Donc (X — 8)? divise P, et (X — 10)? divise P. On en
déduit (*) que (X — 8)%(X — 10)? divise P. Comme P est de degré 4, et
est unitaire, on a simplement

P=(X—-8)*X —10)2.

J'imagine que vous serez nombreux a dire que (*) est évident (ce n’est
pas complétement faux, et vous ne perdrez pas vraiment de points la-
dessus). Pour étre tout-a-fait complet, il faut le justifier. Voici d'abord une
manigre trés directe. Puisque (X — 8)? divise P, on a P = (X — 8)%Q;
comme P(10) = 0, et que 8 # 10, on en déduit Q(10) = 0 et P =
(X — 8)*(X — 10)R. Mais (X — 10)? divise P, donc en écrivant P =
(X —10)%28 = (X — 8)%(X — 10)R, puis en simplifiant par X — 10, et
en faisant X = 10, on obtient R(10) = 0. On a bien prouvé (*).

Autre fagon de rédiger : les polyndmes X —8 et X — 10 sont irréductibles (car
de degré 1) et distincts, donc pged(X —8, X —10) = 1, et méme pged((X —
8)2,(X —10)?) =1. On a P = (X — 8)?Q comme ci-dessus, et (X — 10)?
divise P, et donc par le lemme de Gauss, on voit que (X — 10)? divise Q.

Exercice 2.

1. Si k # i, on a clairement P;(aj) = 0. Par contre
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2. Calculons
P(ax) = > t:Pi(ar) = txPi(ar) =t ,

2
en utilisant la question précédente.
3. Si @ est un autre polynéme de degré < n satisfaisant (*), alors le po-

lyndme P — @ est de degré < n et admet n+ 1 racines, a savoir ag, . .., .
C'est donc le polynéme nul, d'ou P = Q.

4. Posonsag = —1, a1 =0, as = 1, ag = 2, et utilisons la recette des questions
précédentes. On a

X(X —1)(X -2 1. .. 1 1
Lo — ( )( ):”X3+7X277X
-6 6 2 3
puis
X+D)(X-1)(X-2 1. 1
le( + )( )( ):*XS*X2**X+1,
2 2 2
et de méme
1 1 1 1
Lo=—--X34+2X%24+X Ly=>-X3-2X.
2 gt Tt 576 6

Le polyndme recherché est
3 3 9 1
—2Lg+ L1 +4L3 = §X —2X —§X+1.

Exercice 3.

1. Le polynébme R = P — @ vérifie R(cos()) = 0 pour tout 6. Or, tout nombre
réel dans [—1, 1] s'écrit cos(f) pour un certain 6, et en particulier, il y a une
infinité de nombres de cette forme. Donc R posséde une infinité de racines,
et R=0.

2. Posons ¢ = cos(f) et s = sin(f), de sorte que cos(nf) est la partie réelle de
eni@ _ (eié)n — (c—l—is)" .
On utilise la formule du bindme de Newton :
(C+i5)n _ Z n Cnfkiksk
f .
0<k<n
n—k ik ok

Lorsque k est impair, on a i* = +i, donc le terme (Z)c i”s" est imaginaire
pur: par contre, pour k = 2¢, on a i* = (71)4. Donc

cos(nd) = Y (Z)w—’f(—m/?sk: 3 (@cn—%(—w(s?)f.

0<k<n 0<24<n
k pair ==

Il est essential de se rappeler que ¢? + s* = 1, donc s = (1 — ¢?), et
finalement

cos(nf) = > <2”£>c”24(1)4(102)5n(c),
0<2¢<n
en posant
_ n n—20, 1\e(1 _ v2\¢
T,= Y <2€)X (-1 - X3 e Z[X].
0<2¢<n

Voila qui montre |'existence de T;,. L'unicité découle de la question (1).



Pour n = 1, il suffit de prendre 77 = X. Pour n = 2, avec un peu de chance
on connait par coeur la relation cos(20) = 2 cos()? —1, donc T = 2X2 —1.

Pour n = 3, on reprend la méthode ci-dessus :
(c+is)® = ¢ + 3ic®s — 3es? —is

la partie réelle est ¢3 —3cs? = ¢ —3c(1—c?). Donc T3 = X3 -3X(1-X?) =
4X3 - 3X.

. On a d'une part

cos((n + 1)8) = cos(nf + ) = cos(nf) cos(d) — sin(nf) sin(6), (1)
et d’'autre part

cos((n — 1)8) = cos(nf — 0) = cos(nf) cos(—0) — sin(nh) sin(—0) ,
que I'on ré-écrit

cos((n — 1)8) = cos(nf — ) = cos(nf) cos(d) + sin(nf) sin(d).  (2)
En faisant (1) + (2) on a

cos((n + 1)) + cos((n — 1)8) = 2 cos(nf) cos(6) ,

d'ol
Tht1(cos(8)) + Th—1(cos(9)) = 2T, (cos(0))T1(cos(H)) .

D’apres la question (1), on en déduit I'égalité des polynémes.
Application : on obtient

Ty =2XTs — T, =8X*—8X2%+1,

Ty =2XTy —T5 = 16X° —20X> +5X .

. On part de
cos(nf) = T,,(cos(9)),

d’ol, en dérivant (par rapport a 6) :
—nsin(nd) = —sin(0)T} (cos(d)),
et en dérivant a nouveau :
—n? cos(nh) = — cos(0)T), (cos(6)) + sin(0)*T" (cos(h)) .
On ré-écrit ca :
(1 — cos(0)?)T" (cos(8)) — cos(B)T., (cos(8)) + nTy(cos(h)) = 0.
D'apres la question (1), on en déduit
(1—X)T! - XT! +n’*T,, =0.

(En effet le polyndme a gauche s'annule pour X = cos(8), quel que soit 6.)



