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Deuxieme devoir

Exercice 1. On pose K=7Z/13Z, et
P=X*"4+3X%4+3X?+6X +4cK[X].
1. Calculer D = pged(P, P').
2. Déterminer les deux racines distinctes de D.
3. Factoriser P complétement, sans faire aucun calcul.
Exercice 2. Polynémes d'interpolation de Lagrange.

1. Soient ag, a1 , ...a, des réels deux a deux distincts. Pour tout entier ¢
compris entre 0 et n on pose :

LZ_ (X—ao)...(X—ai,l)(X—aiH)...(X—an) _ H X:aj

(a,‘ - CLQ) PN (CLIL' - ai_l)(ai - ai+1) v (CLZ‘ - an) 0<j<n a; aj
G#
Calculer les nombres L;(ay).
2. On se donne des réels tg, t1, ...t,. Montrer que le polynéme
n
P=> "tL;
i=0
vérifie
P(ag) =ty pour 0 <k <n. *

3. Montrer que le polynome P de la question précédente est |'unique polynéme
de degré < n qui satisfait (*).
4. Application : trouver P de degré < 3 qui vérifie : P(0) =1, P(1) =0,
P(-1)=-2, P(2)=4.
Exercice 3. Polynémes de Tchebychev. On peut (comme d’habitude) admettre le
résultat d'une question, et passer aux suivantes.

1. Question préliminaire : montrer que, si P et Q sont deux polyndmes dans R[X]
tels que
P(cos(8)) = Q(cos(6))
pour tout 0 € R, alors P = Q.
2. Montrer qu'il existe pour chaque entier n > 1 un unique polynéme T, €
R[X] tel que I'on ait I'identité
cos(nf) = T,,(cos 0) pour tout § € R.

Indication : on pourra utiliser le fait que cos(nf) est la partie réelle de
(cos(0) + isin(0))™.
Explicitez T,, pour n < 3.

3. En utilisant la formule de trigonométrie qui exprime cos(nf £ 6), prouver
que les T, satisfont a la relation de récurrence :

Tny1=2XT, —Th_1.
Utiliser cette relation pour donner T} et T5.
4. En dérivant deux fois la relation de la question (2), montrer I'identité :

(1—X)T! - XT! +n*T,, =0.



