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1. INTRODUCTION

Ce document est une adaptation pour les étudiants de MPA du poly « Fonde-
ments du calcul et du raisonnement », écrit par Pierre Guillot et Julien Narboux.
Les changements ont été faits par Pierre Guillot.

2. LE DISCOURS MATHEMATIQUE

2.1. La structure générale d’un texte mathématique. Décrivons quelques-
uns des éléments de structure que I’on retrouve dans tous les textes mathématiques.
Nous commencons par décrire ce qu’est une « définition », en prenant un exemple :

DEFINITION 2.1 — On dit qu’un entier n est lorsqu’il existe un entier k
tel que n = 2k.

En général dans une définition, il y a un mot ou un groupe de mots mis en
valeur, ici « pair » ; c’est le mot que I'on définit. Le principe, trés simple, est de
donner un nom court & une propriété (ou un un objet) parfois long a décrire. (Le
fonctionnement est le méme que pour les « macros » en informatique.) Dans la
suite, & chaque fois que 1’on voit « n est pair », ol n est un entier, on le remplace
(mentalement...) par la définition donnée.

Par exemple 'expression « 13 est pair » a un sens (c’est d’ailleurs faux), de méme
que « 24 est pair » (et cette fois ¢’est vrai). (Si n n’est pas un entier, on va en général
considérer que I’expression « n est pair » n’a pas de sens, et en tout cas on va éviter
de V'utiliser ; d’autres conventions seraient possibles.)

Plus loin vous pouvez voir :

DEFINITION 2.2 — Un entier qui n’est pas pair est dit

Le mot « pair » étant défini, on peut ’employer dans la définition suivante.
Autre élément (célebre!) du discours mathématique, le

Date: 2018.
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THEOREME 2.3 — Soit n un entier impair. Alors il existe un entier k tel que
n=2k-+1.

Le mot « théoréme » annonce que ’énoncé présenté va découler de ce qui précede
— si vous étes convaincu par le texte jusqu’ici, alors vous devrez accepter aussi le
contenu du théoréme.

Précisons que lorsqu’un énoncé est supposé vrai & un moment donné, on dit
que c’est une (dans le contexte considéré). Le fait que « n est un entier
impair » est une hypothése du théoréme ; le fait que « n = 2k+1 » est une conclusion
du théoréme. Le théoréme lui-méme affirme que, quand ses hypothéses sont vraies,
alors ses conclusions aussi. (On peut imaginer un théoréme sans hypothéses, du
genre « 2+ 2 = 4 », mais dans I'ensemble, c’est plutot rare; et de toute fagon, il y
a toujours les hypothéses implicites, comme « + est le symbole pour 'addition ».)

On ne peut pas vraiment continuer la discussion autour de la nature des théo-
rémes sans parler de démonstration ; en voici une, pour rester concret :

Démonstration. Soient g et r le quotient et le reste, respectivement, dans la
division euclidienne de I’entier impair n par 2. On a donc

n=2q+r

et 0 < r < 2. Puisque r est entier, on ar =0 our = 1. Voyons le cas r =0 :
on a alors n = 2¢, ce qui prouve que n est pair par définition ; or c’est absurde,
car on a supposé le contraire. Donc le cas » = 0 méne & une absurdité, et I’'on
se tourne vers le cas r = 1. Alors n = 2¢ + 1. C’est précisément 1’énoncé que
P’on souhaite, avec k = gq. ([

(Le symbole [0, dans un texte mathématique imprimé, symbolise généralement
la fin de la démonstration.)

Dans ce cours, et dans ce polycopié, on va passer beaucoup de temps & décrire
ce qu’est une démonstration, mais il semble utile de dire tout de suite quelques
mots, en guise de préliminaires. La démonstration est un texte qui doit convaincre
le lecteur que I’énoncé du théoréme est une conséquence inévitable de ce qui a été
accepté jusque-la. Les anglo-saxons disent « proof » pour démonstration, I’angli-
cisme « preuve » est maintenant trés répandu, et la métaphore juridique est, & vrai
dire, assez bonne. Il faut apporter des éléments au lecteur pour qu’il n’ait plus le
moindre doute sur 1’énoncé.

A I’évidence, « convaincre le lecteur », voila qui est ambigu. Que faire si le lecteur
émet toujours plus de doutes quant & nos arguments ? Il faut découper chaque étape
de plus en plus finement, bien stir. Au bout d’un moment, pour clore les débats, si
vraiment on ne peut pas faire autrement, le mathématicien et son lecteur doivent
tomber d’accord sur des régles de qu’ils acceptent tous les deux (et ne vont
plus jamais remettre en cause au cours de la discussion).

Dans ce cours, nous décrirons les régles de la logique dite « usuelle ». Ce sont les
régles qui paraissent intuitives, et que ’on a bien envie d’utiliser. Par exemple, dans
la démonstration ci-dessus, on rencontre une contradiction & un moment donné, et
il y a une régle de logique qui indique — conformément & ce qu’on attend, mais avec
précision — ce que ’on peut conclure. Tout ceci est détaillé plus loin dans le cours.
Par ailleurs, nous n’aurons pas le temps d’en parler, mais cette logique usuelle a une
grande cohérence interne : on pourrait réduire drastiquement le nombre de régles,
et déduire les autres. On pourrait aussi définir ce qu’est une « formule valide » et
prouver que les régles préservent la validité. Tout ceci augmente la confiance que
l’on peut avoir dans les régles, mais nous le ferons pas (ce serait 'objet d’un cours
de logique).
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Cependant, il faut bien admettre qu’il s’agit 14 d’'un ensemble de conventions.
Par exemple, pour nous, le « principe du tiers exclu » sera valide : il affirme que
toute proposition est soit vraie, soit fausse. Une chose qui va peut-étre vous sur-
prendre, c’est qu’il y a des mathématiciens qui travaillent en refusant d’utiliser ce
principe! (Par exemple, pour vérifier s’il est vraiment utile pour arriver a telle ou
telle conclusion.) Bien siir, ce genre de subtilité ne nous concerne pas dans ce cours.

Une démonstration, finalement, est un texte qui convainc le lecteur que, au be-
soin, une pourrait étre produite, c’est-a-dire une rédaction avec
chaque régle de logique indiquée.

Une chose est a noter. Pour donner les régles logiques, il va bien falloir définir ce
qu’est une « proposition », comment en batir de nouvelles, etc. Or, les objets d’étude
du mathématicien sont les nombres, les figures géométriques, etc, mais pas les pro-
positions. Celles-ci sont les objets d’étude de la logique. Les mathématiciens font
donc appel & la logique quand c’est utile, de méme qu’un architecte fait fréquem-
ment appel aux mathématiques, mais pas a chaque fois qu’il accroche un tableau
au mur. Dans ce cours on se contentera d’une définition informelle des propositions
mathématiques.

L’informatique est aussi une science cousine de la logique, le formalisme logique
étant omniprésent de la conception des ordinateurs, & la spécification et preuve de
programmes. D’ailleurs, quand on lit la description d’un nouveau langage informa-
tique, on a sous les yeux quelque chose qui est parfois trés proche de la description
informelle, qui suit, du langage des mathématiques.

Pour que le mathématicien et son lecteur s’entendent, il y a une autre chose a
régler : le point de départ. Il faut bien tomber d’accord sur un certain nombre de
faits, qui sont acceptés une fois pour toutes. Ces énoncés acceptés sont appelés les

. Les axiomes « usuels », pour les mathématiques de tous les jours, sont
extrémement rébarbatifs & lire, et finalement leur formulation est trés abstraite,
donc dans ce cours on ne cherchera pas vraiment & vous les indiquer. Sachez qu’il
est possible de débattre sur la définition, et les propriétés basiques, des nombres
entiers, jusqu’a atteindre une précision totale. Mais nous ne le ferons pas ici.

Il sera tout de méme utile de savoir ce qu’est un axiome. Parfois, un professeur ne
souhaite pas démontrer un certain résultat, et annoncera « pour l’instant, prenons
¢a comme un axiome » ; par exemple, au lycée vous avez un peu parlé des limites
de fonctions, sans jamais vraiment démontrer leur existence, ni méme les définir
proprement. Mais ¢a n’empéche pas de travailler avec les limites, en acceptant leurs
propriétés comme axiomes (quitte & démontrer plus tard que ces axiomes sont en
fait conséquences de choses plus basiques).

Voici pour le concept de preuve formelle, et pour les axiomes. Retournons aux
éléments constitutifs d’un texte mathématique. Vous allez recontrer des « lemmes ».
Un lemme, c’est exactement la méme chose qu’un théoréme, mais on indique au lec-
teur que I’énoncé n’est pas inoubliable, et que la démonstration sera facile. Il s’agit
en général d’une étape intermédiaire avant un théoréme plus consistant. L’exemple
de théoréme ci-dessus serait sans doute un lemme dans la plupart des cours de
maths!

Il y a des exemples historiques amusants de lemmes qui se sont avérés d’une
importance capitale : le lemme de Zorn, le lemme de Schur, le lemme d’Urysohn,
etc. Les auteurs peuvent se tromper...

Trés souvent, vous rencontrerez aussi des énoncés intitulés « Proposition » ; c’est
intermédiaire entre lemme et théoréme, mais attention! Dans un cours de logique,
le terme de « proposition » signifie autre chose (voir ci-dessous), donc nous ne
parlerons plus de cet emploi (méme si ce cours n’est pas un cours de logique, nous
empruntons souvent son vocabulaire).
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Autre terme que vous découvrez peut-étre : un « corollaire » est encore un théo-
réme, mais on indique au lecteur que c’est une conséquence facile du dernier théo-
réme. Par exemple, aprés le théoréme que nous avons démontré, on pourrait énoncer,
méme si ¢’est un peu idiot :

COROLLAIRE 2.4 — Sin et m sont tous les deux impairs, alors n+m est pair.

Démonstration. D’aprés le théoréme, on peut écrire n = 2k+1et m =20+ 1,
o k et £ sont des entiers. Donc n+m =2k +1+20+1=2(k+ ¢+ 1), et on
a bien montré que n + m est pair. [

Enfin, vous entendrez aussi parler de « conjecture ». Une conjecture est une
proposition dont on n’a pas encore de démonstration, mais que ’on pense étre vraie
car on n’a pas trouvé de contre-exemple. Par exemple, la conjecture des nombres
premiers jumeaux est que : « Il existe une infinité de nombres premiers p tels que
p + 2 soit aussi premier. »

Et pour en finir avec le vocabulaire, citons le mot « postulat », qui est synonyme
de « axiome ».

2.2. Les variables. Dans le discours mathématique nous utilisons des variables.
Toutes les variables ne jouent pas le méme role. Quand je dis "n est premier" il
s’agit d’un énoncé qui parle d’un entier qui s’appelle n. En revanche, quand je dis
"Si n est premier alors n? est premier.", cet énoncé ne parle pas d’un entier n
particulier, on pourrait n sans changer le sens de I’énoncé : "Si m est
premier alors m? est premier". On peut méme se passer de nommer la variable :
"Le carré d’un entier impair est impair".

On appelle les variables que 'on peut renommer en utilisant un nom nouveau
(qui n’apparaissait pas avant) sans changer le sens de I’énoncé, des variables
ou . Les autres sont dites ou .

Il y a des signes qui rendent les variables liées, on les appelle des

Par exemple, dans le discours mathématique les signes suivants sont des lieurs :

r—x+1
> 6 [176
i=0 i=0
10

f)dr  lim f()
0
Vo P(x) Jz P(z)

Attention, en fait, il faut étre un peu plus précis et ne pas parler de variable liée
ou libre, mais liée ou libre, en effet une méme variable peut a la fois
apparaitre libre et liée dans un méme énoncé.

Par exemple, si on écrit

n
i+ § i2,
1=0

la premiére occurrence de ¢ est libre et la deuxiéme est liée.
On aurait pu écrire :

z’+§n:k2
k=0

En général, pour plus de clarté on donne un nom différent et distinct des variables
libres & chacune des variables liées d’une expression. Dans ce cours on adoptera cette
convention et on s’interdira d’écrire la premiére version.
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Une expression mathématique qui comprend une ou plusieurs variables
est une expression dite ou , dans le cas contraire, on parlera
d’expression ou .

Les expressions ouvertes n’ont pas de valeur de vérité, par exemple ’expression
x > 4 n’est ni vrai, ni fausse, ¢a dépend de la valeur de z.

2.3. Les connecteurs logiques. Dans cette partie, nous allons étudier les
principaux. Ils nous permettent de créer de nouvelles propositions en
combinant celles qu’on a déja.
Voici toute de suite les notations usuelles de ces connecteurs en langue naturelle,
en logique/informatique et dans les langages de programmation que vous serez sans
doute amenés & manipuler :

En francgais En Ocaml En Python En C
et AN . && and &&
ou Vv + [ or [
ou exclusif &) <> 1= 1=
non - - not not !
implique =

équivalent —= = == ==
vrai T 1 true True

faux 1 0 false False

Ainsi, si A et B sont des propositions mathématiques (correctement écrites),
alors on peut former AV B ou —(A) ou encore A = B, qui sont de nouvelles
propositions (correctement écrites!). On peut bien str continuer, et parler de

[(AANC)V (=(B))] = D,

etc, etc.
Au-dela de I'écriture, on souhaite pouvoir parler des cas dans lesquels une pro-
position est vraie ou fausse, évidemment. La de, disons, A A B, ou

de toute autre construction obtenue & partir des propositions A et B, va inévita-
blement dépendre des valeurs de vérité de ces deux-la. On donne alors une
, qui couvre tous les cas.

A B ANB AVvVB A=B A < B

Faur Faur Faur Faux Vrai Vrai

Faur Vratr Faur Vrai Vrai Faux

Vrat Faur Fauxr Vrai Faux Faux

Vrat Vrat Vrai  Vral Vrai Vrat
A -A

Faux Vrai
Vrat Faux

Par exemple, la table nous informe que, si A est faux et B et vrai, alors A A B
est faux. Ca correspond & notre intuition du connecteur « et » en frangais!

D’une maniére générale, ces tables ne sont pas surprenantes. La seule & propos
de laquelle on peut se poser des questions est celle de 'implication = . Il est
tout-a-fait normal de voir que, si A est vraie, et si A = B est vraie, alors B est
également vraie (c’est lié au modus ponens, voir ci-dessous). Par contre, si A est
fausse, alors cette table affirme que A = B est vraie, quelle que soit la valeur de
vérité de B (régle du ex falso quodlibet, 14 encore on y reviendra). Nous verrons plus
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bas que le connecteur = est surtout pertinent en combinaison avec le symbole
V : voir 'exemple 2.8 pour des éclaircissements.

On retiendra que le seul cas ot A n’implique pas B, c’est quand A est vrai et B
est faux. Et on retiendra par coeur que A = B est équivalent a (—A) V B.

Remarquons que si A est la proposition « z > 4 », alors sa valeur de vérité dépend
de z, et A n’est ni vraie, ni fausse, en I'attente d’informations supplémentaires ; on
peut alors dire la méme chose de —=A ou de A V B etc, qui ne sont « pas encore »
vraies ou fausses. Dans ces situations, on préfére une notation du type A(x) plutdt
que A.

Remarque 2.5. (1) Nous n’avons pas listé tous les connecteurs binaires, mais
seulement les principaux. Pour ceux qui suivront un cours de logique, vous
verrez que l'on peut définir certains connecteurs a partir d’autres, et que 'on
peut les définir tous a partir du nand (« non et »). Le nand n’étant pas cher
a produire, il est trés utilisé dans les circuits électroniques.

(2) Remarquons au passage que nous avons supposé que les propositions n’ont
que deux valeurs de vérité possibles : vrai ou faux. Il existe d’autres logiques
ol 'on considére plus de valeurs de vérité. Par exemple en logique tri-valuée
les valeurs de vérité sont : Vrai, Faux, JeNeSaisPas, ou alors en logique floue,
la valeur de vérité est un réel compris entre 0 et 1.

(3) Finalement, une proposition mathématique, c’est une proposition obtenue a
partir des qu’on s’autorise d’entrée, comme « x € E »
ou « 1+ 1 =5» (mais pas, disons, « 24 =} € »), en utilisant de maniére
répétée des connecteurs logiques. On va aussi se permettre de glisser des
quantificateurs, que ’on va décrire maintenant.

2.4. Les quantificateurs. Pour l'instant, nous avons vu ce qu’on appelle la lo-
gique propositionnelle, cest-a-dire ’étude des formules que I’on peut construire avec
-,=,V,A, <= . Cette logique est relativement simple dans le sens ou elle est
: il existe un algorithme permettant de dire en temps fini si une formule est
valide ' ou non. Il suffit de faire la table de vérité.
Maintenant, introduisons un nouvel outil, plus complexe. Les groupes de mots
« pour tout » (ou « quel que soit »), et « il existe au moins un » s’appellent des
. Le « pour tout » est noté V et s’appelle le ,
et le « il existe au moins », noté 3, s’appelle le
La plupart du temps, quand on rencontre la proposition Vy A ou Jy A, la variable
y a au moins une occurrence libre dans A, et on écrit souvent A(y) pour souligner
ce fait.
L’effet des quantificateurs est exactement celui que 'intuition suggére. Mais puis-
qu’il faut bien rendre les régles du jeu explicites, on va préciser.
Sans surprise, en présence d’'un V, on a une régle qui nous autorise la chose
suivante :

— REGLE D’UTILISATION DU "POUR TOUT" — Si on a V& P(x), alors on peut en
déduire P(a) quel que soit a (du bon type).

EXEMPLE 2.6 — Si on sait que f est une fonction définie sur R, alors Va f(x) # 0
signifie que f ne s’annule jamais. (Ici, dans la formule il est sous-entendu que x
est dans R, c’est pour ¢a que l'on indique « du bon type » dans la régle). Autre
exemple, la formule VaVy z <y = f(x) < f(y) signifie que f est croissante.

Et dans I'autre sens, si on nous demande de démontrer une formule avec un V,
voici une fagon de faire qui est acceptée :

1. Une formule est valide si sa table de vérité ne contient que des « vrais »
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— REGLE DE CONSTRUCTION DU "POUR TOUT" — Pour démontrer Vz P(z), il
suffit de montrer P(x) sans faire d’hypothése sur x.

Vous ne devriez pas étre étonnés de ces régles. Dans la suite du poly, nous
allons systématiquement donner les régles par paires, une « d’utilisation » et une
de « construction ». Il s’agit & chaque fois de formaliser ce que 1'on a bien envie de
considérer comme vrai. Par exemple, les voici pour le 3.

— REGLE D’UTILISATION DU "EXISTE" — Si on a 3z P(x) on peut en extraire un
a tel que P(a).

— REGLE DE CONSTRUCTION DU "EXISTE" — Si on a exhibé un ag tel que P(ag)
alors on a prouvé que Ja P(a).

Remarque 2.7. (1) Les quantificateurs sont souvent implicites dans le discours
mathématique. Le mot « un » peut & la fois désigner une quantification uni-
verselle ou existentielle. Par exemple la phrase « Un réel positif posséde une
racine carrée. » signifie :

VezxeRY = 3yyl=z

Dans les exercices, vous allez voir des exemples de « traduction » entre le
francais et le langage formalisé. Il faut s’y habituer, car vos professeurs vont
évidemment s’exprimer en frangais (pour gagner énormément de temps...).

(2) Les quantificateurs changent le statut des variables : ils transforment les va-
riables libres en variables liées. On dit que ce sont des ou

EXEMPLE 2.8 — Voyons la régle d’utilisation du V sur l'exemple Vo z € Rt =
Jy y? = z, et surtout, voyons comment elle se combine avec la table de vérité de
= (qui est une chose troublante, au début). La régle nous dit : soit x un réel
quelconque, alors la proposition z € Rt = 3Jyy? = x est vraie. Si A est vraie, et
A = B est vrale, alors dans la table de vérité nous voyons que B est vraie; et
donc, conformément & ce qu’on attend, si x € R, alors on a bien Jyy? = x.

Mais si x n’est pas dans RT, autrement dit si x < 0, la régle nous dit que
r € Rt = 3Jyy? = z est vraie tout de méme... On voit pourquoi la table de
vérité nous dit que, lorsque A est fausse, A = B est vraie indépendamment de
B.

De maniére plus simple : les cas pour lesquels A(z) est fausse ne doivent pas
avoir d’incidence sur la véracité de Vo A(x) = B(zx). Ou encore : si on avait
choisi la table de vérité de A = B autrement, nous n’aurions pas droit a la régle
de logique ci-dessus!

2.4.1. Quantificateurs et négation.

~(Vz P(z))
—(3z P(z))

Jz —P(x)
Va —P(x)

2.4.2. Ordre des quantificateurs.
Va Yy P(z,y) = Yy Va P(z,y)

Jz Jy P(z,y) = Jy 3z P(z,y)

. Par exemple, en parlant d’élements
de N, la formule InVm n > m est fausse, mais Ymdn n > m est vraie.
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2.4.3. Quantificateurs relativisés. On écrit parfois Vo € N P(x) ou Iz € N; P(x).
On appelle cette notation un . Vx € N P(z) signifie Vo x €
N = P(z). 3z € N; P(x) signifie 3z * € NA P(z). On remarquera que le connecteur
implicite n’est pas le méme dans les deux cas. Il s’agit d’une implication dans le cas
universel et d’'une conjonction dans le cas existentiel.

2.4.4. 1l existe un et un seul. On note Jlz le quantificateur qui signifie : il existe
un et un seul z tel que P(z).
Négation d’un « existe un et un seul » :

3. LES REGLES DE RAISONNEMENT

3.1. Régles de raisonnement atomiques. Dans cette partie nous allons lister
les régles de logique dite classique. Pour chaque connecteur logique il y a une ou
plusieurs régles d’utilisation du connecteur %, et une ou plusieurs régles pour prouver
une proposition mentionnant le connecteur °.

3.1.1. Implication. Commencons par I'implication, qui comporte deux régles : une
régle pour prouver une implication et une régle pour utiliser une implication.

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE IMPLICATION — Pour prouver une implication
de la forme A = B, il suffit de supposer que I'on a A et de prouver B.

Cette régle est la régle que I'on utilise presque systématiquement au début d’une
démonstration.

— REGLE D’UTILISATION D’UNE IMPLICATION (MODUS PONENS) — Si on sait
d’une part que A = B et d’autre part que A, alors on peut en déduire B.

Le modus ponens est la régle que l'on utilise quand on applique un théoréme
(A = B) a une hypothése A pour prouver B.

L’implication étant omni-présente en mathématique il existe plusieurs fagons de
décrire une implication : A = B s’écrit aussi :

— si A alors B

— A seulement si B

— Pour que B il suffit que A

— Pour que A il faut que B

— A est une condition suffisante pour B

— B est une condition nécessaire pour A

Remarque 3.1. Attention! il ne faut pas confondre implication logique et rapport de
cause a effets. Par exemple, 'assertion "Quand les gens mangent beaucoup de glace
alors ils sont nombreux a se noyer" est probablement statistiquement valide, mais
il ne faut pas en conclure que c’est & cause des glaces qu’on a mangé qu’on se noie.
Il se pourrait par exemple que "Quand il fait chaud, les gens mangent beaucoup de
glace", et que "Quand il fait chaud, les gens sont nombreux a se baigner", et que
"Quand les gens sont nombreux & se baigner, ils sont nombreux & se noyer."

EXEMPLE 3.2 — Voyons une démonstration de Va >0 = Jy = =y> ol z
et y sont des réels. On utilise la régle du V, et donc on commence par écrire « Soit
x un réel ». On doit maintenant prouver x > 0 = Jy x = y2. On utilise la
régle de construction de 'implication, et donc on écrit « Supposons que x > 0 », et
maintenant on cherche 4 démontrer 3y x = y2. Finissons, en supposant que 'on
connait le fonctionnement du symbole \/ ©on peut parler de \/z puisque x > 0, et

2. En logique, on les appelle des régles d’élimination.
3. En logique, on les appelle des régles d’introduction
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T = \/52, donc x = y? est vraie pour y = /z ; d’aprés la régle de construction de
3, on a bel et bien démontré Iy x = y2, donc on a fini.

(Evidemment, il y a un peu de triche ici (voire beaucoup!) : vous connaissez le
symbole |/ €t ses propriétés depuis un moment, mais au lycée, on ne vous a rien
démontré... Il n’empéche que le schéma de démonstration est correct.)

3.1.2. Conjonction. On appelle conjonction noté A A B le fait d’avoir a la fois une
démonstration de A et une démonstration de B.

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE CONJONCTION — Pour prouver une conjonc-
tion de la forme A A B, il suffit de prouver A d’une part et B d’autre part.

— REGLE D’UTILISATION D’UNE CONJONCTION (A GAUCHE) — Quand on sait que
A A B, on peut en déduire A.

— REGLE D’UTILISATION D’UNE CONJONCTION (A DROITE) — Quand on sait que
A A B, on peut en déduire B.

3.1.3. Disjonction. La AV B de deux propositions est une fagon d’af-
firmer qu’au moins une de ces deux propositions est vraie. La disjonction est fausse
uniquement quand les deux propositions sont fausses.

Pour démontrer une disjonction, nous avons les deux régles suivantes :

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE DISJONCTION (A GAUCHE) — Pour prouver
une disjonction de la forme A Vv B, il suffit de prouver A.

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE DISJONCTION (A GAUCHE) — Pour prouver
une disjonction de la forme A V B, il suffit de prouver B.

La régle d’utilisation d’une disjonction correspond au raisonnement par cas.
L’utilisation de cette régle est facile a repérer dans un raisonnement mathématique
car elle dans la structure de la preuve.

— REGLE D’UTILISATION D’UNE DISJONCTION (RAISONNEMENT PAR CAS) — Quand
on sait que AV B et que 'on veut prouver P, il suffit de prouver d’une part que en

supposant A on peut prouver P et d’autre part en supposant B on peut prouver
P.

3.1.4. Négation. Pour prouver une négation on peut utiliser la régle suivante :

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE NEGATION — Pour prouver —A il suffit de
supposer A et d’arriver a une contradiction.

Cette régle est souvent confondue avec le raisonnement par ’absurde (qui consiste
a prouver A en supposant —A et en arrivant a une contradiction (voir plus loin) car
dans les deux cas on arrive a une contradiction & la fin. Mais il existe des logiques
ou l'on distingue les deux régles.

Si on pourrait définir la négation —=A par A = 1, dans ce cas 1a la régle pour
démontrer une négation correspond en fait a la régle pour démontrer une implica-
tion.

Inversement, pour utiliser une négation déja prouvée, on peut la voir comme
Iimplication A = L donc en utilisant la régle du modus-ponens on obtient la régle
suivante (le mot contradiction voulant dire faux) :

— REGLE D’UTILISATION D’UNE NEGATION — Pour arriver & une contradiction, il
suffit de prouver P et —P.
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3.1.5. Fauz. Il y a une seule régle concernant le faux, c’est la régle d’utilisation
qui dit que du faux on déduit tout. Comme dit précédemment quand on arrive
a faux, on dit parfois qu’on arrive & une . Quand on procéde & une
raisonnement par cas, et que un des cas permet de prouver « faux », on dit parfois
que ce cas est .

On appelle parfois cette régle (du faux on déduit tout). Cette
régle correspond bien au fait que dans la table de vérité de I'implication A = B,
celle-ci est vrai quand A est faux, quelque soit la valeur de vérité de B.

— REGLE D’UTILISATION DU FAUX — Si on sait que Faux alors on peut déduire
P (quelque soit P).

3.1.6. Equivalence. Pour ’équivalence, nous avons les régles suivantes :

— REGLE DE CONSTRUCTION D’UNE EQUIVALENCE — Pour prouver A < B il
suffit de prouver A = B d’une part et B = A d’autre part.

Attention, les débutants ont parfois tendance a oublier une ou I'autre des deux
implications.

— REGLE D’UTILISATION DE L’EQUIVALENCE (GAUCHE) —Siona Aet A <— B
on peut en déduire B.

— REGLE D’UTILISATION DE L’EQUIVALENCE (DROITE) — Siona Bet A <= B
on peut en déduire A.

Comme pour la négation, on aurait aussi pu définir I’équivalence a ’aide de la
conjonction et de 'implication et en déduire les régles ci-dessus.

A< B<= (A= B)A(B=A)

A <= B signifie la méme chose que :

— A si et seulement si B.

— A est une condition nécessaire et suffisante pour B.
— Pour que A, il faut et il suffit que B.

3.1.7. Régle de raisonnement par l’absurde. — REGLE DE RAISONNEMENT PAR
L’ABSURDE — Pour montrer une proposition A, il suffit en supposant —A d’arriver
& une contradiction.

Cette régle de raisonnement est équivalente a supposer que AV—A pour n’importe
quelle proposition A.

Cette régle permet aussi quand on distingue deux cas A V B, de supposer —A
quand on étudie le cas B.

3.1.8. Reégle de l’'axiome. Pour compléter notre présentation des régles, nous sommes
obligés de donner une derniére régle, qui parait évidente, mais qui est tout de méme
nécessaire pour terminer les démonstrations :

— REGLE DE L’AXIOME — Pour montrer une proposition A, il n’y a rien a faire si
A est une hypothése locale ou un axiome.
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3.2. Exemple. Maintenant que nous avons vu les régles atomique, reprenons notre
exemple du théoréme 2.3. Voici la démonstration reformulée en exprimant les pro-
position par des formules logiques et en spécifiant & chaque étape du raisonnement
la régle utilisée. Nous allons voir que c’est trés fastidieux de donner vraiment toutes
les étapes, c’est pourquoi nous le feront qu’une fois dans ce cours. Ensuite, nous
nous autoriseront d’autres régles logiques permettant des raccourcis.

Commengons par formaliser ’énoncé et les lemmes utilisés dans la preuve.

On suppose que :

(1) Yab,b# 0= dqr, a=bg+r ANr<b

(2) Ve, e NAO<z<2=z=0Ver=1
Nous voulons montrer que :
Vn, Impair(n) = 3k,n =2k +1
Soit n, montrons que :
Impair(n) = 3k,n =2k +1
Supposons que I'mpair(n) montrons que :
dk,n=2k+1

D’aprés 1 et la régle d’utilisation du « pour tout » :

Vo, b£0=Jgr,n=bg+r Nr<b
D’ou d’aprés la régle d’utilisation du « pour tout » :

2#0=>dgr,n=2¢+r AN0<r<2

D’ou d’aprés la régle d’utilisation de I'implication (modus ponens) et le fait que
2#£0:
Jdgr,n=2q+r N0O<r<2

D’out d’aprés la régle d’utilisation du « existe », on a g tel que :
Ir,n=2q+r AN0<r<2
D’ou d’aprés la régle d’utilisation du « existe », on a r tel que :
n=2¢+r AN0<r <2

D’ou d’aprés la régle d’utilisation de la conjonction on a :

(3) n=2q+r
et
(4) 0<r<2

D’aprés 2 et la régle d’utilisation du « pour tout » on a :
(5) reNAOLSr<2=r=0vr=1
D’aprés la régle de construction de la conjonction, on a :
(6) reNAO<r<2

D’ou d’aprés la régle d’utilisation de 'implication on a :
(7) r=0vr=1

D’ou d’aprés la régle d’utilisation d’un disjonction, il suffit de démontrer 3k, n =
2k + 1 en supposant r = 0 d’une part et » = 1 d’autre part.
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— Supposons r = 0. D’aprés la régle de substitution, et 3 on a :

n =2k
Donc d’aprés la régle de construction du « existe » :
Jk, n =2k

D’ot Pair(n) d’aprés la définition de Pair. On a supposé I'mpair(n) donc
par définition d’Impair, on a —Pair(n). D’aprés la régle d’utilisation d’une
négation on a faux. D’aprés la régle d’utilisation du faux on a tout ce qu’on
veut, en particulier 3k, n = 2k + 1.
Supposons r = 1.

D’aprés la régle de substitution, et 3 on a :

n=2k+1
D’aprés la régle de construction du « existe » on a bien ce qu’on voulait

montrer :
dk,n=2k+1

3.2.1. Regles de substitution.

— REGLE DE SUBSTITUTION — Si on sait que deux formules A et B sont équiva-

lentes alors on peut substituer A par B dans une preuve.

Voici quelques équivalences usuelles :

Non-contradiction AN-A = L
Tiers-exclu Av-A = T
Double négation -—A = A
Définition négation A = A= 1
Idempotence de ou AVA = A
Idempotence de et ANA = A
Lois de de Morgan -(AANB) = -AV -B
-(AvB) = —-AA-B
Associativité du ou (AvB)vC = Av(Bv()
Associativité du et (ANBYAC = AA(BACQ)
Définition de I'implication A=B = -AVB
Négation de 'implication -(A=B) = AA-B
Commutativité du ou AvB = BVA
Commutativité du et ANB = BAA
Définition de 'équivalence A<= B = (A= B)A(B=A4)
Curryfication A= (B=C) = (AANB)=C
Contraposée A=B = —-B=-4
Transitivité de implication (A= BAB=C) = (A=C0C)
Modus ponens (AN(A=B)) = B
Modus tolens (A= B)A-B) = -A

3.2.2. Tiers exclu. Le principe du tiers-exclu peut se déduire & 'aide du raisonne-
ment par I’absurde. Il énonce que A V = A pour toute formule A.
Exemple de preuve utilisant le tiers-exclu :

ExEMPLE 3.3 — Il existe deux nombres irrationnels tel que I'un & la puissance

Pautre est rationnel.

Jryrz ¢ QAy ¢ QA2Y €Q
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Démonstration. D’aprés le principe du tiers-exclu, on a \/ﬁﬁ eQv —|\/§\/§ € Q.
Cas ﬂﬂ € Q: On choisit © = /2 et y = v/2.
Cas \/5\/5 Z Q : On choisit z = \@ﬂ ety = V2.
On az¥ = (\/ﬁﬂ>\/§ = \/?ﬁ\/i: \/52 =2.Dou 2¥ € Q.
O

3.2.3. Contraposée. En utilisant le raisonnement par I’absurde on peut en déduire
le raisonnement par contraposée.

Pour montrer A = B, il suffit de montrer =B = —A.

Attention, il ne faut pas confondre la contraposée et la réciproque. La contraposée
de A = B est "B = —A, la réciproque est B = A.

3.2.4. Sans perte de généralité.

EXERCICE 3.4 — Réécrire la preuve suivante sans utiliser la régle "sans perte de
généralité".

3.2.5. Tautologie. On dit qu'une formule est une tautologie quand sa validité ne
dépend pas de la signification des symboles de fonctions et de prédicats qui appa-
raissent dans la formules.

Par exemple 1 + 1 = 2 n’est pas une tautologie, car la validité de cette formule
dépend de la définition de 1, +, 2 et =. En revanche, 1 = 0 = 1 = 0 est une
tautologie, car quelque soit la signification de 1, 0 et =, la formule est toujours
valide. Autre exemple, AV —A est une tautologie.

Pour s’assurer qu’une formule est une tautologie on peut faire la table de vérité.
Si celle si ne contient que des vrai c’est une tautologie.

3.3. Raisonnement par analyse-synthése. Lorsque I’on souhaite montrer ’exis-
tence d’un objet (ou de plusieurs objets) vérifiant un certain probléme, il est parfois
plus simple de procéder par analyse-synthése. Tout d’abord on suppose que 1’élé-
ment cherché existe et on cherche la forme qu’il doit avoir pour vérifier ce que ’on
souhaite (analyse).

Ensuite on montre que I’élément (ou les éléments) ainsi construit existe bel et
bien et qu’il vérifie le probléme initial (synthése).

La phase d’analyse ne fait pas partie de la preuve proprement dite, il s’agit d’une
technique pour obtenir les témoins pour les existentiels.

EXEMPLE 3.5 — Soit f une fonction de R dans R, montrons que f s’écrit comme
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Vi :R—>RI(PQ:R—R) f=P+QA Paire(P) A Impaire(Q)

Démonstration. Analyse : supposons qu’il existe P une fonction paire et () une
fonction impaire telles que f = P + Q. On aura alors f(—x) = P(—x) + Q(—xz) =
P(z) — Q(z). Dou P(x) = L& C2) o (z) = LS E0)

Synthése : P et Q ainsi définies sont bien paire et impaire respectivement. De
plus (P + Q)(x) = f(x). O
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4. AXIOMES : LES ENSEMBLES

Nous I’avons dit en ouverture de ce document : en cherchant & formaliser ce que
« faire des mathématiques » signifie, nous avons dégagé deux aspects importants.
Primo, il faut se conformer a certaines régles de logique, que nous avons maintenant
largement décrites (et qui sont utiles en informatique aussi). Secondo, il faut se
donner un point de départ, sous forme d’axiomes. Nous en venons a ce point.

Nous allons décrire la , dans les grandes lignes. Le faire
de maniére trés rigoureuse et formelle est difficile (allez voir la page Wikipedia sur
« Zermelo-Fraenkel », vous aurez une idée!). Aussi, nous n’allons pas dresser une
(tres) longue liste de propriétés pour en faire nos axiomes. A la place, nous allons
discuter de maniére informelle de ce qu’est un ensemble (et votre compréhension
intuitive du mot « ensemble » est mise a contribution).

Néanmoins, le fait est que tout ce qui suit, dans ce §4, est une collection d’axiomes,
méme si on ne le rappelle pas constamment.

4.1. Ensembles et appartenance. Les objets mathématiques peuvent étre ran-
gés dans des , que 'on écrit avec des accolades. Par exemple,

E={1,2,3} et F={19,11}

sont des ensembles. On note x € X pour signifier que = appartient & X, et dans le
cas contraire on emploie le symbole & ; par exemple, on a2 € F et 3 & F.
Un ensemble ne comprend jamais de « répétitions », et n’est pas ordonné : ainsi

{2,2,2,3,3} ={2,3} et {3,2,1}={1,2,3}.

Il existe bien str des ensembles infinis, comme ’ensemble N des nombres entiers,
dont nous reparlerons plus loin. Il y a également un ensemble vide, qui ne contient
aucun élément : on le note () ou, plus rarement, {}.

Lorsque tous les éléments d’un ensemble A sont aussi dans ’ensemble B, on dit
que A est une de B, ou qu'il est inclus dans B, et on note A C B (parfois
A C B nous ne ferons pas de différence). Par exemple

{2,4,6,8} C {1,2,3,4,5,6,7,8,9} .

Les ensembles sont souvent dessinés comme des bulles, et pour représenter I’inclu-
sion on place ces bulles les unes dans les autres, comme ci-dessous :

Remarque 4.1. Voici une chose qui parait évidente : deux ensembles A et B sont
égaux si et seulement si « appartenir & A » est équivalent a « appartenir & B » ;
plus formellement, on dira que A = B est équivalent &

Vr z€ A<=z € B.

(Dans une description vraiment axiomatique et formelle de la théorie des ensembles,
il faudrait énoncer ¢ga comme une « définition » de I’égalité!)
De maniére similaire, A C B signifie

Ve z€A — x € B.

De ces remarques trés simples, on retient une chose : A = B équivaut & (A C
B) A (B C A), c’est maintenant bien clair. Or, ce qui peut apparaitre comme
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une évidence est en fait : dans un exercice ou 'on demande de montrer
I’égalité de deux ensembles, disons A = B, il est trés souvent utile de procéder en
deux temps, et de montrer les deux inclusions A C B et B C A I'une aprés 'autre.

Revenons aux généralités. Fixant B, on peut considérer ’ensemble 2(B) dont
les éléments sont toutes les parties de B ; ainsi dans le cas ou B = {1,2,3}, on a

2(B) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
(On n’oublie ni la partie vide, ni B lui-méme.)

Enfin, étant donnés deux ensembles A et B, on peut former leur
noté A x B, dont les éléments sont les paires (a,b) avec a € A et b € B. Lorsque A =
{1,3} et B =1{2,4,6} par exemple, on a

Ax B={(1,2), (1,4), (1,6), (3,2), (3,4), (3,6)}.
On notera que pour les paires, 'ordre est important : ainsi ’élément (1,2) de Nx N
est différent de ’élément (2, 1).

On écrit volontiers A% au lieu de A x A. Sur le méme modéle on peut consi-
dérer, pour tout entier n > 1, ’ensemble noté A™ dont les éléments sont de la
forme (a1, as, ..., a,) avec chaque a; € A (on parle des « n-uplets d’éléments de A »,
et pour n = 3,4,5 on parle de triplets, quadruplets, quintuplets).

4.2. Quelques constructions. Lorsqu’on dispose d’un ensemble F, on peut s’in-
téresser aux éléments de F qui vérifient une certaine propriété P. Ceux-ci forment
a nouveau un ensemble, que 1’on note ainsi :

{reE|Px)}.

(Parfois le | est remplacé par deux points, ou par I'expression compléte « tels que ».
Il y a de nombreuses variantes et il faut s’habituer a des notations qui changent de
temps en temps, en général pour éviter les lourdeurs.)

Par exemple, supposons que A C E. Alors le est
par définition

{reFE|xzgA}.

On le note généralement £ — A ou E \ A, parfois [z A, et parfois méme CA ou A°
lorsque E est sous-entendu.

Autre exemple, si A et B sont deux parties de F, alors leur est

AnNB={xe€FE|z€ ANz € B},
leur est
AUB={xeE|ze€AVz e B}.
EXEMPLE 4.2 — Prenons £ = N x N, puis
A={(n,m)eNxN|n=0},
et enfin
B={(n,m) e NxN|m=0}.
Alors AN B = {(0,0)}. On peut également écrire
AUB={(n,m) e NxN | nm=0}.
Note : en pratique, on écrirait plutét A = {(0,m) € N x N} ou encore A =

{(0,m) | m € N}, lessentiel étant de se faire comprendre.

Il est trés important de comprendre que la lettre  qui est employée ci-dessus
dans la description des ensembles est muette, et peut étre remplacée par n’importe
quelle autre : on obtient rigoureusement ensembles. Par exemple si

A= {z e N|il existe y € N tel que x = 2y},



16 PIERRE GUILLOT ET JULIEN NARBOUX

et si
B = {a € N |il existe b € N tel que a = 2b},

alors A = B = les nombres entiers pairs.

On ne peut pas utiliser tout et n’importe quoi pour décrire les ensembles. Pour se
convaincre que les propriétés P comme ci-dessus ne peuvent pas étre complétement
arbitraires, voir I’exemple suivant.

EXEMPLE 4.3 — Pour un entier n, considérons la propriété « n ne peut pas étre
décrit en moins de 16 mots ». Appelons cette propriété P(n), et soit

A={neN|P(n)}.

Les mots de la langue francaise sont en nombre fini, donc en 16 mots on ne peut
décrire qu’'un nombre fini de nombres. Ainsi, A est infini et en particulier, non-vide.
Soit alors a le plus petit élément de A. Ce nombre est « le plus petit nombre qui
ne peut pas étre décrit en moins de 16 mots ». On vient tout juste de décrire a en
15 mots!

C’est absurde. Et pour cause, la propriété P(n) ne fait pas partie des propriétés
mathématiques acceptables.

L’axiome selon lequel {x € E | P(x)} est un ensemble lorsque E est un ensemble
peut paraitre anodin. En réalité il est bien plus fin qu’on pourrait le croire.

EXEMPLE 4.4 — Notre deuxiéme exemple utilise pour P(z) la propriété « x & x ».
Celle-ci est parfaitement acceptable. C’est sa signification intuitive proche de zéro
qui donne un parfum de paradoxe au raisonnement suivant, pourtant correct.

Montrons la chose suivante : pour tout ensemble F, il existe un ensemble A tel
que A ¢ E. En effet, soit

A={z€eE|xdxa}.
Si on avait A € FE, alors on constaterait que A € A équivaut & A € A, par définition.
C’est absurde, donc A ¢ E.

On énonce souvent ce résultat sous la forme suivante : il n’existe pas d’ensemble
de tous les ensembles. Nous venons bien de le démontrer. S’il est tentant d’écrire
quelque chose comme U = {xz | x est un ensemble} pour essayer de le définir malgré
tout, on se rend compte que cette expression n’est pas de la forme {z € E' | P(z)}, et
donc ne désigne pas un ensemble. La présence de ’ensemble F pour « chapeauter »
les x est essentielle.

Ceux que ca intéresse peuvent essayer « paradoxe de Russell » dans un moteur
de recherche.

5. FONCTIONS

5.1. Qu’est-ce qu’une fonction? Etant donnés deux ensembles A et B, une
fonction f de A vers B associe & tout élément x € A un élément f(z) € B et un
seul. On peut traduire cette définition (un peu vague) en termes d’ensembles. Si
Pon souhaite étre extrémement précis, on dira :

DEFINITION 5.1 — Une , ou , est un triplet f = (A4, B,T') ou :
(1) A est un ensemble, appelé le domaine de définition de f, ou parfois la source
de f;
(2) B est un ensemble, appelé le but de f;

(3) T est un ensemble, qui est une partie de A x B et que 'on appelle
, ayant la propriété suivante : pour chaque x € A, il existe un unique y €
B tel que (x,y) € T'. Ce y est noté f(x).
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On utilise la notation

ftA—B
pour indiquer que f est une fonction dont le domaine de définition est A et dont le
but est B.

On représente typiquement une fonction A — B de la maniére suivante :

A

Chaque fleche sur ce dessin part d’un élément x € A et pointe sur f(z). La carac-
téristique importante est que chaque point de A marque le début d’une fleche, et
d’une seule.

Voyons quelques exemples.

EXEMPLE 5.2 — Il y a une (et une seule) fonction f: N — N telle que f(n) = 2n%+1.
On utilise parfois la notation
fN — N
n = 2n2+1

pour désigner cette fonction. C’est trés souvent par des expressions, telles que 2n2 4
1, que 'on va définir les fonctions.

Ici le domaine de définition est A = N, le but est B = N, et le graphe de f
est I = {(n,2n> +1) | n € N}.

EXEMPLE 5.3 — Voici une fonction dont la source et le but sont bien différents :
N — 2(N)
n — {nn+1,n+2}.

EXEMPLE 5.4 — Nous allons anticiper un peu et supposer que vous connaissez un
minimum I’ensemble R. On le représente par une droite, et R x R par un plan. Une
fonction A — B avec A C R et B C R est donnée par son graphe, qui ressemble de
prés ou de loin & une courbe dans le plan. Par exemple la figure suivante représente
un tel graphe.

La propriété caractéristique des graphes se voit bien sur le dessin : lorsque A C R
et B C R, une partie I de A x B est le graphe d’une fonction A — B si et seulement
si chaque droite verticale d’équation x = a (avec a € A) coupe T' exactement en un
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point. Si maintenant on fait subir une rotation & cette figure, obtient-on encore le
graphe d’une fonction ?

La réponse est visiblement non : pour le z indiqué, il y a deux couples (z,y1)
et (z,y2) qui appartiennent a la courbe. Ce n’est donc pas un graphe. Dans la suite
nous allons étudier la propriété correspondante en utilisant cette fois des droites
horizontales.

Concluons par quelques remarques. Soit f: A — B une fonction. L’ensemble A
peut trés bien étre un produit cartésien, disons A = A; X As, et dans ce cas un
élément de A est une paire (a1, aq) avec a; € A;. La plupart du temps, on va alors
écrire f(aq,az2) au lieu de f((al,ag)). Par exemple si f est la fonction R?2 — R
définie par (z,y) +— sin(zy), on va écrire f(z,y) = sin(zy), et non pas f((z,y)).
Non seulement on veut économiser sur les parenthéses, mais au dela de ¢a, on dira
souvent que f est une , pour insister sur le fait que
f est définie sur un produit cartésien. Bien souvent, on veut étudier séparément la
fagon dont f(x,y) dépend de x avec y fixé par exemple, ou bien le contraire (cf les
dérivées partielles, que vous avez dii voir un peu en physique, ou ailleurs).

Remarque 5.5. Une autre fagon de procéder est de voir une fonction & deux argu-
ments comme une fonction qui prend le premier argument et renvoie une fonction
qui attend le deuxiéme argument. La fonction f ci-dessus devient alors une fonction
de I’ensemble R dans I’ensemble des fonctions R — R, donc f: R — (R — R), en
écrivant (R — R) pour [’ensemble de toutes les fonctions R — R. Ce n’est pas une
notation usuelle en mathématiques, mais en informatique, si!

En mathématiques et dans la plupart des langages de programmation, on utilise
la premiére approche. Dans les langage de programmation fonctionnels comme par
exemple OCaml, Haskell, ou Coq la tradition est d’utiliser la deuxiéme approche.

Les deux approches sont équivalentes au sens ou I'on peut passer mécaniquement
de l'une a 'autre. Le passage de la premiére & la seconde approche s’appelle la
curryfication en ’honneur du logicien Haskell Curry.

Si f est une fonction de A™ dans B, on appelle n I’ de la fonction ou son
nombre d’arguments.

5.2. Fonctions injectives. (Nous revenons aux fonctions « mathématiques », et
pas « informatiques ».)



MPA : ELEMENTS DE LOGIQUE 19

DEFINITION 5.6 — Soit f : A — B une fonction. Supposons que, pour tout choix de
deux éléments distincts 1 # 2o dans 'ensemble A, on ait également f(x1) # f(x2).
On dit alors que f est , ou encore que f est une . En symboles, f
est injective si

Vo, € AVeg € Ajzq # 20 = f(21) # f(22).

Il existe bien des fagons de reformuler ceci. Par exemple, f est injective si et seule-
ment si 'égalité f(z1) = f(z2) entraine x; = xo. Clest la régle de la contraposée ;
en symboles, on écrit

Va, € A,V.TQ € A,f(xl) = f(l‘g) — 11 =Ts.
Il est également bon de noter que f est injective si et seulement si ’équation
flz)=b,

dont I'inconnue est x € A et qui comporte le paramétre b € B, posséde
une solution.

EXEMPLE 5.7 — La fonction d : N — N définie par d(n) = 2n, est injective : en
effet si 221 = 219, alors x1 = 5. L’équation d(z) = b s’écrit 2z = b; elle a une
solution = = % si b est pair, et aucune solution si b est impair.

EXEMPLE 5.8 — La fonction ¢ : Z — N définie par c¢(n) = n? n’est injective
(ici Z est Pensemble de tous les nombres entiers, positifs ou négatifs). En effet ¢(n) =
c(—n), de sorte que I’équation c(x) = b, qui s’écrit 22 = b, peut posséder deux
solutions, comme par exemple 2 et —2 qui sont solutions pour b = 4.

EXEMPLE 5.9 — La fonction de ’ensemble des étudiants du groupe de TD vers
I’ensemble des mots de la langue frangaise, qui & un étuidant associe son prénom,
n’est en général pas injective.

La fonction qui, & une carte de crédit en circulation, associe ses 19 chiffres (16 sur
le devant et 3 derriére) n’est pas surjective : sinon, on pourrait inventer n’importe
quelle combinaison de chiffres, et acheter tout ce qu’on veut. (Par ailleurs, il y a
beaucoup moins de cartes de crédit en circulation que 101°.)

Voici comment on représente une fonction injective :

Cette fois-ci, les fleches pointent toutes vers des éléments différents.

EXEMPLE 5.10 — Revenons au cas particulier ou f : A — B avec A et B des parties
de R. L’équation f(x) = b posséde une solution z lorsque le graphe de f comporte
un point (z, f(z)) qui est également sur la droite horizontale d’équation y = b. La
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condition pour que f soit injective est donc que les droites horizontales rencontrent
le graphe de f en un point au mazximum.

Soit I' le graphe de f. Faisons subir a ce graphe une symétrie par rapport a la
droite d’équation y = z (cette symeétrie envoie le point (z,y) sur (y,z)). On obtient
un ensemble IV. Lorsque f est injective, ce IV ne rencontre les droites verticales
qu’en un point au plus. C’est-a-dire que I'V est le graphe d’une fonction !

Cette discussion est illustrée sur la figure suivante.

Pour définir une fonction g dont le graphe serait IV, il lui faudrait un ensemble
de définition et un but. Les points de I sont ceux de la forme (f(x),x), et il est
donc tentant de prendre pour ensemble de définition

{f(x) |z € A} C B.

On va noter cet ensemble f(A) dans la suite. Voyons ¢a.
5.3. Fonctions surjectives et bijectives.

DEFINITION 5.11 — Soit f : A — B une fonction. On note f(A), ou encore Im(f),
I’ensemble

{beB|3x e Atel que b= f(x)}.
(En plus concis f(A) = {f(z) | z € A}.) On dit que f(A) est 'image de A par f.

Lorsque f(A) = B, on dit que f est , ou encore que f est une
En symboles, ceci signifie que

Vbe B,Ja€ A, f(a) =b.

Ainsi f est surjective lorsque ’équation f(z) = b posséde une
solution.

EXEMPLE 5.12 — La fonction f : N x N — N définie par f(n,m) = n + m est
surjective. En effet, si on se donne b € N, alors f(b,0) = b. On a aussi f(0,b) = b,

et méme f(1,b— 1) =, de sorte que f est loin d’étre injective, par contre.

EXEMPLE 5.13 — La fonction d : N — N telle que d(n) = 2n n’est pas surjective.
En fait ’ensemble image d(N) est 'ensemble des nombres pairs.

Voici la représentation typique d’une fonction surjective :
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Ici chaque élément de B est a I'extrémité d’au moins une fléche.

DEFINITION 5.14 — Lorsqu’une fonction est a la fois injective et surjective, on dit
qu’elle est , Ou encore que c’est une

Lorsque f : A — B est bijective, '’équation f(z) = b posséde
(comme précédemment, l'inconnue est = et b est un parametre). Cette
solution est notée f~1(b).
On obtient ainsi une fonction f=!: B — A, que l’on appelle la de f.
On a alors :

PROPOSITION 5.15 — Lorsque f est bijective, la fonction f~1 vérifie
(1) f~*(f(a)) = a pour a € A,
(2) f(f~(b)) =b pour b € B.
De plus, si on a une paire de fonctions f: A — B et g: B — A telles que g(f(a)) =

a pour a € A et f(g(b)) =b pour b € B, alors f est une bijection et g = f~1.
Enfin, =1 est également une bijection lorsqu’elle existe, et

(FHt =,

Démonstration. L’élément f~1(b) vérifie (2) par définition. Pour le (1), étant donné a,
soit b = f(a); puisque f est injective, a est le seul élément de A qui vérifie cette
équation, et c’est cet élément que I'on note f~1(b). Donc a = f~1(b) = f~1(f(a)).

Voyons la suite. Soient f et g comme dans la proposition. Si f(a1) = f(as),
alors on a aussi g(f(a1)) = g(f(az2)), donc a; = ag. Ainsi f est injective. De plus,
sibe Bonab= f(g(b)) donc b est bien dans I'image de f, ce qui montre que f
est surjective. Finalement f est une bijection.

Partant de f(f=(b)) = b= f(g(b)), on tire f~1(b) = g(b), pour tout b € B, car
f est injective. Donc f~1 = g.

Par symétrie, on peut inverser les roles de f et de g. Donc g est bijective et g~
f, c’est-a-dire que f~! est bijective et que (f~1)~! = f. O

1

EXEMPLE 5.16 — La fonction s : Z — Z définie par s(n) = —n est une bijection.
1

De plus, s = s.
EXEMPLE 5.17 — (Autres exemples.) Vous connaissez depuis le lycée quelques paires
de bijections réciproques : exponentielle et logarithme, cosinus et arccosinus, sinus

et arcsinus, tangente et arctangente. Normalement, ces exemples ont été revus au
S1.
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5.4. Quelques opérations sur les fonctions.

DEFINITION 5.18 — Soit f: F — F et g: F' — G deux fonctions. La composée de f
et g, notée go f, est la fonction E — G définie par go f(z) = g(f(x)) pour x € E.

EXEMPLE 5.19 — Prenons £ = F = G = R, puis f(z) = 2 + 1 et g(z) = 2°.
Alors g o f(x) = 2% 4+ 2z + 1. Par contre f o g(x) = 2% + 1...

EXEMPLE 5.20 — Si E est un ensemble, la fonction £ — FE, x — «x est appelée
de E'; il y a de nombreuses notations, par exemple Ig. Avec ce langage,
deux fonctions f: E — F et g: F' — E vérifient la propriété

(gof=Ip)A(fog=Ir)
si, et seulement si, ce sont des bijections réciproques, cad g = f~ 1.
Pour finir, nous allons maintenant donner un sens a f(A) lorsque A est une
partie du domaine de définition de f, ainsi qu’a f~!(B) lorsque B est une partie
du but de f. , la notation f~1(B) va prendre un sens méme lorsque f

n’est pas une bijection (et que la notation f~! toute seule n’a pas de sens). Plus
précisément :

DEFINITION 5.21 — Soit f: E — F une application. Pour A C F on note
f(A)={yeF|y=f(z) pourun z € A} C F.
Pour B C F, on définit
fYB)={zr€FE| f(x)e BYCE.
EXEMPLE 5.22 — Pour ¢: Z — N telle que ¢(n) = n?, on constate que c¢({1,2,3}) =
{1,4,9}, et ¢ 1({1,4,9}) = {-3,-2,—1,1,2,3}. (La fonction ¢! n’existe pas.)

EXEMPLE 5.23 — Les ensembles de la forme f~1({y}) pour y € F sont souvent
appelés les de f. Avec ce langage on énonce que f est surjective si et seulement
si ses fibres sont toutes non-vides, et f est injective si et seulement si ses fibres ont
au plus un élément.

Lorsque f est bijective, et que la fonction f~! existe, on a f~*({y}) = {f~(»)}.

Un peu de vocabulaire pour finir. On dit que f(A) est de A par
f; que f1(B) est de B par f; on dit que les éléments de la
fibre f=1({y}) sont les de y par f.

6. RELATIONS

Soit E un ensemble. Informellement, une relation sur E est une propriété qui
dépend de deuzr éléments de R, et qui peut étre vraie ou fausse. Pour rendre ¢a
rigoureux, on va définir une relation comme ’ensemble des couples pour lesquels la
propriété est vraie :

DEFINITION 6.1 — Soit £ un ensemble. Une (binaire) sur E est un sous-
ensemble de E' x E. Si R est une relation, on s’autorise & noter x Ry au lieu de
(z,y) € R. (Et on dira parfois « x est en relation avec y. »)

(Si cette définition vous trouble au début, commencez avec la définition infor-
melle, elle est suffisante dans bien des situations.)

EXEMPLE 6.2 — Anticipons un peu sur quelque chose qui va revenir plus loin : les
entiers peuvent étre comparés, c’est-a-dire que parfois, pour z,y € N, on a = < y.
On constate que < est une relation sur N.

Sur Z(E), 'ensemble des parties de ’ensemble (arbitraire) E, on a la relation
C. Notez que dans cet exemple, on peut trouver 4, B € &(F) tel que 'on n’a ni
A C B, ni B C A (exercice : trouvez un exemple!).
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DEFINITION 6.3 — On dit qu’une relation R sur F est :

— si tout élément de F est en relation avec lui-méme. R est réflexive <=
Vrzx Rz

— si aucun élément de F est en relation avec lui-méme. R est anti-réflexive <=
Vr —x Rz

— si quand x est en relation avec y et y avec z alors z est en relation
avec z. R est transitive <= Vaxyzx RyAyRz=z R z

— si quand x est en relation avec y alors y est en relation avec .
R est symétrique <= Veyzc Ry=y Rz

— si quand x est en relation avec y alors y n’est pas en relation
avec x ou alors x = y. R est anti-symétrique <= Vaeyx RyA\y Rx=>x =y

EXEMPLE 6.4 — Les relations suivantes sont réflexives : < sur N, ainsi que C sur
P (F), ou = sur n’importe quel ensemble.

Les relations suivantes sont anti-réflexives : < sur N, ou # sur n’importe quel
ensemble.

Les relations # et = sont symétriques.

La relation < sur N est anti-symétrique.

DEFINITION 6.5 — On dit qu’une relation R sur E est une si
elle est réflexive, transitive et symétrique. Dans ce cas, si € E on note

] ={y € E |y Rz},

et on appelle cet ensemble la de x. L’ensemble de toutes les
classes d’équivalences est noté E/R : c’est un sous-ensemble de H(FE). On dit
parfois que c’est de F par R.

EXEMPLE 6.6 — Considérons I’ensemble suivant, dont les éléments sont des lettres
colorées (attention si vous étes en train de lire une version imprimée en noir et
blanc de ce document!) :

E=1{A,A,B,B,B,C}.

Sur E, on définit la relation R par x R y < = et y sont de la méme couleur. On
vérifie tout de suite que c’est effectivement une relation d’équivalence. Les classes
d’équivalence sont :
[A] = [B] = {4, B},
[A] = [B] = [C] ={A, B, C},

(5] ={B}.
L’ensemble quotient est
E/R ={[A], [A], [B]}-

(On aurait pu lécrire de plusieurs fagons.) Intuitivement, 'ensemble E/R est ici
« bleu, rouge, vert », I’ensemble des couleurs qui sont en jeu. D’une maniére générale,
prendre le quotient d’un ensemble E par une relation d’équivalence R, pour former
E/R, est quelque chose que l'on fait lorsqu’on veut identifier tous les éléments
ayant une certaine caractéristique en commun (dans I'exemple, c’est la couleur), en
oubliant leurs autres différences.

Autre exemple, sur le méme ensemble, définissons x S y < x et y représentent
la méme lettre de l'alphabet. C’est encore une relation d’équivalence (vérifiez-le),
et cette fois-ci on a

(4] = [4] = {4, 4},
[B] = [B] = [B] ={B, B, B},
€] = {C}.
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Et ainsi

E/S ={[A],[B],[C]}.
Voici un théoréme dont I’énoncé ne devrait pas étre surprenant, aprés cet exemple :

THEOREME 6.7 — Soit R une relation d’équivalence sur E, et soient x,y € E. Si
[z] N [y] # 0, alors [x] = [y].

L’énoncé contraposé, équivalent, est bien str [z] # [y] = [z]N[y] = 0. En
d’autres termes, les différentes classes d’équivalences sont disjointes. L’ensemble F
se trouve « découpé » en paquets disjoints, les classes d’équivalences.

Démonstration. Soit z € [z] N [y] (un tel z existe par hypothése). Donc z R x et
z Ry par définition, et par symétrie, on a x R z.

Si lon prend un élément quelconque ¢ € [z], alors ¢ R z, donc par transitivité
(deux fois!), on at R z puis t Ry. Donc t € [y]. Comme ¢ était arbitraire, on vient
de montrer que [z] C [y].

En renversant les roles de x et y dans I’argument, on montre également que
[y] C [z]. Au final on a bien [z] = [y]. O

EXEMPLE 6.8 — Sur I'ensemble Z des entiers relatifs, ayant fixé un entier n, on
définit une relation = en spécifiant que x = y signifie « n divise z — y ». On dit
parfois que x et y sont « congrus modulo n », et on utilise souvent une notation du
type

z=y (n) ou x=y modn

ou autre. A titre d’exercice, vous montrerez que = est une relation d’équivalence.

DEFINITION 6.9 (ORDRE) — Une relation binaire est un si elle est réflexive,
transitive et anti-symétrique. Un ordre peut étre s’il permet de comparer deux
éléments différents quelconques, il est dit dans le cas contraire.

EXEMPLE 6.10 — La relation < est un ordre total sur N, et C est un ordre partiel
sur Z(E).

Soient deux ensembles ordonnés (A1, <) et (Aa,<s). Il y a plusieurs maniéres
de définir un ordre sur I’ensemble produit A1 x A,.

DEFINITION 6.11 (ORDRE LEXICOGRAPHIQUE) — On définit Pordre lexicographique
sur les couples de la maniére suivante. On dit qu’un couple est plus petit qu'un autre
si la premiére composante de I'un est strictement plus petite que la premiére com-
posante de l'autre, ou alors si les premiéres composantes sont égales, on compare
les deuxiémes. (x1,22) <jex (Y1,y2) <= 21 <1 Y1 V (1 = y1 A 22 <3 Yo)

On peut généraliser l'ordre lexicographique sur les paires, & tout n-uplet, en
considérant I'ordre des lettres dans 'alphabet, I'ordre lexicographique sur les mots
de n lettres est I'ordre du dictionnaire.

7. LES ENTIERS

7.1. Axiomes. C’est reparti pour une série d’axiomes. Nous allons lister les pro-
priétés des entiers qui permettent de travailler, sans chercher & obtenir une liste
minimale (ce qui rendrait les choses plus abstraites). Comme pour les ensembles,
nous ne serons pas trop formels (mais un peu plus, tout de méme!).

On peut faire remarquer que les mathématiciens n’ont pas tous la méme attitude
vis-a-vis des entiers. Pour certains, les nombres entiers peuvent étre définis rigou-
reusement & partir de la théorie des ensembles — mais pour cela, il faut aller plus
loin avec les ensembles, et utiliser des axiomes dont nous n’avons pas parlé dans ce
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poly. Dans cette optique, les propriétés que I'on va lister ci-dessous ne sont pas des
axiomes, mais des théorémes.

Pour d’autres mathématiciens, c’est tout l'inverse : ils ne ressentent pas parti-
culiérement le besoin de parler d’ensembles, ignorent les axiomes précédents, mais
par contre, prennent les nombres entiers (c’est-a-dire le contenu des paragraphes
suivants) comment point de départ. (On dit que ces mathématiciens « travaillent
dans I’axiomatique de Peano », du nom d’un mathématicien italien.)

Quant & nous, nous prenons une approche axiomatique pour les ensembles
pour les entiers. C’est le plus simple.

Il existe donc un ensemble noté N, dont les éléments sont appelés les

. Il a les propriétés remarquables suivantes.

(1) 'y a deux éléments 0 € N et 1 € N, avec 0 # 1.

(2) Il existe une fonction a: N x N — N, appelée , avec les propriétés
suivantes. Notons que l'on va écrire n + m au lieu de a(n, m).
(a) Vn € N;0+n =n. On dit que 0 est
(b) Ya € N,Vb e N,a+ b= b+ a. On parle de de l'addition.

(c) Va e N,Vb e N,Ve € N,a+ (b+¢) = (a+b)+c¢. On parle de
de ’addition.

(3) 11 existe une relation d’ordre total < sur N. Elle vérifie 0 < 1 et la propriété
V(n,a,b) EN* a<b = n+a<n+b.

En particulier, en ajoutant n a la relation 0 < 1, on obtient n < n + 1, pour
tout n. Comme cette derniére remarque s’applique a n + 1, on a n + 1 <
(n+1)+1=n+(1+1) = n+2 (faut-il expliquer que 'on écrit 2 pour 1+1,
pour faire court?). Donc n < n+ 1 < n+ 2, et en particulier 0 < 1 < 2.
On peut continuer comme ¢a autant qu’on veut (ci—dessous, nous parlerons
de la technique de la récurrence, qui permet de rendre rigoureux l’idée de
« continuer autant qu’on veut », dans bien des situations).
Une remarque importante est que si n4+a = n+b, alors a = b (pourquoi ?).
(4) Voici une propriété de « minimalité », qui dit que tous les nombres entiers
peuvent s’obtenir par les moyens ci-dessus : pour tout entier n € N, ou bien
n = 0, ou bien n est de la forme m + 1 pour un m € N. En symboles, la
propriété ci-dessous est un axiome :

YneN,(n=0)V(E@3meNn=m+1).

(5) Autre propriété fondamentale : toute partie non vide de N posséde un plus
petit élément :

VACNA#) = Jac A Vne A,a<n.
Exercice : montrer que a est en fait unique!

(6) 11 existe une fonction p: N x N — N, appelée , avec les
propriétés suivantes. Notons que 'on écrit, en général n - m ou méme nm au
lieu de p(n,m).

(a) Vn € N,1-n =mn. On dit que 1 est neutre.
(b) Ya € N,Vb € N,a-b = b-a. On parle de de la multiplication.
(¢c) Vae N,WVbe N,VeeN,a-(b-¢) = (a-b)-c. On parle de I’ de
la multiplication.
(d) Ya e NVb € NyVe € Nya- (b+¢) =a-b+a-c. Cest la propriété de
de la multiplication par rapport a ’addition.
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7.2. Le principe de récurrence. Normalement, ces axiomes ne vous surprennent
pas : vous les utilisez sans y penser. Seule le (5) est peut-étre a garder en téte; si la
forme du (4) vous étonne (un peu), sachez qu’on va surtout I'utiliser pour montrer
le théoréme suivant, qui est d’une importance capitale.

THEOREME 7.1 — Soit A une partie de N. On suppose que A vérifie les deux pro-
priétés suivantes :

(1) 0 € A,
(2) VneNne A = n+1e€A.
Alors A =N.

Démonstration. Soit B = N\ A. On veut montrer que B = {), et on procéde par
Pabsurde : supposons donc que B # (). D’aprés axiome (5), B posséde un plus
petit élément, disons b € B.

Puisque 0 € A, on a 0 ¢ B, et donc certainement b # 0. D’aprés axiome (4), on
peut écrire b = a+ 1 avec a entier. On a fait remarquer ci-dessus que a < a+1 = b.
Comme b est le plus petit élément de B, notre conclusion est que a ¢ B. Par
définition, ceci revient a dire que a € A.

Mais alors, d’aprés la propriété (2), a € A entraine que a + 1 € A, soit b € A,
ce qui est absurde puisque b € B. Cette contradiction montre que B = (), ou de
maniére équivalente, que A = N. (]

Ce théoréme est & la base de ce qu’on appelle le . L’idée
est (maintenant) simple. Supposons qu’on souhaite montrer que pour tout entier
n, une certaine propriété P(n) est vraie. Alors il suffit de vérifier que

(1) P(0) est vraie (on dit parfois que c’est I'initialisation) ;
(2) Vn € N, P(n) = P(n+1) (on dit parfois que c’est la propriété d’hérédité).

En effet, si on pose A ={n € N| P(n)}, alors I’ensemble A vérifie les propriétés
requises dans le théoréme, donc A = N.

EXEMPLE 7.2 — Voici 'exemple le plus béte possible. Supposons que l'on veuille
montrer que tout entier n vérifie 0 < n (on ne I'a pas listé dans les axiomes!). La
propriété P(n) étant « 0 < n », on a bien P(0) puisque 0 < 0 (sachant que < est
une relation d’ordre) ; et si P(n) est vraie, on a 0 < n, et nous savons que n < n+1
donc 0 < n+1, c’est-a-dire que P(n+1) est vraie. D’aprés le principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n.

EXEMPLE 7.3 — Montrons qu’il n’existe pas d’entier n tel que 0 < n < 1. Pour cela,
soit P(n) la propriété

(n=0)V(n>1).
Montrons-la par récurrence. On a certainement P(0) car 0 = 0 (nous avons initia-
lisé). Montrons I’hérédité, et pour cela, supposons que P(n) est vraie.

Il y adeux cas. Sin = 0, alors n+1 = 1, donc 1 < n + 1 puisque 1 < 1;
donc P(n + 1) est vraie. Deuxiéme cas, si 1 < n, alors 1 <n+1carn < n+ 1.
Finalement, on a bien P(n + 1) dans tous les cas. La preuve est terminée.

Exercice : montrez le méme énoncé en considérant ’ensemble A = {n e N | 0 <
n < 1} (s'il est non vide, alors...).

Parfois, on s’intéresse a des propriétés de la forme P(n) seulement définies (ou
intéressantes) pour n suffisamment grand, disons pour n > ng, avec ng € N. Dans
ce cas, il suffit de montrer que P(ng) est vraie, et que Vn > ng, P(n) = P(n+1).
(Exercice : démontrez que ce principe est correct!)

En général, on annonce au lecteur « montrons P(n) pour n > ng par récurrence ».
Voici un exemple.
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EXEMPLE 7.4 — Nous allons montrer que si n,m sont des entiers tous les deux
non-nuls, alors n - m # 0 (on dit que la multiplication est « intégre »). Pour cela,
fixons un entier m # 0, et soit P(n) la propriété

n-m # 0.

Montrons-la par récurrence pour n > 1 (d’aprés exemple précédent, n # 0 est bien
équivalent & n > 1, donc c’est bien ce que 1'on veut).

Pour P(1), on a 1-m = m # 0, pas de probléme.

Maintenant, supposons que P(n) est vraie, donc n - m # 0. En particulier 0 <
n - m (d’aprés l'exemple ci-dessus!). En ajoutant m a cette inégalité, on obtient
m<n-m+m=(n+1)-m, et en particulier 0 < (n+1)-m. C’est bien P(n+1).

Voici donc comment on procéde pour démontrer formellement les propriétés « évi-
dentes » des entiers. Assurez-vous de comprendre ces arguments, et de comprendre
pourquoi il est nécessaire de les donner (au moins une fois). En faisant les exercices,
vous allez graduellement vous rendre compte que ces choses ne sont pas difficiles,
et nécessitent seulement un peu de soin. Avec ’expérience, vous aurez rapidement
la conviction que toute propriété des entiers que vous considérez comme évidente
depuis des années peut effectivement se démontrer, quitte & y passer du temps. Et
vous pourrez alors de nouveau affirmer, par exemple, qu’il est clair qu’il n’y a pas
d’entier n tel que 0 < n < 1 (comme ci-dessus) : vos interlocuteurs et vous-mémes
tomberez immédiatement d’accord sur I'existence d’une preuve formelle.

Il est grand temps de donner un exemple un peu plus consistant de récurrence :

EXEMPLE 7.5 — Montrons par récurrence que 32"+6 — 27 est divisible par 7, pour
tout n. Voyons pour n =0 : on a 3% — 1 = 728 = 7 x 104, donc ¢a marche. Voyons
I’hérédite, et supposons donc que 32716 — 27 = 7k pour un certain entier k. On
écrit

32(n+1)+6 _ont+l _ 9(32n+6) _9.9n — 7(32n+6) + 2(32n+6 _ 2n) — 7(32n+6 + 2]{1)
On a bien ici un multiple de 7, donc la preuve par récurrence est terminée.

EXEMPLE 7.6 — On dit qu’'un entier p > 1 est premier lorsque les seuls entiers qui
divisent p sont 1 et p lui-méme. Montrons par récurrence que tout entier n > 2 est
un produit de nombres premiers (résultat classique!).

Attention, ici la propriété P(n) que 'on montre par récurrence sur n n’est PAS
«n est un produit de nombres premiers » (essayez, ¢a marche mal). On va faire
ce que l'on appelle parfois une , c’est-a-dire que 'on prend pour
P(n) la propriété « pour tout entier m avec 2 < m < n, on peut écrire m comme
un produit de nombres premiers ». Il est évident que démontrer P(n) pour tout n
revient exactement a ce que 1’on voulait faire, mais il se trouve que c’est plus facile,
dans ce cas précis.

En effet, voyons P(2) (attention, ici ¢a commence & 2!). Le nombre 2 est premier,
et c’est le seul nombre entre 2 et 2, donc on a bien la propriété P(2).

Voyons I’hérédité ; supposons P(n). Un nombre m tel que 2 < m < n+ 1 est soit
m = n+ 1, soit il vérifie 2 < m < n, donc comme P(n) est vraie, il suffit de traiter
le cas m = n+ 1. Si n + 1 est un nombre premier, alors on a fini. Deuxiéme cas,
si ce nombre n’est pas premier, alors n + 1 = mymgo avec m; # l et my #n +1;
on en déduit que mo # 1 et mo # n + 1. Ainsi m; et my sont tous les deux entre 2
et n. D’aprés P(n), on peut écrire my = pipa---pr et ma = q1q2 -+ - q¢ ou les p; et
les g; sont premiers. Pour finir n + 1 = mimg = p1p2 - - - Prq1g2 - - - q¢, c’est bien un
produit de nombres premiers, et on a terminé.

7.3. Définitions par récurrence. Commencons par quelques mots sur la récur-
sivité en informatique, car ¢a aide. Vous savez sans doute que, dans la plupart des
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langages de programmation, une fonction peut s’appeler elle-méme. C’est ce qu’on
appelle une fonction récursive, et I'idée est trés proche de celle de la récurrence sur
les entiers (quoiqu’il y ait des différences aussi).

Par exemple, voici des exemples en Python de fonctions récursives, qui renvoient
un booléen.

def pair(n):
if (n==0):
return(True)
elif (n==1):
return(False)
else:
return (pair(n-2))

On pourrait utiliser 'une ou lautre de ces fonctions pour donner une (autre)
définition de ce qu’est un entier pair : on dit qu'un entier n est pair si pair(n)

renvoie True, par exemple. C’est un exemple de . En voici
un autre :
DEFINITION 7.7 — Soient a et n des entiers. On définit la n-iéme de a,
notée a”, par récurrence ainsi :

a’ =1, a"t=q-a"

En d’autres termes, a™ c’est «a-a---a, le tout n fois », mais pour rendre ¢a
rigoureux, mieux vaut la définition par récurrence ci-dessus. L’essence de cette
définition est que a™ est 'entier renvoyé par puissance(a, n) ou:

def puissance(a, n):
if n ==
return 1
else:
return a * puissance(a, n-1)

Un autre exemple classique est celui des suites définies par récurrence. Une
d’éléments de l'ensemble X, au fait, c’est une fonction u: N — X ; on note en
général u,, au lieu de u(n), et on emploie aussi souvent la notation (uy,),>o pour
parler de u. Si f: X — X est une fonction, alors on peut définir par récurrence la
suite u par les conditions

Uy = To, Unt1 = flun),

oll g est un élément de X donné. Par exemple, on peut considérer la suite u
d’éléments de R donnée par

UQ:L un+1=3ui—1.
En Python ca serait
def u(n):
if n ==
return 1
else:
return 3*u(n)**x2 - 1
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(Ou méme u= lambda n : 1 if n==0 else 3*u(n-1)**2 - 1.) Les premiers
termes sont ug = 1,u1 = 2,us = 11, ug = 362, uy = 393131.

Remarque 7.8. Attention, cette remarque aborde un point difficile ; en premiére lec-
ture, on pourra lignorer, et se contenter des explications ci-dessus. Nous n’avons
pas formalisé complétement ce qu’est une « définition par récurrence ». Ou plus pré-
cisément, nos explications utilisent un algorithme. Or la régle du jeu, normalement,
c’est de tout exprimer a ’aide des ensembles...

Prenons donc 'exemple des suites définies par récurrence. Imaginons le cadre
général, celui d’une fonction f: X — X qui nous est donnée. Si xg € X est fixé, on
souhaite définir la suite u par les formules

(*) ug = To, Unt1 = f(un).

En d’autres termes, on souhaite que u,, soit I’élément u(f, n, x0) ou :

def u(f, n, x0):
if n ==
return x0
else:
return £( u(f, n-1, x0) )

Intuitivement, tout est parfaitement clair, mais a-t-on vraiment défini une suite,
c’est-a~dire une fonctionu: N — X 7 Sioui, alors quel est son graphe, concrétement?
Une fonction n’est pas une suite d’instructions pour faire un calcul...

Il ne faut pas s’y méprendre : ce qui est délicat ici, c’est de « faire rentrer » la
définition dans le cadre qu’on s’est donné, avec notre définition de « fonction », elle-
méme adoptée parce qu’on a voulu se ramener aux ensembles, par économie. C’est
une difficulté artificielle, qui ne doit pas faire oublier que le concept de « définition
par récurrence » est intuitivement assez simple.

La réponse ceci dit, avec tous les détails, est compliquée. Dans un premier temps,
on démontre par récurrence sur N qu'il existe une fonction unique u(N) : {0,1,2,....,N} —
X telle que ™ (n+1) = f(u™(n)) pour 0 < n < N — 1. En effet, ca marche bien
pour N = 0, et puis si I'™V) est le graphe de u(™), on montre qu’il suffit d’ajouter
la paire (N + 1, f(u{N)(N)) pour obtenir le graphe de uN+1)... (détails laissés en
exercice).

Puis, on voit chaque graphe I'(™V)

comme une partie de N x X, et on pose

[:= U v,

N>0

Enfin, on prend le temps de vérifier que I est bien le graphe d’une fonction u, qui
vérifie u(n+ 1) = f(u(n)) pour n > 0. Par définition, la suite u « définie par (*) »,
c’est celle-ci.

Au risque de se répéter : la premiére définition donnée est parfaitement suffisante
pour déterminer chaque u,, sans ambiguité. Avec cette remarque, nous avons voulu
prévenir une objection qui a pu vous venir & I’esprit, & savoir qu’une fonction n’est
pas, techniquement, une suite d’instructions pour faire un calcul — ¢’est un graphe.
En pratique, ce genre de pinaillage n’intéresse pas les mathématiciens, surtout une
fois qu’on a vu, par un exemple, que la formalisation n’est jamais une véritable

difficulté.

7.4. Manipulation de sommes et produits. On va discuter un peu des nota-
tions Y et ], et de leurs propriétés. Dans ce qui suit, disons pour étre concrets
que nous traitons toujours d’entiers naturels (les éléments de N); mais en réalité,
les régles s’appliquent sans probléme aux nombres réels, aux complexes, et & vrai
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dire dans toutes les situations ot I'on a une addition et une multiplication avec
les propriétés de commutativité, associativité et distributivité. Vous étudierez ces
situations plus en détail dans le cours d’algébre, le but ici étant de s’entrainer aux
manipulations de symboles.

DEFINITION 7.9 — Soit f: N — N une fonction (comme annoncé, la discussion
pourrait se faire avec une fonction N — R ou N — C etc). On définit la somme
Yoi . f(i) quand k < n par récurrence sur n de la maniére suivante :

o[ f(R) Sn—k
;f(l) —def{ f(”)+2?:_k1 (’L) sin>k

Autrement dit, Z?:k f(i) est somme(£f, k, n) ou:

def somme(f, k, n):
if n ==
return f (k)
else :
return f(n) + somme(f, k, n-1)

LEMME 7.10 — Soit X une constante (qui ne dépend pas de i).

(1) Décomposition (on peut "sortir" le premier terme de la somme) :

D F@) =fk)+ Y )
i=k i=k-+1

(2) Décomposition (on peut "sortir" le dernier terme de la somme) :

n n—1
S F) = S FG) + Fn)
i=k i=k
(8) Linéarité :
Z Aa(i) =AY a(i)
i=k i=k

Linéarité ? :

(4)
(5) Comptage :

S A=(n+1-k)A
i=k

(6) Découpage d’une somme : Si k < p <n alors

(7) Décalage d’indice :
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(8) Parcours a rebours :

n n—k
> a(i) =Y a(n—1i)
i=k =0

Démonstration. Par récurrence sur n en utilisant les propriétés d’associativité, com-
mutativité et distributivité de la somme et du produit. O

EXERCICE 7.11 — Donner une version rigoureuse de la preuve suivante du fait que
n . n(n+1) 1e L .
Y it = —5— (sans utiliser de récurrence) :

1 + 2 + ...+ n
n + n—1 + ... + 1
n+l1 4+ n+1 4+ ... + n+1

DEFINITION 7.12 — On définit le produit [ quand k& < n par récurrence sur n de
la maniére suivante :

T s 1 sik=mn
1:ka(l) —def { f(n) % H;l;kl f(’L) sin>k

LEMME 7.13 — Soit A\ une constante (qui ne dépend pas de 1).
(1) Décomposition (on peut "sortir" le premier terme du produit) :
[1r@) =rw I o)
i=k i=k+1

(2) Décomposition (on peut "sortir" le dernier terme du produit) :

n

T £6) = 7o) T 7
i=k

i=k

(3) .
[[2a) = X * ] ali)
i i=k

(4) Associativité :

(5) Comptage :
H A= >\n+17k
i=k

(6) Découpage d’un produit : Si k < p < n alors

n

[Ta6) =]]at) T] a6
i=k i=k

i=p+1

(7) Décalage d’indice :

n n+m
H a(i) = H a(i —m)
1=k 1=k+m

(8) Parcours a rebours :
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8. DENOMBREMENT

Le dénombrement, c’est I’art et la maniére de compter, dans des situations tou-
jours plus subtiles.

Tous les cours sur le dénombrement commencent par donner un certain nombre
de formules considérées comme « évidentes », avant d’aller plus loin. A vrai dire,
sur ce sujet, chaque professeur va espérer que vous avez déja vu des démonstrations
ailleurs! Les propriétés dont on a besoin sont, en effet, trés intuitives, mais les
preuves formelles — dont on doit convaincre le lecteur qu’on peut les produire,
rappelez-vous — sont finalement un peu délicates.

C’est un terrain d’entrainement parfait pour notre cours : ici, nous allons montrer
les formules de base du dénombrement, en essayant de vous faire sentir & chaque
fois le passage de I'idée intuitive a la formalisation. Bien stir, vous en retirerez des
choses utiles (les nombres binomiaux, par exemple, se retrouvent partout), mais
c’est aussi un prétexte pour vous faire étudier une rédaction mathématique.

8.1. Fondations.

DEFINITION 8.1 — Soit X un ensemble. S’il existe un entier n et une bijection
{1,2,...,n} — X,

alors on dira que X est , ou encore que X posséde n éléments. On dit
que X est lorsqu’il existe un n tel que X est de cardinal n.
Le seul ensemble dont on dit qu’il est de cardinal 0 est I’ensemble vide (il est
fini).
Remarque 8.2. (1) Dans toute cette partie, on écrit {1, 2, ...,n} comme raccourci
pour {z € N |1 <z <n}.

(2) Sif:{1,2,...,n} — X est une telle bijection, alors on a bien envie d’em-
ployer la notation x; = f(i), de sorte que X = {x1,22,...,2,} (car f est
surjective), et x; # x; quand ¢ # j (car f est injective).

(3) Supposons qu’il existe une bijection entre X et ’ensemble Y. Alors si X est
de cardinal n, on peut dire la méme chose de Y. Pourquoi ?

Voici les propriétés que 1'on considére fondamentales.
LEMME 8.3 — Soit X un ensemble.

(1) Soit A C X une partie de X. Si X est fini, alors A aussi. De plus, si A est
de cardinal m, et si X est de cardinal n, alors m < n.

(2) On suppose que
X=AUA U --UAyg,
ou les parties A; vérifient A;NA; = 0 pour i # j. De plus, on suppose que A;
est de cardinal n;, pour chaque indice i. Alors X est de cardinal n; + no +
ot

Démonstration. Comme la démonstration est un peu longue, voici une esquisse.
Vous pourrez compléter les arguments, & titre d’exercice. Il est possible de combler
chaque détail !

Commencgons par le (1). Les étapes sont :

— On démontre qu’on peut se ramener au cas de X = {1,...,n} pour n entier.
(Il faut donc montrer que toute partie de {1,...,n} est finie, de cardinal < n.)
— On peut le faire par récurrence sur n. Toute partie de {1,...,n + 1} est soit

une partie de {1,...,n}, soit est de la forme A’U{n+1} ot A" est une partie
de {1,...,n}, et on considére les deux cas séparément.
Voyons maintenant le point (2).
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— 11 suffit de montrer le cas k = 2 : le cas général se fait alors facilement par

récurrence.

— Il faut montrer que {1, ...,n+m} est 'union disjointe de {1,...,n} et de {n+
1,...,n+m}, pour n,m entiers. (Ca nécessite de faire remarquer qu’il n'y a
pas d’entier x tel que n <z < n+1.)

— 11 faut trouver une bijection entre {1,...,m} et {n +1,...,n 4+ m}. On

prendra z — x + n, dont la réciproque est © — z — n (il faut donc un
peu parler des entiers relatifs et de leurs propriétés (ou ce qui revient au
méme, des propriétés de la soustraction), ce qu’on n’a pas fait dans ce poly).
— On montre un résultat intermédiaire : si A; est en bijection avec A}, et As
avec Ab, et si AjNAy = 0 et AJNA, = 0, alors il y a une bijection entre A;UAs

et Aj U Aj.
O

Voyons des exemples. On peut, pour commencer, compter le nombre d’éléments
dans un produit cartésien.

LEMME 8.4 — Soit X un ensemble de cardinal n, et Y un ensemble de cardinal m.
Alors le produit cartésien X XY est de cardinal nm.

Démonstration. Ecrivons X = {z1,...,2,}, comme dans la remarque ci-dessus, et
posons A; = {(z;,y) | y € Y}, pour 1 < ¢ < n. Alors X x Y est I'union des sous-
ensembles Ay, As, ..., A,, qui sont disjoints. D’aprés le lemme, le cardinal de X xY
est donc la somme des cardinaux des A;.

Maintenant, fixons i, et regardons lapplication Y — A; définie par y — (z;,y).
C’est une bijection, dont la réciproque A; — Y est donnée par (z;,y) — y. Donc le
cardinal de A; est m, indépendamment de 1.

Finalement, le cardinal de X XY est m+m+ -- -+ m, avec n fois le nombre m ;
c’est donc bien nm. O

COROLLAIRE 8.5 — Si X posséde n éléments, et si k > 1 est un entier, alors X*
posséde n* éléments.

Démonstration. Récurrence sur k, laissée en exercice. O

On va maintenant compter le nombre de facons de choisir k éléments distincts
dans un ensemble X de cardinal n. En d’autres termes, pour tout ensemble X,
posons

'Q{k(X) = {(a17a27 s 7ak) | a; 7& a;j pour i 7&]}3
de sorte que 7, (X) C X*. (Un élément de <7, (X) est parfois appelé un k-arrangement
d’éléments de X, d’ou la notation.)

THEOREME 8.6 — Soit X un ensemble de cardinal n, et soit k > 1 un entier. Alors
Uensemble @), (X) est de cardinal

nn—1)(Mn—-2)---(n—k+1)
stk <n.

Essentiellement, I'idée est qu’il faut d’abord choisir a1, pour lequel on a n choix,
puis on choisit as, pour lequel on a (n — 1) choix, puis ag avec (n — 2) choix, etc.
La démonstration qui suit ne dit pas autre chose.

Démonstration. On va procéder par récurrence sur k. La propriété est exactement
celle du théoréme, c’est-a-dire, ’entier k& étant donné : pour tout ensemble X de
cardinal n > k, le cardinal de o7 (X) est n(n —1)(n —2)--- (n — k + 1).

Pour k = 1, Pensemble 27 (X) étant X lui-méme, on constate bien qu’il est de
cardinal n.
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Supposons donc que «#%_1(X) est de cardinal n(n — 1)---(n — (k — 1) + 1)
pour tout ensemble X de cardinal n > k — 1, et montrons la propriété pour k.
Soit X = {x1,x2,...,2,} un ensemble de cardinal n. Posons

A; ={(zi,a1,0az2,...,ax-1) | as # ar pour s #t, et as # x;} C (X).

Alors @7, (X) est 'union disjointe des parties A;, pour 1 < i < n. (C’est la traduction
de : « on commence par choisir le premier élément, qui est 'un des x; ».)
Calculons le cardinal de A;. On considére 'application

JZ{k_l(X AN {Iz}) — Al

définie par (a1,...,ax—1) — (x;,a1,...,ax—1). C’est une bijection, dont la réci-
proque est donnée par (x;,a1,...,ax—1) — (a1,...,ax—1). Donc le cardinal de A;
est aussi celui de #7,_1(X \ {z;}). Par récurrence, puisque X ~\ {z;} est de cardinal
n — 1, le cardinal de A; est finalement

mm—1)---(m—(k—1)+1)
avec m = n — 1, c’est-a-dire
n—1)(n-2)---(n—k+1).

C’est le méme cardinal pour chaque indice i. Pour «7(X), il faut donc faire la
somme de ce nombre n fois, ce qui donne

nn—1)Mn-2)---(n—k+1)
pour le cardinal de 7, (X). O

EXEMPLE 8.7 — Le cas k = n est intéressant. Pour fabriquer un élément de 7, (X),
il faut finalement prendre tous les éléments de X, mais... dans un certain ordre! Le
cardinal de «7,(X) est donc le nombre de fagons de « trier » les éléments de X. Le
théoréme affirme que ce nombre est n(n —1)(n —2)--- x 3 x 2 x 1.

Pour X = {1,2,3} par exemple, on doit avoir 3 x 2 x 1 = 6 facons de faire. Et
en effet, les éléments de «75({1,2,3}) sont

(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1),(2,1,3),(3,1,2),(3,2,1) .

DEFINITION 8.8 — Le produit des nombres entiers de 1 & n est appelé
et est noté n!. (Par convention, on pose aussi 0! = 1; on vous laisse méditer sur ce
choix.)

Donc n! est le cardinal de «,({1,2,...,n}). Avec cette notation, le théoréme
précédent affirme que le cardinal de 7 (X) est n!/(n—k)!, si X posséde n éléments.
Le petit résultat ci-dessous est assez évident, mais il aide souvent a la rédaction.

LEMME 8.9 — Soit f: X — Y une fonction. On suppose que Y est fini, de car-
dinal n. De plus, on suppose qu’il existe un entier m tel que, pour tout y € Y,
Uensemble f~1({y}) est de cardinal m. Alors X est fini, de cardinal nm.

(A titre d’exercice, vous montrerez que les hypothéses entrainent que f est sur-
jective, si X est non-vide.)

Démonstration. L'ensemble X est l'union disjointe des parties f~!({y}) (pour-
quoi?), indexées par y € Y. Il y a n parties, chacune de cardinal m, d’ou le
résultat. (]

DEFINITION 8.10 — Soit X un ensemble, et k un entier. On note % (X) 'ensemble
des parties de X de cardinal k.
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On va maintenant calculer le cardinal de 97, (X), lorsque X est fini. Voici la
version informelle. On a calculé le cardinal de o7 (X), c’est n!/(n — k)!, mais on
peut aussi le calculer d’une autre fagon : pour déterminer un élément de <7 (X),
on peut d’abord choisir un ensemble de k éléments de X, c’est-a-dire un élément
de P, (X), et ensuite, il faut mettre les éléments de cet ensemble dans l'ordre. Il
y a r facons de choisir 'ensemble, ot I'entier r est le cardinal de Z(X), etily a
k! fagons de faire le tri, on I’a vu. Donc le cardinal de %, (X) est aussi rk!, d’ou la
valeur de 7.

Voyons une version plus détaillée.

THEOREME 8.11 — Soit X de cardinal n, et soit k un entier, avec 0 < k < n. Alors
Uensemble P, (X) est de cardinal
n!
Kl(n— k)"
Démonstration. On définit une fonction
[+ (X)) — Pr(X)
par f((a:l, . ,xk)) = {x1,...,2}. (Prenez bien le temps de comprendre la défini-
tion de f.)

Siy={r1,...,7x} € Pr(X), alors f~1({y}) = @ (y). (La encore, n’allez pas
trop vite en lisant ceci.) En particulier, le cardinal de f~!({y}) est k!, puisque le
cardinal de y est k.

D’aprés le dernier lemme, si on note r le cardinal de Z;(X) (que 'on cherche

a calculer!), alors rk! est le cardinal de @, (X). D’ou k! = n!/(n — k)!, et enfin
r=nl/(k!(n — k!)) comme annoncé. O

8.2. Les nombres binomiaux.

DEFINITION 8.12 — On note, pour 0 < k < n,

(W) = momr

Les nombres de cette forme (pour diverses valeurs de k et n) sont appelés
. Lorsque k£ < 0 ou k > n, on pose (Z) =0.

On a donc montré que le cardinal de & (X) est (Z), lorsque X est de cardinal n.
(C’est encore vrai pour k < 0 ou k > n, car & (X) est alors vide!)

THEOREME 8.13 — Les nombres binomiauz ont les propriétés suivantes.

W (1)= (")
@ () (:2)=Go)

Démonstration. On laisse le (1) en exercice facile (il y a au moins 2 démonstrations
bien différentes, les voyez-vous?). Voyons le (2) (on donne une seule démonstra-
tion, et 1a encore, on vous laisse imaginer une deuxiéme, plus courte mais moins
parlante...)

Soit X un ensemble de cardinal n+1, et soit z9 € X. Ecrivons Z,1(X) = AUB,
ou

A= {E S @k+1(X) | xXo € E},

et B= P 1(X) N A (de sorte que AN B = 0).

Le cardinal de A est (Z) En effet, informellement, une partie de X qui est
dans A est de la forme {zg, 21, ..., 21}, donc il faut choisir les k éléments z1, ...,



36 PIERRE GUILLOT ET JULIEN NARBOUX

dans X ~\ {zo} qui est de cardinal n. Plus formellement, on a une bijection A —
P (X ~{zo}) définie par E — E \ {z0}; sa réciproque est F' — F U {xo}.

Un peu de la méme fagon, on prouve que le cardinal de B est (kil). En effet B
est en bijection avec Pj11(X \ {zo}) (et méme mieux : il est en fait a cet
ensemble, quand on y réfléchit).

Puisque AN B = 0, le cardinal de Zj11(X), qui est (Zﬂ), est aussi la somme
(%) + (1)~ Voila qui prouve le point (2). O

A laide de la propriété (1), on peut calculer trés facilement les nombres ci-dessus.
On va construire un tableau, qui contient dans la n-iéme ligne et dans la k-iéme
colonne le nombre (Z) ; par ailleurs, on convient de ne pas écrire les zéros dans le

tableau (on laisse un,blanc). Les premieres lignes sont donc :

C’est le triangle de Pascal qui apparait peu a peu. Pour écrire la ligne suivante, on
utilise (1) comme ceci :

(Chaque nombre est donc la somme de celui immédiatement au-dessus et de celui
a gauche au-dessus; vérifiez que la ligne suivante est 1,4,6,4,1). Le calcul est trés
rapide, et il suffit de se rappeler que la toute premiére ligne (pour n = 0) contient
juste un 1 (pour k£ = 0). On gagne cependant un peu de temps a mémoriser quelques
lignes.

L’utilisation la plus fameuse des nombres (Z) est la formule du binéme de New-
ton :

THEOREME 8.14 — Soient a et b des entiers (ou des réels ou des complexes, ou en
fait n’importe quels éléments avec lesquels les régles de calcul usuelles s’appliquent.)
Alors pour tout entier n on a

e =3 (§) et

Par exemple on a
(a+b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*,
d’aprés le triangle de Pascal. Précisons quun terme de la forme a*b"* est appelé
un binéme (car il fait intervenir deux éléments différents), et que c’est la formule
de Newton qui vaut aux nombres (Z) le nom de coefficients binomiaux.
Donnons une idée de démonstration, pour commencer. On fait quelques dévelop-
pements « sans permuter a et b » :

(a+b)? = (a+0b)(a+b)=a®>+ab+ba+b>.
Puis
(a+0)® = (a® 4 ab + ba + b*)(a + b)
= a® + aba + ba® + b’a + a®b + ab® + bab + b3 .
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Ensuite on regroupe les termes, puisque aba, a?b et ba? sont égaux, par exemple.
On trouve a® + 3a%b + 3ab? + b3, puisqu'’il y avait trois termes donnant a2b, un seul
donnant a3, etc.

Cette petite analyse nous fait réaliser qu’un terme de (a + b)", aprés développe-
ment mais avant de faire permuter a et b et de regrouper, est de la forme 1z - - - x,
avec chaque z; € {a,b}; et par ailleurs, chaque écriture zyxs - - - x,, se retrouve une
fois et une seule.

Quand on veut regrouper les termes, il faut compter combien de fois on trouve a
pour chaque k. Facile : pour obtenir a*b"* & partir de z129 - - - T, il s’agit de choi-

kpn—k
b,

sir quels indices i1, ..., vérifient z;, = z;, = -+ = z;, = a, et pour les autres
indices x; = b. Il faut donc choisir un sous-ensemble de k éléments parmi l'en-
semble {1,...,n} de tous les indices, donc il y a (Z) facons de le faire. Finalement,

on obtient un terme (2) aFb"* pour chaque k, comme on voulait le montrer.

Pour rédiger une démonstration plus formelle (mais qui explique moins bien la
formule), on va faire une récurrence.
Démonstration. la propriété P(n) est « la formule pour (a4 b)™ est vraie pour n ».
On vérifie sans peine P(0) qui affirme que (a + b)Y = 1, et aussi P(1) qui affirme
que (@ + b)! = a + b, et ci-dessus nous avons vérifiée P(2) et P(3). L'initialisation
est donc largement faite (P(0) seule aurait suffi).

Supposons donc que P(n) est vraie et penchons nous sur la propriété P(n + 1).
On écrit

(a+0)"t" = (a+b)"(a+Db)

_ <§:_0 <Z> akb”k> (a+1b).

Ici on a utilisé P(n) pour développer (a + b)™. Le reste n’est que calcul, ’étape
essentielle étant 1'utilisation de la formule (1) pour les coefficients binomiaux :

(a+b)n+1 — i <Z) akJrlbnfk + i <Z) akbn+17k
k=0

k=0

n+1 n
_ n kpn+l—Fk N\ kn+tl—k
—Z(k_1>ab +Z(k)ab

k=0 k=0

S () (1)) e

+1
:nz: n1\ kpnriok
N :

k=0

(Notez comment, pour obtenir la deuxiéme égalité, nous avons remplacé k par k—
1 dans la somme de gauche ; la somme est inchangée si I’on fait maintenant varier k
de 1 an+1 au lieu de 0 & n, mais nous avons méme laissé k démarrer a 0 car (Il1) =
0.) On a bien obtenu P(n+ 1) en supposant P(n), et par le principe de récurrence,
on sait maintenant que P(n) est vraie pour tout n. ]
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