Exo7

Exercices de mathématiques

Les exercices suivants sont tous tirés du site exo7, voir
http://exo7.emath.fr/search.php

Ils accompagnent le « Cours concis de mathématiques » de Pierre Guillot,
disponible sur la page web de 'auteur. Les énoncés apparaissent ci-dessous
dans lordre ou ils sont référencés dans le cours. Sur le site on trouvera
beaucoup d’autres exercices, dont certains sont corrigés, et parfois méme en
vidéo.

On utilise une double numérotation des exercices. La premiére n’est pas sur-
prenante puisqu’elle part de 1, enchaine avec 2 puis 3, et ainsi de suite. Les
indications et les corrections, données plus loin, ont did se faire avec cette
numérotation-la. Le deuxieme numéro donné, entre parenthéses avec l’au-
teur de l’exercice, est le méme que sur le site exo7 et c’est aussi le numéro
utilisé dans le cours ; c’est un absolu et il ne devrait pas changer a l’avenir. Si
de nouveaur exercices sont ajoutés sur exo7, ou dans une version ultérieure
du livre, on pourra toujours faire référence a ce numéro.

Ci-dessous on dresse une table donnant la correspondance entre les deux
numérotations, o toutes fins utiles. Le plus rapide pour trouver un énoncé
reste de se rendre sur exo7 et d’utiliser le « cadre de saisie ».
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Voici la table des correspondances entre la numérotation du cours, qui est
aussi celle d’exo7, et 'ordre d’apparition dans ce document :

o o o o o o

exo?7 n° | exo?7 n° | exo7 n exo’ n exo’ n exo’ n

1 27| 375 35| 677 68| 954 150 | 1794 73 | 3401 166
27 29| 379 39| 698 79| 956 146 | 2090 165 | 3404 167
31 30| 380 40| 699 80| 959 151 | 2095 164 | 4019 120
42 93| 387 41| 700 81| 970 139 | 2098 156 | 4054 178
43 94| 401 36 | 701 82| 974 140 | 2099 158 | 4055 179
44 95| 412 37| 703 83| 979 112 | 2100 153 | 4064 180
45 96 | 423 38| 705 84| 980 116 | 2433 143 | 5127 28

110 10| 456 25| 709 8 | 981 113 | 2467 170 | 5164 102
112 11| 461 26| 715 88| 984 109 | 2468 173 | 5165 103
124 21| 470 23| 717 89| 997 110 | 2580 174 | 5188 134
125 9| 472 24| 718 90 | 1013 111 | 2621 53 | 5259 145
126 3| 477 22| 721 91 | 1040 54 | 2740 141 | 5426 121
127 4| 505 44| 808 159 | 1041 55 | 2741 142 | 5427 122
130 2| 507 46| 809 160 | 1042 56 | 2750 61 | 5429 123
132 12| 519 43| 810 161 | 1043 57 | 2762 171 | 5430 124

133 5| 524 45| 812 155 | 1045 58 | 2763 172 | 5432 125
135 6| 563 47| 824 162 | 1134 74| 2764 175 | 5433 126
138 7| 568 48| 824 162 | 1136 76 | 2765 176 | 5434 127
141 8| 569 49| 86 99 | 1144 77 | 2766 177 | 5437 128
143 1| 570 52| 888 100 | 1148 75| 2773 63 | 5438 129

185 16 | 572 50| 893 101 | 1171 359 | 2775 62 | 5439 130
186 17| 574 51| 900 104 | 1173 60 | 2781 107 | 5440 131
187 13| 639 70| 908 105 | 1221 86| 2939 97 | 5441 132
190 14| 642 64| 914 106 | 1223 87 | 2945 31 | 5446 154
193 18| 645 67| 920 136 | 1237 117 | 3151 32 | 5524 92
194 19| 646 71| 923 137 | 1239 118 | 3152 33 | 5565 138
199 20| 649 65| 929 133 | 1240 119 | 3317 114 | 5567 108
201 15| 670 72| 934 147 | 1605 169 | 3318 115 | 5627 168
364 34| 671 66 | 941 148 | 1716 98 | 3351 152 | 6865 157
370 42| 675 69| 943 149 | 1763 78 | 3400 144 | 6871 135




Les énoncés

1.1 Ensembles

Exercice 1 (143, ridde, 1999/11/01).
Donner la liste des éléments de P(P({1,2})).

Exercice 2 (130, cousquer, 2003/10/01).
Soit E un ensemble & n éléments. Quel est le nombre d’éléments de EP?
Quel est le nombre de parties de EP 7

Exercice 3 (126, cousquer, 2003/10/01).
Démontrer les relations suivantes :

AUBNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Exercice 4 (127, cousquer, 2003/10/01).
Montrer que si F' et G sont des sous-ensembles de E :

(FCG < FUG=G) et (FCG +— (FUG=E).
En déduire que :
(FCG < FNG=F) et (FCG < FNLG=0).

Exercice 5 (133, cousquer, 2003/10/01).
Soit un ensemble E et deux parties A et B de E. On désigne par AAB
lensemble (A U B) \ (AN B). Dans les questions ci-aprés il pourra étre
commode d’utiliser la notion de fonction caractéristique.
1. Démontrer que AAB = (A\ B)U (B \ A).
2. Démontrer que pour toutes les parties A, B, C'de Eona (AAB)AC =
AAN(BAC).
3. Démontrer qu’il existe une unique partie X de E telle que pour toute
partie A de B, AAX = XNAA = A.

4. Démontrer que pour toute partie A de F, il existe une partie A’ de E
et une seule telle que ANA" = A/ANA=X.

Exercice 6 (135, cousquer, 2003/10/01).
On définit les cinq ensembles suivants :

A = {(m,y)€R2,x—l—y<1}

Ay = {(z,y) eR?, lz+y| <1}
As = {(z,y) €R?, Ja| + ]yl <1}
Ay = {(x,y)ERQ, r4y>-—1}
As = {(z,y) eR?, [z —y| <1}



1. Représenter ces cinq ensembles.

2. En déduire une démonstration géométrique de
(le+yl <1 et |[z—y|<1) & |2+ |yl <1

Exercice 7 (138, ridde, 1999/11/01).
Soient F un ensemble et A, B, C' trois parties de E telles que AUB = AUC
et ANB = ANC. Montrer que B = C.

Exercice 8 (141, ridde, 1999/11/01).
Est-il vrai que P(ANB) =P(A)NP(B)? Et P(AUB) =P(A)UP(B)?

Exercice 9 (125, cousquer, 2003/10/01).
A et B étant des parties d’un ensemble F, démontrer les lois de Morgan :

CAuCB=C(AnB) et CANCB=C(AUB).

Exercice 10 (110, gourio, 2001/09/01).
Nier la proposition : “tous les habitants de la rue du Havre qui ont les yeux
bleus gagneront au loto et prendront leur retraite avant 50 ans”.

Exercice 11 (112, bodin, 1998/09/01).
Nier les assertions suivantes :
1. tout triangle rectangle posséde un angle droit ;
2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs;

3. pour tout entier x, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la
relation z < x implique le relation z < z 4+ 1;

4. Ve>0 Ja>0 (e =7/5] < a= |5z — 7| < e).
Exercice 12 (132, cousquer, 2003/10/01).

Soit A une partie de F, on appelle fonction caractéristique de A 'applica-
tion f de E dans I'ensemble a deux éléments {0, 1}, telle que :

_JO0 sizg A
f(x)_{l sire A

Soit A et B deux parties de E, f et g leurs fonctions caractéristiques. Montrer
que les fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que
I'on déterminera :

11— f.
2. fg.
3. f+g9—fg.
Exercice 13 (187, gourio, 2001/09/01).

Donner des exemples d’applications de R dans R (puis de R? dans R) injective
et non surjective, puis surjective et non injective.



Exercice 14 (190, ridde, 1999/11/01).
Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

1. f:N>Nn—n+1

2. g:Z—>Z,n—n+1

3. h:R2 5 R? (2,9) — (z +y,z —y)

4. k:R\{1} > R,z 2
Exercice 15 (201, bodin, 1998/09/01).

On appelle demi-plan de Poincaré 'ensemble P des nombres complexes z

tels que Im z > 0, et disque unité ’ensemble D des nombres complexes z tels

que |z| < 1. Démontrer que z j—;; est une bijection de P sur D.

Exercice 16 (185, bodin, 1998/09/01).
Soient f: R — Ret g: R — R telles que f(x) = 3z + 1 et g(z) = 2% — 1.
A-t-on fog=go f?

Exercice 17 (186, cousquer, 2003/10/01).
Soit I’application de R dans R, f: x — 22.

1. Déterminer les ensembles suivants : f([—3, —1]), f([-2,1]), f([-3, —1]U
[—2,1]) et f([—3,—1] N [=2,1]). Les comparer.

2. Mémes questions avec les ensembles f~1(]—o00,2]), f~([1, +oo|), f 1 (]—o0, 2]U[1, +c])
et f71(]=00,2] N [L,+o0).

Exercice 18 (193, bodin, 1998/09/01).

On considére quatre ensembles A, B, C et D et des applications f: A — B,
g:B—=C,h:C— D. Montrer que :

g o f injective = f injective,

g o f surjective = g surjective.

Montrer que :
(g o f et h o g sont bijectives ) & (f,g et h sont bijectives).

Exercice 19 (194, ridde, 1999/11/01).
Soit f : X — Y. Montrer que
1. VBCY f(f~YB)) = Bn f(X).
2. f est surjective ssi VB C Y f(f~1(B)) = B.
3. f est injective ssi VA C X f71(f(A)) = A.
4. f est bijective ssi VA C X f(CA) =Cf(A).



Exercice 20 (199, bodin, 1998/09/01).
Soit f :[0,1] — [0, 1] telle que

{x siz €[0,1]NQ,

1—2 sinon.
Démontrer que f o f = 1d.
Exercice 21 (124, bodin, 1998/09/01).

Soient E et F' deux ensembles, f : £ — F. Démontrer que :
VA,B€P(E) (ACB)= (f(A)C f(B)),

VA,Be P(E) f(ANB)C f(A)n f(B),

VA,BeP(E) [f(AUB)=f(A)U[f(B),

VA,BEeP(F) fYAUB)=f(A)Uf(B),
VAEP(F) fUF\A)=E\f(A).

1.2 Nombres

Exercice 22 (477, bodin, 1998/09/01).
Soit A et B deux parties bornées de R. Vrai ou faux?

1. AC B=supA <supB,

2. AC B=inf A <inf B,

3. sup(A U B) = max(sup 4, sup B),

4. sup(A + B) < sup A + sup B,

5. sup(—A) = —inf A4,

6. sup A + inf B < sup(A + B).
Exercice 23 (470, cousquer, 2003/10/01).

Etant donné un ensemble A C R, écrire avec des quantificateurs les propriétés
suivantes :

1. 10 est un majorant de A,

m est un minorant de A,

P n’est pas un majorant de A,
A est majoré,

A n’est pas minoré,

A est borné,

NS ot e N

A n’est pas borné.

Exercice 24 (472, cousquer, 2003/10/01).
Soit E = {1 cosn | n € N*}; calculer inf E et sup E.



Exercice 25 (456, ridde, 1999/11/01).
Soient a et b deux rationnels positifs tels que y/a et Vb soient irrationnels.
Montrer que \/ZL + \/B est irrationnel.

Exercice 26 (461, gourio, 2001/09/01).

Montrer que 23 est irrationnel.
q In2

Exercice 27 (1, bodin, 1998/09/01).

Mettre sous la forme a + ib (a,b € R) les nombres :

3+6i  (1+i\° 3+6i 2450  2-5i
3—4i © \2-i) "3-4i ° 1-i 1+i

Exercice 28 (5127, rouget, 2010/06/30). **I
Déterminer les complexes z tels que z, % et z — 1 aient méme module.

Exercice 29 (27, bodin, 1998/09/01).
Calculer les racines carrées de 1, i, 3+ 47, 8 — 61, et 7 + 244.

Exercice 30 (31, bodin, 1998/09/01).
Résoudre dans C les équations suivantes :

P4z4+1=0 ; 22-1+2)2+i—-1=0 ; 22—V32—i=0 ;
22— (5—14i)z—2(5i+12) = 0; 22— (3+4i)z2—1+45i =0; 42°—224+1=0;
241022 4+169=0 ; 21+2:2+4=0.

Exercice 31 (2945, quercia, 2010/03/08). Position des racines carrées
Soit z € C et p, ¢ ses racines carrées. A quelle condition z, p, ¢ forment-ils un
triangle rectangle en z 7

Exercice 32 (3151, quercia, 2010/03/08). Equations linéaires
Résoudre dans Z/37Z :
1. . . .
3x+Ty=3
6z — Ty = 0.
2. z? —ﬁx—i—ﬁ: 0.

Exercice 33 (3152, quercia, 2010/03/08). Equation algébrique

1. Dresser la liste des cubes dans Z/13Z.

2. Soient x,y, z € Z tels que 523 + 1133 + 1323 = 0. Montrer que 13 divise
z,Y, 2.

3. L’équation : 523 + 11y3 + 1323 = 0 a-t-elle des solutions entiéres ?



1.3 Polynoémes
Exercice 34 (364, bodin, 1998/09/01).

Effectuer les divisions euclidiennes de
3X° +4X?2+1 par X?+2X + 3,
3X542X4 - X241 par X3+ X +2,
X4 - X34 X -2 par X?-2X +4.

Exercice 35 (375, ridde, 1999/11/01).
Effectuer la division euclidienne de X°® —7X%— X2 -9X 49 par X2 —5X +4.

Exercice 36 (401, bodin, 1998/09/01).
Décomposer dans R[X], sans déterminer ses racines, le polynéme P = X441,
en produit de facteurs irréductibles.

Exercice 37 (412, cousquer, 2003/10/01).
Dans R[X] et dans C[X], décomposer les polynémes suivants en facteurs
irréductibles.

1. X3 -3.
2. X121,

Exercice 38 (423, ridde, 1999/11/01).
Factoriser dans R[X] :
1 X0+1.

2. X94+ X6+ X3 +1.

Exercice 39 (379, bodin, 1998/09/01).

Calculer pged(P, Q) lorsque :
. P=X3-X?2-X-2etQ=X°-2X*+X2_-X -2,
2. P=X*4+X3-2X+1letQ=X3+X+1.

Exercice 40 (380, bodin, 1998/09/01).

Déterminer le pged des polynémes suivants :

X2 43X+ X3+ X2 43X +1et X2 4+2X3 4+ X 42,

X4+ X3-3X2 4X —let X34+X2-X -1,
XP+5X4+9X34+7X2+5X +3et X1 +2X3+2X2+ X +1.

Exercice 41 (387, cousquer, 2003/10/01).
Calculer le pged D des polynémes A et B définis ci-dessous. Trouver des
polynémes U et V tels que D = AU + BV.

1. A= X543X44+92X3-X2-3X-2 et B=X*4+2X34+2X24+7X+6.

2. A= X0-2X°42X*-3X3+3X?-2X et B=X'-2X34+X?—
X +1



Exercice 42 (370, cousquer, 2003/10/01).
Trouver les polynomes P tels que P + 1 soit divisible par (X —1)* et P —1
par (X +1)*:

1. en utilisant la relation de Bézout,

2. en considérant le polynome dérivée P'.

Combien y a-t-il de solutions de degré < 77

1.4 Suites

Exercice 43 (519, ridde, 1999/11/01).
Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est constante & partir d’un cer-
tain rang.

Exercice 44 (505, bodin, 1998/09/01).

Soit (un)nen une suite de R. Que pensez-vous des propositions suivantes :
e Si (uy), converge vers un réel £ alors (ugy, ), et (u2p41)n convergent vers /.
e Si (ugp)n et (ugn+1)n sont convergentes, il en est de méme de (uy, ).

e Si (ugn)n et (ugnt1)n sont convergentes, de méme limite ¢, il en est de
méme de (up)p.

Exercice 45 (524, monthub, 2001/11/01).
2nm

Soit ¢ un entier au moins égal a4 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos —.

1. Montrer que uy44 = u, pour tout n € N.

2. Calculer uy,q et upgr1. En déduire que la suite (uy,) n’a pas de limite.

Exercice 46 (507, bodin, 1998/09/01).
Montrer que la suite (uy)nen définie par

up = (=1)" + ~

n’est pas convergente.

Exercice 47 (563, monthub, 2001/11/01).
Posons uo =1 — 2% et pour tout entier n > 3,

(-2 (-3)(-2)

1
Calculer u,. En déduire que l'on a limu,, = 3

Exercice 48 (568, cousquer, 2003/10/01).
Déterminer les limites lorsque n tend vers 'infini des suites ci-dessous ; pour
chacune, essayer de préciser en quelques mots la méthode employée.



2/1:4/3;6/5;...:2n/(2n—1); ...
023: 0,233; ...: 0,233---3; ...
1 2 n—1
7_‘_7_"_..._‘_ 5
n
(n+1)(n+2)(n+3)
3
143454+ (2n—1) 2n+1]

- W=

n+1 2
n+(—1)"
n—(—=1)"
2n+1 _|_3n+1
2n + 37

9. (1/2+1/4+1/8+---+1/2") puis v2; \/2v2; \/2\/2V2; ...
1

n
11 (—1)"
10 (1= 42— —+---
39 T 3n>

11 (Vn+1-+/n)
12, ———~

13. Démontrer la formule 1422 + 3%+ ..+ n? = in(n+1)(2n +1); en

1422432 4.4 n?
n3 :

Exercice 49 (569, bodin, 2001/11/01).
Soit @ > 0. On définit la suite (uy)n>0 par up un réel vérifiant ug > 0 et par

la relation
1 a
Upt+1 = = | Un + — ).
2 Up,

On se propose de montrer que (uy,) tend vers /a.

déduire lim,, o

1. Montrer que
2
Un+1 —a=

2. Montrer que si n > 1 alors u, > y/a puis que la suite (up)p>1 est
décroissante.

3. En déduire que la suite (u,) converge vers y/a.

4. En utilisant la relation w112 — a = (unt1 — va)(uns1 + +/a) donner
une majoration de u,41 — y/a en fonction de wu, — \/a.

5. Siu; —+v/a <k et pour n > 1 montrer que

271,71

- asaa(i)

10



6. Application : Calculer /10 avec une précision de 8 chiffres aprés la
virgule, en prenant ug = 3.

Exercice 50 (572, bodin, 1998/09/01).

1. Soient a,b > 0. Montrer que vab < ‘IT“’
2. Montrer les inégalités suivantes (b > a > 0) :

b
aga; <b et a<Vab<b.

3. Soient ug et vg des réels strictement positifs avec vy < vg. On définit
deux suites (uy,) et (v,) de la fagon suivante :
Up + U
Up4+1 = /UpUyp €t Upy1 = %

(a) Montrer que u,, < v, quel que soit n € N.

(b) Montrer que (v,) est une suite décroissante.

(c) Montrer que (uy) est croissante En déduire que les suites (u,,) et

(vy,) sont convergentes et quelles ont méme limite.

Exercice 51 (574, ridde, 1999/11/01).
Soit n > 1.

n
1. Montrer que 'équation > xF = 1 admet une unique solution, notée

k=1
an, dans [0, 1].
2. Montrer que (a,)nen est décroissante minorée par %

1
3. Montrer que (a,) converge vers s.

Exercice 52 (570, bodin, 1998/09/01).
On considére les deux suites :

1 1 1
*l—l- + 44+ —; neN,
3! n!
Up = Up + :neN.

m )
Montrer que (uy)n et (v,), convergent vers une méme limite. Et montrer
que cette limite est un élément de R\Q.

Exercice 53 (2621, debievre, 2009/05/19).

Pour chacune des suites (u, ), dans le plan R? ci-dessous, placer quelques-uns
des points u,, dans le plan et décrire qualitativement le comportement de la
suite lorsque n tend vers l'infini. Etudier ensuite la convergence de chacune
des suites et déterminer la limite le cas échéant.

1. u, = (m,cos 1)
2.y = (AL iy (T oxp(—1)))

(
3. up = (sinhn, ln”)
(

4. u, = (a" cos(na), a" sin(na)), en fonction de a € R, a > 0 et a € R.

11



1.5 Matrices

Exercice 54 (1040, liousse, 2003/10/01).
Effectuer le produit des matrices :

(32)(h2) |

Calculer M?, M3, M*, M>.

120
31 4

o O O O

)

Exercice 55 (1041, liousse, 2003/10/01).
On considére la matrice suivante :

O O O

[echNen RS SHIRS

Exercice 56 (1042, liousse, 2003/10/01).
On considére les trois matrices suivantes :

2 -3 1 0
A=15 4 1 3
6 -2 -1 7

1. Calculer AB puis (AB)C.

2. Calculer BC puid A(BC).

3. Que remarque-t-on ?

)
3
6

Exercice 57 (1043, liousse, 2003/10/01).
On considére les deux matrices suivantes :

2 3 -4
5 2 1
A= 31 —6
2 4 0

1. Calculer AB.

2. Calculer BA.

3. Que remarque-t-on ?

_ -y O =

12

O = NN

O~ O

=N W

1 0

—1

2
et C’—( 3
-1 -3 7
0 2 1
3 0 -5
6 6 1

— 0 9

= o o

2 O

—_ = =

o R

L o0



Exercice 58 (1045, liousse, 2003/10/01).
011
Soit A = 1 0 1 |. Calculer A? et vérifier que A2 = A + 213, o I3
1 10
est la matrice identité 3 x 3. En déduire que A est inversible et calculer son
inverse.

Exercice 59 (1171, liousse, 2003/10/01).
Mettre sous forme matricielle et résoudre les systémes suivants.

22+y+z = 3

3r—y—2z = 0
r+y—2z = -2

L z+2y+2z = 1

rT+y+z+t =
r—y+2z—3t
2. 20 4+ 4z + 4t
20+ 2y + 32+ 8 =
5¢ +3y + 92+ 19t =

2r+y+z+t =
T+ 2y + 32+ 4
3 —y—32+2t

5y+9z2—-1t = —6

T—y+z+t =

4. 2z 4 3y + 4z + 5t

3x+y—z+t =
r+2y+3z = 0
5. 20 4+3y—2 = 0
d3zx+y+2z = 0

I
S W N

I
S R

I
~ 00 o

Exercice 60 (1173, cousquer, 2003/10/01).
Résoudre et discuter le systéme linéaire suivant :

r1+xo+3x3+ 1024 +25 = by

(S) 1 +2x9 +x3+4x4 +Tx5 = be
r1 + 3rs +4x3 + 1324 + 85 = b3

T+ 4o + 223+ Tey + 145 = by

Exercice 61 (2750, tumpach, 2009/10/25).
Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui, calculer leurs inverses.

123 10 —1 2 1 -1
231,20 1 |,[03 o
31 2 11 3 02 1

13



Exercice 62 (2775, tumpach, 2009/10/25).
Calculer l'inverse de la matrice suivante :

4 8 7 4
1 3 21
A= 1 2 3 2
0 011

Exercice 63 (2773, tumpach, 2009/10/25).
Pour quelles valeurs de a la matrice

11
A= 1 2
1 3

SN

est-elle inversible 7 Calculer dans ce cas son inverse.

1.6 Continuité

Exercice 64 (642, bodin, 1998/09/01).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer

que la fonction g(t) = f(t + b_T“) — f(t) s’annule en au moins un point de

0, 252).
Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure. Montrer qu’il existe

un intervalle de 30 mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.

Exercice 65 (649, gourio, 2001/09/01).
Soit f : R — R continue en 0 telle que Vz € R, f(x) = f(2x). Montrer que f
est constante.

Exercice 66 (671, vignal, 2001/09/01).
Soit f la fonction réelle a valeurs réelles définie par

T stz <1
flz)=< 2? sil<ax<4
8x sixz>4

1. Tracer le graphe de f.

2. f est elle continue?

3. Donner la formule définissant f~*.
Exercice 67 (645, ridde, 1999/11/01).

Soient I un intervalle de R et f : I — R continue, telle que pour chaque
xz €I, f(x)2 = 1. Montrer que f =1 ou f = —1.

14



Exercice 68 (677, bodin, 1998/09/01).
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ?

1 1. ef+e™®
a) f(x) =sinx sin— ; ) g(x) Sin—p ;

1 2
il i g

Exercice 69 (675, cousquer, 2003/10/01).
Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :

1.

- W N

filz) = x2cos% six#0, et f1(0)=0;

Exercice 70 (639, bodin, 1998/09/01).
Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur I.

1.

2.

Soit a € I. Donner une raison pour laquelle :

(1im £@) = f(@)) = (1 |f@)| = |f(@)])
On suppose que f et g sont continues sur /. En utilisant I'implication
démontrée ci-dessus, la relation sup(f,g) = 3(f + g+ |f — g|), et les
propriétés des fonctions continues, montrer que la fonction sup(f,g)
est continue sur [.

Exercice 71 (646, ridde, 1999/11/01).
Soit f : RT™ — R continue admettant une limite finie en +oc. Montrer que f
est bornée. Atteint-elle ses bornes?

Exercice 72 (670, vignal, 2001/09/01).
Soit f: R\ {1/3} — R telle que f(x) = 223,

3r—1

Pour tout € > 0 déterminer 0 tel que, (z # 1/3 et |z] < 0) = |f(x) +3| <e.
Que peut-on en conclure ?

Exercice 73 (1794, drutu, 2003/10/01).
Etudier la continuité sur R? de la fonction suivante :

1.

f(:r,y):{ w%; si (z,y) # (0,0)

sinon.

sinon.

f(ﬂr,y)z{ w%{/z si (z,y) # (0,0)
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fay) = { s s (a,y) # (0,0)

0 sinon.
4. \
f(fL' y) _ x‘;f«y#yG si (xvy) ?é (070)
’ 0 sinon.
5. ) Ly
_ Jytsing sty 0
flay) = { 0 sinon.
6.

arctan ¥ .
_ ) xe = six#0
fla.y) = { 0 sinon.
1.7 Déterminants

Exercice 74 (1134, barraud, 2003/09/01).
Calculer les déterminants suivants :

5 3 1 0 2 1 0 6 1 00
l_l 4‘ 3 4 5 3 4 15 2 3 5
5 6 7 5 6 21 4 1 3
Exercice 75 (1148, barraud, 2003/09/01).
Calculer le déterminant suivant :
1 2 4 8
13 9 27
A= 1 4 16 64
1 5 25 125

Exercice 76 (1136, barraud, 2003/09/01).

Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le
119

développer que le déterminant |1 5 3| est divisible par 17.
2 89

Exercice 77 (1144, barraud, 2003/09/01).
Soit (a1,az,a3) € (K)3. On note j = teTﬁ, et on considere les deux matrices
suivantes :

ay az as 1 1 1
A= |as a1 a et V=1[1 ;5 j4°
as as ai 1 j2 j

Calculer le produit AV, puis det(AV') en fonction de det(V), et en déduire
det(A).
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1.8 Compacité

Exercice 78 (1763, maillot, 2001/09/01).

Dans R? euclidien, les ensembles suivants sont-ils compacts ?
~A={(zy) eR?| ;< (@ y)l < 2et 2y =1}.

- B={(z,y) eR?| 5 <|l(z,y)ll <2 et zy = 1}.

~ C={(x,cosn) €eR? |0 <z <18 et n € N}.

1.9 Deérivées

Exercice 79 (698, bodin, 1998/09/01).
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

fl(a:):x%os%, siz#0 : f1(0) = 0;
fo(x) =sinx - sin%, six #0 : f2(0) = 0;
2 _
fa(z) = mm, r#1 5 f3(1) =1

rz—1
Exercice 80 (699, bodin, 1998/09/01).
Déterminer a,b € R de maniére a ce que la fonction f définie sur R, par :

flx)=vzr si0<z<1l et f(x)=ax’+bzr+1 siz>1
soit dérivable sur RY .

Exercice 81 (700, bodin, 1998/09/01).
1

Soit f : R* — R définie par f(z) = 22 sin —. Montrer que f est prolongeable
x

par continuité en 0; on note encore f la fonction prolongée. Montrer que f
est dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.

Exercice 82 (701, bodin, 1998/09/01).
Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g, h définies par :

f(z)=sinz ; g(z)=sin’z ; h(z)=sin®z+ cos’z.

Exercice 83 (703, bodin, 1998/09/01). Formule de Leibnitz
Etant données u et v des fonctions dérivables a 1'ordre n sur intervalle
I, montrer par récurrence que la dérivée d’ordre n du produit uv sur cet
intervalle est : "

(wv)™ = Z C’,’ju(k)v(”_k).

k=0

En déduire les dérivées successives des fonctions :
2+ 1

— W 3 $|—>l'n_1 1HIE.
T

zi 22 ; xe 2?(1+o)"
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Exercice 84 (705, cousquer, 2003/10/01).
Calculer les dérivées des fonctions :

1. 2+ /14 22sin?z, wH%.

1+4-sin(x
1—singx‘§ )’

Exercice 85 (709, ridde, 1999/11/01).
Soit f(x) = exp(—-;) si @ # 0 et f(0) = 0. Montrer que f est C™ et que

vn € N f(™(0) = 0.

2.z — log( 1/3,

x = (x(x—2))

Exercice 86 (1221, legall, 1998/09/01).
Montrer que pour tout x € Ry, sin(z) < z.

Exercice 87 (1223, legall, 1998/09/01).
Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée pour les
applications suivantes :

1. f:x»%sin(%)six#()etf(()):().

~—

2. g:x—asin (=) siz #0et f(0)=0.

8|~

—~
SER

3. h:x— a’sin (=) siz #0et £(0) = 0.

Exercice 88 (715, bodin, 1998/09/01).
Montrer que le polynéme P,, défini par

Puft) = [(1- )"
est un polynéme de degré n dont les racines sont réelles, simples, et appar-
tiennent a [—1,1].

Exercice 89 (717, legall, 1998/09/01).
Montrer que le polynome X™ 4+ aX + b, (a et b réels) admet au plus trois
racines réelles.

Exercice 90 (718, legall, 1998/09/01).
Soit f une fonction n fois dérivable sur ]a, b s’annulant en n + 1 points de
Ja,b[. Montrer que si f(™ est continue, il existe un point o de ]a, b tel que

f(n) (1'0) =0.

Exercice 91 (721, bodin, 1998/09/01).
Dans 'application du théoréme des accroissements finis & la fonction

f(x) = az? + Bz +~

sur I'intervalle [a, b] préciser le nombre “¢” de ]a, b. Donner une interprétation
géométrique.
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Exercice 92 (5524, rouget, 2010/07/15).
Construire les courbes de paramétrisations :

_ t3
1 L= Grn2a-1)
. t2
Y=1r=
5 z=(t+2)el/t
Sl y=(t -2
5 { x = (t—1)In(|t])
© Ly =(t+1)In(jt])
_ 2
{05
Yy = 1—¢2
t
xr =
5. { _ b
y - (t—1)2
3
6 { r= t2t—9
: _t(t-2)
Y= "3
_
. { T T
Y= 1r3
g [ = 2 4¢3
T y=22 3 -2t —2t°

1.10 L’exponentielle
Exercice 93 (42, cousquer, 2003/10/01).

Résoudre dans C 1'équation 2% = %(—1 + i) et montrer qu'une seule de ses

solutions a une puissance quatriéme réelle.

Exercice 94 (43, cousquer, 2003/10/01).
Trouver les racines cubiques de 2 — 27 et de 11 + 21.

Exercice 95 (44, cousquer, 2003/10/01).

1+iv3

Calculer \/5(21 = algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire cos {5,

2

sin 5, tan 55, tan %r Résoudre dans C I’équation z

24 _
12> 12> =1

Exercice 96 (45, cousquer, 2003/10/01).
Trouver les racines quatriémes de 81 et de —81.

Exercice 97 (2939, quercia, 2010/03/08). Racines de l'unité
Résoudre :

1 (z+1)" = (z — 1)™
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2. z+1)"=2"=1.

3.2 =B+ —z24+1=0.

4o 142242224+ 42271420 = 0.
5. ()" = e

6. T =a" L

7.

() + (1) =0

Exercice 98 (1716, bodin, 1999,/11/01).

Calculer les puissances et I'exponentielle (e = Zr:of] Mk—,k) des matrices
suivantes :
4 10 3 2 4
B=10 4 1], A=[-1 3 -1
0 0 4 -2 -1 =3

1.11 Espaces vectoriels

Exercice 99 (886, legall, 1998/09/01).

Déterminer lesquels des ensembles Eq, Fo, E3 et E4 sont des sous-espaces
vectoriels de R3.

By ={(z,y,2) €ER3 | 3z — Ty =2}

By = {(z,y,2) € R | 22 — 2% =0}

Ey={(z,y,2) €R® | 2+y—z=a2+y+2=0}
Ey = {(xa:% Z) eR3 ‘ 2(1'2 + y2> = 0}

Exercice 100 (888, legall, 1998/09/01).

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vec-
toriels.

Ey={(z,y,2) eR® |z +y+a=0et z+3az=0}

Ey ={f € FR,R) | f(1) =0}

By ={f e FR,R) | f(0) =1}

Ey={(z,y) eR? |z +ay+12>0}

Exercice 101 (893, legall, 1998/09/01).
Soit E' un espace vectoriel.

1. Soient F' et G deux sous-espaces de E. Montrer que

F U G est un sous-espace vectoriel de £ <= F CGouG CF.

2. Soit H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Prouver que

GCF=FN(G+H)=G+ (FNH).
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Exercice 102 (5164, rouget, 2010/06/30). *T'

Soit E' le R-espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R (muni de f +g
et A.f usuels) (ne pas hésiter a redémontrer que E est un R espace vecto-
riel). Soit F' 'ensemble des applications de [0, 1] dans R vérifiant I'une des
conditions suivantes :

1) £(0)+ f(1) =0 2) f(0) =0 3) f3) =% HVvzel0,1], fla)+f(1—2)=0

)
5) Vo € [0,1], f(z) 20 6)2f(0) = f(1) +3
Dans quel cas F est-il un sous-espace vectoriel de E 7

Exercice 103 (5165, rouget, 2010/06/30). **T
On munit R™ des lois produit usuelles. Parmi les sous-ensembles suivants F
de R™, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

1) F={(z1,..,7,) € R"/ z1 = 0} 2) F={(x1,...,zp) € R"/ 21 = 1}
3) F= {(-7517 7xn) € Rn/ Tl = -1'2} 4) F= {(:Bl, ,$n) c Rn/ 1+ ...+ Ty
5) F ={(z1,....,xy) € R"/ z1.29 = 0}

Exercice 104 (900, liousse, 2003/10/01).

Soient dans R* les vecteurs v; = (1,2,3,4) et vo = (1,—2,3,—4). Peut-
on déterminer z et y pour que (z,1,y,1) € Vect{vy,va}? Et pour que
(z,1,1,y) € Vect{vy,v2}?

Exercice 105 (908, legall, 1998/09/01).

Soit E le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs vy = (2,3, —1)
et vy = (1,—1,—2) et F celui engendré par wy = (3,7,0) et wg = (5,0, 7).
Montrer que E et F' sont égaux.

Exercice 106 (914, legall, 1998/09/01).

Peut-on déterminer des réels x, y pour que le vecteur v = (=2, x,y, 3) appar-
tienne au s.e.v. engendré dans R* par le systéme (eq, e2) ot ey = (1,—1,1,2)
et eo = (—1,2,3,1)7

Exercice 107 (2781, tumpach, 2009/10/25).
Les familles suivantes sont-elles libres 7

L. *=(101) *:(022)em§_( 3,7,1) dans R3.
1,

2. 91 = (1,0,0), v3 = (0,1,1) et v3 = ( 1) dans R3.

3. 01 =(1,2,1,2, 1) 3 =(2,1,2,1,2),v3 = (1,0,1,1,0) et v3 = (0,1,0,0,1)
danb RS.

4. 01 = (2,4,3,-1,-2,1), v = (1,1,2,1,3,1) et v3 = (0,—-1,0,3,6,2)
dans RS.

5. 01 =(2,1,3,-1,4,-1),v3 = (—1,1,-2,2,-3,3) et v3 = (1,5,0,4,—1,7)
dans RS,
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Exercice 108 (5567, rouget, 2010/10/16). ***
Montrer que (1, V2, \/§) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.

Exercice 109 (984, cousquer, 2003/10/01).

Dans R* on considére Iensemble E des vecteurs (1,29, x3,x4) vérifiant
I’équation x1 +x9 +x3+ x4 = 0. L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel
de R*? Si oui, en donner une base.

Exercice 110 (997, legall, 1998/09/01).
Soit (X) le systéme d’équations linéaires :

T+3y+22=0
rz+y+z2+t=0
z—t=0

Montrer que ’ensemble des solutions de (X) forme un sous-espace vectoriel
F de R*. Déterminer la dimension et une base de F.

Exercice 111 (1013, ridde, 1999/11/01).
Déterminer une base de D = {(z,y,2) € R®/z +y=0,2 —y+ 2z =0}.

Exercice 112 (979, legall, 1998/09/01).

1 -1 1
Montrer que les vecteurs {| 1|, 1 |,[ 0 |} forment une base de R3.
1 0 -1
1 1 0
Calculer les coordonnées respectives des vecteurs [0 |, 0], 0] dans
0 1 1

cette base.

Exercice 113 (981, liousse, 2003/10/01).

1. Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1), v = (1,0,1) et v3 = (1,1,0)
forment une base de R3. Trouver les composantes du vecteur w =
(1,1,1) dans cette base (v1, v, v3).

2. Montrer que les vecteurs v; = (1,1,1), v = (—=1,1,0) et v3 = (1,0, —1)
forment une base de R3. Trouver les composantes du vecteur e; =
(1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) et w = (1,2, —3) dans cette base
(Ula v2, U3) .

3. Dans R?, donner un exemple de famille libre qui n’est pas génératrice.

4. Dans R3, donner un exemple de famille génératrice qui n’est pas libre.

Exercice 114 (3317, quercia, 2010/03/09). Essai de bases

Montrer que dans R3, les trois vecteurs @ = (1,0,1), b = (—1,—1,2) et
¢ = (—2,1,—-2) forment une base, et calculer les coordonnées dans cette base
d’un vecteur ¥ = (z,y, 2).
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Exercice 115 (3318, quercia, 2010/03/09). Rang de vecteurs
Dans R*, trouver le rang de la famille de vecteurs :

-

a=(3,2,1,0), b=(2,3,4,5), &=(0,1,2,3), d=(1,2,1,2), &=(0,—1,2,1).

Exercice 116 (980, liousse, 2003/10/01).

Soient vi(1,2,3,4),v3(2,2,2,6),v3(0,2,4,4),v1(1,0,—1,2),v5(2, 3,0, 1) dans
R*. Soient F' = Vect{vi,v3,v3} et G = Vect{vy,v3}. Déterminer une base
des sous-espaces FNG, F, G et F+ G.

1.12 Formules de Taylor

Exercice 117 (1237, legall, 1998/09/01).

Donner le développement limité en 0 des fonctions :
1.  — In(cos(z)) (a 'ordre 6).

x +— tan(z) (& lordre 7).

x — sin(tan(x)) (& I'ordre 7).

x> (In(1 +2))? (a lordre 4).

x — exp(sin(x)) (a l'ordre 3).

S Ot N

x + sin®(z) (a Pordre 9.)

Exercice 118 (1239, ridde, 1999/11/01).
arctanx — sinx

Déterminer la limite en 0 de —.
tanx — arcsinx

Exercice 119 (1240, ridde, 1999/11/01).
Faire un développement limité ou asymptotique en a a 'ordre n de :

1. Incoszn=6a=0.

arctanx — x
2. ———n=2a=0.
sinr — x

. Intan(§ + %) n=3a=0.

.lnsinxn:3a:§.

3
4
5. Va3 +x— Va3 —xn=4a=+oc0.
6
7

1

.(I+2z)zn=3a=0.
(Ve Vet 1 —2v2) n=2a = +o0.

Exercice 120 (4019, quercia, 2010/03/11). EIT 1999

2
Calculer le développement limité de (m%)l/ “ en 0 a lordre 3.

Exercice 121 (5426, exo7, 2010/07/06). IT

Etudier 'existence et la valeur éventuelle des limites suivantes

1. liml‘ﬁﬂ'/Q(Sin m)l/@m—“)
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2. limy_, /o | tan x|

n
limy, 400 (cos(3 gop7) T sin(gni ))

lim,_o(cos )™ |

lim, /o cos x.el/(1—sinz)

A AT

. 2 cos? z+cos z—1
hmwﬁﬂ/3 2cos? x—3cosz+1

) 1+tan e 1/sinx
limg 0 ( I+tha )

8. limge, x<e(lnm)ln(e_$)
9. hmx—>1 z>1 (lmz\/;lgi)

zln(chz—1)
z2+1

. (sinx)®—x
L limg—0, 220 [y G—0?) 7o

12, Jim, 40 (250

2
2
(Arcsinz)?—T&

13 lim, )5 gy "

. cos(a+1)\” N
14. hmwﬁ+oo< s ) (ot cosa # 0)

=

10. limg 400

sin x

Exercice 122 (5427, exo7, 2010/07/06). IT
Déterminer les développements limités a 'ordre demandé au voisinage des
points indiqués :

1. 1—3— (ordre 7 en 0)

L (ordre 7 en 0)

Cos T

Arccos ordre 3en 0
ta nzc

tanx (ordre 3 en )

(chz)Y/** (ordre 2 en 0)

tan3 z(cos(z?) — 1) (ordre 8 en 0)
ln(i%x) (ordre 3 en 1)

Arctan(cosz) (ordre 5 en 0)

Arctan 4/ x]:; (ordre 2 en 0)

1 1
=~ oz, (ordre 5 en 0)

. ff i dt (ordre 10 en 0)

12. In ( - %,“) (ordre 100 en 0)

© ® N e

—
e

—_
—_

13. tan {/4(m3 + 23) (ordre 3 en 7)
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Exercice 123 (5429, exo7, 2010/07/06). **
Etude au voisinage de 4+o00 de V&2 — 3 — /823 + 722 + 1.

Exercice 124 (5430, exo7, 2010/07/06). **
Soit f(x) = 1=z Calculer f (")(0) en moins de 10 secondes puis (™ (z) pour
|x| # 1 en & peine plus de temps).

Exercice 125 (5432, exo7, 2010/07/06). **IT
Développement asymptotique a la précision % de u, = % Y oho k.

Exercice 126 (5433, exo7, 2010/07/06). **IT

1. Développement asymptotique a la précision 2 en 0 de ﬁ - x—g

2. Développement asymptotique a la précision x—lg, en +oodezln(z+1)—

(r+1)Inzx.
Exercice 127 (5434, exo7, 2010/07/06). **
Soient a > 0 et b > 0. Pour n € N* et z € R, on pose f,(x) = (1 + %)n
1. Equivalent simple quand n tend vers +oo de fy(a + b) — fn(a) fr(b).

2. Méme question pour e *f,(a) — 1 + %

Exercice 128 (5437, rouget, 2010/07/06). ***I

1. Montrer que I’équation tan x = x a une unique solution dans I’intervalle
[nm, (n + 1)7] pour n entier naturel donné. On note z,, cette solution.

2. Trouver un développement asymptotique de x,, & la précision #

Exercice 129 (5438, rouget, 2010/07/06).

1. Montrer que I’équation = + Inx = k admet, pour k réel donné, une
unique solution dans ]0, +oo[, notée x.

2. Montrer que, quand k tend vers 400, on a : xx = ak +blnk + c% +

o (%) ol a, b et ¢ sont des constantes & déterminer.

Exercice 130 (5439, rouget, 2010/07/10). **

Soit f(x) = 1+x+x2+x3sinw—12 siz#0et1siz=0.
1. Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. Montrer que f’ n’admet en 0 aucun développement limité d’aucun
ordre que ce soit.

Exercice 131 (5440, rouget, 2010/07/10). **IT

Etude au voisinage de 0 de f(z) = £ — +—=— (existence d’une tangente ?)

T Arcsinz
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Exercice 132 (5441, rouget, 2010/07/10). **I

1. La fonction x — Arccos z admet-elle en 1 (& gauche) un développement
limité d’ordre 07 d’ordre 17

2. Equivalent simple de Arccosx en 1.

1.13 Applications linéaires

Exercice 133 (929, legall, 1998/09/01).

Déterminer si les applications f; suivantes sont linéaires :

fiiR? =R fi(z,y) = 2z +y,z—y)
fo iR RY folz,y,2) = (zy,2,y)
f3: R =R f3(w,y,2)=QRe+y+z,y—z2+7y)
fi:R2 =R fy(x,y) = (y,0,2 — Ty,z +9)
fs :Ra[X] = R®  f5(P) = (P(=1), P(0), P(1))

Exercice 134 (5188, rouget, 2010/06/30). **

Soit f: C — C ol a est un nombre complexe donné non nul.
Z = z+az

Montrer que f est un endomorphisme du R-espace vectoriel C. f est-il un

endomorphisme du C-espace vectoriel C? Déterminer le noyau et I'image de

f.
Exercice 135 (6871, chataur, 2012/05/13).
Par des considérations géométriques répondez aux questions suivantes :
1. Deux droites vectorielles de R? sont-elles supplémentaires ?
2. Deux plans vectoriels de R? sont-ils supplémentaires ?
3. A quelle condition un plan vectoriel et une droite vectorielle de R?

sont-ils supplémentaires 7

Exercice 136 (920, cousquer, 2003/10/01).
On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
vy = (0,0,0,1), vs = (0,1,0,1) dans R*.

1. Vect{vy,va} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R*?
2. Vect{vy,va} et Vect{vy, vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?
3. Vect{vy,v3,v4} et Vect{vy, vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?
4. Vect{vy,v4} et Vect{vs,vs} sont-ils supplémentaires dans R*?
Exercice 137 (923, ridde, 1999/11/01).
Soit E = AY(R, R) l'espace des fonctions dérivables et F' = {f € E | f(0) = f'(0) = 0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplé-
mentaire de F' dans F.
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Exercice 138 (5565, rouget, 2010/10/16). ** [

E = K" ou K est un sous-corps de C.

Soient F' = {(z1,....,an) € E/ x1 + ... + z, = 0} et G = Vect ((1,...,1)).
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' et G sont
supplémentaires dans E. Préciser le projeté d’un vecteur x de E sur F pa-
rallélement & G et sur G parallélement a F.

Exercice 139 (970, ridde, 1999/11/01).
Soit f : R? — R?, (z,y) — %(—x + 2y, —2x + 4y). Montrer que f est la biiiip

AAAA ALAA.

par rapport & biiiip parallélement & biiiip.

Exercice 140 (974, gourio, 2001/09/01).

Soit E 'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soient P le sous-espace
des fonctions paires et I le sous-espace des fonctions impaires. Montrer que
E = P@I. Donner l'expression du projecteur sur P de direction I.

Exercice 141 (2740, tumpach, 2009/10/25).

1. On munit R? d’un repére orthonormé (O, i, j). Montrer quune applica-
tion linéaire de R? dans R? est uniquement déterminée par ses valeurs
sur les vecteurs 7 et j.

2. Quelle est la matrice de la symétrie axiale par rapport & 'axe des
abscisses dans la base {7, j}?

3. Quelle est la matrice de la projection orthogonale sur I’axe des abscisses
dans la base {i,7}7

4. Quelle est la matrice de la rotation d’angle 8 et de centre O dans la
base {i,7}7

5. Quelle est la matrice de I’homothétie de centre O et de rapport k& dans
la base {i,5}7

6. Quelle est la matrice de la symétrie centrale de centre O dans la base
{1,517

7. Est-ce qu’une translation est une application linéaire 7

Exercice 142 (2741, tumpach, 2009/10/25).
Soit f la fonction de R* dans R* définie par :

flr,y,z,t) =(x+y+z+t,oa+y+z+t,o+y+2z+t20+2y+22+2t).

1. Montrer que f est linéaire et déterminer sa matrice dans la base cano-
nique de R*.

—

2. Vérifier que les vecteurs @ = (1,—1,0,0), b = (0,1,—1,0) et ¢ =
(0,0,1,—1) appartiennent & ker f.

3. Veérifier que le vecteur d = (5,5,5,10) appartient a Imf.
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Exercice 143 (2433, matexol, 2002/02/01).
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a la base cano-
nique (e, ez, €3) est

15 —11 5
A= 20 —15 8
8§ =7 6

Montrer que les vecteurs
6/1 = 2e1 + 3es + e3, 6/2 = 3e; + 4es + €3, eg = e1 + 2e9 + 2e3
forment une base de R3 et calculer la matrice de f par rapport a cette base.

Exercice 144 (3400, quercia, 2010/03/10). Changement de base

Soit f 'application linéaire de R* dans R3 dont la matrice relativement aux
4 5 =7 7
bases canoniques, (f, j,l?,f) et (;, 7, 12) est [2 1 -1 3
1 -1 2 1
On définit deux nouvelles bases : B = (f, J AT+ J—3L,—-TT+ K + 5[_:) et
B =(4i+2j+k5i+j]—kk).
Quelle est la matrice de f relativement a B et B'?

Exercice 145 (5259, rouget, 2010/07/04). ***T
Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (4, j, k)
de R3 est :

0 1 0
M=10 0 1
1 -3 3

1. Montrer que u est un automorphisme de R? et déterminer u '

2. Déterminer une base (e1,es,e3) de R? telle que u(er) = eq, u(es) =
e1+ e et u(es) = eg + es.

3. Déterminer P la matrice de passage de (i,7j,k) a (e1, ez, e3) ainsi que
Pt

4. En déduire u™ (i), u™(j) et u"™(k) pour n entier relatif.

Exercice 146 (956, legall, 1998/09/01).
Pour les applications linéaires suivantes, déterminer ker f; et Im f;. En dé-
duire si f; est injective, surjective, bijective.

fiiR2 =R fi(z,y) = 2z +y,z—y)

fo: R =R folz,y,2) =Rz +y+2,y—2z2+y)

f3:R2_>R4 fg(f[f,y :(y,(),:v—'?y,x—i—y)
fi:Re[X] = R® fy(P) = (P(~1), P(0),P(1))



Exercice 147 (934, cousquer, 2003/10/01).
Soit E un espace vectoriel et soient Fq et Eo deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie de F, on définit 'application f: Ey X Ey — E par f(x1,x2) =
xr1 + xo.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

3. Que donne le théoréme du rang?

Exercice 148 (941, legall, 1998/09/01).

Soient E un espace vectoriel et ¢ une application linéaire de £ dans E. On
suppose que Ker (¢)NIm (p) = {0}. Montrer que, si z ¢ Ker () alors, pour
tout n € N: " (z) # 0.

Exercice 149 (943, legall, 1998/09/01).
Soit E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de
dans lui-méme. Montrer que les deux assertions qui suivent sont équivalentes :

(i) ker f =1Im f
(i) f2=0 et n=2-rg(f)
Exercice 150 (954, cousquer, 2003/10/01).

Soit F un espace vectoriel de dimension 3, {e1,e2,e3} une base de E, et t
un paramétre réel.

pler) = e1ter
Démontrer que la donnée de { ¢(e2) = e —ey définit une application
ples) = e1+tes

linéaire ¢ de E dans E. Ecrire le transformé du vecteur z = aje; + ages +
ases. Comment choisir ¢ pour que ¢ soit injective 7 surjective ?

Exercice 151 (959, legall, 1998/09/01).

Soit ' = R,[X] et soient A et B deux polynomes a coefficients réels de degré
n + 1. On considére 'application f qui a tout polynéome P de E, associe le
reste de la division euclidienne de AP par B.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer ’équivalence

f est bijective <= A et B sont premiers entre eux.
Exercice 152 (3351, quercia, 2010/03/09). Rang de f — uwo fov

Soient u,v € L(FE). Déterminer le rang de 'endomorphisme de L(E) : f —
uo fouw.
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1.14 Intégrale de Riemann

Exercice 153 (2100, bodin, 2008/02/04).

Calculer la limite des suites suivantes :
n—1

Exercice 154 (5446, rouget, 2010/07/10). ***IT

Limites de

1) & S K sin AT 2) (ST (a+ )" (0> 0 donne) 3) Xop_,
n n 2 n—

5) wle I B(VR) 6) Shy gt ) i

Exercice 155 (812, bodin, 1998/09/01).

Considérons l'intégrale
In2

I = ver —1ldx

0
Effectuer le changement de variables u = v/e* — 1 et calculer I.

Résultat : I =2 —7/2.

Exercice 156 (2098, bodin, 2008/02/04).
Calculer f_RR V' R? — 22dx (on posera f = arcsin % ) et en déduire 'aire d’un
disque de rayon R.
Exercice 157 (6865, bodin, 2012/04/13).
Calculer les primitives suivantes par changement de variable.
1. [(cosz)1?3sinx dx

1
3. [ Trow—) 0%
4 [ T
Exercice 158 (2099, bodin, 2008/02/04).

2
x
Calculer I'aire de la région délimitée par les courbes d’équation y = 5 et

1
S 1+a?
Exercice 159 (808, cousquer, 2003/10/01).

On appelle cycloide la courbe décrite par un point d’un cercle de rayon R,
lié & ce cercle, quand celui-ci roule sans glisser sur une droite en restant

Y
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dans plan fixe. Montrer que dans un repére bien choisi, la cycloide admet la
x = R(t —sint)
y = R(1 — cost)
et calculer : la longueur L d’une arche, I’aire A de la surface S comprise entre
cette arche et la droite fixe (Ox), les volumes V; et V5 obtenus par révolution
de S autour de Ox et Oy respectivement, les aires A; et Ao obtenues par
révolution d’une arche de la cycloide autour de Ox et Oy respectivement.

représentation paramétrique : { Représenter la cycloide

Exercice 160 (809, cousquer, 2003/10/01).

On appelle épicycloide la courbe décrite par un point d’un cercle de rayon r,
lié & ce cercle, quand celui-ci roule sans glisser sur un cercle de rayon R
en restant tangent extérieurement a ce dernier, et dans son plan. On pose
n = R/r. Montrer que dans un repére que I’on précisera, 1’épicycloide admet
la représentation paramétrique :

{ z = r((n+1)cost— cos(n+1)t)
y = 7((n+1)sint —sin(n + 1))

Représenter la courbe pour n = 1,2,3. En supposant n entier, calculer la
longueur L de la courbe et l'aire A limitée par celle-ci. Dans le cas n = 1
(cardioide), calculer de plus 'aire S de la surface de révolution obtenue en
faisant tourner la courbe autour de son axe de symétrie, ainsi que le volume
V limitée par cette surface.

Exercice 161 (810, cousquer, 2003/10/01).
Soit C' un cercle fixe de rayon R. Un cercle C' de méme rayon roule sans
glisser sur C' en restant dans un plan (variable) perpendiculaire a celui de C.
Un point M li¢ au cercle ¢’ décrit une courbe I'. Montrer que suivant
un repére convenablement choisi, I' admet la représentation paramétrique :
r = R(cost+sint)
y = Rsint(1 —cost) . En déduire la longueur L de T'. Représenter les
z = R(1—cost)
projections de I' sur chacun des trois plans de coordonnées.

1.15 Fractions rationnelles

Exercice 162 (824, cousquer, 2003/10/01).
Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les primitives.
] 1
e

1
2. (1+x2)2.
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1
22 +z+1
1
(t2+2t — 1)
3t+1
(t2 — 2t +10)*
3t+1

12 —2t4+10°
1

Bl
3+ 2
(z+1)*
z+1
z(x—2)%
(22 —1)(23 + 3)
2x + 222

562

(@2 +3)°(x+1)
o+ — 4 -1
z(x2 + 1)
3at — 92° + 1227 — 11x 47
(z —1)3(x? +1)
Exercice 163 (824, cousquer, 2003/10/01).

Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les primitives.
1

a? + 22’

1
2. e

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1.
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1
B
3 +2
(x41)*
z+1
a(x —2)%
(22 —1)(23 + 3)

2z + 2x2

SC2

(@2 +3)°(z + 1)
o'+ ad —dr—1
z(x2 + 1)
3zt — 923 + 1222 — 112+ 7
(x —1)3(22 + 1)
Exercice 164 (2095, bodin, 2008/02/04).
Calculer les intégrales suivantes :

31 2 sinz
/ ——dx et / —dx.
o l+sinz o l+sinz

Exercice 165 (2090, bodin, 2008/02/04).
Calculer les primitives suivantes, en précisant si nécessaire les intervalles de
validité des calculs :

1
a) / sin®z cos® zdx  b) / coszdz ) / c0s?%% 1z sin zdx d) / - dx
2+ :Slln T +cosw

1 1 3—sinz
d f d d h —d
°) /sinx o ) /cosx o 8) /2cosx+3tanm o ) /7+tanx v

1.16 Diagonalisation

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Exercice 166 (3401, quercia, 2010/03/10). Matrices semblables

1 1 00 1 2 3 4
. 0110 012 3
Soient A = 00 1 1 et B = 001 2| Montrer que A et B sont
0 001 00 01
semblables.

(On cherchera P inversible telle que PB = AP)

Exercice 167 (3404, quercia, 2010/03/10). Matrices non semblables

29 38 —18 7 -8 4
Soient A = | —-11 —-14 7 et B = 3 -3 2
20 27 —12 -3 4 -1
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Montrer que A et B ont méme rang, méme déterminant, méme trace mais
ne sont pas semblables (calculer (A —I)? et (B — I)?).

Exercice 168 (5627, rouget, 2010/10/16). ***I
Soient A et B deux éléments de M, (R). Montrer que si A et B sont sem-
blables dans M,,(C), elles le sont dans M,,(R).

Exercice 169 (1605, barraud, 2003/09/01).
On considére les matrices suivantes :

1 0 0 -1 10 0 -1 0 -1 0
-1 -1 0 1 -1 -1 0 1 0 0 0
A= -2 0 0 2 B = -1 -1 1 3 ¢= 1 1 1
0 -1 0 O -1 0 -1 -1 -1 0 -1

En effectuant le moins de calculs possible,

1. montrer que {0} C KerA C KerA? C KerA® = R*
et déterminer les dimensions respectives de KerA et KerA?2,

déterminer un vecteur e tel que R* = KerA? @ Vect(e1),
montrer que (er, Aey, A%e;) est une famille libre,

montrer que Ae; € KerA?, et que KerA? = KerA @ Vect(Aey),

ot N

montrer que A%e; € KerA et déterminer un vecteur es tel que KerA =
Vect(A%e1) @ Vect(e),

montrer que (e1, Aey, A%eq, e2) est une base de R%.

e

7. Soit P la matrice de passage de la base canonique & la base (AQel7 Aeq,eq,e3).

Caluler P~1AP.
Adapter ce travail a I’étude de B et C

Exercice 170 (2467, matexol, 2002/02/01).
Donner les valeurs propres, vecteurs propres et matrice de diagonalisation
éventuelle des matrices suivantes dans C? :

4 4 2 5 5 3

1 4 ) 4 3 )7 -8 6 /)°
Exercice 171 (2762, tumpach, 2009/10/25).
Déterminer le polynéme caractéristique des matrices suivantes

01 01 1
Lo ) 101 |,
110

— = = O

1
0
1
1

O ==

1
1
0
1
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Exercice 172 (2763, tumpach, 2009/10/25).
Rechercher les valeurs propres et vecteurs propres des matrices suivantes :

10 0 1 0 4 1 -1 -1
o1 1 |, o 7 -2, -1 a*> 0 (a #0).
01 -1 4 =2 0 -1 0 a2

Exercice 173 (2468, matexol, 2002/02/01).
Soit K le corps des réels ou des complexes, et u ’endomorphisme de K3 ayant
pour matrice

0 -2 0
A= 1 0 -1
0 2 0

Etudier, dans les deux cas K = R et K = C, si u est diagonalisable. En
donner une forme diagonalisée dans une base dont on donnera la matrice de
passage par rapport & la base canonique.

Exercice 174 (2580, delaunay, 2009/05/19).
Soit M la matrice de R* suivante

01 0 O
20 -1 0
M= 07 0 6
00 3 0

Déterminer les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.
Montrer que M est diagonalisable.
Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Ona D =P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D¥, puis
calculer M*,

Ll e

Exercice 175 (2764, tumpach, 2009/10/25).
Trouver une matrice carrée inversible P telle que B = PAP~! soit diagonale,
et écrire la matrice B obtenue, pour les matrices A suivantes :

2 0 0 101 1 0 4
0 1 -4 |, 010 ], 0 7 -2
0 —4 1 101 4 -2 0

Exercice 176 (2765, tumpach, 2009/10/25). DS mai 2008
Soit la matrice

7T 3 -9
A= -2 -1 2
2 -1 -4

qui représente f, un endomorphisme de R? dans la base canonique B =
{i, .k},
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1. (a) Montrer que les valeurs propres de A sont A} = —2, Ay = 1 et
A3 = 3.
(b) En déduire que 'on peut diagonaliser A.

2. (a) Déterminer une base B’ = {¥, 02, U3} de vecteurs propres tels que
la matrice de f dans la base B’ soit

A 00
D = 0 X O
0 0 A3

(b) Préciser la matrice de passage P de la base B a la base B'; quelle
relation lie les matrices A, P, P! et D?

3. Montrer que pour tout entier n € N, on a A = PD"P~!.

4. Aprés avoir donné D", calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 177 (2766, tumpach, 2009/10/25). DS mai 2008

-3 -2 -2
Soit la matrice A = 2 1 2
2 2 1

1. Calculer les valeurs propres de A.

2. (a) Donner une base et la dimension de chaque sous-espace propre de

A.

(b) A est diagonalisable ; justifier cette affirmation et diagonaliser A.

1.17 Equations différentielles
Exercice 178 (4054, quercia, 2010/03/11). Equations linéaires d’ordre 1

Intégrer les équations suivantes :

1. 2+2)y =2 —y.

2. zy +y = cosz.

3. (14+2)y +y=(1+x)sinx.
4. 23y — 2y = 1.

5. 3xy — 4y = x.

6. v +y = sinx + 3sin 2z.

7. 2¢(1 —z)y + (1 — 22)y = 1.
8. z(x+ 1)y +y = arctanx.

9. (2?2 - 1)y’ +2y =xlnz — 22

pour 8 : Etudier les problémes de raccordement.
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Exercice 179 (4055, quercia, 2010/03/11). Equations d’ordre 2 a coeffi-
cients constants

Intégrer :
1.y =2y + 2y = ze®.
2.y — 4y + 4y = 2(x — 2)e”.
3. " — 4y’ 4+ 13y = 10 cos 2z + 25 sin 2z.
4. y" 4+ y = cotanx.
5.y 43y +2y =Sl
6. ¥ +y = P(z) ou P est un polynome.
7. y? +y? =1 (dériver).

Exercice 180 (4064, quercia, 2010/03/11). Systémes différentiels a coeffi-
cients constants

x,y, z sont des fonctions de t. Résoudre les systémes :

' =2y + 2z
1.y =—x+2y+22
2 =—-x+y+3z.

I

|
8
+
[\
<
+
[\
&

Yy =x—y—2z+cht
2= —x+2y+ 2z —cht.

37



Quelques indications

Indications 14. 1. f est injective mais pas surjective.
2. g est bijective.
3. h aussi.

4. k est injective mais par surjective.
Indications 16. Prouver que I'égalité est fausse.

Indications 18. Pour la premiére assertion le début du raisonnement est :
“supposons que go f est injective, soient a,a’ € A tels que f(a) = f(da')",... &
vous de travailler, cela se termine par “...donc a = a’, donc f est injective.”

Indications 20. id est 'application identité définie par id(z) = x pour tout
x € ]0,1]. Donc f o f =id signifie f o f(¢) = x pour tout = € [0, 1].

Indications 22. Deux propositions sont fausses...

Indications 26. Raisonner par I'absurde!

L2

Indications 27. Pour se “débarrasser” d’'un dénominateur écrivez % =2

Indications 29. Pour z = a +ib on cherche w = a + i tel que (a +i3)%? =
a + ib. Développez et indentifiez. Utilisez aussi que |w|? = |z|.

Indications 30. Pour les équation du type az* +bz? + ¢ = 0, poser Z = 2°.

Indications 32. 1.
2. 62 =—1.

Indications 43. Ecrire la convergence de la suite et fixer ¢ = % Une suite
est stationnaire si, & partir d’un certain rang, elle est constante.

Indications 44. Dans l'ordre c’est vrai, faux et vrai. Lorsque c’est faux
chercher un contre-exemple, lorsque c’est vrai il faut le prouver.

Indications 45. Pour la deuxiéme question, raisonner par I’absurde et trou-
ver deux sous-suites ayant des limites distinctes.

Indications 46. On prendra garde a ne pas parler de limite d’une suite sans
savoir au préalable qu’elle converge !
Vous pouvez utiliser le résultat du cours suivant : Soit (u,,) une suite conver-

geant vers la limite ¢ alors toute sous-suite (v,) de (u,) a pour limite /.
Indications 47. Remarquer que 1 — 1%2 = % Puis simplifier 1’écri-
ture de uy,.
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Indications 49. 1. C’est un calcul de réduction au méme dénominateur.
2. Pour montrer la décroisance, montrer u;:—:l < 1.
3. Montrer d’abord que la suite converge, montrer ensuite que la limite
est v/a.
4. Penser a écrire u2 | — a = (upt1 — V@) (Unt1 + Va).
5. Raisonner par récurrence.

6. Pourug =3onawu; =3,166...,donc 3 < v10 < u; et on peut prendre
k = 0.17 par exemple et n = 4 suffit pour la précision demandée.

Indications 50. 1. Regarder ce que donne l'inégalité en élevant au carré
de chaque coté.

2. Petites manipulations des inégalités.
3. (a) Utiliser 1.
(b) Utiliser 2.

(c¢) Une suite croissante et majorée converge ; une suite décroissante
et minorée aussi.

Indications 51. On notera f, : [0,1] — R la fonction définie par f,(x) =
POE LI
1. C’est une étude de la fonction f,.

2. On sait que f,(a,) = 0. Montrer par un calcul que f,(a,—1) > 0,
en déduire la décroissance de (a,). En calculant f,(3) montrer que la
suite (a,) est minorée par ;.

3. Une fois établie la convergence de (ay) vers une limite ¢, composer

I'inégalité % < { < ay, par f,. Conclure.

Indications 52. 1. Montrer que (u,) est croissante et (v,) décroissante.

2. Montrer que (uy) est majorée et (vy,) minorée. Montrer que ces suites
ont la méme limite.

3. Raisonner par l'absurde : si la limite ¢ = % alors multiplier 'inégalité
ug < % < vy par ¢! et raisonner avec des entiers.

Indications 53. Pour établir ou réfuter I’existences d’une limite particuliére
dans le plan et pour ensuite déterminer une limite pourvu qu’elle existe,
utiliser le fait que pour que lim,, o0 (T, yn) existe dans le plan R? il faut et
il suffit que chacune des limites lim,_,o &, et lim,_, .o ¥, existe en tant que
limite finie.

Indications 66. Distinguer trois intervalles pour la formule définissant 1.

Indications 67. Ce n’est pas trés dur mais il y a quand méme quelque chose
a démontrer : ce n’est pas parce que f(x) vaut +1 ou —1 que la fonction
est constante. Raisonner par l’absurde et utiliser le théoréme des valeurs
intermédiaires.
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Indications 68. Oui pour le deux premiéres en posant f(0) =0, g(0) =0,
non pour la troisiéme.

Indications 70. 1. On pourra utiliser la variante de I'inégalité triangu-
laire |z — y| > Hx\ — ]yH
2. Utiliser la premiére question pour montrer que |f — g| est continue.
Indications 71. Il faut raisonner en deux temps : d’abord écrire la définition

de la limite en 400, en fixant par exemple € = 1, cela donne une borne sur
[A, +00]. Puis travailler sur [0, A].

Indications 72. Le “€” vous est donné, il ne faut pas y toucher. Par contre
c’est & vous de trouver le “4”.

Indications 79. Les problémes sont seulement en 0 ou 1. f; est dérivable
en 0 mais pas fo. f3 n’est dérivable ni en 0, ni en 1.

Indications 80. Vous avez deux conditions : il faut que la fonction soit
continue (car on veut qu’elle soit dérivable donc elle doit étre continue) et
ensuite la condition de dérivabilité proprement dite.

Indications 81. f est continue en 0 en la prolongeant par f(0) = 0. f est
alors dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Indications 82. On ne cherchera pas a utiliser la formule de Leibniz mais
a linéariser les expressions trigonométriques.

Indications 88. Il faut appliquer le théoréme de Rolle une fois au polynéme
(1 — t2)?, puis deux fois & sa dérivée premiére, puis trois fois & sa dérivée
seconde,...

Indications 89. On peut appliquer le théoréme de Rolle plusieurs fois.
Indications 90. C’est encore Rolle de nombreuses fois

Indications 99. 1. Eq est un sous-espace vectoriel.
2. FE5 n’est pas un sous-espace vectoriel.
3. Ej3 est un sous-espace vectoriel.
4. F4 n’est pas un sous-espace vectoriel.
Indications 100. 1. E; est un sous-espace vectoriel de R3 si et seulement
sia=0.
2. F5 est un sous-espace vectoriel.
3. FE3 n’est pas un espace vectoriel.

4. E4 n’est pas un espace vectoriel.
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Indications 101. 1. Pour le sens = : raisonner par I’absurde et prendre
un vecteur de F'\ G et un de G \ F. Regarder la somme de ces deux
vecteurs.

2. Raisonner par double inclusion, revenir aux vecteurs.

Indications 104. On ne peut pas pour le premier, mais on peut pour le
second.

Indications 105. Montrer la double inclusion. Utiliser le fait que de maniére
générale pour E = Vect(vy,...,v,) alors :

FCF < Vi=1,....n v; €F.

Indications 113. Etre une base, c’est étre libre et génératrice. Chacune de
ces conditions se vérifie par un systéme linéaire.

Indications 133. Une seule application n’est pas linéaire.

Indications 135. 1. Jamais.
2. Jamais.

3. Considérer un vecteur directeur de la droite.

Indications 136. 1. Non.
2. Oui.
3. Non.
4. Non.

Indications 137. Soit
G={zazx+b|(a,b) € R?}.
Montrer que G est un supplémentaire de F' dans FE.

Indications 140. Pour une fonction f on peut écrire

@)+ f(=2) | fl@) = (=)
2 * 2 '

fz) =

Le projecteur sur P de direction I est I'application 7 : £ — E qui vérifie
w(f) € P,mom =m et kerm = I.

Indications 147. Faire un dessin de 'image et du noyau pour f : RxR —
R. Montrer que le noyau est isomorphe a Fq N Es.

Indications 149. Pour chacune des implications utiliser la formule du rang.

Indications 150. t = 0 est un cas a part.
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Indications 151. Résultats utiles d’arithmétique des polynémes : la division
euclidienne, le théoréme de Bézout, le lemme de Gauss.

Indications 153. On pourra essayer de reconnaitre des sommes de Rie-
mann, puis calculer des intégrales. Pour le produit composer par la fonction
In, afin de transformer le produit en une somme.

Indications 157. 1. [cos!®*xsinzdr = _Tl?ﬁ cos'?® z + ¢ (change-
ment de variable u = cos )

2. [ dxz =1In|Inz| + c (changement de variable u = Inx)
1

3. f 3Jrﬁp(im)dx = gIn(3expx + 1) + ¢ (changement de variable u =
exp x)

4. [ \/ﬁdm‘ = arcsin (%a: — 1) + ¢ (changement de variable u = %:1; -1)

Indications 158. Un dessin ne fait pas de mal! Il faut ensuite résoudre
2
I'équation %5 = 962—11 puis calculer deux intégrales.

Indications 164. [? ﬁdl’ = 1 (changement de variables ¢ = tan ).

J? 1f;§mdx = 5 — 1 (utiliser la précédente).
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Quelques corrections

Je n’ai pas vérifié ces corrections. Visiblement pour certaines il manque des
images, et certaines formules ont été mal saisies.
pg

Correction 10. “Il existe un habitant de la rue du Havre qui a les yeux
bleus, qui ne gagnera pas au loto ou qui prendra sa retraite aprés 50 ans.”

Correction 11. 1. “Il existe un triangle rectangle qui n’a pas d’angle
droit." Bien sfir cette derniére phrase est fausse!

2. “Il existe une écurie dans laquelle il y a (au moins) un cheval dont la
couleur n’est pas noire."

3. Sachant que la proposition en langage mathématique s’écrit
VeeZ JyeZ Vze€Z (z<z=z<z+1),
la négation est
dr€Z YyeZ Fz€Z (z<zetz>z+1).

4. e >0 Ya>0 (la—T7/5<aet|bz—T7>e¢).

Correction 14. 1. f n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent : en
effet il n’existe pas de n € N tel que f(n) = 0 (si ce n existait ce serait
n = —1 qui n’est pas un élément de N). Par contre f est injective :

soient n,n’ € N tels que f(n) = f(n') alors n+1 =n"+1doncn =n'.
Bilan f est injective, non surjective et donc non bijective.

2. Pour montrer que g est bijective deux méthodes sont possibles. Pre-
miére méthode : montrer que g est a la fois injective et surjective. En
effet soient n,n’ € Z tels que g(n) = g(n’) alors n+ 1 = n' + 1 donc
n = n’, alors g est injective. Et g est surjective car chaque m € Z
admet un antécédent par g : en posant n = m — 1 € Z on trouve bien
g(n) = m. Deuxiéme méthode : expliciter directement la bijection ré-
ciproque. Soit la fonction ¢’ : Z — Z définie par ¢’(m) = m — 1 alors
g o g(n) = n (pour tout n € Z) et go g’'(m) = m (pour tout m € Z).
Alors ¢ est la bijection réciproque de g et donc g est bijective.

3. Montrons que h est injective. Soient (z,y), (2’,v’) € R? tels que h(z,y) =
h(z',y). Alors (z 4+ y,z —y) = (2’ + ¢/, 2’ —y') donc

vty =a'+y
r—y = -y

En faisant la somme des lignes de ce systéme on trouve 2z = 2z’ donc
x = 2’ et avec la différence on obtient y = y'. Donc les couples (z,y)
et (2/,y) sont égaux. Donc h est injective.
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Montrons que h est surjective. Soit (X,Y) € R2 cherchons lui un
antécédent (x,y) par h. Un tel antécédent vérifie h(x,y) = (X,Y),
donc (z +y,z —y) = (X,Y) ou encore :

{x+y =X

r—y =Y
Encore une fois on faisant la somme des lignes on obtient x = %
et avec la difféerence y = 5%, donc (z,y) = (£4X, £5¥). La partie

“analyse” de notre raisonnement en finie passons a la “synthése” : il
suffit de juste de vérifier que le couple (z,y) que l'on a obtenu est
bien solution (on a tout fait pour!). Bilan pour (X,Y’) donné, son
antécédent par h existe et est (X4, £5¥). Donc h est surjective.
En fait on pourrait montrer directement que h est bijective en exhi-
bant sa bijection réciproque (X,Y) — (%, %) Mais vous devriez
vous convaincre qu’il s’agit 1a d’une différence de rédaction, mais pas
vraiment d’un raisonnement différent.
. Montrons d’abord que k est injective : soient z,2’ € R\ {1} tels que
k(z) = k(2') alors 2t = T+ done (z + 1) (2 — 1) = (z — 1) (2’ + 1).
En développant nous obtenons za’' + 1/ —x = xa’ — 2’ +x, soit 2x = 22/
donc z = /.

Au brouillon essayons de montrer que k est surjective : soit y € R et

cherchons = € R\ {1} tel que f(z) = y. Si un tel z existe alors il

vérifie 21 = 4 donc z 4+ 1 = y(x — 1), autrement dit z(y — 1) = y + 1.

z—1
Si 'on veut exprimer x en fonction de y cela se fait par la formule
T = z—ﬂ Mais attention, il y a un piége! Pour y = 1 on ne peut
pas trouver d’antécédent x (cela revient a diviser par 0 dans la fraction
précédente). Donc k n’est pas surjective car y = 1 n’a pas d’antécédent.
Par contre on vient de montrer que s’il 'on considérait la restriction

ki : R\ {1} — R\ {1} qui est définie aussi par k(z) = Z5 (seul
l'espace d’arrivée change par rapport a k) alors cette fonction k| est
injective et surjective, donc bijective (en fait sa bijection réciproque

est elle méme).

Correction 16. Si fog = go f alors

VreR fog(x)=go f(z).

Nous allons montrer que c’est faux, en exhibant un contre-exemple. Prenons
x=0. Alors fog(0) = f(—1) = =2, et go f(0) = g(1) = 0 donc fog(0) #
go f(0). Ainsi fog#go f.

Correction 18. 1. Supposons g o f injective, et montrons que f est in-

jective : solent a, a’ € A avec f(a) = f(a’) donc go f(a) = go f(a') or
g o f est injective donc a = a’. Conclusion on a montré :

Va,d' € A f(a)=f(d)=a=4d
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c’est la définition de f injective.

2. Supposons go f surjective, et montrons que g est surjective : soit ¢ € C
comme g o f est surjective il existe a € A tel que g o f(a) = ¢; posons
b= f(a), alors g(b) = ¢, ce raisonnement est valide quelque soit ¢ € C
donc g est surjective.

3. Un sens est simple (<) si f et g sont bijectives alors g o f 'est égale-
ment. De méme avec h o g.

Pour I'implication directe (=) : si go f est bijective alors en particulier
elle est surjective et donc d’aprés la question 2. g est surjective.

Si hog est bijective, elle est en particulier injective, donc g est injective
(c’est le 1.). Par conséquent g est a la fois injective et surjective donc
bijective.

Pour finir f = g~!o(gof) est bijective comme composée d’applications
bijectives, de méme pour h.

Correction 20. Soit z € [0,1]NQ alors f(z) = x donc fo f(x) = f(z) = .
Soit x ¢ [0,1] N Q alors f(x) = 1 — 2 donc fo f(x) = f(1 — z), mais
1—2¢1[0,1]NQ (vérifiez-le!) donc fo f(z)=f(l—2)=1—-(1—z) = .
Donc pour tout z € [0,1] on a f o f(x) = x. Et donc fo f =id.

Correction 21. Montrons quelques assertions.

f(ANB) C f(A4)N [(B).

Siy € f(AN B), il existe z € AN B tel que y = f(z), or x € A donc
y= f(z) € f(A) et de méme x € B donc y € f(B). D'ouy € f(A)N f(B).
Tout élément de f(AN B) est un élément de f(A) N f(B) donc f(ANB) C
F(A) N £(B).

Remarque : 'inclusion réciproque est fausse. Exercice : trouver un contre-
exemple.

FFHENA) =B\ f7H(4A).

ze fTYF\A) & flz)ec F\ A
< flz) ¢ A
srd YA car fHA) ={zxeE/ flz)e A}
szeE\ 14

Correction 22. 1. Vrai.
2. Faux. C’est vrai avec I’hypothése B C A et non A C B.
3. Vrai.
4. Faux. Il y a égalité.
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5. Vrai.
6. Vrai.

Correction 26. Par ’absurde supposons que ﬁ% soit un rationnel. Il s’écrit
alors % avec p > 0,q > 0 des entiers. On obtient ¢In3 = pln2. En prenant
I’exponentielle nous obtenons : exp(¢In3) = exp(pln2) soit 37 =2P. Sip > 1
alors 2 divise 3¢ donc 2 divise 3, ce qui est absurde. Donc p = 0. Ceci nous
conduit a I’égalité 3¢ = 1, donc ¢ = 0. La seule solution possible est p = 0,
g = 0. Ce qui contredit ¢ # 0. Donc %E—g est irrationnel.

Correction 27. Remarquons d’abord que pour z € C, 2Z = |z|? est un
nombre réel, ce qui fait qu’en multipliant le dénominateur par son conjugué
nous obtenons un nombre réel.

3460 _ (3+6)(3+4) _9-24+12i+18i _—15+30i _ 3 6

= = = —— 1

3—4i  (3—4i)(3+4i) 9+ 16 25 5
Calculons
1+i  (1+4)(24+d) 1+3i
2—i 5 5
et
14+4d\>  (1+3i\> -8+6i 8 6
<2—¢) _< 5 )‘ 25 25 25"
Donc
<1+i>2 346 _ 8 6.3 6. 23 36
2—1i 3—4 2525 5 5 25 25

Soit z = % Calculons z + Z, nous savons déja que c’est un nombre réel,
plus précisément : z = —% + %z et donc z +7 = —3.

Correction 28. Soient z un complexe non nul, M le point d’affixe z et A
le point d’affixe 1.
1 1
A=t = el =1 =1
z ]
et

1 1
|z]:|z—1|@OM:AM(:)MGmed[OA]@xMzi{:)Re(z):a

Donc,

2| =

1 1 1 3
‘ ‘z\z—l\@\z\:let Re(z):2<:>z:2:ti\2[(:>z:—jouz:—j2.
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Correction 29. Racines carrées. Soit z = a + ¢b un nombre complexe
avec a,b € R ; nous cherchons les complexes w € C tels que w? = z. Ecrivons
w = a + i8. Nous raisonnons par équivalence :

W=zo (a+if)=a+ib
s a? -2+ 2iaB=a+ib

Soit en identifiant les parties réelles entre elles ainsi que les parties imagi-
naires :

2 _ ;2
a*—pB*=a
R )
280 =10
Sans changer I’équivalence nous rajoutons la condition |w|? = |z|.

o? 4+ 32 =Va2 + b2
S a?—-p2=a
28 =10

Par somme et différence des deux premiéres lignes :

a? = a+va2+b?
- 2
2 _ —a+t+vVaZ+b?
< (0= 2
208 =10
[ h2
o = ) T b

= ﬂ - 4+ —a+\/2a2+b2

af est du méme signe que b

Cela donne deux couples (o, 3) de solutions et donc deux racines carrées
(opposées) w = a + i de z.
En pratique on répéte facilement ce raisonnement, par exemple pour z =
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8 — 61,

W=z (a+if)?=8—6i
s a? - B2+ 2iaf =8—6i

0[2—,82:8
2a8 = —6
a? + 3% = /82 + (—6)2 = 10 le module de z
S qa-p2=8
208 = —6
202 =18
Sp2=1
2a = —6
a=4v9=+3
S B =441
a et B de signes opposés
a=3et f=-1
& < ou
a=—-3et f=+1
Les racines de z = 8 — 67 sont donc wy =3 — 7 et wy = —wy = -3+ 1.

Pour les autres :

— Les racines carrées de 1 sont : +1 et —1.

— Les racines carrées de i sont : g(l +1i) et —@(1 +1).
— Les racines carrées de 3+ 4¢ sont : 241 et —2 — 4.

— Les racines carrées de 7 + 244 sont : 4 + 37 et —4 — 34.

Correction 30. Equations du second degré. La méthode génerale pour
résoudre les équations du second degré az? + bz + ¢ = 0 (avec a,b,c € C et
a # 0) est la suivante : soit A = b? — 4ac le discriminant complexe et § une
racine carrée de A (62 = A) alors les solutions sont :

—b+4 —b—94

et  z9 =
2a 2 2a

zZ1 =

Dans le cas ot les coefficients sont réels, on retrouve la méthode bien connue.
Le seul travail dans le cas complexe est de calculer une racine § de A.
Exemple : pour 22 — /32 —i = 0, A = 3 + 4i, dont une racine carrée est
6 = 2 + 1, les solutions sont donc :

V3+2+i V3-2—i
= 29 = ——— .

A1 2 ¢ 2
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Les solutions des autres équations sont :

~ L’équation 22 4+ 2z + 1 = 0 a pour solutions : 5(—1+iv/3), $(—1 —iv/3).

— L’équation 2% — (1+2i)z +i— 1 = 0 a pour solutions : 1 + 1, i.

— L’équation 22 —+/3z—i = 0 a pour solutions : %(2—\/5—1—71), %(—2—\/3—1')

— L’équation 22 — (5 — 141)z — 2(5i + 12) = 0 a pour solutions : 5 — 12i, —2i.

— L’équation 22 — (3 +4i)z — 1 + 5i = 0 a pour solutions : 2 + 3i, 1 + 4.

~ L’équation 422 — 2z +1 = 0 a pour solutions : (14 iv/3), 1(1 —iV/3).

— L’équation z* + 1022 4+ 169 = 0 a pour solutions : 2 + 3i, —2 — 37, 2 — 3i,
-2+ 3i.

— L’équation z* + 222 44 = 0 a pour solutions : g(l +1iv/3), g(l —iV3),

P(=14iv3), (-1 - iV3).

Correction 31. Cercle circonscrit = ssi |z] = 1.

Correction 32. l.z2=25y= 32.
2. ¢ = ﬁ ou TG
Correction 33. 1. 0, +1, +5.
2.
3.
Correction 34. 1. A=3X°+4X?2+1, B= X?+2X + 3, le quotient
de A par B est 3X3 —6X? 4+ 3X + 16 et le reste —47 — 41X.
2. A=3X5+2X* - X?2+1, B= X3+ X +2le quotient de A par B est
3X2 +2X — 3 et le reste est 7 — 9X2% — X.
3. A=X* - X3 - X -2, B=X?—-2X +4, le quotient de A par B est
X%+ X — 2 de reste 6 — 9X.

Correction 35. Soient A = X° —7X4—X?—-9X+9, B=X?—-5X+4, le
quotient de A par B est X3 —2 X2 — 14 X — 63, le reste étant 261 — 268 X.

Correction 36.

<x2+\f2m+1> <x2—\f2m+1>

= (X —V3)(X?2+V3X +V9)

. 3 . 3 3 . 3
= (X - VB)(X + 9 - i) (X + P iR,

. X3-3
Correction 37. 1.

X211 = X-DX+DX2+D)(X2-X+1D)(X2+ X +1) x
(X2 VBX+1)(X2+V3X +1)
2. = (X - D)X +1)(X —i)(X +1i) x

(3 = HRE) (X = 198 (X = M) (X — =150

(3 — 4389) (X — B=2) (x — =) (x - =),

Correction 38. 1. X641 =— (X2 + 1) (X2 + XV3+ 1) (—X2 + X3 - 1).
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2. X0+ X04X341 = — (X2+1) (X2 =X +1) (X2 +XV3+1) (- X2+ XV3—1) (X +1).

Correction 39. 1. pged(X3—X2-X-2 X°-2X44+ X2 X-2)= X-2.
2. pged( X4+ X3 —2X +1, X3+ X +1)=1.
Correction 40. 1. pged(X® 4+ 3X*4 4+ X3 + X2 +3X + 1, X4 +2X3 +
X+2)=X3+1
2. pged( X4+ X3 —3X?2 - 4X -1, X3+ X2-X-1)=X+1
3. pged(XP +5X4+9X3+7X2+5X +1, X4 +2X3 +2X2 4+ X +1) = 1.
Correction 41. 1. D= X24+3X+2=A(fgX —§)+B(—% X+ 35X+
18)-
2. D=1=A(-X*+BX°+X*+ X +1).

Correction 42. Les solutions sont les polynémes de la forme

1
P= 17),(5)(7 —21X° +35X3 —35X) + A(X — D)}(X +1)*

ol A est un polynéme quelconque ; une seule solution de degré < 7.

Correction 43. Soit (u,) une suite d’entiers qui converge vers ¢ € R. Dans
Vintervalle I =]¢ — £, ¢+ %[ de longueur 1, il existe au plus un élément de N.
Donc I NN est soit vide soit un singleton {a}.

La convergence de (u,) s’écrit :

Ve>0 AN €N tel que (n> N = |u, — | <e).
1

Fixons € = 5, nous obtenons un N correspondant. Et pour n > N, u, € I.
Mais de plus u,, est un entier, donc

n>N=u,€€lNN.

En conséquent, NN n’est pas vide (par exemple uy en est un élément) donc
I'NN = {a}. L’implication précédente s’écrit maintenant :

nz=N=u, =a.

Donc la suite (u,) est stationnaire (au moins) a partir de N. En prime, elle
est bien évidemment convergente vers £ = a € N.

Correction 44. 1. Vrai. Toute sous-suite d’une suite convergente est
convergente et admet la méme limite (c’est un résultat du cours).

2. Faux. Un contre-exemple est la suite (u,), définie par u, = (—1)".
Alors (ugy)n est la suite constante (donc convergente) de valeur 1, et
(u241)n est constante de valeur —1. Cependant la suite (uy,), n’est
pas convergente.
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3. Vrai. La convergence de la suite (uy), vers ¢, que nous souhaitons
démontrer, s’écrit :

Ve >0 N €N tel que (n> N = |u, —¥¢| <e¢).

Fixons € > 0. Comme, par hypothése, la suite (ugp), converge vers ¢
alors il existe N7 tel

2p > N1 = |ugp — ] < e.
Et de méme, pour la suite (ugp41)p il existe Ny tel que
2p+1> Ny = |ugp1 — L] < e.
Soit N = max(Ny, Na), alors
n>=N=|u, —{| <e.
Ce qui prouve la convergence de (uy,), vers £.

Correction 45. 1. 4,44 = cos (M) = coS <2"T7r + 27r> = cos (M)

q q
Up,.

2. upg = cos <2"%) = cos (2nm) = 1 = ug et upg4+1 = cos (W) =
cos <277r> = wj. Supposons, par l'absurde que (u,) converge vers /.

Alors la sous-suite (ung)n converge vers £ comme unq = ug = 1 pour
tout n alors £ = 1. D’autre part la sous-suite (upq+1)n converge aussi
vers £, mais Upg41 = uj = cOs 27”, donc £ = cos 27”. Nous obtenons une

contradiction car pour ¢ > 2, nous avons cos 27” # 1. Donc la suite (uy,)
ne converge pas.

Correction 46. Il est facile de se convaincre que (u,) n’a pas de limite,
mais plus délicat d’en donner une démonstration formelle. En effet, dés lors
qu’on ne sait pas qu’une suite (u,) converge, on ne peut pas écrire lim u,,
c’est un nombre qui n’est pas défini. Par exemple 1’égalité
: n — : n

g, (T /= i D)
n’a pas de sens. Par contre voila ce qu'on peut dire : Comme la suite 1/n
tend vers 0 quand n — oo, la suite u, est convergente si et seulement si la
suite (—1)™ Uest. De plus, dans le cas ot elles sont toutes les deux conver-
gentes, elles ont méme limite. Cette affirmation provient tout simplement
du théoréme suivant
Théoréme : Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant vers deux limites ¢
et ¢'. Alors la suite (w;,) définie par w,, = u, + v, est convergente (on peut
donc parler de sa limite) et limw,, = ¢+ ¢'.
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De plus, il n’est pas vrai que toute suite convergente doit forcément étre
croissante et majorée ou décroissante et minorée. Par exemple, (—1)"/n est
une suite qui converge vers 0 mais qui n’est ni croissante, ni décroissante.

Voici maintenant un exemple de rédaction de I'exercice. On veut montrer que
la suite (uy,) n’est pas convergente. Supposons donc par 1’absurde qu’elle soit
convergente et notons ¢ = lim,,_,c uy. (Cette expression a un sens puisqu’on
suppose que u, converge).

Rappel. Une sous-suite de (u,) (on dit aussi suite extraite de (uy)) est
une suite (v,) de la forme v, = ug(,) ol ¢ est une application strictement
croissante de N dans N. Cette fonction ¢ correspond “au choix des indices
qu’on veut garder” dans notre sous-suite. Par exemple, si on ne veut garder
dans la suite (u,) que les termes pour lesquels n est un multiple de trois, on
pourra poser ¢(n) = 3n, c’est a dire v, = ugy,.

Considérons maintenant les sous-suites v,, = ugy, et w, = ug,+1 de (u,). On
aquev, =14+1/2n - 1 et que w, = —-1+1/(2n+1) - —1. Or on a le
théoréme suivant sur les sous-suites d’une suite convergente :

Théoréme : Soit (u,) une suite convergeant vers la limite ¢ (le théoréme

est encore vrai si £ = 400 ou ¢ = —00). Alors, toute sous-suite (v,) de (uy,)
a pour limite /.
Par conséquent, ici, on a que limv,, = £ et limw, =fdoncf{=1et { = —1

ce qui est une contradiction. L’hypothése disant que (u,,) était convergente
est donc fausse. Donc (u,,) ne converge pas.

Correction 47. Remarquons d’abord que 1 — k% = 1;52 = (k_lk)'(kkﬂ). En

écrivant les fractions de u, sous la cette forme, '’écriture va se simplifier
radicalement :

2-1D2+1)B-1)B+1) (k—1(k+1) (k)(k+2) (n—

1)(n+1)

tn 2.2 3.3 kk  (k+1).(k+1)

Tous les termes des numérateurs se retrouvent au dénominateur (et vice-
versa), sauf aux extrémités. D’ou :

_1n+1
2 n

Un

Donc (uy,) tends vers % lorsque n tend vers +oo.

Correction 48. 1. 0.
2. 1.
3. 7/30.
4. 1/2.
5. 1.
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6. —3/2.
7. 1.
8. 3.
9. 1;2.
10. 3/4.
11. 0.
12. 0.
13. 1/3.
Correction 49. 1.
1 (u?+a 2
U —a=- —a
Ly 2 2
= m(un — 2au;, +a”)
_ 1(up —a)’
4 2
2. 11 est clair que pour n > 0 on a u, > 0. D’aprés ’égalité précédente
pour n = 0, U%H —a >0 et comme u,41 est positif alors u,1+1 = v/a.
Soit n > 1. Calculons le quotient de uy 1 par uy, : UZ—:I = % (1 + %)
or % < 1 car u, = y/a. Donc u;‘—zl < 1 et donc upt1 < uy. La suite
(un)n>1 est donc décroissante.
3. La suite (up)n>1 est décroissante et minorée par y/a donc elle converge
vers une limite £ > 0. D’aprés la relation
1 a
Upt+1 = = | Un + —
2 Up,
quand n — 400 alors u, — £ et upy1 — L. A la limite nous obtenons
la relation 1
a
(=5 (e+9).
2 l
La seule solution positive est £ = y/a. Conclusion (u,) converge vers
Va.
4. La relation

2
U —a= "
n+1 4U2
s’écrit aussi

(un — \/a)Q(Un + \/5)2.

2
4uz,

(un+1 - \/&) (unJrl + \/a) =
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Donc

u"+1_\/a=(un—\/6)24 1 <Un+\/6)2

(un-‘rl + \/&) Un

< (un — \/&)24(21\/5) (1 ! \7“‘/7?)2
)2

1
2v/a

5

< (un_

5. Par récurrence pour n = 1, u; — /a < k. Si la proposition est vraie
rang n, alors

tni1 —Va < Qjawn — Vay?
e () )
coi()

6. Soit ug = 3, alors u; = %(3 + %) =3,166.... Comme 3 < V10 < g
donc u; — v/10 < 0.166.. ... Nous pouvons choisir k = 0,17. Pour que
lerreur u, — \/a soit inférieure a 1078 il suffit de calculer le terme uy
car alors lerreur (calculée par la formule de la question précédente)
est inférieure a 1,53 x 10710, Nous obtenons u4 = 3, 16227766 . .. Bilan
V10 = 3,16227766 . .. avec une précision de 8 chiffres aprés la virgule.
Le nombre de chiffres exacts double & chaque itération, avec us nous
aurions (au moins) 16 chiffres exacts, et avec ug au moins 32. ..

Correction 50. 1. Soient a,b > 0. On veut démontrer que vab < “TH’.
Comme les deux membres de cette inégalité sont positifs, cette inégalité
est équivalente a ab < (‘%b)? De plus,

a+b\? 9
ab < 5 < dab < a”+2ab+ b

& 0<a®—2ab+ b2

ce qui est toujours vrai car a? —2ab+b* = (a—b)? est un carré parfait.
On a donc bien I'inégalité voulue.

2. Quitte & échanger a et b (ce qui ne change pas les moyennes arithmé-
tique et géométrique, et qui préserve le fait d’étre compris entre a et
b), on peut supposer que a < b. Alors en ajoutant les deux inégalités

a/2<a/2<b/2
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a/2 <b/2<b/2,

on obtient

a+b

< b.
2

a <

De méme, comme tout est positif, en multipliant les deux inégalités

Va<va<vb
Va < Vb < Vb

on obtient

agﬁgb.

3. Il faut avant tout remarquer que pour tout n, u, et v, sont strictement
positifs, ce qui permet de dire que les deux suites sont bien définies.
On le démontre par récurrence : c’est clair pour ug et vg, et si u, et
v, sont strictement positifs alors leurs moyennes géométrique (qui est
Up+1) et arithmétique (qui est v,41) sont strictement positives.

(a)

On veut montrer que pour chaque n, u, < v,. L’inégalité est claire
pour n = 0 grace aux hypothéses faites sur ug et vg. Si maintenant
n est plus grand que 1, u, est la moyenne géométrique de u,_1
et v,_1 et v, est la moyenne arithmétique de u,_1 et v,_1, donc,
par 1., u, < vy.

On sait d’aprés 2. que u, < Unp41 < Uy En particulier, u, < tpt1
i.e. (up) est croissante. De méme, d’aprés 2., u, < vpy1 < v,. En
particulier, v,11 < vy, i.e. (vy,) est décroissante.

Pour tout n, on a ug < u, < v, < vg. (uy,) est donc croissante et
majorée, donc converge vers une limite £. Et (v,,) est décroissante
et minorée et donc converge vers une limite #'. Nous savons main-
tenant que wu, — ¢, donc aussi u, 11 — ¢, et v, — £ ; la relation

Up+1 = /UnVy s’écrit & la limite :
L=,
De méme la relation v,41 = % donnerait a la limite :

a4

!
¢ 2

Un petit calcul avec I'une ou autre de ces égalités implique £ = ¢'.

Il y a une autre méthode un peu plus longue mais toute aussi valable.
Définition Deux suites (uy) et (v,) sont dites adjacentes si

1. uy < vp,

2. (uyp) est croissante et (vy,) est décroissante,
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3. lim(up —v,) = 0.
Alors, on a le théoréme suivant :
Théoréme : Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes, elles sont toutes les
deux convergentes et ont la méme limite.
Pour appliquer ce théoréme, vu qu’on sait déja que (uy,) et (vy,) vérifient les
points 1 et 2 de la définition, il suffit de démontrer que lim(u, —v,) = 0. On
a d’abord que v, — u, > 0. Or, d’aprés (a)

Up — Unp
2

Donc, si on note w, = v, — Uy, on a que 0 < wyp41 < wy/2. Donc, on
peut démontrer (par récurrence) que 0 < w, < 52, ce qui implique que
limy, 00 wy, = 0. Donc v, — u, tend vers 0, et ceci termine de démontrer que
les deux suites (uy,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite en utilisant

le théoréme sur les suites adjacentes.

Uptl — Upr1SUnt1 — Up =

Correction 51. Notons f, : [0,1] — R la fonction définie par :

n
fn(z) = Zxk - 1L
k=1
1. La fonction f, est continue sur [0,1]. De plus f,(0) = —1 < 0 et
fn(l) =n—1> 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, fp,
admet un zéro dans 'intervalle [0, 1]. De plus elle strictement croissante
(calculez sa dérivée) sur [0, 1] donc ce zéro est unique.

2. Calculons fy(an—1).

n

fn(an-1) = afL—l -1

k=1
n—1
n k
U1+ Z Ap—1 — 1
k=1

=a

1 + fn—l(an—l)
1 (car fn—1(an—1) = 0 par définition de a,—1).

n
n—
_ ,n
= aTL*

Nous obtenons l'inégalité

0= fn(an) < fn(anfl) = aZ—l'

Or f, est strictement croissante, l'inégalité ci-dessus implique donc
apn < ap—1. Nous venons de démontrer que la suite (ay), est décrois-
sante.

Remarquons avant d’aller plus loin que f,(x) est la somme d’une suite

géométrique :
1— xn—l—l
= 2_
fa(z) 1-2z
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Evaluons maintenant fn(%), a l'aide de I'expression précédente

1 1_(%)n+1 1
)= 2 _2=——<0.

Donc fn(%) < fn(ayn) = 0 entraine % < ap.
Pour résumer, nous avons montré que la suite (ay), est strictement
1

décroissante et minorée par 3.

3. Comme (ay,), est décroissante et minorée par % alors elle converge,
nous notons ¢ sa limite :

§<€<an.

Appliquons f,, (qui est strictement croissante) a cette inégalité :

1

o (3) < ful6) < )

qui 8’écrit aussi :
1

et ceci quelque soit n > 1. La suite (f,(¢)), converge donc vers 0
(théoreme des “gendarmes”). Mais nous savons aussi que

1 _€n+1
fall)=——5 =%

donc (fn(¢)), converge vers 1=, — 2 car (¢"),, converge vers 0. Donc

1 1
—— —2=0, dou /= _.
1-7 ’ 2
Correction 52. 1. Lasuite (u,) est strictement croissante, en effet w,+1—
Up = ﬁ > (. La suite (vy,) est strictement décroissante :
1 1 1 1 1 1 2
Un+1—Un = Up+1—Up+ = + = —(=-1).

(n+1)! n! " (m+D! (n+1)! nl nl'n

Donc a partir de n > 2, la suite (v,) est strictement décroissante.

2. Comme u, < v, < vy, alors (u,) est une suite croissante et majorée.
Donc elle converge vers £ € R. De méme v, > u,, > ug, donc (v,) est
une suite décroissante et minorée. Donc elle converge vers ¢/ € R. De
plus v, — u, = % Et donc (v, — uy) tend vers 0 ce qui prouve que

=1,
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3. Supposons que ¢ € Q, nous écrivons alors £ = % avec p,q € N. Nous
obtenons pour n > 2 :

Ecrivons cette égalité pour n = ¢ : uq < £ < v, et multiplions par ¢! :
q
qlug < q!% < q!lvg. Dans cette double inégalité toutes les termes sont

des entiers! De plus vy = uq + % donc :
! P
qlug < q.g < qlug + 1.

Donc I'entier q!% est égal a I'entier qlu, ou & qlug+1 = qlv,. Nous obte-
nons que ¢ = % est égal & u, ou a vg. Supposons par exemple que £ = u,,
comme la suite (u,) est strictement croissante alors uy < ug41 < -+ <
£, ce qui aboutit a une contradiction. Le méme raisonnement s’applique
en supposant £ = v, car la suite (v,) est strictement décroissante. Pour
conclure nous avons montré que £ n’est pas un nombre rationnel.

En fait £ est le nombre e = exp(1).

Correction 53. Des calculs élémentaires donnent

1. ulz(%,cosl) up = (18, cos 1), ,u10 = (143, €08 15);
2. u ( arctan 1,sin(g;)), ug = (4 arctan 2 51n(4 7))

= (3% 1o arctan 3, sin( ), - .. ,u10 = (189 arctan(10), sin(; 7))
3. up = (sinh 1,0), ug = (sinh 2, HTQ), ug = (sinh 3, lnTS)7 cee

In10
u1o = (sinh 10, 55°), ...

4. up = a"(cos(a),sin(a)), uz = a*(cos(2a),sin(2a)),
uz = a(cos(3a),sin(3a)), ... ,uip = a'®(cos(10a),sin(10a)),

Les limites pouvu qu’elles existent se calculent ainsi :

1. limy o #ﬁw = lim, 00 ﬁ =4, lim;,,_, o cos(1/n) = cos(0) =
1 d’ou ! )
. . 4dn 1
i = lim <nz+4+3 ) (4,0).

. n2 . 1 .
2. lim,,—voo T = lim,, oo i = 1, lim, oo arctann = /2,

. 2 .. . . N
lim,, o0 % = /2 mais limy, o sin(5 exp(—1)) n’existe pas d’ott
lim u,

n—oo

n’existe pas.

3. lim,, s lnT" = 0 tandis que lim,_ ., sinhn n’existe pas en tant que

limite finie car

lim sinhz = +o0
r——+00
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limu,, = lim <smhn lnn>
n

n’existe pas.

4. lim,, o (cos(na), sin(na)) n’existe pas tandis que pour que lim,,_,o a™
existe il faut et il suffit que a < 1 et, s’il en est ainsi, lim,, .o a™ = 0
sia<1etlim,_ o a™ =1sia=1.Par conséquent : Pour que

7}1_)120 Up = nh_g)lo a"(cos(na),sin(na))

existe il faut et il suffit que a < 1, et la limite vaut alors zéro.

Correction 54. Si C' = A x B alors on obtient le coefficient ¢;; (situé a la
i-éme ligne et la j-éme colonne de C') en effectuant le produit scalaire du
i-éme vecteur-ligne de A avec le j-éme vecteur colonne de B.

(; 1>><<1 ‘1)—@ %)

On trouve

12 0 (1T =2
31 4 S \6 5 7
a b c 1 a ¢ a+b+c a®+b*+c  2ac+b?
c ba|x[15b b a—l—b—l—c 2ac+ b2 a®+ b2+
1 11 1 ¢ a a+b+c a+b+c
Correction 64. 1. g(a) = “‘ZH’ — f(a) et g(%3> by = f(b) — (a+b)
Comme f(a) = f(b) alors nous obtenons que g(a ) —g(%2). Donc ou

bien g(a) < 0 et g(%42) > 0 ou bien g(a) > 0 et g(%2) < 0. D’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, g s’annule en ¢ pour un c entre
a et ‘ITH’.

2. Notons ¢ le temps (en heure) et d(t) la distance parcourue (en km)
entre les instants 0 et ¢. Nous supposons que la fonction ¢ — d(t)
est continue. Soit f(t) = d(t) — 4t. Alors f(0) = 0 et par hypothése
f(1) = 0. Appliquons la question précédente avec a = 0, b = 1. 1l
existe ¢ € [0, 1] tel que g( ) = 0, c’est-a-dire f(c+ 1) = f(c). Donc
d(c+3) —d(c) = 4(c+ %) — 4c = 2. Donc entre c et ¢+ %, (soit 1/2
heure), la personne parcourt exactement 2 km.

Correction 66. 1. Le graphe est composé d’une portion de droite au
dessus des = €] — 0o, 1[; d’une portion de parabole pour les z € [1,4],
d’une portion d’une autre parabole pour les = €]4,+00. (Cette der-
niére branche est bien une parabole, mais elle n’est pas dans le sens
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“habituel”, en effet si y = 8y/x alors 42 = 64z et c’est bien 1’équation
d’une parabole.)

On “voit” immeédiatemment sur le graphe que la fonction est continue
(les portions se recollent !). On “voit” aussi que la fonction est bijective.

. La fonction est continue sur | — oo, 1[, ]1,4[ et |4, +o0o[ car sur chacun
des ces intervalles elle y est définie par une fonction continue. Il faut
examiner ce qui se passe en z = 1 et x = 4. Pour z < 1, f(x) = =,
donc la limite & gauche (c’est-a-dire x — 1 avec x < 1) est donc +1.
Pour z > 1, f(z) = 2% donc la limite & droite vaut aussi +1. Comme
on a f(1) = +1 alors les limites & gauche, & droite et la valeur en 1
coincident donc f est continue en x = 1.

Méme travail en z = 4. Pour = € [1,4], f(x) = 2% donc la limite &
gauche en x = 4 est +16. On a aussi f(4) = +16. Enfin pour = > 4,
f(x) = 8y/x, donc la limite a droite en z = 4 est aussi +16. Ainsi f
est continue en x = 4.

Conclusion : f est continue en tout point € R donc f est continue
sur R.

. Le graphe devrait vous aider : tout d’abord il vous aide a se convaincre
que f est bien bijective et que la formule pour la bijection réciproque
dépend d’intervalles. Petit rappel : le graphe de la bijection réciproque
f~! s’obtient comme symétrique du graphe de f par rapport a la bis-
sectrice d’équation (y = z) (dans un repére orthonormal).

Ici on se contente de donner directement la formule de f~!. Pour z €] —
00, 1[, f(x) = x. Donc la bijection réciproque est définie par f~!(y) =
y pour tout y €] — oo, 1[. Pour = € [1,4], f(r) = x?. L’image de
I'intervalle [1,4] est l'intervalle [1,16]. Donc pour chaque y € [1,16],
la bijection réciproque est définie par f~1(y) = VY- Enfin pour z €
14, 400[, f(z) = 8\/x. L'image de U'intervalle |4, +-00[ est donc |16, +-00]
et f~1 est définie par f~1(y) = 6i4y2 pour chaque y €]16, +o0].

Nous avons définie f~! : R — R de telle sorte que f~! soit la bijection
réciproque de f.

C’est un bon exercice de montrer que f est bijective sans calculer f~! :
vous pouvez par exemple montrer que f est injective et surjective. Un
autre argument est d’utiliser un résultat du cours : f est continue, stric-
tement croissante avec une limite —oo en—oo et +00 en +oo donc elle
est bijective de R dans R (et on sait méme que la bijection réciproque
est continue).

Correction 67. Comme f(x)? = 1 alors f(x) = £1. Attention! Cela ne
veut pas dire que la fonction est constante égale a 1 ou —1. Supposons, par
exemple, qu'il existe z tel que f(x) = +1. Montrons que f est constante égale
a +1. S'il existe y # = tel que f(y) = —1 alors f est positive en x, négative
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en y et continue sur I. Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe z entre x et y tel que f(z) = 0, ce qui contredit f(2)? = 1. Donc f est
constante égale a +1.

Correction 68. 1. La fonction est définie sur R* t elle est continue sur
R*. Il faut déterminer un éventuel prolongement par continuité en z =
0, c’est-a-dire savoir si f a une limite en 0.

|f(z)] = |sinz||sinl/z| < |sinz|.

Donc f a une limite en 0 qui vaut 0. Donc en posant f(0) = 0, nous
obtenons une fonction f: R — R qui est continue.

2. La fonction g est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0.
Il faut remarquer que g est la taux d’accroissement en 0 de la fonction
k(z) = In <= : en effet g(z) = w. Donc si k est dérivable en
0 alors la limite de g en 0 est égale a la valeur de &' en 0.

Or la fonction k est dérivable sur R et &/(z) = Eiliii donc k'(0) = 0.
Bilan : en posant g(0) = 0 nous obtenons une fonction g définie et

continue sur R.

3. h est définie et continue sur R\ {—1,1}.

1 2 1+z-2 —l+z -1
(x)_l—x_l—:ﬁ_(l—ac)(l—i—:t)_(l—x)(l—i—x)_(l—i-:n)'

Donc h a pour limite —% quand x tend vers 1. Et donc en posant
h(1) = —3, nous définissons une fonction continue sur R\ {—~1}. En
—1 la fonction A ne peut étre prolongée continuement, car en —1, A

n’admet de limite finie.

Correction 70. 1. On a pour tout z,y € R |z —y| > ||z — |y|| (cest
la deuxiéme formulation de l'inégalité triangulaire). Donc pour tout
z € I:|f(z)|—|f(a)]] <|f(z)— f(a)|. L’implication annoncée résulte
alors immédiatement de la définition de I'assertion lim,_,, f(z) = f(a).
2. Si f, g sont continues alors a.f + g est continue sur I, pour tout a, 5 €
R. Donc les fonctions f+g et f — ¢ sont continues sur /. L’implication
de 1. prouve alors que | f — g| est continue sur I, et finalement on peut
conclure :
La fonction sup(f,g) = 3(f + g+ |f — g|) est continue sur I.

Correction 71. Notons / la limite de f en 400 :

Ve>0 JAeR z>A=/l—-c< f(x)</l+e.

Fixons ¢ = +1, nous obtenons un A correspondant tel que pour = > A,
¢—1< f(x) < £+ 1. Nous venons de montrer que f est bornée “a I'infini”.
La fonction f est continue sur lintervalle fermé borné [0, A], donc f est
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bornée sur cet intervalle : il existe m, M tels que pour tout = € [0, A],

m < f(z) < M. En prenant M’ = max(M,{ + 1), et m' = min(m, £ — 1)

nous avons que pour tout x € R, m’ < f(x) < M'. Donc f est bornée sur R.

La fonction n’atteint pas nécessairement ses bornes : regardez f(z) = H%

Correction 72. Commengons par la fin, trouver un tel § montrera que
Ve>0 30>0 |z—xo|<d=|f(z)—(-3)|<e

autrement dit la limite de f en zp = 0 est —3. Comme f(0) = —3 alors cela
montre aussi que f est continue en xg = 0.

On nous donne un € > 0, & nous de trouver ce fameux §. Tout d’abord

2+ 3 11|z|
3| = =
) +3l =157 ‘ 3z — 1]
Donc notre condition devient :
11]x| |3z — 1]
3| < = —_— < = <l E——m—.
f@+s<e o mfnce o k<ot

Comme nous voulons éviter les problémes en x = % pour lequel la fonction f
n’est pas définie, nous allons nous placer “loin” de % Considérons seulement
les z € R tel que |z| < §. Nous avons :

|\<1:> 1< <+1 = 3<3 1< L = 1<|3 1
T - —= <z - —= T — —= = xr — 1.
6 6 6 2 2 2

Et maintenant explicitons ¢ : prenons § < € - & - ﬁ Alors pour |z| < § nous

2

avons L1 .

|x|<5—£-§-ﬁ<5-|3x—1|-ﬁ
ce qui implique par les équivalences précédentes que |f(x) + 3| < e.
Il y a juste une petite correction a apporter a notre § : au cours de nos
calculs nous avons supposé que |z| < %, mais rien ne garantie que § < % (car
0 dépend de € qui pourrait bien étre trés grand, méme si habituellement ce
sont les € petits qui nous intéressent). Au final le 0 qui convient est donc :

1 ¢
6 = min(=, —).
(552
Remarque finale : bien str on savait dés le début que f est continue en g = 0.
En effet f est le quotient de deux fonctions continues, le dénominateur ne

s’annulant pas en xg. Donc nous savons dés le départ qu’un tel § existe, mais
ici nous avons fait plus, nous avons trouvé une formule explicite pour ce 9.
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Correction 79. 1. La fonction f; est dérivable en dehors de x = 0. En
effet x — % est dérivable sur R* et & — cos x est dérivable sur R, donc
par composition x — cos % est dérivable sur R*. Puis par multiplication
par la fonction dérivable x — 22, la fonction f; est dérivable sur R*.
Par la suite on omet souvent ce genre de discussion ou on ’abrége sous
la forme “ f est dérivable sur I comme somme, produit, composition de
fonctions dérivables sur I”.

Pour savoir si f; est dérivable en 0 regardons le taux d’accroissement :

fi(x) — f1(0) 1

= I Cos —.
z—0 T

Mais z cos(1/x) tend vers 0 (si z — 0) car | cos(1/x)| < 1. Donc le taux
d’accroissement tend vers 0. Donc f; est dérivable en 0 et f1(0) = 0.

2. Encore une fois fs est dérivable en dehors de 0. Le taux d’accroissement

enx =0 est: )
fa(x) — f2(0)  sinz . 1
sin

x—0 T T
Nous savons que % — 1 et que sinl/z n’a pas de limite quand
x — 0. Donc le taux d’accroissement n’a pas de limite, donc fo n’est

pas dérivable en 0.

3. La fonction f3 s’écrit :

_Jalle—1)

fs(x) p—

— Donc pour x > 1ona f3(x) =z;pour 0 <z <lona f3(z)=—uz;
pour z < 0 on a f3(x) = x.

— La fonction f3 est définie, continue et dérivable sur R\ {0,1}. At-
tention! La fonction x — |z| n’est pas dérivable en 0.

— La fonction f3 n’est pas continue en 1, en effet lim, 14 f3(x) = +1
et lim,_,1— f3(z) = —1. Donc la fonction n’est pas dérivable en 1.

— La fonction f3 est continue en 0. Le taux d’accroissement pour = > 0

est
@) = f0) _ - _
r—0 T
et pour x < 0,
fs@) = f0) = _

z—0 T
Donc le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0 et donc f3 n’est
pas dérivable en 0.

Correction 80. La fonction f est continue et dérivable sur ]0,1[ et sur
|1, 4+00[. Le seul probléme est en x = 1.
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Il faut d’abord que la fonction soit continue en z = 1. La limite a gauche
est lim, ;- /= = +1 et & droite lim,_,1+ az? + bx +1 = a + b + 1. Donc
a+b+1=1. Autrement dit b = —a.

Il faut maintenant que les dérivées a droite et a gauche soient égales. Comme
la fonction f restreinte a |0, 1] est définie par x — /z alors elle est dérivable
a gauche et la dérivée a gauche s’obtient en évaluant la fonction dérivée
x ﬁ en z = 1. Donc fy(1) = 3.

5‘)8})1{ }2(11 )dérivée a droite il s’agit de calculer la limite du taux d’accroissement

———1, lorsque x — 1 avec x > 1. Or

f@)—f(1) ax?+br+1-1 :axQ—am_ax(aﬁ—l)

x—1 x—1 r—1  z-1 - ar

Donc f est dérivable a droite et f}(1) = a. Afin que f soit dérivable, il faut
et il suffit que les dérivées a droite et a gauche existent et soient égales, donc
ici la condition est a = %

Le seul couple (a,b) que rend f dérivable sur |0, 400 est (a = 5,b = —%)

DO

Correction 81. f est C°° sur R*.

1. Comme [sin(1/x)| < 1 alors f tend vers 0 quand x — 0. Donc en
prolongeant f par f(0) = 0, la fonction f prolongée est continue sur

R.
2. Le taux d’accroissement est
f@) =) 1
xz—0 x

Comme ci-dessus il y a une limite (qui vaut 0) en z = 0. Donc f est
dérivable en 0 et f'(0) = 0.

3. Sur R*, f/'(z) = 2xsin(1/x) — cos(1/x), Donc f/'(z) n’a pas de limite
quand x — 0. Donc f’ n’est pas continue en 0.

Correction 82. 1. Selon que n = 0 (mod 4),1 (mod 4),2 (mod 4),3
(mod 4) alors f(™)(z) vaut respectivement sin z, cos z, — sin x, — cos .

2. La dérivée de sin?z est 2sinxzcosz = sin2z. Et donc les dérivées

suivantes seront : 2 cos 2x, —4 sin 2x, —8 cos 2z, 16 sin 2x,... Et selon que
n = 1 (mod 4),2 (mod 4),3 (mod 4),0 (mod 4), alors g(™(z) vaut
respectivement 2" 1 sin 2z, 27! cos 2z, —2" ! sin 2z, —2"" ! cos 2z.

3. sin(z)? + cos(z)® = —§ sin(3z) + 2 sin(x) + I cos(3z) + 2 cos(z) et on
dérive...

Correction 85. La limite de f en 0 est 0, donc f est continue en 0. De
méme le taux d’accroissement de f en 0 est f(z)/x qui tend vers 0. Donc
f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. En dehors de 0, on a f'(z) = 2~ "z~3
donc f’ est continue en 0.
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On continue de la méme fagon en remarquant que si £ (z) = P(1/z) exp(—1/z2)
oil P est un polynome et £ (0) = 0. Donc f(™(z) tend vers 0 si = tend vers

0. Donc f(" est continue. De plus f(™ est dérivable en 0 car son taux d’ac-
croissement vaut 1/zP(1/z) exp(—1/z2) qui tend vers 0, donc £+ (0) = 0.

En dehors de 0 on f*1)(z) = Q(1/x) exp(—1/22) ot @ est un polynome.

Et on recommence...

Correction 88. Q,(t) = (1—t%)" est un polynéme de degré 2n, on le dérive
n fois, on obtient un polynéme de degré n. Les valeurs —1 et +1 sont des
racines d’ordre n de @y, donc Q,(1) =Q, (1) =...= 7(1”_1)(1) = 0. Méme
chose en —1. Enfin Q(—1) = 0 = Q(+1) donc d’aprés le théoréme de Rolle
il existe ¢ €] — 1, 1] telle que @/,(¢) = 0.

Donc @, (—1) =0, Q,(c) =0, Q,,(—=1) = 0. En appliquant le théoréme de
Rolle deux fois (sur [—1,¢c] et sur [¢,+1]), on obtient 'existence de racines
dy,dy pour Q! qui s’ajoutent aux racines —1 et +1.

On continue ainsi par récurrence. On obtient pour Q;nil), n + 1 racines :
—1,e1,...,e5—1,+1. Nous appliquons le théoréme de Rolle n fois. Nous ob-
tenons n racines pour P, = Q%n). Comme un polyndéme de degré n a au plus
n racines, nous avons obtenu toutes les racines. Par constructions ces racines
sont réelles distinctes, donc simples.

Correction 89. 1. Par 'absurde on suppose qu’il y a (au moins) quatre
racines distinctes pour P,(X) = X™ + aX + b. Notons les 1 < x9 <
x3 < x4. Par le théoréme de Rolle appliqué trois fois (entre x1 et xo,
entre xp et x3,...) il existe 2] < xf, < % des racines de P;,. On applique
deux fois le théoréme Rolle entre @) et 2, et entre a5 et z%. On obtient
deux racines distinctes pour P. Or P/ = n(n — 1) X"~ 2 ne peut avoir
que 0 comme racines. Donc nous avons obtenu une contradiction.

2. Autre méthode : Le résultat est évident si n < 3. On suppose donc
n > 3. Soit P, 'application X +— X" 4+ aX + b de R dans lui-méme.
Alors P! (X) = nX""14a s’annule en au plus deux valeurs. Donc P, est
successivement croissante-décroissante-croissante ou bien décroissante-
croissante-décroissante. Et donc P, s’annule au plus trois fois.

Correction 90. Comme f’ est dérivable, elle est continue. Comme f s’an-
nule n + 1 fois, f’ change de signe (au moins) n + 1 fois donc s’annule (au
moins) n fois. On peut bien str recommencer, le résultat en découle.

Correction 91. La fonction f est continue et dérivable sur R donc en par-
ticulier sur [a, b]. Le théoréme des accroissement finis assure l'existence d'un
nombre ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Mais pour la fonction particuliére de cet exercice nous pouvons expliciter
ce c. En effet f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a) implique a(b? — a?) + B(b—a) =
(2ac + B)(b — a). Donc ¢ = “F2.
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Géométriquement, le graphe P de f est une parabole. Si I'on prend deux
points A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) appartenant a cette parabole, alors la
droite (AB) est paralléle a la tangente en P qui passe en M = (CLTH), f(aT—H)))
L’abscisse de M étant le milieu des abscisses de A et B.

Correction 92. 1. Domaine d’étude. M (t) existe si et seulement si
t ¢ {—1,1}. Sinon, il n’y a pas de symétrie particuliére (la fonction y
est effectivement paire, mais x n’est ni paire ni impaire).

Dérivée. Pour t €] — 1,1[\{0},

3 3 2 1
t

() =z@t)Blnjt| - 2In|t + 1| —Injt — 1|) = (t+1)2(t—1)( i

)

_ t3 3tF—1) =282 —t)— (2 +t)  t*(t—3)
(12t —1) tt+1)(t—1) (13— 1)2
et
s 208 —1) —2t(¢%) =2t
Yy (t) = (t2 — 1)2 - (t2 _ 1)2’

ce qui reste vrai par continuité de x et y en 0.

Etude des points singuliers. Pour ¢t €] — 1, 1], %(t} =0et=0.
M(0) = (0,0) est 'unique point singulier. Pour ¢t €] — 1, 1[\{0},

y(t) —y(0) ? o+t -1) _t+1

z(t) —x(0)  t2-1 t3 t
Par suite, ggg:zgg% tend vers +oo quand t tend vers 0 par valeurs

supérieures et vers —oo quand ¢ tend vers 0 par valeurs inférieures. La
tangente en M (0) est dirigée par j et d’autre part, M (0) est un point
de rebroussement de premiére espéce.

Etude quand t tend vers +oo. Quand ¢ tend vers +oo, M(t) tend
vers le point (1,1). On prolonge la courbe en posant M (co) = 1,1).

On a alors
y(t)—y(oo)_( t2 1( t3 1) = 1 (@+1*t—1) _ t+1
z(t) —x(oo)  2—1 (E+1)2(t—1) 7 T 2—1 —24t+1  —24+t+1

Cette expression tend donc vers 0 quand ¢ tend vers oo et la tangente
en M (c0) est dirigée par i.

Etude quand ¢ tend vers 1. Quand ¢ tend vers 1, x(t) ~ 14(t — 1)
et y(t) ~ ﬁ Donc, z et y tendent vers l'inifini et il y a branche

infinie. De plus, % ~ 2. Puis,

66

1

e



t? t3 P (t+ 1) — 263 t2

21 U= G+ =1 )

y(t) —2x(t) =

Cette derniére expression tend vers —% et la droite (A) d’équation
y=2r — i est asymptote & la courbe.

Etude quand ¢ tend vers -1. Quand ¢ tend vers 1, z(t) ~ 12(t + 1)?
et y(t) ~ 2(;7+1) Donc, x et y tendent vers l'inifini et il y a branche
infinie. De plus, % ~ —(t 4+ 1). Par suite, % tend vers 0 quand ¢

tend vers —1. La courbe admet une barnche parabolique de direction
(Ox).
Variations conjointes de z et y. On rappelle que pour ¢t € R\

{-1,1}, 2/(¥) = % et y/(t) = ﬁ On en déduit le tableau

suivant :

On peut noter que la tangente en M (3) est dirigée par le vecteur ;
Voir graphique page suivante.

Dans la suite de cet exercice, je ne détaillerai que trés peu ou pas du
tout I’étude de la courbe.

——
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g [a=1+8
Cly= -2t —2°

3im 1 im .
v | 1 = (ﬁe 1 )3. Les solutions sont les
T+ pour 0 < k < 2. Et seul zg = %(1 + i) a une

puissance quatriéme réelle.

Correction 93. 1(—1+1) = ﬁe

complexes zp = %e

Correction 94. 1. Les trois racines cubiques ont méme module v/2, et
leurs arguments sont —7/12, 77 /12 et 57 /4. Des valeurs approchées
sont 1,36603 — 0,36603¢, —0,36603 + 1,36603¢ et —1 — i.

2. —1—2i, (=1 —2i)j et (=1 —2i)j% ot j = =53 (racine cubique de
1).

1+V3 .

oo _ =143 . T o9 _ . St __
2v3 i Sigg = ; tan {5 = 2 \/g,tanm—

2v2

Correction 95. cos % =

24+ /3.
Les racines de 224 = 1 sont données par z; = €2K™/24 pour k = 0,1, ...,23.

Ce sont donc 1, cos {5 + isin 75, etc.

Correction 96. 1. 3, 3¢, —3 et —3s.

2 B2(1+0), B2 (-1 +4), B2(-1—i) et B2(1— 1),

Correction 97. 1. z= —z'cotankn—”.

2. 6| n = z=jou j2 Sinon, pas de solution.

3. z= exp%, k=20,1,3,4.

4. z=-1 ouz:exp%, 1<k <n.
5. r =tan (%)

6.

7. 2= +i, +i(2+/3).

Correction 99. 1. (a) (0,0,0) € Ej.

(b) Soient (z,y, z) et (2/,y/, 2") deux éléments de F1. On a donc 3x —
Ty =zet 32 =Ty =2 Donc 3(z+2') —T(y+v) = (2 + 2),
d'ou (z+2',y+ 4,2+ 2') appartient & Fj.

(c) Soit A € R et (z,y,2) € Ey. Alors la relation 3z — 7Ty = z im-
plique que 3(Az) — 7(A\y) = Az donc que A(z,y,2) = (Az, Ay, A\z)
appartient a Fj.

2. By = {(z,y,2) € R® | 22 — 22 = 0} clest-a-dire By = {(7,9,2) €
R? |z = 2z ou # = —z}. Donc (1,0, —1) et (1,0,1) appartiennent & Fy
mais (1,0,—1) + (1,0,1) = (2,0,0) n’appartient pas & Fo qui n’est en
conséquence pas un sous-espace vectoriel de R3.
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3. E3 est un sous-espace vectoriel de R3. En effet :

(a) (0,0,0) € E3.

(b) Soient (x,y,z) et (2’,y,2') deux éléments de E3. On a donc z +
y—z=x+y+z=0et a2’ +¢y —2 =2 +9y +2 = 0. Donc
(x+2)+y+y)—+2)=@+2)+Ww+y)+(z+2)=0
et (z,y,2)+ (/,y,2)) = (x + 2,y + v,z + 2') appartient a Ej.

(c) Soit A € Ret (x,y,z) € Es. Alors larelation z+y—z = z4+y+z =
0 implique que Az + Ay — Az = Az + Ay + Az = 0 donc que
Mz, y, z) = (Ax, Ay, Az) appartient a Fs.

4. Les vecteurs (1,0,0) et (0,0,1) appartiennent & £ mais leur somme
(1,0,0)4(0,0,1) = (1,0, 1) ne lui appartient pas donc E4 n’est pas un
sous-espace vectoriel de R3.

Correction 100. 1. By :nonsia#0 caralors 0 ¢ Ey; oul, sia =0 car
alors E; est l'intersection des sous-espaces vectoriels {(z,y,2) € R? |
r+y=0}et {(x,9,2) € R® |z =0}

2. E5 est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
3. Es3 : non, car la fonction nulle n’appartient pas & Fj.

4. Ey4 : non, en fait F; n’est méme pas un sous-groupe de (R? +) car
(2,0) € E4 mais —(2,0) = (—2,0) ¢ Ej.

Correction 101. 1. Sens <. Si F C G alors FUG = G donc F UG est
un sous-espace vectoriel. De méme si G C F.

Sens =-. On suppose que F'U G est un sous-espace vectoriel. Par ’ab-

surde supposons que F' n’est pas inclus dans GG et que G n’est pas inclus

dans F'. Alors il existe z € F\ G et y € G\ F. Mais alors z € F UG,

y € FUG donc x+y € FUG (car FUG est un sous-espace vectoriel).

Commez+ye FUGalorse+y€e Foux+ye€QG.

~ Six+y € F alors, comme z € F, (x +y)+ (—x) € F doncy € F,
ce qui est absurde.

- Siz+y e G alors, comme y € G, (x+y)+ (—y) € G donc z € G,
ce qui est absurde.

Dans les deux cas nous obtenons une contradiction. Donc F' est inclus

dans G ou G est inclus dans F'.

2. Supposons G C F.

— Inclusion D. Soit z € G+ (FNH). Alors il existe a € G, be FNH
tels que £ = a + b. Comme G C F alors a € F, de plus b € F' donc
r=a+be F.Dautrepata € G,be H,donce=a+bec G+ H.
Donc z € FN(G+ H).

— Inclusion C. Soit x € FN(G+ H). x € G+ H alors il existe a € G,
b € H tel que £ = a + b. Maintenant b = x —a avec ¢ € F et a €
G C F,doncbe F,doncbe FNH.Doncx =a+be G+ (FNH).
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Correction 102. 1. La fonction nulle est dans F' et en particulier, F' #
@. Soient alors (f,g) € F? et (\, u) € R

(AS 4 1g)(0) + (Af + pg)(1) = A(f(0) + f(1)) + u(g(0) + ¢(1)) = 0.

Par suite, Af + pug est dans F'. On a montré que :

F#@etV(f,g) € F2, Y\, pu) € R, A\f + ug € F.

F est donc un sous-espace vectoriel de F.
2. Méme démarche et méme conclusion .

3. F ne contient pas la fonction nulle et n’est donc pas un sous-espace
vectoriel de F.

4. La fonction nulle est dans F' et en particulier, F' # @. Soient alors
(f9) € F? et (A, p) € R%.
Pour z élément de [0, 1],

Af+ng)(@)+(Af+pg)(1—x) = A(f (@) +f(1-2))+u(g(x)+9(1-2)) = 0

et Af + g est dans F'. F est un sous-espace vectoriel de F.
Remarque. Les graphes des fonctions considérés sont symétriques par
rapport au point (%, 0).

5. F contient la fonction constante 1 mais pas son opposé la fonction
constante —1 et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de F.

6. F ne contient pas la fonction nulle et n’est donc pas un sous-espace
vectoriel de E.

Correction 103. Dans les cas ou F' est un sous-espace, on a & chaque fois

trois démarches possibles pour le vérifier :

- Utiliser la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.

- Obtenir F' comme noyau d’une forme linéaire ou plus généralement, comme
noyau d’une application linéaire.

- Obtenir F' comme sous-espace engendré par une famille de vecteurs.

Je vous détaille une seule fois les trois démarches.

1. 1lére démarche. F contient le vecteur nul (0,...,0) et donc F # @.
Soient alors ((z1, ...,z ), (], ..., 2h)) € F? et (A, 1) € R%. On a

A1y ) + e ly) = (A2t + ph o A + i)

avec Az1 + pzy = 0. Donc, N(x1, ..., xn) + p(x), ...,x}) € F. F est un
sous-espace vectoriel de R”.
2éme démarche. L’application (z1,...,x,) — z1 est une forme li-

néaire sur R” et F' en est lenoyau. F est donc un sous-espace vectoriel
de R™.
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3éme démarche.

F={(0,29,....,2,), (To,...,x,) € R"} = {25(0,1,0,...,0) + ... + 2,,(0,...,0,1), (T2, ..., )
= Vect((0, 1,0, ...,0), ..., (0, ...,0,1)).

F' est donc un sous-espace vectoriel de R™.

2. F ne contient pas le vecteur nul et n’est donc pas un sous-espace vec-
toriel de R™.

3. (Ici, n > 2). L’application (z1, ..., xy) — &1 — 2 est une forme linéaire
sur R" et F en est le noyau. F' est donc un sous-espace vectoriel de R™.

4. L’application (21, ...,2y) — 21 + ... + @, est une forme linéaire sur R"
et F en est le noyau. F' est donc un sous-espace vectoriel de R™.

5. (Icei, n > 2). Les vecteurs e; = (1,0,...,0) et e = (0,1,0...,0) sont
dans F' mais e; +e2 = (1,1,0...0) n’y est pas. F' n’est donc pas un sous
espace vectoriel de E.

Remarque. F est la réunion des sous-espaces {(z1, ..., z,) € R"/ 1 =
0} et {(z1,...,z5) € R"/ 29 = 0}.

Correction 104. 1.
(x,1,y,1) € Vect{vi, v}
<~ I\ peR (z,1,y,1) = X\(1,2,3,4) + u(1,-2,3,—4)
< I\, ueR (2, 1,y,1) = (N, 20, 3X,4N) + (0, =24, 31, —4p)
<~ I\ pueR (x,1,y,1) = (N4 py 2X — 20, 3N + 3, 4N — 4p)
= J\pneR 1=2A—p) et 1=4(\—p)

1 1

Ce qui est impossible (quelque soient z, y). Donc on ne peut pas trouver
de tels x, y.
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2. On fait le méme raisonnement :

(x,1,1,y) € Vect{vy, v}
iff I peR (x, 1,1, y) = (A4 14, 22 — 20, 3A + 3, 4N — 4p)

T =A+p

1 =2\-2
I\ pueR a

1 =3x+3u

y =4\—4p

)

=4

po=—1
<~ I\peR L2

X :g

y =2

Donc le seul vecteur (z,1,1,y) qui convienne est (%, 1,1,2).
Correction 105. Montrons d’abord que £ C F. On va d’abord montrer
que v1 € Fet vy € F.

Tout d’abord v; € F' <= v; € Vect{wy,ws} <= I\, u v = Aw; + pws.
Il s’agit donc de trouver ces A, . Cela se fait en résolvant un systéme (ici
on peut méme le faire de téte) on trouve la relation 7(2,3,—1) = 3(3,7,0) —
(5,0,—7) ce qui donne la relation vy = %wl — %wg et donc v, € F.

De méme 7Tvg = —w; + 2w donc vy € F.

Maintenant v1 et vy sont dans I’espace vectoriel F', donc toute combinaison
linéaire de v1 et vy aussi, c’est-a-dire : pour tout A, 4, on a \vy + pvg € F.
Ce qui implique E C F.

Il reste & montrer F' C E. Il s’agit donc d’écrire wq (puis wsy) en fonction de
v1 et vg. On trouve wy = 2v; — vy et we9 = v1 + 3ve. Encore une fois cela
entraine wy € E et wy € E donc Vect{wy,ws} C E d'o0 F C E.

Par double inclusion on a montré £ = F'.

Correction 106. v € Vect(ey, ea) est équivalent & 'existence de deux réels
A, w tels que v = ey + pes.
Alors (—2,z,y,3) = A\(1,—-1,1,2) + u(—1,2,3,1) est équivalent a

2 =A-up A =1/3

x ==+ 2u w =17/3
= A+ 3u r =13/3°

3 =2x+pu y =22/3

Le couple qui convient est donc (z,y) = (13/3,22/3).
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Correction 108. Soit (a,b,c) € Q3.

a+bv/2+v3=0= (a+b/2)? = (—cV3)? = a® + 2b + 2ab\V/2 = 3c* =

2abv2 € Q.

Mais v/2 est irrationnel donc ab = 0.
Si b= 0, puisque a + ¢ = 0 et que v/3 est irrationnel, on en déduit que ¢ = 0
(sinon /3 serait rationnel) puis a = 0 et finalement a = b = ¢ = 0.

Si a = 0, il reste 2b? = 3c?. Mais \/g est irrationnel (dans le cas contraire,

il existe deux entiers p et ¢ non nuls tels que 3¢> = 2p? et par exemple I'ex-
posant du nombre premier 2 n’a pas la méme parité dans les deux membres
de T'égalité ce qui est impossible) et donc b = ¢ = 0 puis encore une fois

a=b=c=0.

On a montré que ¥(a,b,c) € Q%, (a+bv/2++v3=0=a=0b=c=0). Donc
la famille (1,1/2,1/3) est une famille de réels Q-libre.

est une base de R3.

1 -1 1 1
Correction112. det {1 1 0 | =3# Odonclafamille B={[1],
1 0 -1 1
1 1 -1 1
0] = % 1] — % 1|+ % 0 |. Ses coordonnées dans B sont donc
0 1 0 -1
(1/3,-1/3, 1/3
0 -1 1
(0 1 — % 1 — % 0 |. Ses coordonnées dans B sont donc
1 1 0 -1
(1/3, 1/3 —2/3).
1 0
0] = O +10
1 1

Correction 113.

. Donc ses coordonnées dans B sont (2/3,—-2/3,—1/3).

1. Pour montrer que la famille {v1, v2, v3} est une base

nous allons montrer que cette famille est libre et génératrice.

(a) Montrons que la famille {vy, v2, v3} est libre. Soit une combinaison
linéaire nulle av; + bvy + cvs = 0, nous devons montrer qu’alors
les coefficients a, b, ¢ sont nuls. Ici le vecteur nul est 0 = (0,0, 0)
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avy + bvy + cvz = (0,0,0)
— a(0,1,1) + b(1,0,1) + ¢(1,1,0) = (0,0,0)
<~ (b+c,a+c,a+b)=(0,0,0)

b4+c=0 a=20
<~ <a+c=0 <= <b=0
a+b=0 c=0

Ainsi les coefficients vérifient a = b = ¢ = 0, cela prouve que la

famille est libre.

(b) Montrons que la famille {vy,vs,v3} est génératrice. Pour n’im-
porte quel vecteur v = (z,y, 2z) de R? on doit trouver a,b,c € R

tels que avi + bvy + cvg = v.

avi + bvg + cvg = v
< a(0,1,1) +b(1,0,1) 4+ ¢(1,1,0) = (x,y, 2)
< (b+c,a+ca+d)=(z,y,2)

b+c=x b+c=x (L))
< Sat+c=y (L) <= Ja+c=y
a+b=2z (L3) b—c=z—y (L) =(Ls— Lo)
2b=z+z—y (L}+ LY a=3i(-z+y+2)
< {atc=y = (b=1(z—y+2)
2ce=zx—(z2—y) (L)—LY) c=3(x+y—2)

$(z+y — 2) nous

Poura = 3(—z+y+2z2),b=%4z—y+2z),c=
= (x,y,2) = v. Donc la

avons donc la relation avy + bvg + cug
famille {v1, vo,v3} est génératrice.

La famille est libre et génératrice donc c’est une base.

(d) Pour écrire w = (1,1,1) dans la base (v1,v2,v3) on peut résoudre
le systéme correspondant a la relation avy + bve + cvz = w. Mais

en fait nous 'avons déja résolu pour tout vecteur (z,y,z), en
particulier pour le vecteur (1,1,1) la solution est a = %, b= %,

c= % Autrement dit %Ul + %’(}2 + %’(}3 = w. Les coordonnées de
w dans la base (v, ve,v3) sont donc (%, %, %)

—
¢
~

2. Pour montrer que la famille est libre et génératrice les calculs sont
similaires a ceux de la question précédente. Notons B la base (v, va, v3).
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Exprimons ensuite e; dans cette base, les calculs donnent : e; = %’Ul —

v + 2v3. Ses coordonnées dans la base B sont (1,1, 1).

ey = %vl + %vg + %U3. Ses coordonnées dans B sont (z, %, %)

e3 = %vl — %’Ug — %1}3. Ses coordonnées dans B sont (%, —%, —%)
Les calculs sont ensuite terminés, on remarque que w = (1,2, —3) vaut
en fait w = ey 4+ 2e5 — 3e3 donc par nos calculs précédents w = %vl —
Tva + Fvg + 2(5v1 + 2v2 + 2v3) — 3(3v1 — 2vo — 2v3) = 2vp + 3vs. Les
coordonnées de w dans B sont (0,2, 3).

3. Par exemple la famille {(1,0,0),(0,1,0)} est libre dans R? mais pas
génératrice.

4. La famille {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} est génératrice dans R?
mais pas libre.

Correction 114.

€T = 2y + =z
3y = —x + z
32 = —x + 3y + =z

Correction 115. r =3, 2ad— 3b+ 5¢ = 0, b—2d—¢é=0.
1

1 1
Correction 117. 1. In(cosz) = —ixQ - E:c4 - 4—53;6 + 0 (29).
1 2 17
2. tanz =z + gaﬁ?’ + 1—5365 + ﬁ:ﬂ +o0 (x7)
3. sin(tanx) = = + 1:133 - ix‘r’ - 751‘7 +o(z")
. 6 40 1008 '

11
4. (In(1+2))? =2® — 2% + Ex4 +o (ac4).

5. exp(sinz) =1+ z + %mQ +o (333)
6. sin®z =a2%+o0 (m6).

Correction 118. )
arctan(z) — sin(z)

= 1.
250 tan(z) — arcsin(x)
Correction 119.
1 1 1

1. Incosz = —5332 - ﬁafl - gxfi +o (:c7)

arctan(z) — x 11 5 3

- ~J = = 2 S .

sin(z) — x 10" +o(z%)
1
3. In(tan(1/22 +1/47)) =a + gzc?’ +o (2%).
2 2 3 3

4. 1nsinlen(1/2x/§)+x—%— (;p— Z) _|_§ (x— %) —|—0<(x—2) >
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1

1
5. Va3 +a— Vad—2=2/3=+o0(=).
x

24
n(1+x) 11 7
6. (I—Fx)%:e1 o :e—1/2ex+ﬂex2—Eexg—ko(x?’).

7. x (\/:1:2 +vaet+1-— x\/ﬁ) = 1/8\33/3 + o(z™°).

Correction 120. ¢!/3 (14 o452 + o(z?)).

Correction 121. 1. Siz €]0, 7|, sinz > 0, de sorte que la fonction pro-
posée est bien définie sur un voisinage pointé de 7 (c’est-a-dire un voi-

sinage de 7 auquel on a enlevé le point ) et de plus (sin )1/ (2r=m) —
eln(sinx)/(Qaz—W T

). Quand z tend vers 5, sinz tend vers 1 et donc

In(sinz) ~ sinz—1 = — (1 — cos (g - x)) ~ —% (g - x)2 = —W;W)Q.

Donc, IHQ(xSlil;:’) ~ _2x§ﬁ — 0 et enfin (sin 1,)1/(21—77) — 6ln(sina:)/(2;t—7r) N

e =1.

lim,_, = (sin )1/ (Gr=m) — 1,

2. Si z €]0,x[\ {g}, |tanz| > 0, de sorte que la fonction proposée est
bien définie sur un voisinage pointé de § et de plus |tanz|“* =

cosz In(] tan x| ™

e ). Quand z tend vers 5

In|tanz| = In|sinz| — In|cosz| ~ —In | cos x|,

puis coszIn |tanz| ~ —coszIn|cos x| — 0 (car, quand u tend vers 0,
ulnu — 0). Done, |tan z]cs® = ecoszinftana] _y o0 — 7

lim,_,z |tanz[*** = 1. I

nm s nm s 3 L
3. Quand n tend vers +o00, cos 31 tsing gy > cosy +sing =1 (et

on est en présence d'une indétermination du type 17°°). Quand n tend
vers +oo,




De méme,

Puis,
nmw nmw 37 1 V3r 1 V3
1 i =nl 14+ — hl — il
nn<0083n+1+sm6n+1> ”n( +24n+0<n)) (24n <n>> 24+(
et donc

>n = eV3m/24,

: . nm : nm
limy, 400 (cos FngT TSI g

4. Quand z tend vers 0, In(cos x) ~ cosx—1 ~ —;‘2—2. Puis, In |z| In(cos x) ~
—%ln |z| — 0. Donc, (cosz)™1*l — €0 = 1.

lim,_o(cos )™ 2l = 1.

5. Quand z tend vers 7, ﬁ tend vers +oo. Posons h = x — 3 puis
e = sgn(h), de sorte que
1/(1—sinz)

1/(1—cosh) _ In|sinh|+——

(cosx)e = —¢|sinhle —ce TeosTs |
Or, quand h tend vers 0,
In | sin |-+ 1 ~ (I —cosh)In|sinh|+1 (—%2+0(h2))(1n\h\—i—o(ln\h\))—i—l 140
1—cosh 1 —cosh %2+0(h2) _%24_0

et donc, quand h tend vers 0, In|sinh| + 7 L 2 — +o00. Par

—cosh 7 RZ
suite,

1/(1—sinz) l-sinz) _

—0Q.

hmxﬁ\ﬂ/Z, x<m/2 COS(.’L‘)@ = too et 11m$*}7l’/2, x>7/2 cos(x)el/(

6. Pour # € R, 2cos?x — 3cosz + 1 = (2cosz — 1)(cosx — 1) et donc

Vo eR, 2cos’x —3cosz+1=0<z € (:l:g—l—%rZ) U 277Z.
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Pour z ¢ (% + 27Z) U 27Z,

2cos?w +cosz — 1 (2cosz —1)(cosz +1) cosz+1

2cos?z — 3cosx + 1 (2cosx — 1)(cosz —1)  cosx — 1’

1
2cos? wtcosz—1 __ 3Tl _ _3
z—=7/3 QcosZ x—3cos a1 - ’

et donc, lim

: 2cos® xtcosx—1
hn’lﬂf%”/3 2cos?x—3cosz+1 3

. Quand z tend vers 0,

I+tanz 142+ o()

l+thz 1+z+o(z) =l +z+o(x)(1—z+o(x)) =1+o(z).

Puis, quand z tend vers 0,

1 I+tanz\ In(l1+o(x))  o(x)  ol)
sinxln< 1—|—thx>  z4o(x) x4o(x) 1+o0(1) —0
Donc,

. 1 +-tan o 1/sinz
lim, ( T+tha )

. Quand x tend vers e par valeurs inférieures, In(x) tend vers 1 et donc

x T 1
In(lnz) ~Inz —1=1 (f)w,_lz_, ),
n(lnz) ~Inz n (7 . e(e )

puis,

In(e — z) In(lnx) ~ —é(e —z)In(e — ) — 0,

et donc (ln x)ln(e—x) — eln(e—x) In(In ) 1.

lim (In z)nle=?) = 1,

xr<e

. Quand z tend vers 1 par valeurs supérieures, xlnz — 0, et donc

zlnx

¥—1=e —l~zhz~1x(z—1)=2—-1.

Ensuite, v22 — 1 tend vers 0 et donc
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10.

11.

In(l—vVa2—1)~—V22—1=—/(z= D@+ 1) ~—/2(z —1).

Finalement, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures,

¥ —1 rz—1 1
ni-vii-1)  —vea-1n a7l

Quand x tend vers +o0,
ex
In(chz — 1) ~ In(chz) ~ In <2> =z—In2~uzx,
et donc
zln(chz —1) zxux
~ =1.
2 +1 x2
fi Z(Chr L)
T—+00 e 41
Quand z tend vers 0 par valeurs supérieures,
x? z?
In(z —1‘2) +z—Inz=z+In(l —x) = 5 +o(g;2) ~ =g
Ensuite,
: T z In(sin ) xln(x7£+o(x3)) zlnz xln(lfﬁ+o(x2)) z f£+o(:v3) z a
(sinz)® =e =e 6 ="M 6 =z"e 6 =z 1—6—1—4
et,

H 13 13 nxT 3
2SN e(a:—?—i-o(x?’))ln:c _ ea:lna:e—++o(ar3 Inz) _ 2° (1 _Zz énx + 0(1,3 hll')) ]

Donc,

. 3 31 31
(sinz)®—z™"* = g* <1 ~T o(x?’))—:vz <1 7 an + o(z? 1n:c)> =z" (x 6nm +o(z*Inz



et enfin

(sinz)® — psin® ?Inz/6 _zlnz

In(z—22 +z—Inz  -a2/2 3

: T _ .sinx
lim (sinz)* — =0
=0 In(z — 22+ —1Inzx
x>0

. Quand z tend vers +oo,

1 1 1
ln($+1):lnaz+ln<1+> zlnx++o<>,
x x x

puis

ln(x+1)_1+ 1 N 1
Inz zlnzx ¢ zlnz )’

Ensuite,

In(z+1) 1 1 1 1
zln| ——= | =zIn |1+ +o =—+Ho|— ) —0.
Inz zlnz rlnx Inz Inz

Donc, (M)w = exp (a: In <@)> — eV =1.

Inzx In

lim (WW) 1

T—r+00 Inx

1
. Quand z tend vers 75

(Arcsinx)z—f—z 1 Arcsinz +7% Arcsinz -5 1 T+a Arcsinz — 7 T A
=— X X ~ = X X = -
2 _ 1 _ L 1, 1 S
2x 1 2 x+\/§ 7 2 \/§+\/§ T 42
m 1 s 1 m
— ——(Arcsin) (—=) = —= =—.
4\/5( 2 2) W2 oL 4

. Quand z tend vers o0,

Ccos (a + %) 1 o1 tana 1 tana
zln | ————2> | =zln | cos— —tanasin— | =zln (1 — +ol|— =x|— + 0
cosa x x T T x

= —tana + o(1),
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COS(“J%I)>I — o tana

et donc limg_s 400 < —a

cos(a—‘rl) * t
: z __ ,—tana
hlnx~>+oo COS aJ“ =€ .

Correction 122. 1.

1
= 1+ (2% 4 2°) + (2% + 23)?

2 3\3 7 2 3 4 5
_ =1 2 2
=22 — 23 o0 + (2 +2°)° + o(x") +a°+2° + 2" + 227 + 22

ﬁ = 1422+ 23 + 2% +22° + 205 + 327 + o(27).
z—0

1 x? ozt 20 -1 x? 2t 20 22 z*\? 22\
Y (A (=t r_r r
cosa:x—>0< > T21 7 O )> +(2 +720>+(2 24) +<2>

2
T 4 6 1 1 1 1 5 4, 61
+5 ta < 24+4> x (720 s1tg)t o(z’) = +2x + 547 +72093+

1
cos T

1,2 6
=1t sa? + Zat + S5ab + o(27).

2.

3. Remarques.

(a) Pourz € ]
Arccos (

Z,2[\{0},ona0 < tanx < 1 et donc la fonction x
—) est définie sur | =%, 2\ {0} (qui est un voisinage

pointé de 0).

(b) Quand z tend vers 0, &£~ — 1 et donc Arccos (52=) = o(1)
(développement limité & 1'ordre 0).

(c) La fonction z — Arccosz n’est pas dérivable en 1 et n’admet
donc pas en 1 de développement limité d’ordre supérieur ou égal
a 1 (donc a priori, c’est mal parti).

(d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un dévelop-
pement limité d’ordre 3, sa partie réguliére ne contient que des
exposants pairs.

e Recherche d’un équivalent simple de Arccosx en 1 & gauche. Quand
x tend vers 1 par valeurs inférieures, Arccosx — 0 et donc,

Arccosx ~ sin(Arccosz) = V1 —22 = /(1 +2)(1 —2) ~ V2V1 —z.

T
tanx

e Déterminons un équivalent simple de Arccos (
ce qui précéde,

) en 0. D’aprés
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() o (e () - () = VP

Ainsi, la fonction z — Arccos (y/52=) n'est pas dérivable en 0 (mais

est dérivable a droite et & gauche) et n’admet donc pas de développe-
ment limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement
des développements limités & gauche et & droite pour lesquels la re-
marque initiale sur la parité des exposants ne tient plus). e Détermi-
nons un équivalent simple de f(x) = Arccos («/ on z) — % quand

tend vers 0 par valeurs supérieures.

e e

Maintenant,

ACRE %
T .’L'3
=75t a0 T
et donc
\/TCOS (jg) - (\g/% + 3095\3/5 + 0(373)) <1 - 3;2 + 0(3:2)) = jg—éfngro(x?’).
Ensuite
\/;sm (f) = <1 + 32 + 0(w2>> o (\% — 1;\3[ ( 3)> = (1 - 62 + 0(3:2)> (\%
_r 2 )



et finalement,

43

g(z) = <j§ - 1253;2 + 0(:63))—(\9/% - 92\”% + 0(3:3)> = mw(ﬁ) SVt

Ainsi, quand z tend vers 0 par valeurs supérieures,

T x 423
A ) - = 4 o(2).
reees < tanx) V3 453 ol@)

f étant paire, on en déduit que

— =l 4l 3
Arccos (/%) = % + 45% + o(z?).

(Ce n’est pas un développement limité).

. La fonction x — tanx est trois fois dérivable en T et admet donc en

1
7 un développement limité d’ordre 3 a savoir son développement de
TAYLOR-YOUNG. tan § = 1 puis (tan)’ () = 1+ tan? Z = 2. Ensuite,
(tan)”(z) = 2tanz(1 + tan®z) et (tan)”(Z) = 4. Enfin,

(tan)®) (z) = 2(1 + tan® 2)? + 4 tan® z(1 + tan® z),
et (tan)(?’)(%) = 16. Finalement,

1 1 r? ot 4 1 (22 2* 1 [/2?
ﬁln(chx) x:>0$21n<1+2+24+0<$ )) == <2+24_2(2

et donc

o

. tan® z(cos(z?) — 1) = tanx x tan® z(cos(x?) — 1) et un équivalent de
tan? z(cos(z?) — 1) en 0 est —%6. On écrit donc tanz a Pordre 2. De
méme, un équivalent de tan®x est 23 et on écrit donc cos(z?) — 1 a
l'ordre 5.

4 4

x

2

z—0

tan a(cos(a?) 1) =, (o) (=5 o)) = (wrota)) (- +o
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tan® z(cos(z?) — 1) = —% 4 o(z®).

7. On pose h = x — 1 ou encore x = 1 + h, de sorte que x tend vers 1 si
et seulement si h tend vers 0.

In(l1+ = _
h —2)(— -2)(=3)(—4
= (In24+mn({1+ 1—2h+( I 3)h2+( )=3)( )h3+o(h3)
h—0 2 2 6
h n* b 3 2 3 3
=(In24+ - — —+ —+0o(h’) ) (1 —2h + 3h* — 4h° + o(h?))
2 8 24
=In2+ (= —-2In2 | h+(3n2—=|h*+ | —4In2+ — ) h° + o(h?).
2 8 24
Donc,

2+ (3-2m2) (z — 1+ (302 - §) (v = 1)* + (~4ln2+ 53) (= 1) + o((x -

8. Pour x réel, posons f(z) = Arctan(cosx). f est dérivable sur R, et

2 / _ sin x :
pour z réel, f'(z) = —255—. Puis,

e G

= (o rot) et ottt =g (= ol (1-F ¢ 0@3))_1
3 2

(e ) (142 ) =22 v

Donc, f’ admet un développement limité d’ordre 4 en 0 et on sait que f
admet en 0 un développement limité d’ordre 5 obtenu par intégration.

2 1.4 2 4

Arctan(cos ) =, Arctan(cos 0)—%—ﬂ+0(a¢5) =" o(xd).
xT—r

Arctan(cos )

x+1
x+2°

9. Pour x > —1, posons f(z) = Arctan
1, +oo[ et pour > —1,
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, 1 1 1 1
f (I) = z+1 =35 X
(z+2)2, x+1 1+25 2 (22+43)y/(1+2)(2+2)

:W<1+2;>_1(1+m)‘1/2 (1+2) 2 6\1/5 (1_2;+0(x)) (1—g+o(
:6\16<1—<§+;+i)x+0(x)) :6\1&<1—1172x+0(:n)>.

Ainsi, f’ admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait
alors que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2 obtenu par
intégration.

Arctan 4/ z+l —  Arctan
x+2 0

—_

1 1 17,2 2
5T 5487~ Tinst + o(x?).

e = (L) ety C ) e LU CDED e
xiolJr% +2x +1%a: +o(z”).

Donc, Arcsinx =7 + % C 43 40 + 2 "+ o(2®). Ensuite,

1 1 22 3zt 5af -
= (Aresinz)? = — (1 i
AresmZ g ATesina) =0 ( Tt T ol )>

1 2 31 4
=53 %" =+ o(a?)
2 3 15 945
Finalement,
1 1 _ 1 2 31zt 5
22 " Arcsin?x 20 3 + % + 94965 + O(Z‘ )
10.

ﬁ. f est continue sur R et admet donc

des primitives sur R. Smt Fla prlmitive de f sur R qui s’annule en 0

. Pour z réel, posons f(z) =

puis, pour z réel, soit g(x f dt. g est définie sur R et, pour

vV lth
z réel g(z) = F(2?) — F(x ) g est dérivable sur R et, pour tout réel x,
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12.

13.

2z 1

() = 2P (a%) = F(2) = 20 (%) ~ fl0) = =g = e

Puis,

1 1 3 1 3
J(z) = 2x <1 - 51'8 + 0(1‘8)> - (1 - §x4 + gxs + 0(x9)> = —1+2w+§x4—§x8—x9+0(a¢9).
Ainsi ¢’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g

admet un développement limité d’ordre 10 en 0 obtenu par intégration.

En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

99
In E x—k In(e”— ﬂ +0(z'%) ) =In(e®) +In(1—e® o + o(z'%)
k! | a0 100! B 100!
0

et o) - )

100

oo + o)

(Z’“ 0k') om0

Posons h = x — m ou encore x = w + h de sorte que x tend vers 7 si et
seulement si h tend vers 0.

/AT + 13) = /A7 + (7 + h)3) = /873 + 12n2h + 127h2 + 4h3
3h 3h2 o\
= o (14 4S5+ o
h—0 273

- 3 272 T 93 ) 9 \2x T 22 81

1 1 1 1 )
_ 2( - - 3( + - 3
=2 +h+h <7r 27T>+h <37r2 St 2>+o(h)

2 3

Puis,
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2 h3
tan({/4(m3 + 23)) = tan <h+ 5 " 17 +0(h3>>
h*  h? 1 h? 11
= (ht——-—= ) +=RP+oh®)=h+—+(=—-— |r>+0(h3).
(+27r 47r2>+3 +olh) Jr27r+<3 4772> + o)

Finalement,

tan(/4(m3 + a3)) = (m—l)+%(m—1)2+(%_

T—T

Correction 123. Quand z tend vers +oo,

7 1\\3 7 49 1 7
\3/8$3+7x2+1:2x<1+—|—0<x2>) :2a:<1+ + (x2>>:2x—|——

8z 2z 57622 ' °

Donc,

(@) 7 383 N 1
T = —r————+4o0|—].
T—+00 12 288z T

La courbe représentative de f admet donc en 400 une droite asymptote

d’équation y = —x — % De plus, le signe de f(z) — (—:1: — 1—72) est, au
voisinage de +o00, le signe de —2?;388355. Donc la courbe représentative de f est
au-dessous de la droite d’équation y = —x — % au voisinage de +o0o0.

Correction 124. f est de classe C* sur son domaine R\ {—1,1} en tant
que fraction rationelle et en particulier admet un développement limité &
tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(I) xjo T _|_$3 + .. +x2n—i—1 +O(x2n+1)7

Par unicité des coefficients d’un développement limité et d’aprés la formule
de TAYLOR-YOUNG, on obtient

vn e N, fE(0) =0et fCD(0) = (2n +1)..
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Ensuite, pour = ¢ {—1,1}, et n entier naturel donné,

1) = 5 (125 - 1ix>(n) @=5 (=mm @)

Correction 125. Pour n > 5, on a

p =1 — ! + ! +7§ !
"7 n nn-1) nn-1)Mn-2) nn-1)(n-2)(n-23) — n(n—1)..(k+1)
Ensuite,
n—>5
1 1 1
0<n? < n?’(n—4) - = 0.

n(n—1)..(k+1) n(n —1)(n — 2)(n — 3)(n — 4) n—roo n n—oo

=
Il
o

—5 1 _ 1 A 1 _
Done, Y520 ntmn D) oo @ (53) et de meme vy oo
o (nl—g) Il reste

S 171+1+ S O L I I
ot T 2 n w0\ m3) T T T n) w3 O\

LAY
= T+ 4+ =40l
n n?2 nd n3

Correction 126. 1.

1 o 1 1_1<<1+x+x2+x3+x4
(e —1) 22 250 2 g3 gt 40 a2 g2 26 24 12
z(e ) 22 e x<x+%+%+§j+1€0+0($5)> x 6 C

B O O O S W C O R C 3+($)4+
a2 2 6 24 120 2 6 24 2 6 2
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1 1
:L‘ln(m—l—l)—(:v—l—l)lnxzx(ln:r—l—ln(l—i—))—(w+l)lnx = —lnx—i—x(——l—
x x

T—>+00

| +1 L + L L + !
=—lnzx -+ — 4o =].
2¢  3x2 423

zln(z+1)—(x+1)lnx v

Correction 127. 1.

o =e (i (1+2)) o (o2 vo(2)) = (1- £ 4o (1)),

En remplacant a par b ou a + b, on obtient

platt) = @ht) = e (1= ) e (1Y e (1= B o (1)

_ b2 2 b2 1 b a+b 1
s () (),

Donc, si ab # 0, fu(a+b) = fu(a)fu(b) ~ —LE2 Siah =0, il
est clair que f,(a+0b) — fn(a)fn(b) = 0.
2. e %fnla) oo EXP (—a + (a — % + %) +o (7712)) = 1+<—% + %)‘F
2
% (—%) +o (#), et donc

2n n;ioo 3 8

Correction 128. Pour n entier naturel donné, posons I,, = ] -5 tnm, 5 +nm [
e Soit n € N. Pour x € I,,, posons f(z) = tanxz — . f est dérivable sur I,

et pour = dans I, f/(z) = tan?z. Ainsi, f est dérivable sur I,, et f’ est
strictement positive sur I, \ {n7}. Donc f est strictement croissante sur I,.

e Soit n € N. f est continue et strictement croissante sur I, et réalise
donc une bijection de I, sur f(I,) = R. En particulier, Yn € N, 3lz, €
I,/ f(zn) = 0 (ou encore tel que tanx, = x,. ® On a o = 0 puis pour

n € N*, f(nm) = —nm < 0 et donc, Vn € N*, z,, €|nm, § + nn[. En particu-
lier,

z, = nr+O(1).

n—-+o0o
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e Posons alors y, = zn, —nm. Yn € N*, y, € ]07%[' De plus, tan(y,) =
tan(z,) = nm + y, et donc, puisque y,, € |0, 5[,

g > y, = Arctan(y, + nm) > Arctan(nn).

Puisque Arctan(nr) tend vers 7

5,onay, =4 +o(l) ou encore

T, = nr+5+o(l).

n—-+o0o

e Posons maintenant 2, = y, — 5 = x, —nm— 5. D’aprés ce qui précede, Vn €
N* 2z, € }—g,O[ et d’autre part z, = o(1). Ensuite, tan (Zn + %) =

n—-+00
nm+ § + z, et donc —cotan(z,) =nm+ § + 2z, ~ nn. Puisque z, tend
n—-+o00

vers 0, on en déduit que

-1 ~ —cotan(z,) ~ nm,
Zn p—+o00 n—+o00
1 1 . .
ou encore z = —— +o(=). AlnSl
" —otoo T (n) ’
= T _ L 1
xnn_:,_oonﬂ-jLQ n7r+0(n)’

e Posons enfin t, = z, + ;= = 2, —nw — § + ;- On sait que t, = 0 (1) et
que
 cotan (s — o) =  cotan(en) = 7+ § + 50 =+ § — s +o(2).

nm

Par suite,

o (1 1_11+1+(1)‘1_1 Lo (L
W\ T hr ) T nr o " %\n Toon om2r 2\ n2 )

puis,

1 1 1 1 1 1 1
R tn = Arctan (nﬂ_ =+ 0(2)> = — — +o0 <n‘2> ,

nm 2n2m n

et donc t,, = ﬁ +o0 (#) Finalement,
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Correction 129. 1. Pour > 0, posons f(z) =z + Inz. f est continue
sur ]0, +o00[, strictement croissante sur |0, 4+o0o[ en tant que somme de
deux fonctions continues et strictement croissantes sur |0, +oo[. f réa-
lise donc une bijection de |0, +-oo[ sur f (]0, +00]) = Jlimy—0, z>0 f(x), limy 4o f(2)[ =
] — 00, +oo[= R. En particulier,

VEk € R, 3z €]0, 400/ f(zk) = k.

2. f(5)=%+In% <k pour k suffisament grand (car k— (£ +In %) = & —

In % — 400 d’aprés les théorémes de croissances comparées). Donc,

k—+o00

pour k suffisament grand, f (%) < f(zk). Puisque f est strictement
croissante sur |0, +oo[, on en déduit que zj > % pour k suffisament
grand et donc que limg_, 4o xx = +00. Mais alors, k = x +1Inzp ~ xp,
et donc, quand k tend vers 400,

xr = k+o(k).

k——+o0

Posons yr, = 2 — k. On a y; = o(k) et de plus yx + In(yx + k) = 0 ce
qui s’écrit :

yr = —In(k+yi) = —In(k+o(k)) = —Ink+In(14+0(1)) = —Ink+o(1).

Donc,

zp = k—Ink+o(1).

k—+o00

Posons z;, = yp +Ink =z —k+1nk. Alors, 2z = o(1) et —Ink+ 2z =
—In(k —Ink + z;). Par suite,

1 1 1 1
2z, = Ink—In(k—Ink+o(1)) = —In <1 - n?k +o <I;§k>> = nTk—l—o <I;fk> .

Finalement,

T = k—lnk—i—%—i—o(%).

k——+o0

1

Correction 130. 1. z®sin = O(z?) et en particulier L
T—r

sin- =
T z—0

. 3
72

o(x?). Donc, en tenant compte de f(0) =1,

f(x) Sttt 22 + o(x?).
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f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2. f(x) =, 14 z 4 o(x). Donc, f admet en 0 un développement limité
T—

d’ordre 1. On en déduit que f est continue et dérivable en 0 avec
f(0) = f/(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de
théorémes généraux (et donc sur R) et pour z # 0, f'(x) = 1+ 2z +
322 sin :%2 — 2cos x%

3. f' est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. f’ n’admet donc méme
pas un développement limité d’ordre 0 en O.

Correction 131. 11 = .S 1+ %2 + % + o(z*), et donc
- T—r

3 30
Arcsinz = z4 = 22 5,
resinz = @+ 5 + 10 + o(z”)

Puis,

1 1 z? 32t 4 - 2?2 3zt 2t 4 1 =z
Arcsinxm—mx( % T a0 +0(x>> :c( 6 40+36+0(x>> z 6
et donc,

1 1 _ 1743 3
z ~ Arcsinz 20 % + 36% + O(x )

La fonction f proposée se prolonge donc par continuité en 0 en posant
f(0) = 0. Le prolongement est dérivable en 0 et f/(0) = . La courbe repré-

sentative de f admet & l'origine une tangente d’équation y = g. Le signe de

s T .. . 1723
la différence f(z) — § est, au voisinage de 0, le signe de 5. La courbe re-

présentative de f admet donc a l'origine une tangente d’inflexion d’équation
y=5-

Correction 132. 1. Arccosz = o(1l) (développement limité a l'ordre
T—r

0). Mais la fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet
donc pas en 1 un développemement limité d’ordre 1.

2) Puisque Arccosz = o(1),
T—1—

Arccosz ~ sin(Arccosz) =1 —-22=+/(14+2)(1-2) ~ V2V1—=.

r—1— r—1—

Arccosz ~ 21 —1.

rz—1—
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Correction 133. 1. f; est linéaire. Pour (x,y) € R% et (2/,y') € R? :

Ay +@y) = file +2' y +y)

2@+ +y+y) (z+2")—(y+y))
=2e+y+20'+y,z—y+a' —y)

= (2$+y,x—y) + (2x'+y',az'—y')

= fi(z,y) + fi(z',y')

Pour (z,y) € R2et AER :
fi(d(z, ) = fi(Az, Ay) = (2Az+ Ay, Az—Ny) = X224y, 2—y) = A fi(z, y).

2. fo n’est pas linéaire, en effet par exemple fo(1,1,0) + f2(1,1,0) n’est
pas égal & f2(2,2,0).

3. f3est linéaire : il faut vérifier d’abord que pour tout (z, y, 2) et (', ¢/, 2’)
alors f3 ((I‘, Y, Z)+($,’ y,a Z,)) = f3($7 Y, Z)+f3($/7 y,’ Z,)' Et ensuite que
pour tout (z,y,z) et Aon a f3 ()\ (z,y, z)) =\ f3(z,y,2).

4. fy est linéaire : il faut vérifier d’abord que pour tout (z,y) et (z/,y’)
alors fa((z,y) + («/,y')) = fa(x,y) + fa(a',y'). Et ensuite que pour
tout (z,y) et Aona fy(A- (z,y)) =X fu(z,y).

5. f5 est linéaire : soient P, P’ € R3[X] alors

f5(P+P)=((P+P)(-1),(P+ P)0),(P+P)1))
= (P(-1) +P’ (=1), P(0) + P'(0), P(1) + P'(1))
= (P(-1),P(0),P(1)) + (P'(-1),P'(0), P'(1))

f5(P) + fS(PI)

Etsi PeR3[X]et AeR:
fs(A- P) = ((AP)(=1), (AP)(0),
= (AXx P(=1),Ax P(0
=X- (P(-1),P(0), P(1))
=\ f5(P)
Correction 134. Soient (z,2') € C? et (\, u) € R2.

fz+pz') = Netp2)+a(dz + p2’) = Mz+az)+u(2 +az’) = \f(2)+uf(2).
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f est donc R-linéaire. On note que f(ia) = i(a — |a|?) et que if(a) = i(a +
la|?). Comme a # 0, on a f(ia) # if(a). f n'est pas C-linéaire. Soit z €
C\ {0}. Posons z = re? our € R% et § € R.

zeKer foztaz=0s¢e% a7 =0s 2 = —qa.

ler cas. Si|a| # 1, alors, pour tout réel 6, e*¥ # —a. Dans ce cas, Ker f =
{0} et d’aprés le théoréme du rang, Im f = C. 2éme cas. Si |a| = 1, posons
a = e,

AW = g =0t s catn+2rZ &0 € a+7r+7rZ.

Dans ce cas, Ker f = Vect(ei(o‘+“)/ 2). D’aprés le théoréme du rang, Im f
est une droite vectorielle et pour déterminer Im f, il suffit d’en fournir un
vecteur non nul, comme par exemple f(1) = 1+a. Donc, sia # —1,Im f =
Vect(l+a). Sia=—1,Vze€C, f(z) =2z—2z=2iIm (2) et Im f =iR.

Correction 135. 1. Si les deux droites vectorielles sont distinctes alors
elles engendrent un plan vectoriel et donc pas R3 tout entier. Si elles
sont confondues c’est pire : elles n’engendrent qu’une droite. Dans tout
les cas elles n’engendrent pas R3 et ne sont donc pas supplémentaires.

2. Si P et P’ sont deux plans vectoriels alors P N P’ est une droite vec-
torielle si P # P’ ou le plan P tout entier si P = P’. Attention, tous
les plans vectoriels ont une équation du type ax + by + cz = 0 et
doivent passer par 'origine, il n’existe donc pas deux plans paralléles
par exemple. Donc l'intersection PN P’ n’est jamais réduite au vecteur
nul. Ainsi P et P’ ne sont pas supplémentaires.

3. Soit D une droite et P un plan, v un vecteur directeur de D. Si le
vecteur u appartient au plan P alors D C P et les espaces ne sont pas
supplémentaires (ils n’engendrent pas tout R?). Si v ¢ P alors d'une
part D N P est juste le vecteur nul d’autre part D et P engendrent
tout R3; D et P sont supplémentaires.

Détaillons un exemple : si P est le plan d’équation z = 0 alors il est
engendré par les deux vecteurs v = (1,0,0) et w = (0, 1,0). Soit D une
droite de vecteur directeur u = (a, b, c).

Alorsu ¢ P <= u ¢ Vect{v,w} <= ¢ # 0. Dans ce cas on bien que
d’une part que D = Vect{u} intersecté avec P est réduit au vecteur nul.
Ainsi DN P = {(0,0,0)}. Et d’autre part tout vecteur (z,y, z) € R?
appartient & D+ P = Vect{u, v, w}. Il suffit de remarquer que (z,y, z)—
Z(a,bc) = (x — 22,y — 2.0) = (x — 22)(1,0,0) + (y — 2)(0,1,0). Et
ainsi (a,b,¢c) = Zu + (x — Z)v + (y — %b)w. Donc D + P = R3.

Bilan on a bien D @ P =R3 : D et P sont en somme directe.
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Correction 136. 1. Non. Tout d’abord par définition Vect{vy, va }+Vect{vs} =
Vect{vy,vs,v3}, Nous allons trouver un vecteur de R* qui n’est pas
dans Vect{vi,v2} + Vect{vs}. Il faut tatonner un peu pour le choix,
par exemple faisons le calcul avec u = (0,0,0,1).
u € Vect{v1, v, v3} si et seulement si il existe des réels «, 3,7 tels que
u = awy + Bva +yvs. Silon écrit les vecteurs verticalement, on cherche
donc «, 3,y tels que :

+ 3 +

_ o O O
— o O
O = O O
S O = O

Ce qui est équivalent a trouver «, 3,y vérifiant le systéme linéaire :

O=a-1+8-04~-0

O=a-0+8-0+7-1 S . J0=~
qul équlivaut a

O=a-04+5-1+~v-0 0=p

l=a-1+8-04+7v-0 1=«

Il n’y a clairement aucune solution a ce systéme (les trois premiéres
lignes impliquent o = 8 = v = 0 et cela rentre alors en contradiction
avec la quatriéme).

Un autre type de raisonnement, beaucoup plus rapide, est de dire que
ces deux espaces ne peuvent engendrés tout R? car il n’y pas assez
de vecteurs en effet 3 vecteurs ne peuvent engendrer 'espace R* de
dimension 4.

2. Oui. Notons F' = Vect{vy,va2} et G = Vect{vy, vs}. Pour montrer F' &
G = R* il faut montrer F NG = {(0,0,0,0)} et F + G = R%.

(a) Montrons F NG = {(0,0,0,0}. Soit u € F NG, d'une part u €
F = Vect{vy,v2} donc il existe «, 5 € R tels que u = av; + Pos.
D’autre part u € G = Vect{vy, vs} donc il existe ,d € R tels que
u = vy + dvs. On a écrit v de deux fagons donc on a 'égalité
av1+Pve = yvg+0vs. En écrivant les vecteurs comme des vecteurs
colonnes cela donne

+5 +0

Q
—_ O O =
o = O O
_ o O O
— o = O
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Donc (a, 8,7, 0) est solution du systéme linéaire suivant :

a=10
0=9¢
8=0
a=v5+0

Cela implique « = 8 =y = = 0 et donc u = (0,0,0,0). Ainsi le
seul vecteur de F' N G est le vecteur nul.

(b) Montrons F + G = R*. F + G = Vect{vy,v2} + Vect{vy,v5} =
Vect{vy, va,vq,v5}. Il faut donc montrer que n’importe quel vec-
teur u = (z9, Yo, 20,to) de R* §’écrit comme une combinaison li-
néaire de v1,v9, vy, v5. Fixons u et cherchons «, 3,7, € R tels
que avi + Svg + yvg + dvs = u. Aprés avoir considéré les vecteurs
comme des vecteurs colonnes cela revient & résoudre le systéme

linéaire :
a = X
d=1yo
B =20
a+v+0=tg

Nous étant donné un vecteur u = (g, Yo, 20, to) on a calculé qu’en
choisissant a = xg, 8 = 29, 7 = to — Tg — Yo, 0 = Yo on obtient
bien avy + Bva + yvg + dvs = u. Ainsi tout vecteur est engendré
par F + G.

Ainsi FNG = {(0,0,0,0)} et F+ G =R* donc F @ G = R*.
. Non. Ces deux espaces ne sont pas supplémentaires car il y a trop de
vecteurs! Il engendrent tout, mais 'intersection n’est pas triviale. En

effet on remarque assez vite que vs = v3 + v4 est dans l'intersection.
On peut aussi obtenir ce résultat en résolvant un systéme.

. Non. Il y a bien quatre vecteurs mais il existe des relations entre eux.
On peut montrer Vect{vy,vs} et Vect{vs,v5} ne sont pas supplémen-
taires de deux fagons. Premiére méthode : leur intersection est non
nulle, par exemple vy = v5 — v3 est dans l'intersection. Deuxiéme mé-
thode : les deux espaces n’engendrent pas tout, en effet il est facile de
voir que (0,0,1,0) ¢ Vect{v,vs} + Vect{vs, vs} = Vect{v1, va, v3, vs5}.

Correction 137. Analysons d’abord les fonctions de E qui ne sont pas dans
F' : ce sont les fonctions h qui vérifient h(0) # 0 ou h'(0) # 0. Par exemple
les fonctions constantes x +— b, (b € R*) ou les homothéties x — az, (a € R¥)
n’appartiennent pas a F.

Cela nous donne l'idée de poser

G={z—ar+b](ab) e R?}.
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Montrons que G est un supplémentaire de F' dans F.

Soit f € FNG, alors f(z) = ax+b (car f € G) et f(0) =bet f/(0) = a;
mais f € F donc f(0) =0 donc b =0 et f/(0) =0 donc a = 0. Maintenant
f est la fonction nulle : F NG = {0}.

Soit h € E, alors remarquons que pour f(z) = h(z) — h(0) — h'(0)z la
fonction f vérifie f(0) = 0et f/(0) = 0 donc f € F. Sinous écrivons 1'égalité
différemment nous obtenons

h(z) = f(x) + h(0) + 1'(0)x.
Posons g(z) = h(0) + h'(0)z, alors la fonction g € G et
h=Ff+y,

ce qui prouve que toute fonction de E s’écrit comme somme d’une fonction
de F et d’une fonction de G : F = F + G.
En conclusion nous avons montré que £ = F & G.

Correction 138. 1ére solution. F' est le noyau d’une forme linéaire non
nulle sur E et est donc un hyperplan de E.

Soit © = (x1,...,x,) un élément de F N G. Il existe A € K tel que z =
(A, ..;A) et nA =0 et donc A = 0 puis x = 0. Donc F NG = {0}. De plus
dim(F) +dim(G) =n—1+1=n=dim(F) < +oo et donc F & G = E.
Soit © = (x1, ..., Z,) un vecteur de E. Soit A € K. x — (A, ..., \) € F & (21 —
M+t (@n—A) =0 A=23" 2, Le projeté de z sur G parallélement
a F est donc %Z?:l x;(1,...,1) et le projeté de x sur F parallelement & G
est x — L3 (1,0, 1).

2éme solution (dans le cas ou K = R). On munit R" de sa structure
euclidienne canonique. Posons 7 = (1,...,1).

OnaF=7ut=GL Par suite, F' est le supplémentaire orthogonal de F'.

Soit « € E. Le projeté orthogonal de z sur G est ﬁu = %(1, 1),

Correction 140. 1. La seule fonction qui est & la fois paire et impaire est
la fonction nulle : PN I = {0}. Montrons qu’une fonction f: R — R
se décompose en une fonction paire et une fonction impaire. En effet :

oy = L@ I8) S0~ S

La fonction = w est paire (le vérifier!), la fonction z —

F@-JC2) ot jmpaire. Donc P+ I = E. Bilan : E= P & I.

2. Le projecteur sur P de direction I est 'application 7 : E — F qui
a f associe la fonction x +— w, c’est-a-dire a f on associe la
partie paire de f. Nous avons bien
— m(f) € P. Par définition de 7, 7(f) est bien une fonction paire.
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— mom = m. Si g est une fonction paire alors 7(g) = g. Appliquons ceci
avec g = m(f) (qui est bien est une fonction paire) donc (7 (f)) =
7(f).

— kerm = I. Si 7w(f) = 0 alors cela signifie exactement que la fonction
T 7f(x)+2f(f‘r) est la fonction nulle. Donc pour tout x : 7f(x)+2f(fx) =
0 donc f(x) = —f(—=) ; cela implique que f est une fonction impaire.
Réciproquement si f € I est une fonction impaire, sa partie paire
est nulle donc f € ker f.

Correction 143. Notons l'ancienne base B = (e, e2,€3) et ce qui sera la
nouvelle base B’ = (€], €5, €4). Soit P la matrice de passage qui contient -en
colonnes- les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ exprimés dans
I’ancienne base B

2
P=13
1

— s W

1
2
2

On vérifie que P est inversible (on va méme calculer son inverse) donc B’ est
bien une base. De plus

—6 5 —2 -12 30 -6
Pl'=[4 -3 1| etoncalcule B=P 'AP=1| 12 -24 6
1 -1 1 1 -2 6

B est la matrice de f dans la base B'.

1 00
Correction 144. M =0 1 0
0 00

o O O

Correction 145. 1. rgu = rg(u(i),u(j), u(k)) = rg(u(j), u(k),u(?)). La

1 0 0
matrice de cette derniére famille dans la base (i, j, k) est 0 10
-3 3 1
Cette derniére famille est de rang 3. Donc, rgu = 3 et u est bien un
automorphisme de R3. Posons e; = u(i), ez = u(j) et ez = u(k).

e1 =k k=e u (k) =i
eo=i—-3k &< i=3e1+er &< uli)=3i+j
e3 =75+ 3k j=—3e1+es u_l(j):—3i+k
et
3 -3 1
Al =Matg(u™H)=[ 1 0 0
0 1 0
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2. (Questions 2) et 3)). Posons e; = zi + yj + zk (e1, ez et ez désignent
d’autres vecteurs que ceux du 1)).

-1 1 0 x 0 —z4+y=0
u(er) =e1 < (u—Id)(e1) =0 < 0 -1 1 y |l=10]e —y+2=0
1 -3 2 z 0 r—3y+22=0
On prend e; =i+ j + k.
Posons ex = xi 4+ yj + zk.
—r+y=1
u(e2) = e1ter & (u—Id)(e2) = e1 & —y+z=1 Sy=x+let z=a+2.
r—3y+2z=1
On prend ez = j + 2k.
Posons e = zi + yj + zk.
—rz+y=0
u(es) = ea+ez & (u—Id)(ez) =es & ¢ —y+z=1 sSy=zetz=a+l.

r—3y+2z2=2

On prend e3 = k.
La matrice de la famille (ej,es,e3) dans la base (i,7,k) est P =

100
1 1 0 |]. Cette matrice est de rang 3 et est donc inversible. Par
1 21

suite (e, ez, e3) est une base de R3. Enfin,

er=1+j+k k=e3
ex =7j + 2k =1 J =eg — 2e3 ,
e3 =k 1=e1 —ey+es
et
1 0 0
Pl=| -1 1 0
1 -2 1
3. Voir question précédente.
1 1 0
4. Soit T est la matrice de u dans la base (ej,e2,e3). T=| 0 1 1
0 0 1
Les formules de changement de bases s’écrivent T = P~'AP ou encore

A = PTP~!. Par suite, pour tout relatif n, A® = PT"P~1,
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0 0
Posons N = .OnaN?=|0 0 puis N3 = 0.
0 0

S O =

Donc, pour n entier naturel supérieur ou égal & 2 donné, puisque I et
N commutent, la formule du binéme de NEWTON fournit

1 n nn-1)/2
N2=|0 1 n
0 0 1

1
T”:(I+N)”:I+nN+n(n2)

Cette formule reste claire pour n = 0 et n = 1. Pour n = —1, (I +
N)(I — N + N?) =1+ N3 =1 et donc

1 -1 1 1 —1 UL
T '=I4+N)'=I-N+N?=10 1 -1 |=[(o0 1 -1

0o 0 1 0 0 1
et la formule reste vraie pour n = —1. Enfin, pour n entier naturel non

nul donné, T~ = (I+nN+"D N2)~1 mais (I+nN + 2 N2)(1—
nN + MNZ) =TetdoncT " =1-—nN+ wl\ﬂ. Fina-
lement,

B 1 n nn-1)/2
Vn €7, T”:I—i—nN—i—n(n21)N2: 01 n
0 0 1
Puis
100 1 n nn—1)/2 1 0 0
A'=PT"P'=(11 0 01 n -1 1 0
1 21 0 0 1 1 -2 1
1 n nin—1)/2 1 0 0
=11 n+1 n(n+1)/2 -1 1 0
1 n+2 (n+1)(n+2)/2 1 -2 1
(n—1)(n—2)/2 —n(n —2) n(n—1)/2
= n(n—1)/2 —(n—=1)(n+1) n(n+1)/2
n(n+1)/2 —n(n+2) (n+1)(n+2)/2

ce qui fournit u" (), u™(j) et u"(k).
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Correction 146. Calculer le noyau revient a résoudre un systéme linéaire,
et calculer 'image aussi. On peut donc tout faire “a la main”.

Mais on peut aussi appliquer un peu de théorie! Noyau et image sont liés
par la formule du rang : dimker f + dimIm f = dim E pour f : £ — F.
Donc si on a trouvé le noyau alors on connait la dimension de I'image. Et il
suffit alors de trouver autant de vecteur de I'image.

1. fi est injective, surjective (et donc bijective).

(a) Faisons tout a la main. Calculons le noyau :

(z,y) € ker f1 <= fi(z,y) =(0,0) <= (2z+y,x—y) = (0,0)

2 =0
= { rr > (z,9) = (0,0)
r—y=20

Ainsi ker f; = {(0,0)} et donc f; est injective.
(b) Calculons I'image. Quels éléments (X, Y') peuvent s’écrire fi(z,y) ?

filz,y) = (X,Y) <= 2z+yz—y) =(XY)
2r+y=X x:—X;’rY
< < X 9y
r—y=Y y==5

X+Y X -2V
= (1,9) = T3

Donc pour n’importe quel (X,Y) € R? on trouve un antécédent

(z,y) = (%, ngy) qui vérifie donc fi(x,y) = (X,Y). Donc

Im f; = R?. Ainsi f; est surjective.

(c) Conclusion : f; est injective et surjective donc bijective.

2. Pour fo on pourrait raisonner similairement, mais on va simplifier le
travail pour 'image de fs.
(a) Calculons d’abord le noyau :
(SL‘,y,Z) € kerf? <~ fl(mayv Z) = (07070)
— 2z+y+z,y—2z2+y)=1(00,0)

2 +y+2=0
— qy—2=0
z+y=0

> .-
<:> ('r? y? Z) = (07 07 O)

Ainsi ker fo = {(0,0,0)} et donc fy est injective.
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(b)

()

Maintenant nous allons utiliser que ker fo = {(0,0,0)} , autre-
ment dit dimker fo = 0. La formule du rang, appliquée a fs :
R3 — R3 s’écrit dim ker fo+dim Im fo = dim R?. Donc dim Im f, =
3. Ainsi Im f5 est un espace vectoriel de dimension 3 inclus dans
R3 de dimension 3 donc Im fo = R3. Ainsi fo est surjective.

fo est injective, surjective donc bijective.

3. Sans aucun calcul on sait f3 : R?> — R? ne peut étre surjective car
I’espace d’arrivée est de dimension strictement supérieur & ’espace de
départ.

(a)

4. fa

Calculons le noyau :

(xay) € kerf?) <~ f3(x7y) = (0707070)
<= (y,0,2 — Ty, +y) = (0,0,0,0)

y=0

0=0
e

r—Ty=20

z+y=0

=
— (z,9) = (0,0)

Ainsi ker f3 = {(0,0)} et donc f3 est injective.

La formule du rang, appliquée a f3 : R? — R* s’écrit dim ker f3 +
dimIm f3 = dimR2. Donc dimIm f3 = 2. Ainsi Im f3 est un es-
pace vectoriel de dimension 2 inclus dans R3, f3 n’est pas surjec-
tive.

Par décrire Im f3 nous allons trouver deux vecteurs indépendants
de Im f3. I1 y a un nombre infini de choix : prenons par exemple
v1 = f(1,0) = (0,0, 1,1). Pour vy on cherche (un peu a tatons) un
vecteur linéairement indépendant de v;. Essayons v = f(0,1) =
(1,0,—7,1). Par construction vi,vy € Im f; ils sont clairement
linéairement indépendants et comme dim Im f3 = 2 alors {v1, va2}
est une base de Im fs.

Ainsi Im f3 = Vect{v1,vo} = {A(0,0,1,1) 4+ p(1,0,=7,1) | A\, p €
R},

: R3[X] — R3 va d'un espace de dimension 4 vers un espace de

dimension strictement plus petit et donc fy ne peut étre injective.

(a)

Calculons le noyau. Ecrivons un polynéme P de degré < 3 sous
la forme P(X) = aX3 4+ bX? + cX +d. Alors P(0) = d, P(1) =
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a+b+c+d, P(-1)=—-a+b—c+d.

P(X) € ker fy < (P(-1),P(0),P(1)) = (0,0,0)
<~ (—a+b—c+d,dja+b+c+d)=(0,0,0)

—a+b—c+d=0
= {do
a+b+c+d=0
a=—c
= {b()
d=0

Ainsi le noyau ker fy = {tX% —tX |t € R} = Vect{X? — X}. f4

n’est pas injective son noyau étant de dimension 1.

(b) La formule du rang pour fy : R3[X] — R? s’écrit dimker f4 +
dimIm f; = dim R3[4]. Autrement dit 1 + dimIm f; = 4. Donc
dimIm f; = 3. Ainsi Im f4 est un espace de dimension 3 dans R?
donc Im f4 = R3. Conclusion f4 est surjective.

Correction 147. 1. Aucun probléme...

2. Par définition de f et de ce qu’est la somme de deux sous-espaces
vectoriels, I'image est

Im f = {f(z1,22) | 21 € E1, 22 € Ea} = {x1+a2 | w1 € 1,32 € Ep} = E1+Eb.
Pour le noyau :

ker f = {(z1,2) | f(21,22) = 0} = {(21,22) | 21 + 22 = 0}
Mais on peut aller un peu plus loin. En effet un élément (x1, x2) € ker f,
vérifie x1 € E1, 19 € Fy et 11 = —xo. Donc x1 € Fs. Donc x1 € E1NEs.
Réciproquement si € Ey N Ey, alors (x, —z) € ker f. Donc

ker f = {(z,—x) | x € E1 N Ea}.

De plus l'application z +— (x, —z) montre que ker f est isomorphe &
FEiNEs.

3. Le théoréme du rang s’écrit :

dimker f +dimIm f = dim(E; x E»).
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Compte tenu de I'isomorphisme entre ker f et 1 N Es on obtient :
d1m(E1 N EQ) + d1m(E1 + Eg) = d1m(E1 X EQ)

Mais dim(E; x E2) = dim E; + dim Es, donc on retrouve ce que 'on
appelle le théoréme des quatre dimensions :

d1m(E1 + Eg) = dim Fq + dim Fy — d1m(E1 N E2>

Correction 148. Montrons ceci par récurence : Pour n = 1, 'assertion
est triviale : © ¢ kerp = ¢(x) # 0. Supposons que si z ¢ kery alors
¢ Y(x) #0, (n > 2). Fixons x ¢ ker ¢, Alors par hypothéses de récurrence
¢"H(z) # 0, mais p" " H(z) = (¢"*(2)) € Imyp donc " (z) ¢ keryp
grace a Phypothése sur ¢. Ainsi p(¢" (z)) # 0, soit ¢"(x) # 0. Ce qui
termine la récurrence.

Correction 149. (i) = (ii) Supposons ker f = Im f. Soit = € E, alors
f(x) € Im f donc f(x) € ker f, cela entraine f(f(z)) = 0; donc f2 = 0.
De plus d’aprés la formule du rang dim ker f+rg(f) = n, mais dimker f =
dimIm f = rgf, ainsi 2rg(f) = n.

(ii) = (i) Si f2 =0 alors Im f C ker f car pour y € Im f il existe = tel que
y = f(x) et f(y) = f2(z) = 0. De plus si 2rg(f) = n alors la formule
du rang donne dimker f = rg(f) c’est-a-dire dimker f = dim Im f. Nous
savons donc que Im f est inclus dans ker f mais ces espaces sont de méme
dimension donc sont égaux : ker f = Im f.

Correction 150. 1. Comment est définie ¢ & partir de la définition sur
les éléments de la base? Pour x € E alors z s’écrit dans la base
{e1,e2,e3}, * = age1 + ages + ages. Et ¢ est définie sur E par la
formule

P(x) = arp(er) + aad(ez) + azp(es).
Soit ici :
d(x) = (1 + a2 + ag)er + (a1 — ag)ea + tazes.

Cette définition rend automatiquement ¢ linéaire (vérifiez-le si vous
n’étes pas convaincul).

2. On cherche a savoir si ¢ est injective. Soit x € F tel que ¢(z) = 0 donc
(a1 +ag+az)er + (a1 — ag)es +tages = 0. Comme {eq, €9, €3} est une
base alors tous les coefficients sont nuls :

art+ar+a3=0, a;—ay=0, taz=0.

Sit # 0 alors en résolvant le systéme on obtient a; = 0, ag = 0,
a3 = 0. Donc x = 0 et ¢ est injective.

Sit = 0, alors ¢ n’est pas injective, en résolvant le méme systéme
on obtient des solutions non triviales, par exemple ay = 1, ag = 1,
ag = —2. Donc pour x = ej + ez — 2e3 on obtient ¢(z) = 0.
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3. Pour la surjectivité on peut soit faire des calculs, soit appliquer la
formule du rang. Examinons cette deuxiéme méthode. ¢ est surjective
si et seulement si la dimension de Im ¢ est égale & la dimension de
I'espace d’arrivée (ici E' de dimension 3). Or on a une formule pour
dimIm¢ :

dimker ¢ + dimIm ¢ = dim F.

Sit # 0, ¢ est injective donc ker ¢ = {0} est de dimension 0. Donc
dimIm ¢ = 3 et ¢ est surjective.

Sit = 0 alors ¢ n’est pas injective donc ker ¢ est de dimension au
moins 1 (en fait 1 exactement), donc dimIm ¢ < 2. Donc ¢ n’est pas
surjective.

On remarque que ¢ est injective si et seulement si elle est surjective.
Ce qui est un résultat du cours pour les applications ayant 1’espace de
départ et d’arrivée de méme dimension (finie).

Correction 151. 1. Soit P € E et A € R, alors la division euclidienne de
AP par B s’écrit AP = Q- B+ R, donc en multipliant par A on obtient :
A - (AP) = (AQ)B + AR. ce qui est la division euclidienne de A - (AP)
par B, donc si f(P) = R alors f(AP) = AR. Donc f(AP) = Af(P).

Soient P, P’ € E. On écrit les divisions euclidiennes :
AP=Q -B+ R, AP =Q -B+R.
FEn additionnant :
AP+P)=(Q+Q)B+ (R+R)

qui est la division euclidienne de A(P + P’) par B. Donc si f(P) = R,
f(P")= R alors f(P+P')=R+ R = f(P)+ f(FP).
Donc f est linéaire.

2. Sens =. Supposons f est bijective, donc en particulier f est surjective,
en particulier il existe P € E tel que f(P) = 1 (1 est le polynéme
constant égale & 1). La division euclidienne est donc AP = BQ + 1,
autrement dit AP — B@Q = 1. Par le théoréme de Bézout, A et B sont
premiers entre eux.

3. Sens <. Supposons A, B premiers entre eux. Montrons que f est injec-
tive. Soit P € E tel que f(P) = 0. Donc la division euclidienne s’écrit :
AP = BQ+0. Donc B divise AP. Comme A et B sont premiers entre
eux, par le lemme de Gauss, alors B divise P. Or B est de degré n+1
et P de degré moins que n, donc la seule solution est P = 0. Donc f
est injective. Comme f : E — FE est injective et E est de dimension
finie, alors f est bijective.

Correction 152. (rgu)(rgv).
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Correction 153. 1. Soit

n—1 1 1 n—1 1
Un=n) o =) T (B2
oMt =+ ()
En posant f(z) = ﬁ nous venons d’écrire la somme de Riemann

correspondant & fol f(z)dz. Cette intégrale se calcule facilement :

1 1
dx 1 7
/0 f(t)dt—/o 22— [arctanx]o— T

. 1
La somme de Riemann u,, convergeant vers fo f(z)dz nous venons de
montrer que (u,) converge vers

us
1

n
2. Soit v, = [] (1 + i—i) ", notons
k=1

" AT\ 1 2
wnzlnvn:;hl <1+n2> :n;ln<1+712>

En posant g(z) = In(1 +2) nous reconnaissons la somme de Riemann
correspondant & [ = fol g(x)dx.

Calculons cette intégrale :
1 1
I:/ g(x)dz :/ In(1 + 2?)dz
0 0

0

1 1
—1n2—2/1—d:1c
0 ].+£U2

=In2-— 2[:13 — arctanx][l)

1
2
- [1: In(1+ x2)] - / xixzdm’ par intégration par parties
0 1 + x

™
=n2-24+ —.
n —1—2

Nous venons de prouver que w;, = Inwv, converge vers [ =1n2—2+ 7,

donc v, = exp wy, converge vers exp(In2 —2+ 7) = 2¢2 72, Bilan (v,)

a pour limite 2e2 2.

Correction 154. 1. Pour n > 1,
1 ¢ kr 1=k kw1 k
_ Z 2 _72 LAV _72 L
= s k—1k T <n) T f(n)’
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ott f(x) = x?sin(rz). u, est donc une somme de RIEMANN & pas
constant associée a la fonction continue f sur [0, 1]. Quand n tend vers
400, le pas % tend vers 0 et on sait que u, tend vers

', 1 oot 1 2
z®sin(rx) de = |——z“cos(mx)| + — [ xcos(mx)der=—+ —(|—
0 7T o TJo T m
1 201 12011
—ﬂ‘ﬂ?[‘WCOS(”@]O—W‘MHR
1 4

T o
. On peut avoir envie d’écrire :

1 < 1o a

In(uy) = E(Z(m(a +k) = Ink)) =~ > 1+ )
k=1 k=1
La suite de nombres a, §,..., & « est une subdivision (& pas non constant)
de [0, a] » mais malheureubement son pas a — 5 = 5 ne tend pas vers 0
quand n tend vers +00. On n’est pas dans le méme type de problémes.
Rappel. (exo classique) Soit v une suite strictement positive telle que
la suite (”Z—:l) tend vers un réel positif ¢, alors la suite ({/v,) tend
encore vers £.

Posons v, = 2 [Th_; (a + k) puis up, = /v,

Unt1 _at+n+1
Un n+1

— 1,

et donc limy, 400 un, = 1.

. Encore une fois, ce n’est pas une somme de RIEMANN. On tente un
encadrement assez large : pour 1 < k < n,

n+k < n+k < n+l<:.
n?4+n - n2+k - n?
En sommant ces inégalités, il vient

n

1 ko1
n2+nz +k<zr724—r+k— 3D ().

k=1 k=1

et donc ((premier terme -+ dernier terme)xnombre de termes/2),

1 ((n+1)+2n)n 1 (n+1)+2n)n
n2+n 2 2 2 ’

et ﬁnalement ?(’”ﬁ) < u, < 3"“ Or, 2?(’21%) et 3221 tendent tous

deux vers 2. Donc, u, tend vers g

IN

n <
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4. Tout d’abord

1 1 1 1 kK
un:ZTW:gZiE :;Zf(g%

N _ 1 .
ou f(x) = iz bour z € [0, 1]. tn est donc e.ffectlvem.ent une somme
de RIEMANN & pas constant associée a la fonction f mais malheureuse-
ment, cette fonction n’est pas continue sur [0, 1], ou méme prolongeable
par continuité en 1. On s’en sort néanmoins en profitant du fait que f

est croissante sur [0, 1].

Puisque f est croissante sur [0, 1[, pour 1 < k <n—2,ona %% <
1—(k
(k+1)/n 1 1 _ kjfn 1
S " i d et pour 1 < k<1, s 2 ey i 4

En sommant ces inégalités, on obtient

Uy = — Z Z/k/n dr = /1_}] ; dr = Arcsin(l—l),
1 —m2 0 1

— 22

et

1”2 . 1 B -5 1 oL
Uy = < —dr + ——
"on& 1\/1_ ke /n?—(n—-12 " J1  V1-2a? Van -1

1
Von—1

Quand n tend vers +00, les deux membres de cet encadrement tendent

vers Arcsinl = 7, et donc u, tend vers 7.

5. Pour 1<k<n, Vk—1< E(\/E) < vk, et en sommant,

1 n
< k.
\f Z\f \F == v ; vh
Quand n tend vers +o00, ﬁ tend vers 0 et la somme de RIEMANN

¥ i VE = 15, /% tend vers [ V& d = §. Done u, tend

.3
vers 3-

(k 1
6. up = 150, 1+8(/:/”)3 tend vers fo = 3+1 dr = [ﬁln’&??’—i—l”o —
l 3

1

1 1
= Arcsin(1 — —) — Arcsm +
n
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_ n—1 1 _
Toun = Yo 2(k+n)+1

t(In4—In2)=In2.
8. Soit f(x) = :B%e*l/’” siz>0et0siz=0.festcontinue sur [0,1]
(théorémes de croissances comparées). Donc, u, = = 31, f(£) tend

vers fol f(z) dz. Pour x € [0,1], posons F(z) = fxl f(t) dt. Puisque f
est continue sur [0, 1], F' Pest et

SN

n—1 1 172 1 —
Zkzow tend vers §f0 ¥z d:L‘ =

n

NI

/1 f(x)de=F(0)= lim F(z)= lim [e—l/t]l —  lim (e‘l—e_l/ﬂﬁ) _ 1
0

z—0, z>0 z—0, >0 T z—0, >0 e '
Donc, u,, tend vers % quand n tend vers +oo.

Correction 156. ffR VR? — 2%dx = TR

Correction 157. 1. [(cosz)'®*sinz dx
En posant le changement de variable 4 = cosx on a x = arccosu et
du = —sinx dx et on obtient
1 1
1234 1234 1235 1235
cos x sinzdr = [ u —du) = ————=u c=— cos T c
/ ( ) / ( ) 1235 + 1235( )
Cette primitive est définie sur R.
1
2. f zlnz dx
FEn posant le changement de variablew = Inzonax = expuet du = ‘ic—w
on écrit :
1 1 dx 1
/ dx = :/du:ln|u|+c:ln|ln$|+c
rzlnzx Inz x U

Cette primitive est définie sur )0, 1[ ou sur ]1,4o00[ (la constante peut
étre différente pour chacun des intervalles).

3. [ 3Jr%p(ﬂ:)dm
Soit le changement de variable v = expz. Alors x = Inu et du =
exp x dx ce qui s’écrit aussi dr = %“.
/3—|—ex1p(—a:)dx = /3-1_15(? = / Sul—i— 1du = %1n|3u+1\+c: %ln(?)expx—l— )+c
Cette primitive est définie sur R.
4. [ \/ﬁd:ﬂ

Le changement de variable a pour but de se ramener & quelque chose
de connu. Ici nous avons une fraction avec une racine carrée au déno-
minateur et sous la racine un polynéme de degré 2. Ce que l'on sait
intégrer c’est

du = arcsinu + c,

Ir=
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car on connait la dérivée de la fonction arcsin(t) c’est arcsin’(t) =
L_ On va donc essayer de s’y ramener. Essayons d’écrire ce qu’il y

V1-t2® 5

a sous la racine, 4z — x

sous la forme 1 —t? 1 4o — 22 =4 — (2 —2)? =
4<1 — (%$ — 1)2) Donc il est naturel d’essayer le changement de

variable u = 3z — 1 pour lequel 4z — 22 = 4(1 — u?) et dz = 2du.

1
= arcsin u+c = arcsin <2$ — 1> +c

I il v il e

La fonction arcsinu est définie et dérivable pour u €] —1, 1] alors cette
primitive est définie sur z € 0, 4].

Correction 158. La courbe d’équation y = 22 /2 est une parabole, la courbe
d’équation y = H% est une courbe en cloche. Dessinez les deux graphes.

Ces deux courbes délimitent une région dont nous allons calculer Iaire. Tout
d’abord ces deux courbes s’intersectent aux points d’abscisses x = +1 et

x = —1 : cela se devine sur le graphique puis se vérifie en résolvant 1’équation
2

= _ 1

2 T z241-

Nous allons calculer deux aires :
— L’aire A; de la région sous la parabole, au-dessus de 1’axe des abscisses et
entre les droites d’équation (x = —1) et (x = +1). Alors

+1 .2 37+!
T x 1
Al—/ dw—[] =_.
1 2 6] _, 3
— L’aire As de la région sous la cloche, au-dessus de ’axe des abscisses et
entre les droites d’équation (z = —1) et (z = +1). Alors

+1 1 +1 T
Ay = /_1 P dr = [arctanz]” | = 5

— L’aire A sous la cloche et au-dessus de la parabole vaut maintenant

A=Ay — A= -

Wl

Correction 159. L = 8R, A =37wR?>, V; =57°R?, Vo =6n"R3, A =

4 2
6§R, Ay = 1672R2.

n+1

Correction 160. L = 8(n+ 1)r = 8 - R, A=nn+1n+2)r*=
(n+1)(n+2) 1287 R? v 647 R3
P A N _ ot

2 _
- R%, S -

5 3
Correction 161. L = 4R(v2+In(1 + v2)).
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Correction 162. Résultats valables sur chaque intervalle du domaine de
définition.
1. ﬁ est un élément simple. Primitives : < arctan(Z) + k.

2.

)-l-k.

1 . 1. i . 1 T
(22 est un élément simple. Primitives : 5 arctanz + 042
3

3. £ =a+ % + x%LQ Primitives : % +1In(2? —4)* + k.

4. (ng =4+ 5 = ) Primitives : 4In |z — 2| — %5 + k.
5. m est un élément simple. Primitives : 7 arctan (21“"/%1) + k.
6 1 — 1 + V2 + 1 -2
D@ T v | 60D | sari-va)? | 16D
Primitives : zl(t?fj%ztl) + ¥ \[ In ‘ iﬁﬂ?‘ + k.
7. % est un élément simple.
Primitives : —57— gt—i—lO) + (t22(t2ti)10) + Z arctan(51) + k.
8. % est un élément simple. Primitives : 3 ln(t2—2t+10)—|—§ arctan(51)+
k.
9. tSL = 3(t}k1) - 3(t2t_t+1) Primitives : %ln|t +1| - %ln(t2 —t+1)+
1 2t-1
7 arctan( 2= 7 )+ k.
3
10. (iﬂ)% =z— 2+x+1 to? )2 Primitives : ——2x+3ln lz+1]— _}_1 +k.
11. x(“”“) = L - 4(x£2) + 2(9022)2. Primitives : tIn|z| — fIn|z — 2| —
12. %(2;;3) $(2®—2%+3)— 2. Primitives : %—%—i—%—%ln]w\—i—k.
z2 _ 1 1—x 11—z o 3(1—=x)
13- (962‘+3.)3.(x+1) o 43(14:;1) t 43(§2+§) + 42( 243)° 4(x2+3)
Primitives : —42(22+3)2 R oy ¥ In(2?+3) — 3\/526 arctan(%)—k
Hnlz+ 1]+ k.
Ttad—da—1 _ 2 1 +4 —6
14. %—x _2_E+I€+l + (x€§+1)2.
Primitives : % — 2z —In|z| + 3 In(1 + 2?) + arctanx — 28?2111) + k.
3¢t 923 +120%—11a+7 _ 1 2 3 1
L (v ==y il e 1) B ey i o

Primitives : — 1/2)2 + -2 +3nfz—1] - arctan:):—l—k

Correction 163. Résultats valables sur chaque intervalle du domaine de
définition.

1. ﬁ est un élément simple. Primitives : 1 arctan(g) + k.

2. m est un élément simple. Primitives : § arctanz + s T
3. = x4 -2 + 2. Primitives : & + In(22 — 4)2 + .
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10.
11.

12.
13.

14.

15.

dr % + —2 . Primitives : 4In |z — 2| — % + k.

(z—2)° (z-2)
m est un élément simple. Primitives : % arctan (21“"/%1) + k.
L - L 4 v2 41 V2
(242t—1)° " 8(t+1+v2)° 16(t+1+f) (t+17\/§)2 16(t+1-v2)"
3t+1

m est un élément Simple.
3 2(t—1)

Primitives : — 555 + gm0y T 37 = arctan(51) + k.

Itjgt;tilo est un élément simple. Primitives : 5 1n(t2—2t+10)+§ arctan(51)+
t3i—1 = (;H) S(tQt—H_l) Primitives : $Inft + 1| — $In(t> — ¢t + 1) +
\}g arctan(fol) + k.
3
(zﬁ)? =x— 2+z+1 +( 7 Primitives : ——2x+3ln lz+1|— -lH +k.
x(’”‘l) =L - 4(;_2) + 2(132)2. Primitives : $In|z| — $1In|z — 2| —
( 4)r(2z32+3) $(2®—22+3)— 2. Primitives : % & +32x—3 In |z|+k.
x? + 1—x + 1—zx _ 3(1-x)
(x2.+3_)3.(x+1) 43(x+31) P T £a23) 4@+
Primitives : —42(;:3)2 TG 3 In(2?+3) — 3\/26 arctan(%)—l—

Hlnjz+ 1]+ k.

aT4ad—dz—1 _ 2 o 1, x+4 z—6
sarrt? -0 2T et am T gy
Primitives : 2~ — 2z — In|z| 4 3 In(1 + 2?) + arctanz — 505 + k.
’ 2 2(a”+1)
32092941222 U7 _ 1 2 ., 3 _ _1
(2—1)3(z2+1) T @13 @02 T a1 @1

Primitives : —% + -2 +3In|z — 1| — arctanz + k.

Correction 164. 1. Notons I = f05 Hsﬁdaz. Le changement de va-

riable ¢ = tan § transforme toute fraction rationnelle de sinus et cosinus
en une fraction rationnelle en ¢ (que 'on sait résoudre!).

En posant ¢ = tan 5 onax = arctan% ainsi que les formules suivantes :

11—t 2t 2t 2dt
m, sSinr = ——5, tanz =

oS = [y e e

Ici, on a seulement & remplacer sinz. Comme x variedex =0az = §

alorst:tang variedet =0at=1.
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2 2dt
e e
0 1+Slnx 1+t21+t
1
:Al+ﬁ+% /

JR— _2 JR—
=137 O_
2. Notons J = fo I_S;Sffxd:c Alors
jus 1 jus . El . jus E
I+J—/2 .d:l:—l—/2 de_/2 Wd:v—/21dx—[m}2—ﬂ.
o l+sinz o l+sinz o l+sinz 0 02
DoncJ:g—I—g—l.
8 1.9

Correction 165. a—f sin® x cos a:dx =3 sin” x — 1—11 sin'! z + ¢ sur R.
b-fcos4xdac = ésinélx + *SIHZ.CL‘ + x + ¢ sur R.

e[ c0s?903 xsin xdr = —ﬁ cos?004 o + c sur R.
d-[ F—dr=JIn ‘ %jrgg:i +c¢ = In|tan £|+c sur Jkm, (k + 1) 7| (changement

de variable u = cosz ou u = tan 7).
- sz = 3In [z + o = nftan (5 + §)| + e sur |5 + b § o+ b
(changement de variable u = sinx ou u = tan §).
ff QCog’xjfgfanmdx = —gln( —sinx)+ 170 In |1 + 2sin x|+c sur ]R\{%7r [27] ,—%’T [271']}
(changement de variable u = sin ).
g 7thﬁdw = &x+z5 Inftanz + 7|+ g5 In|cos z|+c sur R\{arctan (—=7) + kn, 3 + kr, k € Z}
(changement de variable v = tan x).
h- [ md:p = /2 Arctan (HL\/gC/Q)) +csur R\ {k7, k € Z} (chan-

gement de variable u = tan(x/2)).

a b c d
. 0 2a 3a+2b 4a+3b+ 2c . )
Correction 166. P = 0 0 Ao 12a + 4b est inversible pour
0 O 0 8a

a# 0.

Correction 168. Soient A et B deux matrices carrées réelles de format n
semblables dans M,,(C).

Il existe P élément de GL,,(C) telle que PB = AP (bien plus manipulable
que B = P~1AP).

Posons P = Q + iR ou Q et R sont des matrices réelles. Par identification
des parties réelles et imaginaires, on a QB = AQ et RB = AR mais cet
exercice n’en est pas pour autant achevé car () ou R n’ont aucune raison
d’étre inversibles.
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On a QB = AQ et RB = AR et donc plus généralement pour tout réel x,
(Q+zR)B = A(Q + zR).

Maintenant, det(Q +zR) est un polyndme a coefficients réels en x mais n’est
pas le polynome nul car sa valeur en i (tel que i = —1) est detP qui est non
nul. Donc il n’existe qu'un nombre fini de réels x, éventuellement nul, tels
que det(Q + xR) = 0. En particulier, il existe au moins un réel zy tel que
la matrice Py = @ + xoR soit inversible. Py est une matrice réelle inversible
telle que PhA = BPy et A et B sont bien semblables dans M,,(R).

Correction 174. Soit M la matrice de R* suivante

01 0 O
20 -1 0
M= 07 0 6
00 3 0

1. Déterminons les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.
Les valeurs propres de M sont les réels A tels que det(M — AI) = 0.

-2 1 0 0
det(M—\T) = g _7A j 2 — 1302436 = (A2—4)(A2—9) = (A—2)(A+2)(A—3) (A+3
0 0 3 -\

Les valeurs propres de M sont donc 2,—2,3 et —3. Notons Fs, E_o,
FEs3 et E_3 les sous-espaces propres associés.

By ={X e R" MX = 2X}
= {(x,y,z,t) €R4,y:2x,2x—z:2y,7y+6t:22,3z:2t}

y =2 y =2
y = 2x

20 — z = 2y 20 — z = 4x
= = ( z=—"2z

Ty + 6t = 22 14z + 9z = 22
t= -3z

3z =2t 3z =2t

ainsi, Fs est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy = (1,2, —2, —3).

Eo={XcR'MX =-2X}
= {(a:,y,z,t) eRY y=—2z,20—z=—2y,Ty + 6t = —22,32 = —2t}
y=—2x
20 — 2z = —2y 20 — z = 4x
<~
Ty + 6t = -2z —14x — 9z = 22
3z = -2t 3z = -2t

<= z=—2x
t =3z
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ainsi, F_o est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ug =
(1,-2,-2,3).

B3 ={X e R* MX = 3X}
= {(a:,y,z,t) 6R4,y:333,233—2':3y,7y+6t:3z,3z:3t}

y =3z y =3z
Yy =3z

2z — 2z =3y 20 — 2 =9z
= z=—"Tx

Ty 4 6t = 3z 21z 4+ 6t = 32
t=—-Tx

3Z:3t Z:t

ainsi, F3 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ug = (1,3, -7, —7).

E3={XecR'MX =-3X}
= {(x,y, z,t) € R* y = —3z,2x —z = -3y, Ty + 6t = —32,3z = —375}

y=—3x y = —3x
Y= -3z

20 — z = -3y 20 — 2z =9z
<~ S z=—Tr

Ty + 6t = -3z —21lx — 62 = -3z
t="Tr

3z = -3t z=—1

ainsi, F_3 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy =
(1,-3,=7,7).

2. Montrons que M est diagonalisable.
La matrice M admet quatre valeurs propres distinctes, ce qui prouve
que les quatres vecteurs propres correspondants sont linéairement in-
dépendants. En effet, les vecteurs uj,ug,us et uy déterminés en 1)
forment une base de R*. L’endomorphisme dont la matrice est M dans
la base canonique de R?* est représenté par une matrice diagonale dans
la base (u1,us,us, uq) puisque Muy = 2uy, Mug = —2uy, Mus = 3us
et Muy = —3uy.

3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.
Une base de vecteurs propres a été déterminée dans les questions pré-
cédentes. C’est la base (u1,u2,us,us) et la matrice de passage est la

matrice
1 1 1 1

2 -2 3 =3
P= -2 -2 -7 =7
-3 3 =17 7
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4. Ona D =P 'MP, pour k € N exprimons M* en fonction de D¥, puis

calculons MF.

On a
2 0 0 0 ok 0 0 0
10 -2 0 0 k|0 (=2 0 0
D=1y o 3 o |doeDi=f7y "¢" 3
0 0 0 -3 0 0 0 (=3)*

Mais, M = PDP~!, d’ot, pour k € N, M*¥ = (PDP~")* = pD¥P~1,
Pour calculer M*, il faut donc déterminer la matrice P~ qui exprime
les coordonnées des vecteurs de la base canonique de R* dans la base

(u1, ug, u3, ug).
On résout le systéme, et on a :

up =i+ 2§ — 2k — 31
us =i —2j — 2k + 31
us =i+3j — Tk — Tt
g =1i—3j — Tk +17l

d’oul
1
Pl=—
10 | —2
—2
et
1 1
1 2 =2
k_ kp-1_ *
M"=FPDP 10| -2 -2
-3 3
Correction 178. l.y=2+ %ﬁ
_ CH+si
2. y= 7;1”.
_ in z4+X\
3. y= —cosx+ T2
_ 1
4. y=Ar — 5.7
5.y =zt — z.
6. y = sinxgcosx 4 3sin2xg60052:c + A
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1= E(?m + 7U2 — 2u;3 — QU4)
j= TO(7U1 — Tug — 3uz + 3uy)
1
k= TO<U1+U2_U3_U4)
1
= —(3u1 — 3uo — 2usz + QU4)
10
7 1 3
-7 1 -3
-3 -1 =2
3 -1 2

1 1 2k 0 0 0

3 3|10 (=2 0 0
-7 =71lo o 3 0

7T 7 0 0 0 (=3)F

7
7
-2
-2

7
-7
-3

3

1
1
-1
-1

3
-3
-2

2



7 _ Argch(1—2z)+)\
Y= 2vVz2—z

Y= 7”05?(/%;12”” pour 0 <z <1

_ —Argch(2z—1)4v
Y 2vVz2—z
|z+1]

1
8. y="— arctanx—i—x+ (ln\/i—f—)\)

pour x < 0

pour 1 < x.

9. y= #((1—1—1‘)111:5—1—14—)\3:).

Correction 179. 1. y = (v +acosz + bsinx)e”.
2. y = (ax + b)e** + 2xe”.
3. y = e?*(acos 3z + bsin 3x) + 2 cos 2z + sin 2.

(variation de la constante avec

4. y = sinxln‘tan%
sin).
5. y=(\+1In|z|)e ® + pe=22.
6. y=Acosx + psinz + >.0% (=1)"PM)(z).
7. y=acosx + bsinx avec a® +b> =1 ou y = *1.
Correction 180. 1. 2 = 2ael + (29t + 28 — y)e¥, y = (vt + B)e?,
z = ael + (yt + B)e*.
2. y=—1+Xe+puelft, z=—-1+A1+a)e+u(1+8)et, a= *3%*/5,
B ==t
== |
3. y = —3cost2313smt + (at—i—b)e%, 5 = —4cos2t5—331nt + (at—|—a+b)62t

4.z = (a+bt+ct?)e!, y=(a+5¢+ b+t +ct?)el, z=(a— "+ (b-

5. = —(b+c)e! + (a+b+c)e*,
y=1(—a+5b+3c)—2(b+c)e +i(a+b+c)e
z—%(a—5b 3¢) +3(b+c)el — F(a+b+c)e.
=(at? +(a+b+3)t+a+b+c)e
=(at? + (b—a+ )t+a+c)el — e,
z=(—at’ +(a—b— )t —c)el + 3e.
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