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Chapitre 1

Introduction & Généralités

Nous allons nous intéresser aux représentations d’un groupe fini sur un
corps k quelconque. Dès que cela simplifiera les choses, nous supposerons
que k est algébriquement clos, et nous éviterons ainsi les difficultés dans
cette direction. Par contre on ne va pas supposer que k est de caractéristique
nulle. La lettre p va toujours désigner un nombre premier, qui sera souvent
la caractéristique de k.

§1. Les corps finis

Faisons quelques rappels.

Lemme 1.1.1. Pour chaque entier r ≥ 1 il existe un corps fini possédant pr
éléments, unique à isomorphisme (non canonique) près. On le note Fpr .

Démonstration. Le corps Z/pZ répond à la question dans le cas n = 1.
Si K est un corps à pr éléments, alors il contient Z/pZ = Fp. Le groupe
multiplicatif K× des éléments non nuls est d’ordre pr − 1, donc si x 6= 0 on
a xpr−1 = 1, d’où finalement xpr − x = 0 pour tout x ∈ K.

Ainsi K doit être le corps obtenu en ajoutant à Fp les racines du poly-
nôme P = Xpr−X (et les éléments de K constituent même toutes les racines
de ce P ). Ceci établit l’unicité (cf cours de théorie des corps).

Pour l’existence, pas le choix : on pose Fpr = le corps obtenu en ra-
joutant à Fp les racines de P (on sait que ceci a un sens, cf même cours).
Puisque P ′ = −1, le polynôme P n’a pas de racines doubles, ou autrement dit
il en possède pr distinctes. Soit K l’ensemble de ces racines : on a K ⊂ Fpr ,
et momentanément on se demande si K = Fpr . Pour vérifier ceci il suffit
de montrer que K est un corps, et à vrai dire on vérifie immédiatement que
si x, y ∈ K alors x+ y ∈ K, xy ∈ K et x−1 ∈ K. Donc K = Fqr et ce corps
possède bien pr éléments.
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Notons qu’un corps de caractéristique p est un espace vectoriel sur Fp, et
s’il est fini il doit être de dimension finie, donc isomorphe à (Fp)r et d’ordre pr.
On a donc décrit tous les corps finis. Notons aussi :

Lemme 1.1.2. Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Démonstration. Si K = {x1, . . . , xm} alors le polynôme

P = (X − x1) · · · (X − xm) + 1

n’a pas de racines dans K.

On notera Fp la clôture algébrique de Fp. On sait qu’elle existe et qu’elle
est unique à isomorphisme près. Lorsque x ∈ Fp, le corps Fp(x) est de di-
mension finie sur Fp, donc il est fini et c’est l’un des Fpr pour un certain r.
On peut donc penser à Fp comme à la réunion de tous les Fpr .

Voici enfin un petit résultat sur le groupe des matrices inversibles à coef-
ficients dans Fq, où q = pr.

Lemme 1.1.3. Le groupe GLn(Fq) est d’ordre (qn−1)(qn−q)(qn−q2) · · · (qn−
qn−1). Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec uniquement
des 1 sur la diagonale est un p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. Voici une méthode pour construire une matrice inversible à
coefficients dans Fq : vous vérifierez que l’on obtient chaque matrice une fois
et une seule de cette façon.

On choisit d’abord le vecteur v1 dont les coordonnées dans la base cano-
nique de Fnq vont former la première ligne de la matrice. On le prend quel-
conque mais non-nul (sinon le déterminant s’annulerait), ce qui laisse qn − 1
choix.

Puis on choisit v2 tel que v1, v2 soit libre, c’est-à-dire que v2 ne doit pas
être sur la droite engendrée par v1 qui comporte q éléments. Ceci laisse qn−q
choix.

Ainsi de suite, si v1, . . . , vk on été choisis, on prend vk+1 de sorte qu’il
n’appartienne pas à l’espace engendré par les autres vi, qui est de dimension k
par construction et possède donc qk éléments : qn− qk choix s’offrent à nous.
On continue jusqu’à n et le nombre de choix que l’on a eus est bien celui
annoncé.

Écrivons qn−qk = qk(qn−k−1) et remarquons que (qn−k−1) est premier
à p. On en déduit que l’ordre de GLn(Fq) est de la forme

q1+2+···+(n−1)m = q
n(n−1)

2 m

où m est premier à p. Un p-groupe de Sylow de ce groupe est alors un sous-
groupe d’ordre q

n(n−1)
2 .
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Pour le sous-groupe proposé, on est entièrement libre de choisir les coef-
ficients au-dessus de la diagonale. Il y a q choix pour chaque emplacement,
et n− 1 choix à faire sur la première ligne, n− 2 sur la deuxième, etc, donc
en tout le nombre d’éléments dans ce sous-groupe est bel et bien q

n(n−1)
2 .

§2. Modules semi-simples

On prend un groupe fini G et un corps k quelconque. L’exemple à garder
en tête est k = Fp, mais au début on procède de façon générale. Un G-
module sur k, ou une représentation de G sur k, est (comme vous le savez)
un espace vectoriel sur k, disons V , muni d’un homomorphisme ρ : G →
GL(V ). Il revient au même d’exiger que l’on ait une application G×V −→ V ,
notée (g, v) 7→ g · v ou même gv, telle que v 7→ g · v est linéaire (c’est
l’application ρ(g)), et de sorte que g · (h · v) = (gh) · v (ce qui traduit que ρ
est un homomorphisme). Un isomorphisme entre deux G-modules V et W
est une application linéaire φ : V →W telle que φ(gv) = gφ(v).

On dira qu’un G-module V est simple, ou irréductible, lorsque ses seuls
sous-modules sont V lui-même et {0}.

Un exemple tout bête de module simple est ce qu’on appelle le « module
trivial » : il s’agit du corps k, comme espace vectoriel sur lui-même, avec g·x =
x pour tous g ∈ G, x ∈ k. Le résultat suivant devrait vous frapper.

Proposition 1.2.1. Soit G un p-groupe, et soit k = Fpr un corps fini de
caractéristique p. Alors le seul module simple de G est le module trivial. De
plus, ceci est encore vrai avec k = Fp.

Démonstration. Soit G′ = ρ(G), l’image de G par l’homomorphisme ρ cor-
respondant à un module simple V . Alors G′ est un p-groupe, tout comme G.

Soit S le sous-groupe de Sylow de GLn(Fpr ) décrit dans le lemme 1.1.3.
Les théorèmes de Sylow garantissent que l’on peut conjuguer G′ en un sous-
groupe de S ; en clair, il existe A ∈ GLn(Fpr ) telle que A−1G′A ⊂ S, ou
encore G′ ⊂ ASA−1.

Les matrices dans S fixent toutes le premier vecteur de la base canonique.
Les matrices dans ASA−1, en particulier toutes les matrices ρ(g), fixent donc
toutes le vecteur v donné par la première colonne de A.

Ainsi le vecteur v ∈ V engendre un sous-espace de V qui est isomorphe au
module trivial. Comme V est supposé simple, ce sous-module qui est non-nul
doit être V tout entier. Voilà qui achève la démonstration dans le cas k = Fpr .

Pour traiter le cas k = Fp, on fait les remarques suivantes : on prend une
base pour V de sorte que ρ est un homomorphisme G→ GLn(k) ; chaque co-
efficient de chaque matrice ρ(g) est dans Fp, et appartient donc à un corps fini
contenant Fp (cf une remarque plus haut). En prenant le plus petit corps K
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contenant tous ces corps finis (et il n’y en a qu’un nombre fini en considéra-
tion), on constate que K est lui-même fini, et on a en fait une factorisation

ρ : G −→ GLn(K) −→ GLn(Fp) ,

et l’argument donné dans la première partie montre qu’il y a un v ∈ V qui
est fixé par tous les éléments de G. On conclut de la même manière.

Voilà qui est bien différent du cas k = C que vous connaissez. Pour
prolonger la discussion, on dit qu’un module est semi-simple lorsque c’est la
somme directe de modules simples. Lorsque G est un p-groupe et que k ⊂ Fp,
on voit donc qu’un module semi-simple V est une somme directe de copies du
module trivial, ou en d’autres termes V est simplement un espace vectoriel
avec l’action triviale g · v = v de G.

Rappelons que lorsque k = C, tous les modules sont semi-simples. L’ar-
gument étant que si U1 ⊂ V est un sous-module (ce qui veut dire un sous-
G-module, systématiquement), alors on peut trouver U2 ⊂ V un autre sous-
module tel que U1⊕U2 = V , ce qui entraîne par récurrence immédiate que V
est semi-simple. Rappelons aussi brièvement que pour montrer ceci, on part
d’une projection quelconque π : V → U1 que l’on remplace ensuite par sa
« moyenne » πG :

πG(v) = 1
|G|

∑
h∈G

π(h · v) .

On vérifie que πG(gv) = gπG(v), c’est-à-dire que πG est un homomorphisme
de G-modules V −→ U1, puis que πG ◦ πG = πG donc que c’est encore une
projection. Le noyau U2 = ker(πG) convient alors.

Dans l’argument précédent, le point essentiel est simplement que l’on
puisse diviser par |G|, l’ordre de G, et l’hypothèse minimale est donc que la
caractéristique de k ne divise pas |G|.

Les modules semi-simples ont une propriété essentielle que l’on peut for-
muler à l’aide de EndG(V ) : par définition, pour tout module V , il s’agit de
l’anneau (la k-algèbre, en fait) de tous les endomorphismes de V qui com-
mutent avec l’action de G. On aura même besoin de parler de HomG(V,W ),
l’espace de toutes les applications linéaires V → W qui commutent avec
l’action de G, de sorte que EndG(V ) = HomG(V, V ).

Proposition 1.2.2. 1. Si V est un module simple, alors EndG(V ) est un
corps, qui est une extension finie de k. En particulier si k est algébri-
quement clos, alors EndG(V ) = k dans ce cas.

2. Si V et W sont deux modules simples qui ne sont pas isomorphes, alors
HomG(V,W ) = 0.

3. Si V est un module semi-simple, alors EndG(V ) est un produit d’al-
gèbres de matrices sur différents corps, qui sont des extensions finies
de k.

6



Les points (1) et (2) forment le « lemme de Schur ».

Démonstration. Soient V et W deux modules simples (non-nuls) de G, et
soit f ∈ HomG(V,W ). Alors ker(f) est un sous-module de V , c’est donc
soit {0} soit V . Si ker(f) = {0}, alors W contient le sous-module f(V )
qui est isomorphe à V , et par simplicité de W on doit avoir W = f(V ).
En particulier W est isomorphe à V dans ce cas. On a montré le (2) : en
effet en excluant V ∼= W , on exclut le cas ker(f) = {0} et on se retrouve
avec ker(f) = V ou encore f = 0 pour tous les f ∈ HomG(V,W ).

Mais essentiellement le (1) est montré aussi, en faisant V = W . En effet,
on a établi qu’un élément de EndG(V ) non-nul est un automorphisme de V ,
donc que les éléments non-nuls de l’anneau EndG(V ) sont inversibles. C’est la
définition d’un corps. Ce corps est contenu dans End(V ) qui est de dimension
finie sur k donc le reste est clair.

Passons au (3). Tout d’abord prenons le cas d’un module U = S⊕S⊕· · ·⊕
S = Sn où S est simple, et soit K = EndG(S). Alors EndG(U) ∼= Mn(K),
comme on le voit en réfléchissant un peu. Maintenant considérons le cas
U = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur où chaque Ui est comme précédemment (on dit parfois
isotypique), c’est-à-dire Ui = Snii , et supposons que Si n’est pas isomorphe
à Sj lorsque i 6= j. Alors HomG(Ui, Uj) = 0 par le (2). Il est alors clair que

EndG(U) ∼=
⊕
i

Mni(Ki) ,

avec Ki = EndG(Si).

Exemple 1.2.3. Nous allons examiner un module que l’on peut toujours
définir, pour tout groupe G, et qui est particulièrement important. Il s’agit
de la représentation régulière, notée kG ou k[G].

On forme ce module en prenant un espace vectoriel avec une base en
bijection avec les élements de G, de sorte que les vecteurs de kG peuvent se
noter ∑

g∈G
αg g (*)

où αg est un scalaire. Si l’on préfère, on peut dire que kG est l’ensemble des
fonctions G −→ k, qui est naturellement un espace vectoriel, et que (*) est
une notation suggestive pour désigner la fonction α telle que α(g) = αg.

L’action de σ ∈ G sur kG est donnée tout naturellement par

σ ·

∑
g∈G

αg g

 =
∑
g∈G

αg σg =
∑
g∈G

ασ−1g g .

(Avec le point de vue « fonctions » c’est (σ · α)(g) = α(σ−1g).)
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On constate au moins que ce module est toujours non-trivial. Dans le
cas où G est un p-groupe et k ⊂ Fp, ceci montre déjà que kG n’est pas
semi-simple : les modules non-semi-simples existent bel et bien !

Mais il se trouve aussi que kG est un anneau. En fait il existe une unique
multiplication sur kG qui prolonge le produit sur G, c’est-à-dire que l’on pose∑

g∈G
αg g

(∑
h∈G

βh h

)
=
∑
g,h∈G

αgβhgh =
∑
σ∈G

 ∑
g,h tels que gh=σ

αgβh

σ .

On vérifie sans problème que cette formule donne bien un produit associatif,
et donc un anneau (et même une algèbre sur k). Du point de vue « fonctions »,
c’est ce qu’on appelle le produit de convolution :

(αβ)(σ) =

 ∑
g,h tels que gh=σ

α(g)β(h)

 =
∑
g∈G

α(g)β(g−1σ) .

Ce qu’on constate immédiatement (surtout avec le premier point de vue
– c’est moins clair avec les fonctions), c’est qu’un G-module, au sens où nous
l’avons défini, est exactement la même chose qu’un module sur l’algèbre kG.
Réfléchissez-y, on a tout fait pour !

Toute algèbre A peut être vue comme un module sur elle-même (c’est aussi
bête que de dire que R est un R-espace vectoriel) ; ce module est appelé la
représentation régulière de A. Notre définition initiale de kG n’est qu’un cas
particulier de ça.

Nous allons pouvoir calculer EndG(kG). Notons en général EndA(V ) pour
les endomorphismes du A-module V , de sorte que EndkG(V ) = EndG(V )
pour les G-modules. Alors il est très simple de déterminer EndA(A), en toute
généralité. En effet soit f : A −→ A un homomorphisme de A-modules, et
soit a = f(1). Alors f(x) = f(x · 1) = xf(1) = xa, et en particulier
on peut reconstruire f à partir de a. Il en résulte une application injec-
tive θ : EndA(A) −→ A. Elle est aussi surjective car si on part de a ∈ A,
alors f : x 7→ xa appartient bien à EndA(A) et θ(f) = a.

Attention cependant, θ n’est pas (tout-à-fait) un homomorphisme d’an-
neaux : vérifiez, on a θ(fg) = θ(g)θ(f). On dira que c’est un anti-isomorphisme,
ou encore un isomorphisme EndA(A) −→ Aop, où Aop est l’algèbre A avec la
multiplication « opposée ».

Revenons au cas A = kG, et découvrons que EndG(kG) = EndkG(kG) =
kGop. On peut en tirer deux conclusions. Tout d’abord, si kG est semi-
simple (par exemple si k = C), alors le (3) de la proposition 1.2.2 affirme
que EndG(kG) est un produit d’algèbres de matrices. Une remarque simple
est que Mn(K)op est isomorphe à Mn(K), par l’application A 7→ tA (la
transposée), puisque t(AB) = tB tA. Donc kG = EndG(kG)op est encore un
produit d’algèbres de matrices. Normalement vous avez déjà vu ce résultat.
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Notre deuxième conclusion est que dans le cas où G est un p-groupe
(non-trivial) et k est de caractéristique p, alors on a une deuxième bonne
raison d’affirmer que kG n’est pas semi-simple. En effet, il suffit de montrer
que kG n’est pas isomorphe à un produit d’algèbres de matrices. Pour ceci,
on prend g 6= 1 dans G, dont l’ordre est pr, et on calcule

(g − 1)p
r

= gp
r

− 1 = 0 .

(On est en caractéristique p !) Les éléments g − 1 avec g 6= 1 engendrent un
sous-espace N de codimension 1 dans kG, et on peut montrer (cf exercice 6)
que tous les éléments de N sont nilpotents. En fait tout élément de kG
s’écrit x = α1− n avec α ∈ k, 1 = l’élément neutre de G, et n ∈ N ; si α = 0
alors x est nilpotent, et si α 6= 0 alors x est inversible, d’inverse 1

α (1 + n
α +

n2

α2 + n3

α3 +· · · ). Or dans une algèbre de matrices de dimension > 1, il existe des
éléments qui ne sont ni inversibles, ni nilpotents (prendre une matrice ayant 0
comme valeur propre, mais ayant une autre valeur propre non-nulle). Pour
que kG soit un produit d’algèbres de matrices, il faudrait qu’elle soient toutes
de dimension 1, donc toutes des corps ; mais alors il n’y aura pas d’éléments
nilpotents non-nuls, et c’est une contradiction.

Terminons en listant quelques propriétés plus « attendues » des modules
semi-simples. En fait dans le cas k = C où tous les modules sont semi-simples,
on n’a pas du tout à se poser ce genre de questions.

Proposition 1.2.4. 1. Soit U un module semi-simple, et soit V un sous-
module. Alors il existe un sous-module W de U tel que U = V ⊕W .

2. Tout quotient d’un module semi-simple est semi-simple.
3. Tout sous-module d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. Pour le (1) écrivons U = S1 ⊕ · · ·Sn avec Si simple, et uti-
lisons la notation SI = ⊕i∈ISi pour chaque partie I ⊂ {1, . . . n}. Choisis-
sons alors I maximal parmi les parties vérifiant SI ∩ V = 0, et montrons
que U = SI ⊕ V (la somme étant évidemment directe).

Si ce n’était pas le cas, on trouverait j tel que Sj n’est pas inclus dans SI+
V , donc Sj ∩ (SI + V ) = 0 par simplicité de Sj . Mais alors I ∪ {j} pourrait
remplacer I, ce qui contredit la maximalité de I. On a donc bien le (1)
avec W = SI .

Le (2) est facile : en gardant les mêmes notations, U/V est isomorphe
à SI , qui est bien semi-simple.

Pour le (3), si V ⊂ U est un sous-module, alors par le (1) on a W tel
que U = V ⊕W , donc V ∼= U/W , et le (2) montre que V est semi-simple.
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§3. Modules indécomposables

On dira qu’unG-module U est indécomposable si l’on ne peut pas écrire U =
V ⊕W avec V 6= 0 et W 6= 0. Lorsque k = C, ou plus généralement lorsque
tous les modules sont semi-simples, alors les modules indécomposables sont
exactement les modules simples, il n’y a pas de différence. Le cas général est
bien plus riche.

Voici un critère utile pour reconnaître les modules indécomposables. On
dira qu’un anneau A est local si chaque a ∈ A est soit inversible, soit nilpotent.
Par exemple un corps est local, dans ce sens.

Proposition 1.3.1. Soit U un G-module. Si l’anneau EndG(U) est local,
alors U est indécomposable.

Si on suppose que k est algébriquement clos, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Si U = V ⊕W , alors on peut définir f : U −→ U qui est égal
à l’identité sur V , et à 0 sur W . Alors f n’est ni inversible, ni nilpotent. La
contraposée de ce que nous venons de montrer affirme que si EndG(U) a la
propriété annoncée, alors U est indécomposable.

Montrons la réciproque, en supposant k algébriquement clos. Pour toute
application linéaire f ∈ End(U), on peut toujours écrire

U =
⊕
λ∈k

Eλ

où Eλ est « l’espace propre généralisé », c’est-à-dire l’espace des v ∈ U tels
que (f − λId)nv = 0 pour au moins un entier n. (On factorise le polynôme
caractéristique, puis théorème des noyaux.) Si on suppose de plus que f ∈
EndG(U), alors chaque Eλ est un sous-G-module.

Lorsque U est indécomposable, on doit avoir Eλ = 0 pour tous les λ sauf
un. Si cette unique valeur propre est nulle, alors f est nilpotent ; si elle est
non-nulle, alors f est inversible.

Exemple 1.3.2. Dans l’exemple 1.2.3, nous avons montré que EndG(kG)
avait la propriété ci-dessus (ie, est local) lorsque G est un p-groupe et k est
de caractéristique p. On en conclut que la représentation régulière kG est
indécomposable dans ce cas. Par contre ça n’est certainement pas un module
simple, puisqu’il est non-trivial.

Exemple 1.3.3. Voici encore un exemple qui devrait apparaître frappant,
par rapport à la situation sur les complexes. On va écrire Cn pour le groupe
cyclique, isomorphe à Z/nZ, en notation multiplicative ; donc Cn possède un
générateur x tel que Cn = {1, x, x2, . . . , xn−1}. Dans l’exercice 2 on donne un
exemple de module indécomposable Vn pour G = Cp × Cp de dimension 2n
sur k ; on y arrive pour tout k de caractéristique p et tout entier n ≥ 1.

10



Comme les modules Vn ont tous des dimensions différentes, on constate
avec émoi qu’ils ne sont pas isomorphes les uns aux autres. Le groupe G
possède donc une infinité de modules indécomposables différents ! Que l’on
compare avec la situation sur k = C, où les indécomposables (qui coïncident
avec les irréductibles dans ce cas) sont toujours en nombre fini.

Théorème 1.3.4 (Krull-Schmidt). Si M est un G-module sur k, où k est
algébriquement clos, et si on a deux décompositions

M = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur ,

M = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs ,

où les Ui et les Vi sont indécomposables, alors r = s et après une renuméro-
tation si nécéssaire, on a Ui ∼= Vi pour tout i.

On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 1.3.5. Si A est un anneau local (non supposé commutatif), alors
l’ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal.

On vous le laisse en exercice. Pour le théorème, voici une esquisse.

Esquisse. Soit ρi la projection sur Vi dont le noyau est la somme des Vj
pour j 6= i. Soit π la projection sur U1, dont le noyau est la somme des Uj
pour j 6= 1. Enfin, soit pi = π ◦ ρi, vu comme endomorphisme de U1.

Puisque U1 est indécomposable, End(U1) est local, et chaque pi est soit
inversible, soit nilpotent. D’après le lemme, si tous les pi sont nilpotents, alors
leur somme aussi. Or, la somme p1 + p2 + · · ·+ ps est l’identité de U1. Donc
il y a un indice i tel que pi est inversible. Après renumérotation si nécessaire,
disons que p1 = π ◦ ρ1 est inversible.

On en déduit que ρ1 et π sont des isomorphismes sans trop de problème.
Puisque ρ1 vaut 0 sur V2 + V3 + · · · , on a donc U1 ∩ (V2 + V3 + · · · ) = {0} et
pour des raisons de dimension on a finalement M = U1 + V2 + · · · + Vs. On
finit par récurrence.

Corollaire 1.3.6. On suppose k algébriquement clos. Si on a des mo-
dules M,U et V tels que M ⊕ U ∼= M ⊕ V , alors U ∼= V .

§4. Modules projectifs

On dit qu’un module pour l’algèbre A est libre s’il est isomorphe à An
pour un certain n. Puisque nos G-modules ne sont pas autre chose que des
modules pour l’algèbre kG, on peut parler d’un G-module libre, et il s’agit
d’un module isomorphe à une somme directe de copies de la « représentation
régulière » kG.

11



Un module P sera dit projectif lorsqu’il existe un module V tel que P ⊕V
est libre (brièvement, on dit que P est une sommande dans un module libre).
Dans le cas k = C, comme vous le savez, tout G-module irréductible est une
sommande dans CG (c’est d’ailleurs une explication possible du fait qu’il n’y
a dans ce cas qu’un nombre fini d’irréductibles différents), et par suite, tous
les modules sont projectifs. Il est donc normal que le concept n’ait pas été
introduit plus tôt. Par contre dans le cours d’algèbre homologique vous avez
vu que les modules projectifs étaient au cœur de bien des considérations.

Il y a une définition équivalente de la projectivité : P est projectif si
et seulement si, pour tout homomorphisme surjectif π : A −→ B, et tout
homomorphisme f : P −→ B, on peut trouver un relèvement f̃ : P −→ A tel
que π(f̃(a)) = f(a). Normalement vous connaissez cette équivalence, qui est
facile à montrer de toute façon.

Certains modules peuvent être à la fois projectifs et indécomposables,
évidemment. Par exemple si on écrit kG comme une somme de modules in-
décomposables, alors ils sont aussi projectifs. Par ailleurs, le théorème de
Krull-Schmidt (valable lorsque k = k) a pour conséquence que tout module
projectif indécomposable est isomorphe à une sommande de kG (on verra un
autre argument ci-dessous). Dans le cas où G est un p-groupe et où k est
de caractéristique p nous savons que kG est indécomposable (exemple 1.3.2),
et donc il n’y a qu’un seul module qui soit à la fois projectif et indécompo-
sable, et c’est kG lui-même – qui est libre ! Cette remarque est suffisamment
importante pour être mise en valeur :

Proposition 1.4.1. Lorsque k est de caractéristique p, et que G est un p-
groupe, les modules projectifs sont tous libres.

Démonstration. On se convainc rapidement que l’énoncé est équivalent à dire
qu’il n’y a qu’un seul module à la fois projectif et indécomposable, et que ce
module est kG lui-même. Nous avons donc montré la proposition dans la
discussion ci-dessus dans le cas où k = k.

Mais le cas général est facile à déduire. Si P ⊕ U = kG avec P 6= 0,
alors en étendant les scalaires à k, c’est-à-dire en appliquant − ⊗k k, on
obtient P ⊕U = kG, avec P = P ⊗ k et U = U ⊗ k. On en déduit U = 0 par
le cas précédent, et donc U = 0.

Notre premier objectif est de montrer qu’il y a une bijection entre les
modules qui sont à la fois projectifs et indécomposables, d’une part, et les
modules simples d’autre part. Pour cela, nous aurons besoin de définir le
radical d’un module. Tout d’abord, un sous-module M d’un module V est
dit maximal lorsqu’il n’existe aucun module N tel que M ⊂ N ⊂ V , à part
bien sûr N = M et N = V . Il revient exactement au même de dire que V/M
est un module simple. On définit alors rad(V ), pour tout module V , comme
étant l’intersection des sous-modules maximaux de V .
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Lemme 1.4.2. Le sous-module rad(V ) est caractérisé comme étant le plus
petit sous-module U de V tel que le quotient V/U est semi-simple.

Démonstration. Soit M1, . . . ,Mr des sous-modules maximaux de V tels que
rad(V ) = ∩Mi. Alors V/ rad(V ) s’injecte dans V/M1⊕· · ·⊕V/Mr, c’est donc
un module semi-simple en vertu de la proposition 1.2.4.

Il faut montrer que c’est le plus petit sous-module avec cette propriété,
donc que si on a un module U tel que V/U = S1 ⊕ · · ·Ss avec Si simple,
alors rad(V ) ⊂ U . Or si on nomme π : V → V/U la projection, et si Ui =
π−1(⊕j 6=iSj), alors V/Ui ∼= Si et Ui est maximal ; de plus U est l’intersection
des Ui, clairement. Comme rad(V ) est l’intersection de tous les sous-modules
maximaux, il est inclus dans U .

Corollaire 1.4.3. Soit f : V −→W un homomorphisme. Alors f(rad(V )) ⊂
rad(W ).

Démonstration. Soit U = f−1(rad(W )). Il suffit de montrer que rad(V ) ⊂
U , et d’après le lemme ça sera automatiquement le cas si on peut montrer
que V/U est semi-simple. Or V/U s’injecte dans W/ rad(W ).

Théorème 1.4.4. On suppose que k est algébriquement clos.
Lorsque P est un module projectif indécomposable, le module P/ rad(P )

est simple. Tout module simple peut s’obtenir de cette façon. Si P/ rad(P )
est isomorphe à Q/ rad(Q), où P et Q sont tous les deux projectifs indécom-
posables, alors P et Q sont isomorphes.

En d’autres termes, on obtient par P 7→ P/ rad(P ) une bijection entre
les modules projectifs indécomposables (à isomorphisme près) et les modules
simples (à isomorphisme près).

Démonstration. Soit P projectif et indécomposable. Pour tout f ∈ EndG(P ),
on a f(rad(P )) ⊂ rad(P ) par le dernier corollaire, et on a donc une appli-
cation induite f : P/ rad(P ) −→ P/ rad(P ). Tout ceci nous donne un homo-
morphisme d’anneaux φ : EndG(P ) −→ EndG(P/ rad(P )).

Montrons que φ est surjectif. Si on part d’un endomorphisme g : P/ rad(P )→
P/ rad(P ), on considère la composition f = g ◦ π : P → P/ rad(P ) →
P/ rad(P ), où on a appelé π l’application quotient P → P/ rad(P ). Puisque P
est projectif, on peut trouver f̃ : P → P tel que π ◦ f̃ = f . Ceci signifie pré-
cisément que φ(f̃) = g. Voir le diagramme ci-dessous.

P
f̃−−−−→ P

π

y yπ
P/ rad(P ) g−−−−→ P/ rad(P )
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Le module P étant indécomposable, tout élément de l’anneau EndG(P )
est soit inversible, soit nilpotent, par la proposition 1.3.1. Il en est donc de
même pour l’anneau EndG(P/ rad(P )), qui est l’image par φ du précédent,
et la même proposition nous dit que P/ rad(P ) est indécomposable, en plus
d’être semi-simple. C’est donc que P/ rad(P ) est simple.

Soit V un module quelconque, et soit v ∈ V . Le G-module engendré
par v est l’espace vectoriel engendré par les gv pour g ∈ G, mais c’est aussi
l’ensemble des av pour a ∈ kG ; on a un homomorphisme de modules kG −→
V qui envoie a sur av. Si on suppose que V est simple, alors l’image de cet
homomorphisme, qui est non-nul dès que l’on prend v 6= 0, doit être V tout
entier.

Maintenant prenons une décomposition du module libre kG en som-
mandes P1, . . ., Pr indécomposables : ces sommandes sont des modules
projectifs. Notre homomorphisme kG = ⊕Pi −→ V ne peut pas être nul sur
tous les Pi, donc il y en a un, que nous appellerons P , tel que V est un quo-
tient de P . Les quotients semi-simples de P sont des quotients de P/ rad(P ),
mais P/ rad(P ) et V étant tous les deux simples, ils doivent être isomorphes.
Ceci montre la deuxième partie.

Enfin, supposons que g : P/ rad(P ) −→ Q/ rad(Q) est un isomorphisme.
On peut trouver f comme dans le diagramme commutatif suivant, puisque P
est supposé projectif :

P
f−−−−→ Qy y

P/ rad(P ) g−−−−→ Q/ rad(Q)
On ne peut certainement pas avoir f(P ) ⊂ rad(Q) (sinon la composition
avec Q→ Q/ rad(Q) serait 0, ce qui contredit le diagramme). Or Q/ rad(Q)
est simple, nous l’avons vu, ce qui signifie que rad(Q) est maximal, mais c’est
aussi l’intersection de tous les sous-modules maximaux. On en conclut que
c’est le seul sous-module maximal, et que f(P ) n’est contenu dans aucun
sous-module maximal. Donc f(P ) = Q. Puisque Q est projectif, on en dé-
duit que Q ⊕ U ∼= P pour un certain U , mais alors U = 0 puisque P est
indécomposable. Ainsi, P et Q sont isomorphes.

Remarque. Au cours de la démonstration, on a vu que tout module simple
était en fait de la forme P/ rad(P ) avec P une sommande de kG. Ceci re-
démontre, étant donnée la bijection du théorème, que tout module à la fois
projectif et indécomposable est une sommande dans kG.

Dans le cas d’un p-groupe, la situation est très claire (et nous n’apprenons
rien de nouveau, en fait) : il n’y a qu’un seul module simple, c’est le module
trivial ; et effectivement, il n’y a qu’un seul module projectif indécomposable,
et c’est kG.
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Exercices

Exercice 1. On considère un corps k algébriquement clos, et G = Z (groupe
cyclique infini !). Décrire les G-modules simples et les G-modules indécompo-
sables (de dimension finie sur k).

Indication : Jordan. Ça sera le seul exemple de groupe G infini que nous
allons regarder.

Exercice 2. Soit G = Cp × Cp, et soit k un corps de caractéristique p.
On note x et y pour deux générateurs de G (de sorte que G est l’ensemble
des xayb pour a, b ∈ Z/pZ).

Soit Vn l’espace vectoriel k2n, dont la base canonique sera notée v1,. . .,
vn, w1, . . . , wn. Soit X : Vn −→ Vn l’application linéaire telle que Xwi = 0
et Xvi = wi, pour tout i. Soit également Y : Vn −→ Vn l’application linéaire
telle que Y wi = 0 pour tout i, alors que Y vi = wi+1 pour 1 ≤ i < n, et
enfin Y vn = 0.

1. Vérifier que X2 = Y 2 = 0 et que XY = Y X(= 0). Puis, montrer
qu’on peut faire de Vn un G-module en exigeant x · v = (I + X)v
et y · v = (I + Y )v pour tout v ∈ Vn.

2. Écrire les matrices correspondantes ρ(x) et ρ(y).
3. Montrer qu’une matrice commute avec ρ(x) et ρ(y) si et seulement si

elle est de la forme (
A 0
C A

)
avec AN = NA, où

N =


0
1 0
...

. . . . . .
0 · · · 1 0

 .
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Puis, en déduire que A est de la forme

A =


λ1
λ2 λ1
λ3 λ2 λ1
...

. . .
λn λ1

 .

4. Montrer que l’algèbre EndG(Vn) est locale, et conclure que Vn est in-
décomposable.

Exercice 3. On va étudier les modules d’un groupe cyclique.
1. (a) Soit k un corps algébriquement clos, et soit G un groupe abélien.

Montrer que les modules simples de G sont de dimension 1.
(b) On suppose jusqu’à la fin que k est de caractéristique p, que n =

pae où p ne divise pas e, et que G = Cn est cyclique d’ordre n.
Décrire les modules simples de G. Il y en a e différents.

2. (a) Soit T un endomorphisme d’un espace vectoriel V sur k de di-
mension finie. On suppose que T ne possède qu’une seule valeur
propre λ, et que Tn = I. Montrer que (T − λI)pa = 0.
Indication : vérifier que λe = 1 ; par conséquent le polynôme X−λ
divise Xe − 1.

(b) A l’aide de Jordan et de la question précédente, décrire tous les
modules indécomposables de G. Il y en a n.

3. (a) Faire l’exercice 4.
(b) En déduire la description des modules projectifs et indécompo-

sables de G.
4. Décrire le radical de chaque module indécomposable.

Indication : par récurrence sur la taille du bloc de Jordan. Il n’y a qu’un
seul module maximal non-trivial dans chaque module indécomposable.

Exercice 4. 1. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que kG est libre
comme kH-module.

2. En déduire que si P est un kG-module projectif, alors il est aussi pro-
jectif comme kH-module. (Dans la suite du cours nous noterons PH
pour le module P considéré comme kH-module.)

3. On suppose que l’ordre de G est n = pae où p ne divise pas e, et que k
est de caractéristique p. Montrer que la dimension d’un module projectif
pour G est divisible par pa.

Exercice 5. Finir la démonstration du lemme 1.3.5 et du théorème 1.3.4.
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Exercice 6. Un idéal (bilatère) N d’une algèbre A est dit nilpotent s’il
existe un entier n tel que x1x2 · · ·xn = 0 si les xi ∈ N . Dans cet exercice,
on va montrer que si G est un groupe d’ordre pr, si A = kG où k est un
corps de caractéristique p, et si N est l’idéal « d’augmentation », c’est-à-
dire N = {

∑
αg g ∈ kG |

∑
αg = 0}, alors N est nilpotent.

Préliminaires : vérifier que N est engendré (comme espace vectoriel) par
les éléments g − 1 pour g ∈ G. Puis, montrer le résultat sur N en utilisant
librement les résultats de ce chapitre.

Notre but est cependant de donner une démonstration élémentaire et
directe, afin de donner du sens à l’exemple 1.2.3 (deuxième partie).

1. Montrer le résultat dans le cas où G est abélien.
2. SoitH un sous-groupe distingué deG, et soit I un idéal nilpotent de kH.

Soit J l’idéal engendré dans kG par I. Montrer que J est également
nilpotent.

3. Soit G′ = [G,G] le « groupe dérivé » (engendré par les commuta-
teurs g−1h−1gh) ; soit I son idéal d’augmentation et J comme ci-dessus.
Enfin, soient g, h ∈ G et x = g− 1, y = h− 1. Vérifier que xy− yx ∈ J .

4. Montrer qu’il existe un entier n tel que si xi ∈ N , alors x1x2 · · ·xn ∈ J .
5. Conclure par récurrence. (Il est nécessaire de savoir que si G est un p-

groupe alors G′ est strictement plus petit que G.)
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Chapitre 2

Les théorèmes de Carlson
et Chouinard

On suppose que k est un corps algébriquement clos de caractéristique p.

§1. Représentations induites

Lorsque H est un sous-groupe de G, et que M est un H-module, alors
on peut définir un G-module noté M↑G et appelé le module induit par M .
Pour ceux qui connaissent (bien) les produits tensoriels (même sur un anneau
non-commutatif), on peut donner la définition suivante :

M↑G = kG⊗kH M .

Sinon, de manière plus élémentaire, on peut commencer par le produit tenso-
riel sur k, c’est-à-dire kG⊗kM , considérer le sous-espace vectoriel U engendré
par les éléments de la forme h⊗m− 1⊗ hm (pour h ∈ H, m ∈M), et alors

M↑G = (kG⊗kM)/U ,

que l’on voit comme un G-module par g · σ ⊗m = gσ ⊗m.
De manière encore plus simple, si N est un G-module, alors N ∼= M↑G

si et seulement si ce qui est décrit dans le reste de ce paragraphe est vrai.
Le module N possède un sous-espace vectoriel, disons V , qui est stable par
l’action deH et qui est isomorphe àM commeH-module. Pour chaque g ∈ G,
l’espace g · V est inchangé si on remplace g par gh avec h ∈ H, donc on
peut noter σV pour σ ∈ G/H. Alors N est la somme directe des σV , où σ
parcourt G/H.

Ce critère ne montre pas que M↑G existe, mais il donne une description
concrète une fois qu’on est convaincu de l’existence.
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§2. Le théorème de Carlson

C’est peut-être le théorème le plus important du cours. Son énoncé fait
intervenir les p-groupes élémentaires abéliens, c’est-à-dire les groupes de la
forme Crp pour un certain r.

Théorème 2.2.1 (Carlson). Il existe un entier τ , qui ne dépend que de G, et
des sous-groupes élémentaire abéliens E1, E2, . . ., Eτ de G, avec la propriété
suivante. Si U est un G-module, alors il existe un module V tel que la somme
directe U ⊕ V possède une filtration

{0} = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lτ = U ⊕ V

où chaque Li est un G-module, de sorte que Li/Li−1 ∼= W ↑Gi pour un cer-
tain Ei-module Wi.

Nous ne démontrerons pas ce théorème. La preuve est assez longue, mais
pas foncièrement difficile, et fait appel à de l’algèbre homologique (sans tou-
tefois entrer dans les finesses de la cohomologie des groupes).

Dans ce chapitre nous allons montrer comment on se réduit au cas où U =
k et G est un p-groupe, cas que nous ne traiterons pas. Ensuite nous montre-
rons le théorème de Chouinard comme conséquence. Les résultats du chapitre
suivant seront aussi des applications du théorème de Carlson.

Il est intéressant de se demander quel serait le pendant du théorème en
caractéristique 0 (ou en caractéristique qui ne divise pas l’ordre du groupe,
en général). Nous avons vu que tout module dans ce cas est projectif, donc
sommande dans (kG)n ; or le module kG est induit. En effet, il suffit de
prendre le sous-groupe trivial H = {1} et le module trivial k, et alors k↑G ∼=
kG.

L’énoncé du théorème de Carlson est alors vrai avec τ = 1 et E1 = {1} :
tout module est une sommande d’un module induit depuis le groupe trivial
(qui est élémentaire abélien, pour tout p !). Dans le cas général, en carac-
téristique p, il faut prendre en compte d’autres sous-groupes élémentaires
abéliens. C’est donc encore un exemple d’un phénomène qui passe inaperçu
en caractéristique 0.

§3. Réciprocité de Frobenius

(Les résultats de ce paragraphe sont valables sans restriction sur le
corps k.)

Lorsque H est un sous-groupe de G, il existe aussi une opération très
simple de restriction, qui à un G-module M associe MH , le même espace
vectoriel avec l’action de H seulement. La loi de réciprocité de Frobenius
exprime une relation très utile entre restriction et induction.
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Proposition 2.3.1 (Réciprocité de Frobenius). Il y a un isomorphisme de G-
modules

M ⊗N↑G ∼= (MH ⊗N)↑G ,

pour tout G-module M et tout H-module N .

Notons que l’énoncé fait appel aux produits tensoriels de G-modules : on
se souviendra que l’action de G sur U⊗V est donnée par g ·(u⊗v) = gu⊗gv.

Démonstration. Choisissons des représentants σ0 = 1, σ1, . . ., σk pour les
classes à gauche de H, de sorte que les éléments de G/H sont précisément H,
σ1H, . . ., σkH. Comme on l’a vu, pour toutH-module U , les éléments de U↑G
peuvent s’écrire

∑
i σi · ui avec ui ∈ U , de manière unique.

Il est donc licite de définir un homomorphisme

M ⊗N↑G −→ (MH ⊗N)↑G

par la règle m⊗ σi · ni 7→ σi · (σ−1
i m⊗ n). On définit également

(MH ⊗N)↑G −→M ⊗N↑G

par σi · (m⊗ n) 7→ σim⊗ σin. On vérifie sans difficulté que ces deux homo-
morphismes sont inverses l’un de l’autre, et sont compatibles avec l’action
de G.

Nous pouvons tout de suite appliquer ceci pour réduire la démonstration
du théorème de Carlson au cas U = k :

Proposition 2.3.2. Si le théorème de Carlson est vrai pour U = k, alors il
est vrai pour n’importe quel G-module U .

Démonstration. Supposons donc que k ⊕ V ait une filtration LO ⊂ L1 ⊂
· · · telle que Li/Li−1 sont isomorphe au module induit W ↑Gi . Tensorisons
tout avec U : nous voyons que U ⊗ (k ⊕ V ) = U ⊕ U ⊗ V est filtré par les
modules U ⊗ Li. On a

(U ⊗ Li)/(U ⊗ Li−1) ∼= U ⊗ (Li/Li−1)

(« exactitude à droite de U ⊗− »), et

U ⊗ (Li/Li−1) ∼= U ⊗W ↑Gi ∼= (UEi ⊗Wi)↑G

par la réciprocité de Frobenius. Donc le théorème est vrai pour U .

Écartons-nous juste un moment du théorème de Carlson pour indiquer des
conséquences remarquables de la réciprocité de Frobenius. Pour commencer,
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rappelons que si M et N sont deux G-modules, alors Hom(M,N), l’espace
des homomorphismes entre M et N , est aussi un G-module, avec l’action

(g · f)(m) = gf(g−1m) .

En particulier le dual M∗ = Hom(M,k) est un G-module. De plus on a un
isomorphisme de G-modules

M∗ ⊗N −→ Hom(M,N)

en voyant le tenseur f ⊗ n comme l’application M → N qui envoie m
sur f(m)n. (Pour se convaincre que c’est un isomorphisme, on prend des
bases pour M et N , puis la base duale correspondante pour M∗, et on se
rend compte que l’on est en train de vérifier que tout élément de Hom(M,N)
est donné par une unique matrice dans ces bases.)

Avec cette remarque simple et la réciprocité de Frobenius appliquée àM∗
et N , on déduit :

Lemme 2.3.3. Il y a un isomorphisme de G-modules

Hom(MH , N)↑G ∼= Hom(M,N↑G) .

Nous aurons besoin de parler des vecteurs fixés par G dans le module M ,
donc les m ∈ M tels que g ·m = m pour tout g ∈ G. Ils forment un sous-
module qui est parfois notéMG mais c’est trop proche de notre notation pour
les modules induits ; nous écrirons H0(G,M) pour le module des vecteurs fixés
par G, pour des raisons que vous devriez connaître.

Lemme 2.3.4. Soit M un H-module, où H est un sous-groupe de G. Il y a
un isomorphisme (d’espaces vectoriels) entre H0(H,M) et H0(G,M↑G).

Démonstration. Les σi sont comme dans une démonstration précédente.
Si m ∈M est fixé par H, le vecteur

∑
i σi ·m ∈M↑G est fixé par G.

Réciproquement, si v =
∑
i σi · mi est fixé par G, alors en particulier

comme il est fixé par H on a m0 ∈ H0(H,M) ; par ailleurs en examinant
l’équation σi · v = v on déduit que mi = m0.

On en déduit que m 7→
∑
i σi ·m est un isomorphisme de H0(H,M) sur

H0(G,M↑G).

Nous pouvons finalement combiner ces petits résultats à l’aide de la re-
marque suivante : si f ∈ Hom(M,N) est fixé par G, cela signifie précisément
que c’est un homomorphisme de G-modules. En symboles

H0(G,Hom(M,N)) = HomG(M,N) .

On en déduit :
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Lemme 2.3.5. Il y a un isomorphisme (d’espaces vectoriels) entre HomH(MH , N)
et HomG(M,N↑G).

Démonstration. L’espace HomG(M,N↑G) est constitué des vecteurs fixés
par G dans Hom(M,N↑G), et ce module est isomorphe à Hom(MH , N)↑G,
qui est induit depuis H. D’après le dernier lemme, l’espace des vecteurs fixés
par G est isomorphe à celui des vecteurs fixés par H dans Hom(MH , N),
c’est-à-dire HomH(MH , N).

On a utilisé le lemme 2.3.4 pour montrer le lemme 2.3.5, mais on peut
aussi faire le contraire : si on sait que le lemme 2.3.5 est vrai, alors on
peut prendre M = k, le module trivial, et dans ce cas HomH(MH , N) =
HomH(kH , N) = H0(H,N), alors que HomG(M,N↑G) = HomG(k,N↑G) =
H0(G,N↑G).

§4. G-ensembles

Lorsque X est un G-ensemble, c’est-à-dire un ensemble (toujours sup-
posé fini, pour nous) avec une action (à gauche) de G, on peut former le G-
module kX ou k[X] : c’est exactement analogue à la construction de kG
que nous avons donnée. Les vecteurs de kX sont de la forme

∑
x∈X αx x

avec αx ∈ k, et l’action de G prolonge celle donnée sur X.
La raison qui nous pousse à parler des G-ensembles maintenant est l’ob-

servation suivante : soit kH le module trivial k, vu comme H-module ;
alors k↑GH = k[G/H]. (En particulier kG est obtenu en induisant le mo-
dule trivial du sous-groupe trivial H = {1}.) Voilà qui améliore un peu notre
intuition vis-à-vis des modules induits. De plus le lemme suivant va pouvoir
s’appliquer.

Lemme 2.4.1. Si |X| est premier à p (la caractéristique de k), alors il existe
un module V tel que kX = k ⊕ V .

Démonstration. On définit ψ : kX → k par ψ(x) = 1 pour tous les x ∈ X, et
on définit φ : k → kX par

φ(α) = α

|X|
∑
x∈X

x ,

ce qui a un sens puisque |X| est inversible dans k. La composition ψ ◦ φ est
l’identité, donc si on pose π = φ ◦ ψ on a π2 = π. Le module V = ker(π)
convient alors.

Comme promis, nous pouvons montrer :

Proposition 2.4.2. Si le théorème de Carlson est vrai pour tous les p-
groupes, alors il est vrai pour tous les groupes.
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Démonstration. Soit G un groupe quelconque, on veut montrer que le théo-
rème de Carlson est vrai pour U = k, ce qui est suffisant d’après la dernière
proposition. Soit P un p-groupe de Sylow de G, de sorte que X = G/P est
d’ordre premier à p. D’après le lemme il existe V1 tel que kX = k↑GP = k⊕V1.
Il suffit donc de montrer qu’il existe V2 tel que k↑GP ⊕ V2 = k ⊕ V1 ⊕ V2 pos-
sède une filtration comme annoncée. En d’autre termes, on veut montrer le
théorème de Carlson dans le cas U = k↑GP .

Pour ceci, on applique le théorème à P , puisqu’on le suppose vrai pour
les p-groupes. Il existe donc un P -module M tel que kP ⊕M soit filtré par
des modules Li comme dans le théorème, c’est-à-dire avec Li/Li−1 ∼= W ↑Pi .
Maintenant on « induit tout jusqu’à G ». On conclut que k↑GP ⊕M↑G est filtré
par des modules L↑Gi (il faut se convaincre que si N1 ⊂ N2 alors N↑G1 ⊂ N↑G2 ,
ce qui est facile).

Pour conclure, deux petites propriétés des modules induits à observer.
Tout d’abord, comme le processus d’induction est un produit tensoriel, on a
bien

L↑Gi /L↑Gi−1
∼= (Li/Li−1)↑G = (W ↑Pi )↑G .

Ensuite, l’induction est transitive : on a (W ↑Pi )↑G = W ↑Gi , comme le vérifie
tout de suite.

§5. Le théorème de Chouinard

C’est le suivant :
Théorème 2.5.1 (Chouinard). Soit M un G-module. Alors M est projec-
tif si et seulement si le module ME est projectif pour chaque sous-groupe
élémentaire abélien E ⊂ G.

Notons que ME est projectif si et seulement s’il est libre, puisque E est
un p-groupe.

On va montrer le théorème dans le reste de ce paragraphe. Commen-
çons par signaler qu’une « moitié » du théorème est très facile. En effet
nous avons vu à l’occasion d’un exercice que le module (kG)E est libre, pour
tout sous-groupe E ; par suite, si M est projectif, c’est-à-dire une sommande
dans (kG)n, alors ME est une sommande dans le module libre (kG)nE , donc
il est projectif (et ceci pour tout sous-groupe).

Passons à l’implication difficile, et supposons que ME est projectif,
comme kE-module, pour tout sous-groupe élémentaire abélien E. Appli-
quons le théorème de Carlson, pour trouver V tel que k ⊕ V est filtré par
les Li, comme d’habitude. De nouveau, tensorisons tout par M , de sorte
que M ⊕M ⊗V est filtré par les modules M ⊗Li. On peut écrire, et ce n’est
pas la première fois, que

(M ⊗ Li)/(M ⊗ Li−1) ∼= M ⊗W ↑Gi ∼= (MEi ⊗Wi)↑G .
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Soit E = Ei pour un certain i, etW = Wi. Montrons d’abord queME⊗W
est libre. On sait que ME est libre car il est projectif et que E est un p-
groupe, disons ME

∼= kEn. Or kE = k↑G, le module trivial k du sous-groupe
trivial {1} induit jusqu’à E. Donc kE ∼= (kn)↑G et

ME ⊗W ∼= (kn ⊗W{1})↑E

par réciprocité de Frobenius. Bien sûr kn ⊗W{1} est trivial (le groupe étant
trivial !), donc en l’induisant à E on obtient un somme directe de copies
de kE, c’est-à-dire un module libre.

On sait donc que ME ⊗W ∼= (kE)m = (km)↑E pour un certain m. Par
transitivité de l’induction (ME⊗W )↑G = (km)↑G = (kG)m. Le module (ME⊗
W )↑G est donc libre.

La fin de la démonstration est donnée par le lemme suivant, dont on vous
confie la démonstration :

Lemme 2.5.2. Soit U un module filtré par des sous-modules

U0 = {0} ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Ur = U .

On suppose que Ui+1/Ui est libre. Alors U est lui-même libre.
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Exercices

Exercice 7. Montrer le lemme 2.5.2.

Exercice 8. On prend G = C9 = {1, x, x2, . . . , x8} le groupe cyclique
d’ordre 9, et k un corps de caractéristique 3. Soit X = x − 1 ∈ kG, de
sorte que kG = k[X]/(X9). Enfin, soit V = kG/(X8).

On considère le module k ⊕ V et ses éléments a = (1, 0) et b = (0, 1).
Soit L1 le sous-module engendré par a+X5b et L2 le sous-module engendré
par a et X3b.

Montrer que L1, L2/L1 et (k⊕V )/L2 sont tous isomorphes à k↑GH où H =
〈x3〉 est le sous-groupe d’ordre 3 dans G.

Indication : le module k↑GH est l’unique module dans lequel l’action de x
est donnée par un bloc de Jordan de taille 3 de valeur propre 1.
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Chapitre 3

Les théorèmes de Quillen

Saur précision contraire, k est algébriquement clos, de caractéristique p.

§1. Cohomologie

Nous allons avoir besoin de parler de l’espace vectoriel noté

ExtnkG(M,N) ou ExtnG(M,N) ,

lorsque M et N sont des G-modules. Rappelons que pour n = 0 on a

Ext0
G(M,N) = HomG(M,N) .

Si l’on fixe N , on peut affirmer que M 7→ ExtnG(M,N) est le n-ième foncteur
dérivé à droite du foncteur M 7→ HomG(M,N). En particulier en présence
d’une suite exacte courte

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

on obtient une suite exacte longue

· · · → ExtnG(C,N)→ ExtnG(B,N)→ ExtnG(A,N)→ Extn+1
G (C,N)→ · · ·

Mais il est également vrai que,M étant fixé, le foncteur N 7→ ExtnG(M,N)
est le n-ième foncteur dérivé à droite de N 7→ HomG(M,N). Une suite exacte
courte comme ci-dessus donne naissance à une suite exacte longue

· · · → ExtnG(M,A)→ ExtnG(M,B)→ ExtnG(M,C)→ Extn+1
G (M,A)→ · · ·

Rappelons enfin que si M est projectif, ou si N est « injectif », alors
pour n > 0 on a ExtnG(M,N) = 0. (Il y a une définition générale de ce qu’est
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un module injectif, que vous avez vue dans le cours de cohomologie, et que
nous ne répèterons pas ici ; cependant, pour les modules sur kG, les modules
injectifs sont les mêmes que les modules projectifs, comme on le verra dans
l’exercice 9).

Une propriété basique est l’additivité, ie ExtnG(M,N⊕N ′) = ExtnG(M,N)⊕
ExtnG(M,N ′) et ExtnG(M ⊕M ′, N) = ExtnG(M,N)⊕ExtnG(M ′, N). Bien plus
profond, l’existence de produits : si x ∈ ExtnG(M,N) et y ∈ ExtmG (N,L),
on peut former leur produit, qui appartient à Extn+m

G (M,L), et que l’on va
noter xy ou x · y. ATTENTION, dans de nombreuses sources vous verrez cet
élément noté yx au lieu de xy (très certainement à cause de la notation y ◦ x
dans le cas n = m = 0). Notre convention va simplifier énormément certains
énoncés dans le chapitre suivant.

En particulier ExtnG(M,M) est un anneau, dont l’unité est Id ∈ HomG(M,M) =
Ext0

G(M,M). En général il n’est ni commutatif, ni gradué-commutatif.
Lorsque M = k, on note

Hn(G,N) = ExtnG(k,N) .

On parle du n-ième groupe de cohomologie de G à coefficients dans N (en
fait c’est plus qu’un groupe, c’est un espace vectoriel sur k). Notez alors que
pour n = 0 on a

H0(G,N) = HomG(k,N) = les points fixes dans N .

Lorsque N = k, on obtient l’anneau de cohomologie H∗(G, k). Il est
gradué-commutatif (donc commutatif lorsque k est de caractéristique 2).

Exemple 3.1.1. On va donner quelques exemples de calcul. On va utiliser
le fait, qui est une conséquence du « théorème des coefficients universels »,
que

H∗(G, k) ∼= H∗(G,Fp)⊗Fp k

pour tout corps k de caractéristique p. En pratique les calculs sont toujours
faits avec Fp.

SoitG = C2, le groupe à 2 éléments, et soit k un corps de caractéristique 2.
Alors

H∗(G, k) = k[x] ,

où x est de degré 1. D’après la formule de Künneth, on a donc

H∗(Cr2 , k) = k[x1, . . . , xr]

où chaque xi est de degré 1.
Pour G = Q8 = {±1,±i,±j,±k}, le groupe des quaternions d’ordre 8, on

a
H∗(G, k) = k[x, y, z]/(x3, x2 + xy + y2) ,
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avec x et y de degré 1 et z de degré 4. (Les relations entrainent y3 = 0 et
sont en fait symmétriques en x et y.)

Pour G = D8, le groupe diédral d’ordre 8, on a

H∗(G, k) = k[x, y, z]/(xy) ,

avec x et y de degré 1 et z de degré 4.
Soit maintenant p un nombre premier impair, et soit k un corps de carac-

téristique p. Alors
H∗(Cp, k) = k[x, u]/(u2) ,

avec x de degré 2 et u de degré 1 ; c’est donc une algèbre commutative. Par
Künneth on a

H∗(Crp , k) = k〈x1, . . . , xr, u1, . . . , ur〉/(u2
i , uiui + ujui) .

Ce n’est pas une algèbre commutative puisque uiuj = −ujui, mais elle est
bien graduée-commutative. (C’est le produit tensoriel d’une algèbre de poly-
nômes et d’une algèbre « extérieure », comme vous avez dû en rencontrer en
cours de calcul différentiel.)

Lorsque H ⊂ G est un sous-groupe, on a un homomorphisme d’anneaux,
dit « de restriction »

resG,H : H∗(G, k) −→ H∗(H, k) .

On peut montrer que dans ce cas H∗(H, k) est finiment engendré comme
H∗(G, k)-module.

En fait plus généralement, un homomorphisme de groupes f : H → G
induit un homomorphisme d’anneaux f∗ : H∗(G, k) → H∗(H, k). Il y a un
cas particulier qu’il faut connaître : lorsque G = H et f(x) = g−1xg pour
un g ∈ G, alors f∗ est l’identité.

§2. Le lemme d’Eckmann-Shapiro

Proposition 3.2.1 (Eckmann-Shapiro). Il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels

ExtnG(M,N↑G) ∼= ExtnH(MH , N) ,

qui de plus est naturel en M et N .

Démonstration. Calculons ExtnG(M,N↑G) d’abord. Pour cela nous avons le
loisir de choisir une résolution projective quelconque P∗ de M par des G-
modules. L’homologie du complexe HomG(P∗, N↑G) donne les groupes ExtnG(M,N↑G).

Les modules (P∗)H sont projectifs comme H-modules, comme on le sait,
et l’opération de restriction à H préservant clairement les suites exactes, on
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constate que (P∗)H est une résolution projective de MH . Pour calculer le
groupe ExtnH(MH , N), on peut donc prendre le n-ième groupe d’homologie
du complexe HomH((P∗)H , N).

C’est là que nous appliquons le lemme 2.3.5 qui affirme que

HomG(P∗, N↑G) ∼= HomH((P∗)H , N) .

À titre d’exercice, on vous laisse le soin de vérifier que le lemme 2.3.5 que
nous venons d’appliquer est « naturel », c’est-à-dire qu’ici l’isomorphisme est
compatible avec les différentielles. On calcule donc bien la même chose dans
les deux cas, d’où un isomorphisme

ExtnG(M,N↑G) ∼= ExtnH(MH , N)

comme annoncé. Là encore on vous laisse montrer la naturalité.

§3. Premier théorème de Quillen

Il y a plusieurs résultats qui mériteraient le nom de « théorème de
Quillen » (pas seulement parce que Quillen était un mathématicien proli-
fique, mais aussi parce que nous allons donner quelques variantes d’un de
ses résultats). Le premier que nous allons donner utilise les notations du
théorème de Carlson pour k : on a donc un entier τ , des sous-groupes élé-
mentaires abéliens Ei pour 0 ≤ i ≤ τ , et un module V tel que U = k ⊕ V a
une filtration comme annoncé.

Théorème 3.3.1. Soient x1, x2, . . . , xτ ∈ H∗(G, k) des éléments (homo-
gènes) tels que resG,Ei(xi) = 0. Alors x1x2 · · ·xτ = 0.

Démonstration. L’anneau H∗(G, k) = Ext∗G(k, k) est une sommande directe
dans Ext∗G(U,U). On va considérer xi comme un élément de Ext∗G(U,U) et
montrer que le produit des xi fait 0 dans cet anneau.

On va regarder les suites exactes

0 −−−−→ Li−1
ji−−−−→ Li

qi−−−−→ W ↑Gi −−−−→ 0 .

On utilise maintenant (sans démonstration, on suppose cela connu) le fait que
les suites exactes longues des Exts sont compatibles avec les multiplications,
dans le sens où le diagramme suivant est commutatif :

· · · −−−−→ ExtrG(U,Li−1) (ji)∗−−−−→ ExtrG(U,Li)
(qi)∗−−−−→ ExtrG(U,W ↑Gi ) −−−−→ · · ·yxi× yxi× (†)

yxi×
· · · −−−−→ Extr+mi

G (U,Li−1) (ji)∗−−−−→ Extr+mi
G (U,Li)

(qi)∗−−−−→ Extr+mi
G (U,W ↑Gi ) −−−−→ · · ·
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Enfin, par Eckmann-Shapiro on a aussi un diagramme commutatif

ExtrG(U,W ↑Gi )
∼=−−−−→ ExtrEi(UEi ,Wi)yxi× yresG,Ei (xi)×

Extr+mi
G (U,W ↑Gi )

∼=−−−−→ Extr+mi
Ei

(UEi ,Wi)

Par hypothèse resG,Ei(xi) = 0 et on en déduit que l’application marquée (†)
dans le diagramme ci-dessus est nulle.

Commençons la démonstration proprement dite par le cas i = τ , donc Lτ =
U , et r = 0. On peut considérer l’élément IdU ∈ Ext0

G(U,U) = Ext0
G(U,Lτ ),

c’est même l’unité de cette algèbre. On vient de voir que (qτ )∗(xτIdU ) = 0
donc xτIdU = xτ est de la forme (jr)∗(φr) pour un certain φr ∈ ExtmτG (U,Lτ−1)
(on écrit mi pour le degré de xi).

Supposons maintenant par récurrence que l’on a montré que

xi+1xi+2 · · ·xτ = (jτ )∗ ◦ (jτ−1)∗ ◦ · · · ◦ (ji+1)∗(φi+1)

pour un certain φi+1 ∈ ExtrG(U,Li) (avec r approprié). En multipliant par xi
il vient :

xi · · ·xτ = xi × (jτ )∗ [(jτ−1)∗ ◦ · · · ◦ (ji+1)∗(φi+1)]
= (jτ )∗ [xi × (jτ−1)∗ ◦ · · · ◦ (ji+1)∗(φi+1)]
= (jτ )∗ ◦ (jτ−1)∗ ◦ · · · ◦ (ji+1)∗(xiφi+1) .

(Première égalité par définition, deuxième par commutativité du diagramme
ci-dessus appliquée pour i = τ , et ensuite on obtient la troisième en recom-
mençant avec i = τ − 1, τ − 2, etc.) Avec un raisonnement similaire à celui
ci-dessus, on montre que xiφi+1 = (ji)∗(φi) pour un certain φi. En répétant
cette procédure, on en arrive à

x1x2 · · ·xτ = (jτ )∗ ◦ (jτ−1)∗ ◦ · · · ◦ (j1)∗(φ1)

avec φ1 ∈ Ext∗G(U,L0). Or L0 = {0} donc le produit vaut 0 et la preuve est
terminée.

Le corollaire suivant est très proche de l’énoncé originel de Quillen.

Corollaire 3.3.2 (Quillen). Soit k un corps de caractéristique p. Il existe un
entier τ ayant la propriété suivante. Choisissons E1, . . . , Er des représentants
des classes de conjugaison des sous-groupes élémentaires abéliens maximaux
de G. Si x ∈ H∗(G, k) vérifie resG,Ei(x) = 0 pour tous les i, alors xτ = 0.

L’hypothèse sur les Ei, en clair, est que si E est un p-sous-groupe élémen-
taire abélien maximal de G, alors E est conjugué à un Ei et un seul. Noter
que k n’est pas supposé algébriquement clos, ici.
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Démonstration. Puisque H∗(G, k) = H∗(G,Fp)⊗ k, on peut se contenter de
montrer le corollaire pour k = Fp ; on en déduit qu’il est vrai pour Fp, et
ensuite qu’il est vrai pour k quelconque.

Tout d’abord, si x ∈ H∗(G, k) vérifie resG,E(x) = 0 pour absolument tous
les sous-groupes élémentaires, alors on a bien xτ = 0 d’après le théorème, en
prenant x1 = · · · = xτ = x.

Ensuite, si on restreint cette condition aux sous-groupes E élémentaires
qui sontmaximaux, le résultat reste vrai : en effet si E0 ⊂ E sont élémentaires,
alors la restriction se factorise comme suit :

resG,E0 : H∗(G, k) resG,E−−−−→ H∗(E, k)
resE,E0−−−−−→ H∗(E0, k) .

On constate bien que si resG,E(x) = 0 pour tous les E maximaux, alors c’est
vrai pour tous les E, et xτ = 0.

Enfin, supposons que E et E′ soient conjugués, disons E′ = g−1Eg. Consi-
dérons alors le diagramme commutatif suivant :

H∗(G, k) f∗−−−−→ H∗(G, k)

resG,E′
y yresG,E

H∗(E′, k) f∗0−−−−→ H∗(E, k) .

Ici f∗ et f∗0 sont toutes les deux induites par l’homomorphisme x 7→ g−1xg.
Comme on l’a vu plus haut, f∗ est l’identité ; quant à f∗0 ce n’est certaine-
ment pas l’identité, mais c’est tout de même un isomorphisme. On repère
alors immédiatement que si resG,E(x) = 0 = resG,E(f∗(x)) = f∗0 (resG,E′(x)),
alors resG,E′(x) = 0.

On conclut finalement que si resG,Ei(x) = 0 pour tous les Ei du corollaire,
alors resG,E(x) = 0 pour chaque sous-groupe élémentaire E, et donc xτ =
0.

Lorsque p = 2, on a une sorte de réciproque : si x ∈ H∗(G, k) est nilpotent,
c’est-à-dire si xn = 0 pour un certain n, alors resG,Ei(x) = 0 pour chaque i, et
pour une raison toute bête : l’anneau H∗(Ei, k) est un anneau de polynômes
dans ce cas, et ne possède pas d’élément nilpotent non-nul.

Exemple 3.3.3. Prenons G = Q8, nous avons vu que

H∗(Q8,F2) = F2[x, y, z]/(x3, x2 + xy + y2)

avec x et y de degré 1 et z de degré 4. Le groupe Q8 ne possède qu’un seul
sous-groupe élémentaire, à savoir {±1} ∼= C2. Le corollaire affirme donc que
les éléments dans le noyau de l’application de restriction

resG,C2 : H∗(G,F2) −→ H∗(C2,F2) = F2[u]
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sont nilpotents. L’élément z n’est pas nilpotent, donc s’envoie sur un élément
non-nul, et donc en l’absence de tout autre choix on conclut que resG,C2(z) =
u4. Les éléments x et y sont nilpotents (en fait x3 = y3 = 0) donc resG,C2(x) =
resG,C2(y) = 0, par la petite réciproque juste mentionnée.

§4. La dimension de Krull

La dimension de Krull d’une algèbre commutative A finiment engendrée
sur un corps k est le plus grand entier d tel que A contient une algèbre de
polynômes k[x1, . . . , xd]. (Dans les livres vous trouverez des variantes de cette
définition, qui parfois est restreinte aux algèbres intègres.) La dimension de
Krull d’une algèbre graduée-commutative (ba = (−1)|a| |b|ab) est définie de la
même façon (on vérifie que les xi peuvent être supposés homogènes).

Remarquons que si N est un idéal de A dont tous les éléments sont nilpo-
tents, alors A et A/N ont la même dimension (exercice). Dans le cas où A est
graduée-commutative, et où k est de caractéristique 6= 2, on peut considérer
l’idéal N = Aimpair engendré par les éléments de degré impair ; ces élements
sont nilpotents (et donc tous ceux de N aussi) car si a est de degré impair
alors a2 = −a2, d’où a2 = 0. Donc la dimension de A est la même que celle
de A = A/Aimpair ; or A est commutative. On peut donc se ramener au cas
commutatif si l’on veut.

Comme nous n’allons utiliser cette notion que dans le cas d’algèbres gra-
duées, on peut s’en remettre au lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soit A∗ une algèbre graduée-commutative. Alors la dimen-
sion de Krull de A∗ est d si et seulement si d est le plus petit entier tel
que dimk A

n = O(nd−1).

On vous laisse la démonstration en exercice. Les exemples ci-dessous
doivent donner des idées.

Exemple 3.4.2. Pour faire la démonstration, il faut en particulier bien com-
prendre l’exemple de A = k[x1, . . . , xd] où les générateurs ont tous le même
degré, disons |xi| = s. Dans ce cas dimk A

n = 0 si n n’est pas divisible
par s, et dimk A

sn =
(
n+d−1
d−1

)
, ce qui est un polynôme en n de degré d − 1.

Donc dimk A
n = O(nd−1) (c’est-à-dire que dimk A

n/nd−1 est borné), et d
est clairement minimal. La dimension de Krull de A est d, d’après le lemme.
(On peut aussi calculer la dimension en raisonnant avec les degrés de trans-
cendance, si on connaît déjà.)

La restriction sur les degrés des xi ne change rien à l’affaire, finalement :
montrez-le. En gros, si xi est de degré ai, alors on peut prendre un multiple
commun s des ai, disons s = aibi, et alors l’algèbre k[xb1

1 , . . . , x
bd
d ] ⊂ A∗

est une algèbre de polynômes avec le même nombre de variables, mais ces
variables ont toutes le même degré s.
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Exemple 3.4.3. Si maintenant A = ⊕Ai où Ai est un anneau de dimen-
sion di, le lemme montre immédiatement que la dimension de Krull de A
est maxi di. Même si chaque Ai est un anneau de polynômes, c’est déjà pé-
nible à montrer directement (sans le lemme).

Exemple 3.4.4. Si B ⊂ A, alors la dimension de B est ≤ à celle de A,
clairement. Maintenant, si l’on suppose que A est de type fini comme B-
module (et que tout est gradué, pour que le lemme s’applique), alors les
dimensions sont égales : en effet si A est un quotient de Bm pour un certainm
fixé, alors la dimension de A en un degré donné est asympotiquement la même
que celle de B.

En géométrie algébrique on montre des résultats similaires sans supposer
que les algèbres sont graduées, mais c’est plus dur et nous n’en aurons pas
besoin.

Le résultat suivant, très joli, est encore dû à Quillen.

Théorème 3.4.5 (Quillen). La dimension de Krull de H∗(G,Fp) est le plus
grand d tel que G contient un sous-groupe de la forme Cdp .

Démonstration. Nous avons déjà remarqué que si N est un idéal de A dont
tous les éléments sont nilpotents, alors A/N a la même dimension que A.

Par exemple si K est le noyau de la restriction H∗(G, k) −→ ⊕i H∗(Ei, k),
où la notation est comme dans le corollaire 3.3.2, alors ce même corollaire
nous dit que H∗(G, k)/K a la même dimension que H∗(G, k).

Pour les même raisons, l’anneau H∗(Ei, k) a la même dimension que l’an-
neau de polynômes obtenu en quotientant par l’idéal engendré par les élé-
ments de degré impair (ceci pour p impair ; si p = 2 on ne quotiente par rien
du tout). Cette dimension est di où Ei ∼= Cdip (cf premier exemple).

D’après les résultats des deux derniers exemples ci-dessus, la dimension
de Krull de H∗(G, k) est bien maxi di.

Exemple 3.4.6. Si on continue l’exemple 3.3.3 avec le groupe Q8, on
constate bel est bien que la dimension de Krull est 1 : en fait l’algèbre
graduée H∗(G,F2) est périodique de période 4, c’est-à-dire que dimAn =
dimAn+4, et dans ce cas le calcul de la dimension par le lemme donne bien 1.
Par ailleurs le groupe Q8 possède un sous-groupe C2 mais pas de sous-groupe
de la forme Cr2 avec r ≥ 2, comme prévu.
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Exercices

Exercice 9. On rappelle que M∗ désigne le dual du module M , et que tous
les modules sont de dimension finie sur k.

1. Montrer que M est projectif si et seulement si M∗ est injectif, et vice
versa.

2. Montrer que kG est isomorphe à (kG)∗.
Indication. Considérer ε : kG→ k l’homomorphisme défini par ε(

∑
αgg) =

α1, puis la forme bilinéaire kG × kG → k définie par x, y 7→ 〈x, y〉 =
ε(xy). Montrer que φ : kG → (kG)∗ donné par φ(x) = 〈x,−〉 est l’iso-
morphisme recherché.

3. Conclure que M est projectif si et seulement s’il est injectif.

Exercice 10. Montrer le lemme 3.4.1.

Exercice 11. Soit G = D8, le groupe diédral d’ordre 8. Examiner les asser-
tions du corollaire 3.3.2 et du théorème 3.4.5 dans ce cas (dans l’esprit de ce
qu’on a fait pour Q8).
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Chapitre 4

Introduction aux variétés
algébriques

On va développer un tout petit peu le langage des variétés algébriques,
infiniment moins qu’on ne le ferait dans un cours de géométrie algébrique
évidemment. Ceci va être pratique pour formuler encore un « théorème de
Quillen », et dans le chapitre suivant nous aurons aussi besoin de variétés.

§1. Variétés algébriques

Soit k un corps quelconque (pour l’instant), et A une algèbre sur k, com-
mutative (nous généraliserons un peu ci-dessous) et finiment engendrée. On
va noter

Spec(A) = Homk−alg(A, k) = {homomorphismes de k−algèbres A −→ k} .

Pour nous Spec(A) est simplement un ensemble. Dans d’autres contextes
on met beaucoup plus de structure sur cet objet, mais pour nos besoins il sera
déjà assez parlant d’examiner les relations entre différents ensembles Spec(A)
pour différentes algèbres A. Au fait, un ensemble de la forme Spec(A) est
appelé une variété algébrique affine. (Il y en a des non-affines, mais nous n’en
parlerons pas.)

Exemple 4.1.1. Commençons par l’exemple de A = k[x1, . . . , xn]. Un homo-
morphisme f : A→ k est alors entièrement spécifié par les valeurs f(xi) ∈ k.
On a donc une bijection

Spec(k[x1, . . . , xn]) ∼= kn .

Pour l’intuition, on pense vraiment à Spec(k[x]) comme à une droite, à Spec(k[x, y])
comme à un plan, etc.
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En général, puisque nous supposons queA est finiment engendrée comme k-
algèbre, cela signifie que l’on a un homomorphisme surjectif

φ : k[x1, . . . , xn] −→ A

et donc une identificationA ∼= k[x1, . . . , xn]/I où I = ker(φ). L’anneau k[x1, . . . , xn]
étant nœthérien, on peut trouver des polynômes P1, . . . , Pr (en nombre fini !)
engendrant l’idéal I.

Si on veut alors se donner f : A→ k, il faut spécifier des valeurs f(xi) ∈ k
de façon à ce que f(Pj(x1, . . . , xn)) = 0 = Pj(f(x1), . . . , f(xn)). On a donc
une bijection

Spec(A) ∼= {(y1, . . . , yn) ∈ kn | Pj(y1, . . . , yn) = 0 pour chaque j} .

On pense donc à Spec(A) comme à un sous-ensemble de kn défini par des
équations polynomiales. Par exemple Spec(k[x, y]/(x2 +y2−1)) est un cercle,
informellement.

Une remarque simple : un homomorphisme φ : B −→ A donne naissance
à une application φ∗ : Spec(A) −→ Spec(B). Dans l’exemple en cours, c’est
l’inclusion de Spec(A) dans kn, en prenant B = k[x1, . . . , xn].

Bien sûr φ n’est pas unique, pas plus que l’entier n ou les polynômes Pj .
Mais d’autres choix mènent à un isomorphismes d’anneaux

f : k[x1, . . . , xn]
I

−→ k[t1, . . . , tm]
J

.

On a donc une bijection

f∗ : Spec
(
k[t1, . . . , tm]

J

)
−→ Spec

(
k[x1, . . . , xn]

I

)
.

Si on pense à f∗ comme à une application d’une partie de km vers une partie
de kn, alors en inspectant les définitions on constate qu’elle est donnée par
des équations polynomiales, c’est-à-dire f(t1, . . . , tm) = (p1(ti), . . . , pn(ti))
où pj(ti) est un polynôme en t1, . . . , tm. Bien sûr il en va de même pour
l’inverse de f .

Il y a donc bien des choses qui ne dépendent pas du choix de φ. Par
exemple, imaginons que k = R ou C, alors Spec(A) hérite d’une topologie
comme sous-ensemble de kn, et même d’une structure de variété différentiable
avec un peu de chance ; et l’on voit clairement que cette topologie, ou cette
structure différentiable, sont préservées si l’on choisit une autre « présenta-
tion » que φ (puisque la bijection f∗ par des équations polynomiales ci-dessus
est clairement continue, et même différentiable autant qu’on veut).

Ces concepts sont poussés beaucoup plus loin lorsque l’on fait de la
« vraie » géométrie algébrique.
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Revenons aux définitions générales. Puisque k est un corps, si a ∈ A est
nilpotent alors f(a) = 0 pour tout f ∈ Spec(A). Donc Spec(A) = Spec(A/N)
lorsque N est un idéal ne comprenant que des éléments nilpotents.

À partir de cette remarque simple, on peut étendre la définition de Spec(A)
au cas où A est graduée-commutative au lieu de commutative (alors qu’en
général, la non-commutativité va mettre à bas tous les théorèmes de géomé-
trie algébrique, et nous en citerons quelques-uns). En effet si A est une telle
algèbre, et si la caractéristique de k est différente de 2, tout homomorphisme
de k-algèbres A→ k se factorise par A = A/Aimpair comme précédeùmment,
et rappelons que A est une algèbre commutative. Ainsi Spec(A) = Spec(A),
et tous les théorèmes réservés aux algèbres commutatives vont en fait s’ap-
pliquer à Spec(A). Il n’y a donc pas de danger à traiter Spec(A) pour ces
algèbres comme si de rien n’était.

Si la caractéristique de k est 2, c’est encore plus simple : une algèbre
graduée-commutative est en fait commutative dans ce cas.

§2. Encore un théorème de Quillen

Voici un théorème de géométrie algébrique, que nous ne prouverons pas.
Proposition 4.2.1. On suppose que k est algébriquement clos. Soit φ : A −→
B un homomorphisme injectif entre k-algèbres (commutatives et finiment en-
gendrées), de sorte que B soit également finiment engendré comme A-module.
Alors l’application

φ∗ : Spec(B) −→ Spec(A)
est surjective, et ses fibres sont finies.

(Rappelons que les « fibres » de φ∗ sont les ensembles (φ∗)−1(x) pour x ∈
Spec(A).) Dans ce cas on pense à Spec(B) −→ Spec(A) comme à ce qu’on
appelle un « revêtement » en topologie.

Pour se donner une idée de la raison pour laquelle k doit être algébri-
quement clos, et pour faciliter la recherche d’une démonstration de cette
proposition dans un livre, voici quelques commentaires. Soit f : A → k un
élément de Spec(A), et soitM = ker(f). AlorsM est un idéal maximal de A,
puisque A/M ∼= k est un corps. La réciproque est-elle vraie ?

Si M est un idéal maximal de A, alors K = A/M est un corps, qui
contient k, et qui est finiment engendré comme algèbre sur k (tout comme A).
Dans cette situation, l’une des variantes du théorème que l’on appelle le
Nullstellensatz affirme que K est une extension algébrique finie de k. Si k est
supposé algébriquement clos, alorsK = k, et l’idéalM définit l’élément A −→
A/M = k de Spec(A).

On a donc une description de Spec(A) comme étant l’ensemble des idéaux
maximaux de A dans ce cas. Sachant cela, vous trouverez l’énoncé de la
proposition, en termes d’idéaux, dans un cours d’algèbre commutative.
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Fixons k = Fp jusqu’à la fin du chapitre. On va énoncer une version géo-
métrique du théorème de Quillen. Une notation standard pour cela est VG :=
Spec(H∗(G, k)). Notez qu’une inclusion E ⊂ G donne un homomorphisme
resG,E : H∗(G, k)→ H∗(E, k) et donc finalement une application VE → VG.

Théorème 4.2.2. Soient E1, . . . , Er des représentants des classes de conju-
gaison des sous-groupes élémentaires abéliens maximaux de G. Alors il existe
une application surjective ∐

VEi −→ VG

dont les fibres sont finies.

Lorsque E est élémentaire abélien, l’anneau H∗(E, k) est un anneau de
polynômes (à des éléments nilpotents près qui ne changent pas le Spec), et VE
est un « espace affine » (droite, plan ou autre selon la dimension). Le théorème
affirme donc que VG est essentiellement une union d’espaces affines, « à un
revêtement près ».

Démonstration. Soit Ki = ker(resG,Ei). Si f : H∗(G, k) → k est un élément
de VG, alors le corollaire 3.3.2 nous dit que f se factorise par H∗(G, k)/∩iKi,
puisque les éléments dans l’intersection des Ki sont nilpotents et ne sauraient
prendre une autre valeur par f que 0. On a donc VG = Spec(H∗(G, k)/∩Ki).

Considérons alors l’inclusion

H∗(G, k)
∩iKi

↪→
⊕
i

H∗(G, k)/Ki ↪→
⊕
i

H∗(Ei, k).

La dernière proposition s’applique (vérifiez-le). Le théorème en découle di-
rectement, en remarquant que Spec(A⊕B) = Spec(A)

∐
Spec(B).

§3. Sous-variétés

Soit A une k-algèbre, commutative et de type fini. Si I est un idéal de A,
alors on peut définir un certain sous-ensemble de Spec(A) appelé sous-variété
définie par I. La définition la plus rapide consiste à remarquer que la projec-
tion π : A → A/I induit une application π∗ : Spec(A/I) → Spec(A), et par
ailleurs en se référant aux définitions on constate immédiatement que π∗ est
injective ; donc Spec(A/I) peut être vu comme un sous-ensemble de Spec(A),
et c’est ce sous-ensemble que l’on appelle la variété définie par I (on ne lui
attribue pas de notation particulière, à part Spec(A/I)).

Dans le cas idiot où I = A, l’algèbre A/I n’ayant qu’un seul élément 0 = 1, on
prend comme convention que Spec(A/I) est l’ensemble vide, ce qui est cohérent avec la
description suivante.

Pour se forger un tout petit peu l’intuition, revenons au cas où A ∼=
k[x1, . . . , xn]/J où l’idéal J est engendré par les polynômes P1, P2, . . . Pr.
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On a vu que Spec(A) s’identifie avec le sous-ensemble de kn où les poly-
nômes Pi prennent tous la valeur 0. Si f ∈ k[x1, . . . , xn], on peut voir f
comme une fonction sur kn, et donc sur Spec(A), à valeurs dans k. Les élé-
ments f ∈ J induisent la fonction nulle sur Spec(A), donc finalement on
peut même voir les éléments de k[x1, . . . , xn]/J ∼= A comme des fonctions sur
la variété Spec(A). Les éléments de l’algèbre A peuvent être vus comme des
fonctions sur Spec(A).

En prenant des générateurs f1, . . . , fs de I, on voit Spec(A/I) comme
le sous-ensemble de Spec(A) sur lequel les fi s’annulent tous. (Noter que
chaque variété algébrique, du coup, est une sous-variété d’un « espace affine »
Spec(k[x1, . . . , xn]) pour un certain n.)

Exemple 4.3.1. Soit A = k[x, y]/(x2+y2−1). On a vu qu’on pouvait penser
à Spec(A) comme à l’ensemble des couples (u, v) ∈ k2 vérifiant u2 + v2 = 1,
c’est-à-dire un cercle lorsque k = R. Soit maintenant I l’idéal de A engendré
par x − y. Alors Spec(A/I) = Spec(k[x, y]/(x2 + y2 − 1, x − y)) est le sous-
ensemble du cercle Spec(A) sur lequel la fonction x−y s’annule ; il comprend
les éléments (u, v) vérifiant u = v et 2u2 = 1.

Si la caractéristique de k est 6= 2, il y a donc deux points de la forme (r, r),
où r est l’une des deux racines de 1

2 . Si la caractéristique est 2, on obtient
l’équation 0 = 1, et Spec(A/I) est l’ensemble vide.

On peut se poser la question réciproque. Soit f ∈ A, auquel on pense
comme à une fonction sur Spec(A). Supposons que f ne prenne que la valeur 0
sur Spec(A/I). Est-ce que f ∈ I ? La réponse est non, mais presque, et c’est le
contenu d’un théorème qui s’appelle (encore !) le Nullstellensatz qui affirme
que dans cette situation, et sous réserve que k soit algébriquement clos, il
existe un entier n tel que fn ∈ I. Notons d’ailleurs que si on ajoute à I tous
les éléments f tels que fn ∈ I pour un certain n, on obtient un idéal J appelé
le radical de I, et Spec(A/J) = Spec(A/I) ; donc il était clair que la réponse
à notre question devait se faire « au radical près ».

Nous avons donc deux théorèmes qui s’appellent tous les deux le Null-
stellensatz (« théorème des zéros »), et en fait ils sont assez proches. Voir les
exercices.

On va avoir besoin du cas particulier où A est une algèbre graduée, et où I
peut être engendré par des éléments fi homogènes. En écrivant A comme quo-
tient d’une algèbre de polynômes gradués k[x1, . . . , xn], chaque fi s’écrit alors
comme une somme de monômes xa1

1 · · ·xann avec a1|x1|+ · · ·+ an|xn| = ci =
constante. Le cas où l’un des nombres ci vaut 0 est sans intérêt, puisqu’alors fi
est inversible et A = I, de sorte que Spec(A/I) est vide. Excluant ce cas, on
voit qu’aucun fi n’a de terme constant, et en particulier {0} ∈ Spec(A/I).

Supposons de plus que A est engendrée par des éléments ayant tous le
même degré d. Alors on peut prendre |xi| = d ci-dessus, et chaque fi est
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composé de monômes vérifiant
∑
i ai = constante (donc fi est un « poly-

nôme homogène » au sens élémentaire, comme par exemple une forme qua-
dratique x1x2 + 4x2

1 − 5x2
2). Dans ce cas, on peut dire que Spec(A/I) est un

cône dans kn, dans le sens où pour chaque point x ∈ Spec(A/I), toute la
droite {λx | λ ∈ k} est incluse dans Spec(A/I).

Exemple 4.3.2. Un exemple aussi important que simple est celui où A =
k[x]. Cet anneau est principal, donc tout idéal est de la forme I = (P ). Dans
ce cas Spec(A/I) est un ensemble fini, celui des racines de P dans k.

Dans le cas gradué, un tel ensemble fini ne saurait être un cône que
lorsqu’on est dans l’un des cas suivant :

– Spec(A/I) = k = Spec(A), ce qui arrive précisément lorsque P = 0 ;
– Spec(A/I) = {0}, ce qui arrive précisément lorsque P = xk pour un
certain k ;

– Spec(A/I) = ∅, lorsque P est une constante non-nulle.
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Exercice

Exercice 12. Lire les deux premiers chapitres de [Bum98]. Le premier
théorème que nous avons appelé Nullstellensatz est la proposition 2.3, et le
deuxième est le théorème 1.2.

Faire un maximum d’exercices parmi ceux proposés à la fin des chapitres.
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Chapitre 5

Variétés-supports

k est un corps algébriquement clos de caractéristique p.

§1. Structures multiplicatives, suite

Rappelons que l’on dispose d’un produit sur les « Exts », qui associe une
classe x ∈ ExtnG(M,N) avec une classe y ∈ ExtmG (N,L) pour former xy ∈
Extn+m

G (M,L) :

ExtnG(M,N)⊗ ExtmG (N,L) −→ Extn+m
G (M,L) . (*)

En particulier, Ext∗(M,N) est un module sur l’algèbre Ext∗G(M,M), et c’est
aussi un module (à droite) sur l’algèbre Ext∗G(N,N) (et les deux actions
commutent). Mais nous avons surtout besoin de savoir que Ext∗(M,N) est
un module sur H∗(G, k). Pour ceci, on commence par :

Lemme 5.1.1. Pour tous G-modules M,N on a un isomorphisme naturel
pour chaque n ≥ 0 :

ExtnG(M,N) ∼= Hn(G,M∗ ⊗N) = Hn(G,Hom(M,N)) .

Démonstration. On l’a vu pour n = 0 (voir remarque juste avant le lemme 2.3.5).
On vous laisse généraliser en tout degré, comme dans la démonstration de la
proposition 3.2.1.

On a donc deux idées qui nous viennent, et il est important de savoir
qu’elles mènent à la même solution. Tout d’abord on note que Ext∗G(k, L) =
H∗(G,L) est un module sur l’algèbre Ext∗G(k, k) = H∗(G, k), pout tout L ;
donc avec L = Hom(M,N) et en vertu du lemme, on voit bien que Ext∗G(M,N)
est un module sur H∗(G, k) comme on le voulait.
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Mais on peut aussi penser à regarder l’homomorphisme d’anneaux k →
Hom(M,M), qui donne un autre homomorphisme d’anneaux H∗(G, k) →
H∗(G,Hom(M,M)) ∼= Ext∗(M,M). Puisque Ext∗G(M,N) est un module sur
Ext∗G(M,M), en particulier c’est aussi un module sur H∗(G, k), par restric-
tion.

Ces deux procédés coïncident. Essayons simplement de reformuler ceci de
façon à pouvoir citer un résultat facilement consultable. Il existe un produit
« externe »

H∗(G,L)⊗H∗(G,L′) −→ H∗(G,L⊗ L′) .

Si de plus on a une application L⊗ L′ → L′′, alors il y a une opération

H∗(G,L)⊗H∗(G,L′) −→ H∗(G,L′′) . (**)

Le résultat « de cohérence » est alors : si L = Hom(M,N), L′ = Hom(N,L)
et L′′ = Hom(M,L), alors (**) est la même chose que (*), via l’identification
du lemme. Voir la proposition 4.3.8 dans [CTVEZ03].

(Comme cas particulier, l’isomorphisme Ext∗G(M,M) ∼= H∗(G,Hom(M,M))
est en fait un isomorphisme d’anneaux ; nous l’avions sous-entendu ci-desus.)

Ayant ça en tête, on regarde le diagramme commutatif suivant (on rap-
pelle que End(M) = Hom(M,M)) :

H∗(G, k)⊗H∗(G,Hom(M,N)) −−−−→ H∗(G, k ⊗Hom(M,N)) −−−−→ H∗(G,Hom(M,N))y y y
H∗(G,End(M))⊗H∗(G,Hom(M,N)) −−−−→ H∗(G,End(M)⊗Hom(M,N)) −−−−→ H∗(G,Hom(M,N))

Le carré de gauche commute par naturalité de (**), en utilisant l’appli-
cation k → End(M) déjà évoquée ; celui de droite est obtenu en appli-
quant H∗(G,−) à un carré qui est déjà commutatif. La flèche verticale la
plus à droite est l’identité. Les deux chemins entre le coin supérieur gauche
et le coin inférieur droit du diagramme, en suivant les bords extérieurs, sont
les deux structures de module sur Ext∗G(M,N), qui sont donc les mêmes.

Voici ce qu’il faut retenir de la discussion :

Lemme 5.1.2. Ext∗G(M,N) est un module sur H∗(G, k). De plus, si l’action
de x ∈ H∗(G, k) est nulle sur Ext∗G(M,M) pour un certain module M , alors
elle est nulle sur Ext∗G(M,N) pour tout module N .

On va admettre le résultat suivant. On rappelle que tous les G-modules,
pour nous, sont de dimension finie sur k.

Théorème 5.1.3 (Evens-Venkov). Le module Ext∗G(M,N) est de type fini
sur H∗(G, k).
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§2. Variétés-supports

On en vient à la définition des variétés-supports. Soit M un G-module, et
voyons l’algèbre Ext∗G(M,M) comme un module sur l’anneau H∗(G, k). Soit
alors J(M) l’annihilateur de ce module : en clair, c’est l’idéal dans H∗(G, k)
des x tels que xy = 0 pour tout y ∈ Ext∗(M,M). Cet idéal est gradué.

Rappelons que VG désigne la variété Spec(H∗(G, k)). On va maintenant
écrire VG(M) pour la sous-variété définie par l’idéal J(M). (Par exemple,
vérifiez que VG(k) = VG.) On l’appelle la variété-support de M .

On peut exprimer un bon nombre des propriétés des modules en termes
de leurs variétés-supports. Par exemple, on peut montrer que VG(M ⊗N) =
VG(M) ∩ VG(N), ou encore que si VG(M) s’écrit comme la réunion de deux
sous-variétés de VG, dont l’intersection est {0}, alors M est décomposable.

Nous allons nous concentrer sur la démonstration de la propriété suivante.

Proposition 5.2.1. VG(M) = {0} si et seulement si M est projectif.

On note que la propriété « VG(M) = {0} » revient à dire que VG(M)
est réduit à un point, puisqu’il s’agit d’une sous-variété associée à un idéal
gradué.

Pour la démonstration, nous nous servirons du lemme d’algèbre homolo-
gique suivant.

Lemme 5.2.2. Soit M un G-module. On suppose que pour tout module N il
existe un entier n = n(M,N) tel que Ext∗G(M,N) = 0 pour ∗ ≥ n. Alors M
est projectif.

On donne des indications pour montrer ce lemme dans l’exercice 13.

Démonstration de la proposition 5.2.1. SiM est projectif, alors L = M∗⊗M
aussi, de sorte que H∗(G,L) = 0 pour ∗ > 0. Dans ce cas J(M) = H>0(G, k),
et la sous-variété correspondante ne contient que {0}.

Voyons la réciproque. Supposons que VG(M) = {0}. Soient x1, . . . , xn
des générateurs de H∗(G, k). Si on voit xi comme une fonction sur VG,
alors cette fonction s’annule sur tous les points de VG(M) (c’est-à-dire sur
l’unique point qui est {0}). Par le Nullstellensatz, xri ∈ J(M) pour un cer-
tain r. Par définition, xri agit trivialement sur Ext∗(M,M), et donc aussi
sur Ext∗(M,N) pour tout module N par le lemme 5.1.2. Par Evens-Venkov
Ext∗G(M,N) est finiment engendré comme module sur H∗(G, k) ; il en découle
que ExtnG(M,N) = 0 pour tous les n suffisamment grands.

Par le dernier lemme, on en conclut que M est projectif.

§3. Variétés de rang

On se place maintenant dans le cas où E est un p-groupe élémentaire
abélien, disons E = Cnp = 〈x1, . . . , xn〉. Dans ce cas kE = k[x1, . . . , xn]/(xpi −
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1). Si on se donne α = (α1, . . . , αn) ∈ kn, on peut considérer l’élément

uα = 1 +
∑
i

αi(xi − 1) ∈ kE .

Dans ce cas upα = 1, et le sous-groupe du groupe multiplicatif kE× engendré
par uα est cyclique d’ordre p (pour α 6= 0). Nous dirons que c’est un sous-
groupe cyclique décalé (shifted cyclic subgroup) de E.

Bien sûr k〈uα〉 ∼= kCp est une sous-algèbre de kE, et on peut parler de la
restriction M〈uα〉 d’un G-module.

On définit alors la variété de rang V rE(M) par

V rE(M) = {α ∈ kn | M〈uα〉 n’est pas libre comme module sur k〈uα〉} .

(Par convention 0 ∈ V rE(M).)

Exemple 5.3.1. Prenons E = 〈x, y〉 = C2
p . On a un module M de dimen-

sion 2 dans lequel x et y agissent respectivement par(
1 1
0 1

)
et

(
1 λ
0 1

)
où λ ∈ k est un paramètre. (On pourrait écrire Mλ au lieu de M ; exercice :
si λ 6= µ alors Mλ et Mµ ne sont pas isomorphes.)

Formons donc uα = 1 + α1(x− 1) + α2(y − 1). Cet élément agit par

A =
(

1 α1 + λα2
0 1

)
Le module M est libre comme k〈uα〉-module si et seulement si la forme de
Jordan de A est (

1 1
0 1

)
.

Ça sera le cas précisément quand le rang de A − I est 1, clairement, donc
lorsque α1 + λα2 6= 0. Par suite V rE(M) est la droite

{(α1, α2) ∈ k2 | α1 + λα2 = 0} .

Un très beau théorème, que nous ne montrerons pas, est le suivant :

Théorème 5.3.2. Pour p = 2, on a

V rE(M) = VE(M)

(c’est-à-dire que ce sont les mêmes sous-ensembles de kn).
Pour p > 2, l’application

VE(M) −→ V rE(M)

qui envoie (α1, . . . , αn) sur (αp1, . . . , αpn) est une bijection.
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L’intérêt de ce théorème vient du fait que V rE(M) est relativement calcu-
lable, alors que VE(M) l’est beaucoup moins ; mais à l’inverse, VE(M) a de
bonnes propriétés « théoriques », comme celle de la proposition 5.2.1. Savoir
que les deux sont en fait les mêmes (pour p = 2) ou du moins fortement liées
(pour p impair) est donc clairement une bonne nouvelle.

En guise d’application, nous pouvons montrer le « lemme de Dade » (en
réalité c’est tricher que de le présenter comme conséquence du théorème, car
pour démontrer le théorème l’une des premières étapes serait de montrer le
lemme de Dade par un argument direct).

Corollaire 5.3.3 (Lemme de Dade). Un E-module est projectif si et seule-
ment si pour chaque α 6= 0 la restriction M〈uα〉 est projective.

Ici « projectif » peut être remplacé par « libre » puisque E est un p-groupe
et 〈uα〉 aussi.

Démonstration. Dans les exercices, vous montrerez que kE est libre comme k〈uα〉-
module. Donc si M est libre sur kE et que M ∼= (kE)n, alors M〈uα〉 est
visiblement libre comme k〈uα〉-module.

C’est la réciproque qui fait appel au théorème. En effet si toutes les res-
trictions en question sont projectives, alors V rE(M) = {0}. Le théorème af-
firme alors que VE(M) = {0}. La proposition 5.2.1 nous dit bien que M est
projectif.

Si maintenant G est un groupe quelconque, nous appellerons sous-groupe
cyclique décalé de G un tel « sous-groupe » 〈uα〉 pour E ⊂ G, où E est un p-
groupe élémentaire abélien. En combinant le corollaire avec le théorème de
Chouinard, on a en fait :

Corollaire 5.3.4. Un G-module est projectif si et seulement si pour chaque α 6=
0 la restriction M〈uα〉 est projective.

(En d’autres termes, le résultat est valable pour G quelconque, pas seule-
ment pour G = E élémentaire abélien.)
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Exercices

Exercice 13. On va démontrer le lemme 5.2.2.
1. SoitM comme dans le lemme. Montrer qu’il existe en fait un entier n =
n(M), ne dépendant que de M , tel que Ext∗G(M,N) = 0 pour ∗ ≥ n et
tout N .

2. Montrer que si n(M) = 1, alors M est projectif.
Indication : on prend une résolution projective (P∗) de M , on pose K =
ker(P0 → M) et on utilise la résolution pour calculer Ext∗G(M,K).
Déduire du fait que Ext1

G(M,K) = 0 (par hypothèse) que M est une
sommande dans P0 et est donc projectif.

3. Montrer le cas général par récurrence sur n(M).
Indication : si on prend une suite exacte

0 −→ L −→ P −→M −→ 0

avec P projectif, on peut montrer n(L) = n(M)− 1 si n(M) ≥ 2. Puis,
on n’oublie pas que les modules projectifs sont injectifs.

Exercice 14. Soit E = 〈x, y, z〉 ∼= C3
2 , et soient A,B,C ∈ k des paramètres.

On définit un E-module M de dimension 4, dans lequel x, y et z agissent par
les matrices

1 0 0 0
0 1 0 0
0 C 1 0
1 0 0 1

 ,


1 0 0 0
0 1 0 0
A 0 1 0
0 B 0 1

 et


1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1


respectivement. Montrer que

V rE(M) = {(α1, α2, α3) ∈ k3 | (α1 +Axa2)(α1 +Bα2) + Cα2
3 = 0} .

Exercice 15. (Critère de projectivité, utilisé dans l’exercice suivant.)
Soit G un p-groupe, et soit ρ =

∑
g∈G g ∈ kG.
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1. Montrer que kρ est l’unique idéal minimal de kG.
Indication : un idéal minimal est un module simple. . .

2. Soit M un G-module, et ρ ·M = {ρm | m ∈ M}. Soit a1, . . . , at une
base de l’espace vectoriel ρ ·M , et soit bi tel que ρbi = ai. On définit

ψ : kGt −→M

par ψ(x1, . . . , xt) =
∑
xibi. Montrer que kerψ = {0}, en utilisant la

question précédente.
3. En déduire que M ∼= kGt ⊕M ′ avec ρ ·M ′ = {0}.
4. Montrer que

dim ρ ·M ≤ 1
|G|

dimM ,

avec égalité si et seulement si M est projectif.

Exercice 16. Avec les notations du cours, montrer que kE est libre comme
module sur k〈uα〉 (où α 6= 0).

Indication : le cas n = 2, donc E = C2
p = 〈x, y〉, est représentatif du cas

général. On a donc uα = 1 + α1(x − 1) + α2(y − 1). On utilise l’exercice
précédent, et ici ρ = 1 + uα + · · · + up−1

α = (uα − 1)p−1 = (X + Y )p−1 en
posant X = α1(x − 1) et Y = α2(y − 1). On peut supposer que α1 6= 0
et α2 6= 0, et alors kG = k[X,Y ]/(Xp, Y p). Le reste est un calcul.
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