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Chapitre 1

Introduction & Généralités

Nous allons nous intéresser aux représentations d’un groupe fini sur un
corps k quelconque. Deés que cela simplifiera les choses, nous supposerons
que k est algébriquement clos, et nous éviterons ainsi les difficultés dans
cette direction. Par contre on ne va pas supposer que k est de caractéristique
nulle. La lettre p va toujours désigner un nombre premier, qui sera souvent
la caractéristique de k.

§1. LES CORPS FINIS

Faisons quelques rappels.

Lemme 1.1.1. Pour chaque entier r > 1 il existe un corps fini possédant p”
éléments, unique d isomorphisme (non canonique) prés. On le note Fyr.

Démonstration. Le corps Z/pZ répond a la question dans le cas n = 1.
Si K est un corps a p” éléments, alors il contient Z/pZ = F,. Le groupe
multiplicatif K* des éléments non nuls est d’ordre p” — 1, donc si & # 0 on
a P 1 =1, d’on finalement 2?" — z = 0 pour tout z € K.

Ainsi K doit étre le corps obtenu en ajoutant a F), les racines du poly-
néme P = XP" — X (et les éléments de K constituent méme toutes les racines
de ce P). Ceci établit I'unicité (cf cours de théorie des corps).

Pour D'existence, pas le choix : on pose F,» = le corps obtenu en ra-
joutant & F), les racines de P (on sait que ceci a un sens, cf méme cours).
Puisque P’ = —1, le polynome P n’a pas de racines doubles, ou autrement dit
il en possede p” distinctes. Soit K I’ensemble de ces racines : on a K C Fpr,
et momentanément on se demande si K = Fpr. Pour vérifier ceci il suffit
de montrer que K est un corps, et a vrai dire on vérifie immédiatement que
siz,ye Kalorsz+y e K, zy € K et 7' € K. Donc K = Fr et ce corps
posséde bien p” éléments. O



Notons qu'un corps de caractéristique p est un espace vectoriel sur F,, et
s’il est fini il doit étre de dimension finie, donc isomorphe a (Fp,)" et d’ordre p”.
On a donc décrit tous les corps finis. Notons aussi :

Lemme 1.1.2. Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Démonstration. Si K = {x1,...,2,} alors le polynéme
P=(X-xz1) - (X—2am)+1
n’a pas de racines dans K. O

On notera Fp la cloture algébrique de F,. On sait qu’elle existe et qu’elle
est unique & isomorphisme pres. Lorsque x € Fp, le corps Fp(z) est de di-
mension finie sur F,, donc il est fini et c’est I'un des Fp,» pour un certain r.
On peut donc penser & F,, comme & la réunion de tous les F .

Voici enfin un petit résultat sur le groupe des matrices inversibles a coef-
ficients dans Fy, ot ¢ = p".

Lemme 1.1.3. Le groupe GL,,(F,) est d’ordre (¢"—1)(¢"—q)(¢"—¢*) - - - (¢"—
q"~1). Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec uniquement
des 1 sur la diagonale est un p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. Voici une méthode pour construire une matrice inversible a
coefficients dans F : vous vérifierez que I'on obtient chaque matrice une fois
et une seule de cette facon.

On choisit d’abord le vecteur v; dont les coordonnées dans la base cano-
nique de Fy vont former la premiere ligne de la matrice. On le prend quel-
conque mais non-nul (sinon le déterminant s’annulerait), ce qui laisse ¢ — 1
choix.

Puis on choisit v tel que vy, vo soit libre, c’est-a-dire que vo ne doit pas
étre sur la droite engendrée par v; qui comporte g éléments. Ceci laisse ¢ — ¢
choix.

Ainsi de suite, si v1,...,v, on été choisis, on prend viy; de sorte qu’il
n’appartienne pas a l’espace engendré par les autres v;, qui est de dimension &
par construction et posséde donc ¢* éléments : g™ — ¢* choix s’offrent & nous.
On continue jusqu’a n et le nombre de choix que l'on a eus est bien celui
annoncé.

Ecrivons ¢" — ¢* = ¢"(¢" % —1) et remarquons que (¢" % —1) est premier
a p. On en déduit que 'ordre de GL,(F,) est de la forme

n(n—1)

1+2+---+(n71)m:q —m

q

ou m est premier a p. Un p-groupe de Sylow de ce groupe est alors un sous-
n(n=—1)

groupe d’ordre ¢~ 2




Pour le sous-groupe proposé, on est entierement libre de choisir les coef-
ficients au-dessus de la diagonale. Il y a ¢ choix pour chaque emplacement,
et n — 1 choix a faire sur la premiere ligne, n — 2 sur la deuxieme, etc, donc

n(n—1)

en tout le nombre d’éléments dans ce sous-groupe est bel et bien ¢~z . [

§2. MODULES SEMI-SIMPLES

On prend un groupe fini G et un corps k quelconque. L’exemple & garder
en téte est k = Fp, mais au début on procede de fagon générale. Un G-
module sur k, ou une représentation de G sur k, est (comme vous le savez)
un espace vectoriel sur k, disons V, muni d’un homomorphisme p: G —
GL(V). Il revient au méme d’exiger que ’on ait une application GxV — V|
notée (g,v) — g -v ou méme gv, telle que v — ¢ - v est linéaire (c’est
lapplication p(g)), et de sorte que g - (h-v) = (gh) - v (ce qui traduit que p
est un homomorphisme). Un isomorphisme entre deux G-modules V et W
est une application linéaire ¢: V' — W telle que ¢(gv) = gop(v).

On dira qu'un G-module V est simple, ou irréductible, lorsque ses seuls
sous-modules sont V' lui-méme et {0}.

Un exemple tout béte de module simple est ce qu’on appelle le « module
trivial » : il s’agit du corps k, comme espace vectoriel sur lui-méme, avec g-x =
x pour tous g € G, x € k. Le résultat suivant devrait vous frapper.

Proposition 1.2.1. Soit G un p-groupe, et soit k = Fpr un corps fini de
caractéristique p. Alors le seul module simple de G est le module trivial. De

plus, ceci est encore vrai avec k = F.

Démonstration. Soit G' = p(G), 'image de G par ’homomorphisme p cor-
respondant & un module simple V. Alors G’ est un p-groupe, tout comme G.

Soit S le sous-groupe de Sylow de GL, (F,r) décrit dans le lemme 1.1.3.
Les théorémes de Sylow garantissent que I’on peut conjuguer G’ en un sous-
groupe de S; en clair, il existe A € GL,,(F,r) telle que A~'G'A C S, ou
encore G/ C ASA™L.

Les matrices dans S fixent toutes le premier vecteur de la base canonique.
Les matrices dans ASA™!, en particulier toutes les matrices p(g), fixent donc
toutes le vecteur v donné par la premiere colonne de A.

Ainsi le vecteur v € V engendre un sous-espace de V' qui est isomorphe au
module trivial. Comme V est supposé simple, ce sous-module qui est non-nul
doit étre V' tout entier. Voila qui acheve la démonstration dans le cas k = F,r.

Pour traiter le cas k = Fp, on fait les remarques suivantes : on prend une
base pour V de sorte que p est un homomorphisme G — GL,, (k) ; chaque co-
efficient de chaque matrice p(g) est dans F,, et appartient donc a un corps fini
contenant F,, (cf une remarque plus haut). En prenant le plus petit corps K



contenant tous ces corps finis (et il n’y en a qu’un nombre fini en considéra-
tion), on constate que K est lui-méme fini, et on a en fait une factorisation

p: G — GL,(K) — GL,(F)),

et Pargument donné dans la premiere partie montre qu’il y a un v € V qui
est fixé par tous les éléments de G. On conclut de la méme maniere. O

Voila qui est bien différent du cas & = C que vous connaissez. Pour
prolonger la discussion, on dit qu’un module est semi-simple lorsque c’est la
somme directe de modules simples. Lorsque G est un p-groupe et que k C F,,
on voit donc qu’un module semi-simple V' est une somme directe de copies du
module trivial, ou en d’autres termes V' est simplement un espace vectoriel
avec l'action triviale g - v = v de G.

Rappelons que lorsque & = C, tous les modules sont semi-simples. L’ar-
gument étant que si U3 C V est un sous-module (ce qui veut dire un sous-
G-module, systématiquement), alors on peut trouver Uy C V un autre sous-
module tel que Uy ® Uy =V, ce qui entraine par récurrence immédiate que V'
est semi-simple. Rappelons aussi brievement que pour montrer ceci, on part
d’une projection quelconque 7: V. — U; que l'on remplace ensuite par sa
« moyenne » T :

ma(v) = |—é| Z?T(h'ﬂ).
heq
On vérifie que 7 (gv) = grg(v), c’est-a-dire que mg est un homomorphisme
de G-modules V' — Uy, puis que mg o mg = mg donc que c’est encore une
projection. Le noyau Uy = ker(ng) convient alors.

Dans I'argument précédent, le point essentiel est simplement que ’on
puisse diviser par |G|, Pordre de G, et 'hypothése minimale est donc que la
caractéristique de k ne divise pas |G].

Les modules semi-simples ont une propriété essentielle que ’on peut for-
muler & l'aide de Endg (V) : par définition, pour tout module V, il s’agit de
Panneau (la k-algébre, en fait) de tous les endomorphismes de V' qui com-
mutent avec l'action de G. On aura méme besoin de parler de Homg (V, W),

I’espace de toutes les applications linéaires V' — W qui commutent avec
laction de G, de sorte que Endg (V) = Homg(V, V).

Proposition 1.2.2. 1. SiV est un module simple, alors Endg (V) est un
corps, qui est une extension finie de k. En particulier si k est algébri-
quement clos, alors Endg(V) =k dans ce cas.

2. SiV et W sont deux modules simples qui ne sont pas isomorphes, alors
Homg(V, W) =0.
3. Si V est un module semi-simple, alors Endg(V) est un produit d’al-

geébres de matrices sur différents corps, qui sont des extensions finies
de k.



Les points (1) et (2) forment le « lemme de Schur ».

Démonstration. Soient V et W deux modules simples (non-nuls) de G, et
soit f € Homg(V,W). Alors ker(f) est un sous-module de V, c’est donc
soit {0} soit V. Si ker(f) = {0}, alors W contient le sous-module f(V)
qui est isomorphe & V, et par simplicité de W on doit avoir W = f(V).
En particulier W est isomorphe & V' dans ce cas. On a montré le (2) : en
effet en excluant V' = W, on exclut le cas ker(f) = {0} et on se retrouve
avec ker(f) =V ou encore f = 0 pour tous les f € Homg(V, W).

Mais essentiellement le (1) est montré aussi, en faisant V' = W. En effet,
on a établi qu’un élément de Endg (V') non-nul est un automorphisme de V,
donc que les éléments non-nuls de 'anneau End¢ (V') sont inversibles. Cest la
définition d'un corps. Ce corps est contenu dans End(V') qui est de dimension
finie sur k donc le reste est clair.

Passons au (3). Tout d’abord prenons le cas d’'un module U = S@S®---P
S = 5" ou S est simple, et soit K = Endg(S). Alors Endg(U) =2 M, (K),
comme on le voit en réfléchissant un peu. Maintenant considérons le cas
U=U @ ®U, ou chaque U; est comme précédemment (on dit parfois
isotypique), c’est-a-dire U; = S, et supposons que S; n’est pas isomorphe
a S; lorsque i # j. Alors Homg (U;, U;) = 0 par le (2). Il est alors clair que

Ende(U) = @ M, (K),

avec K; = Endg(5;). O

Exemple 1.2.3. Nous allons examiner un module que 'on peut toujours
définir, pour tout groupe G, et qui est particulierement important. Il s’agit
de la représentation réguliére, notée kG ou k[G].

On forme ce module en prenant un espace vectoriel avec une base en
bijection avec les élements de GG, de sorte que les vecteurs de kG peuvent se

noter
Z Qg g (*)

geG

ou oy est un scalaire. Si I'on préfere, on peut dire que kG est I’ensemble des

fonctions G — k, qui est naturellement un espace vectoriel, et que (*) est

une notation suggestive pour désigner la fonction « telle que a(g) = a.
L’action de ¢ € G sur kG est donnée tout naturellement par

o- Zagg :Zagag:Zozgflgg.

geG geG geG

(Avec le point de vue « fonctions » c’est (o - a)(g) = a(c™g).)



On constate au moins que ce module est toujours non-trivial. Dans le
cas oit G est un p-groupe et k C F,, ceci montre déja que kG n’est pas
semi-simple : les modules non-semi-simples existent bel et bien!

Mais il se trouve aussi que kG est un anneau. En fait il existe une unique

multiplication sur kG qui prolonge le produit sur G, c’est-a-dire que ’on pose

> g9 (Zﬁhh>: Y- agbugh =" S abh|o.

geG heG g,heG oeG \ g,h tels que gh=0c

On vérifie sans probleme que cette formule donne bien un produit associatif,
et donc un anneau (et méme une algébre sur k). Du point de vue « fonctions »,
c’est ce qu’on appelle le produit de convolution :

(aB)(o) = > ag)B(h) | = alg)Blg~'o).

g,h tels que gh=0 geG

Ce qu’on constate immédiatement (surtout avec le premier point de vue
— c’est moins clair avec les fonctions), c’est qu’un G-module, au sens ot nous
I’avons défini, est exactement la méme chose qu'un module sur I'algebre kG.
Réfléchissez-y, on a tout fait pour!

Toute algébre A peut étre vue comme un module sur elle-méme (c’est aussi
béte que de dire que R est un R-espace vectoriel) ; ce module est appelé la
représentation réguliere de A. Notre définition initiale de kG n’est qu'un cas
particulier de ca.

Nous allons pouvoir calculer Endg (kG). Notons en général End 4 (V') pour
les endomorphismes du A-module V, de sorte que Endig(V) = Endg(V)
pour les G-modules. Alors il est trés simple de déterminer End 4(A), en toute
généralité. En effet soit f: A — A un homomorphisme de A-modules, et
soit a = f(1). Alors f(z) = f(z-1) = zf(1) = za, et en particulier
on peut reconstruire f a partir de a. Il en résulte une application injec-
tive §: Ends(A) — A. Elle est aussi surjective car si on part de a € A,
alors f: x — xza appartient bien & End4(A) et 6(f) = a.

Attention cependant, 6 n’est pas (tout-a-fait) un homomorphisme d’an-
neaux : vérifiez, ona 8(fg) = 0(g)0(f). On dira que c’est un anti-isomorphisme,
ou encore un isomorphisme End(A4) — A°P, ou A°P est l'algebre A avec la
multiplication « opposée ».

Revenons au cas A = kG, et découvrons que Endg (kG) = Endpa(kG) =
kG°P. On peut en tirer deux conclusions. Tout d’abord, si kG est semi-
simple (par exemple si k = C), alors le (3) de la proposition 1.2.2 affirme
que Endg(kG) est un produit d’algebres de matrices. Une remarque simple
est que M,(K)°" est isomorphe & M, (K), par l'application A — ‘A (la
transposée), puisque ‘(AB) = ‘B'A. Donc kG = Endg(kG)°P est encore un
produit d’algebres de matrices. Normalement vous avez déja vu ce résultat.



Notre deuxieme conclusion est que dans le cas ou G est un p-groupe
(non-trivial) et k est de caractéristique p, alors on a une deuxiéme bonne
raison d’affirmer que kG n’est pas semi-simple. En effet, il suffit de montrer
que kG n’est pas isomorphe a un produit d’algébres de matrices. Pour ceci,
on prend g # 1 dans G, dont l'ordre est p”, et on calcule

(9- 1" =g —1=0.

(On est en caractéristique p!) Les éléments g — 1 avec g # 1 engendrent un
sous-espace N de codimension 1 dans kG, et on peut montrer (cf exercice 6)
que tous les éléments de N sont nilpotents. En fait tout élément de kG
s’écrit x = al —n avec a € k, 1 = I’élément neutre de G, et n € N;sia =0

alors x est nilpotent, et si o # 0 alors x est inversible, d’inverse é(l + o+

Z—z + Z—; +--+). Or dans une algebre de matrices de dimension > 1, il existe des
éléments qui ne sont ni inversibles, ni nilpotents (prendre une matrice ayant 0
comme valeur propre, mais ayant une autre valeur propre non-nulle). Pour
que kG soit un produit d’algebres de matrices, il faudrait qu’elle soient toutes
de dimension 1, donc toutes des corps; mais alors il n’y aura pas d’éléments
nilpotents non-nuls, et c’est une contradiction.

Terminons en listant quelques propriétés plus « attendues » des modules
semi-simples. En fait dans le cas k = C ou tous les modules sont semi-simples,
on n’a pas du tout a se poser ce genre de questions.

Proposition 1.2.4. 1. Soit U un module semi-simple, et soit V un sous-
module. Alors il existe un sous-module W de U tel que U =V @ W.

2. Tout quotient d’un module semi-simple est semi-simple.

3. Tout sous-module d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. Pour le (1) écrivons U = S; @ - -+ S,, avec S; simple, et uti-
lisons la notation S; = @®,;¢1S; pour chaque partie I C {1,...n}. Choisis-
sons alors I maximal parmi les parties vérifiant S; NV = 0, et montrons
que U = S; @V (la somme étant évidemment directe).

Si ce n’était pas le cas, on trouverait j tel que S; n’est pas inclus dans S;+
V, donc S; N (S; + V) = 0 par simplicité de S;. Mais alors I U {j} pourrait
remplacer I, ce qui contredit la maximalité de I. On a donc bien le (1)
avec W = Sy.

Le (2) est facile : en gardant les mémes notations, U/V est isomorphe
a Sy, qui est bien semi-simple.

Pour le (3), si V' C U est un sous-module, alors par le (1) on a W tel
que U =Va&W,donc V= U/W, et le (2) montre que V est semi-simple. [J



§3. MODULES INDECOMPOSABLES

On dira qu'un G-module U est indécomposable sil’on ne peut pas écrire U =
Ve W avec V #0 et W # 0. Lorsque k = C, ou plus généralement lorsque
tous les modules sont semi-simples, alors les modules indécomposables sont
exactement les modules simples, il n’y a pas de différence. Le cas général est
bien plus riche.

Voici un critére utile pour reconnaitre les modules indécomposables. On
dira qu’un anneau A est local si chaque a € A est soit inversible, soit nilpotent.
Par exemple un corps est local, dans ce sens.

Proposition 1.3.1. Soit U un G-module. Si l'anneau Endg(U) est local,
alors U est indécomposable.
Si on suppose que k est algébriquement clos, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. SiU =V @& W, alors on peut définir f: U — U qui est égal
a lidentité sur V, et a 0 sur W. Alors f n’est ni inversible, ni nilpotent. La
contraposée de ce que nous venons de montrer affirme que si Endg(U) a la
propriété annoncée, alors U est indécomposable.

Montrons la réciproque, en supposant k algébriquement clos. Pour toute
application linéaire f € End(U), on peut toujours écrire

U=@EDEs

A€k

ou E) est « ’espace propre généralisé », c’est-a-dire I'espace des v € U tels
que (f — M d)"v = 0 pour au moins un entier n. (On factorise le polynéme
caractéristique, puis théoréme des noyaux.) Si on suppose de plus que f €
Endg(U), alors chaque E est un sous-G-module.

Lorsque U est indécomposable, on doit avoir E) = 0 pour tous les A sauf
un. Si cette unique valeur propre est nulle, alors f est nilpotent ; si elle est
non-nulle, alors f est inversible. O

Exemple 1.3.2. Dans 'exemple 1.2.3, nous avons montré que Endg(kG)
avait la propriété ci-dessus (ie, est local) lorsque G est un p-groupe et k est
de caractéristique p. On en conclut que la représentation réguliere kG est
indécomposable dans ce cas. Par contre ca n’est certainement pas un module
simple, puisqu’il est non-trivial.

Exemple 1.3.3. Voici encore un exemple qui devrait apparaitre frappant,
par rapport a la situation sur les complexes. On va écrire C,, pour le groupe
cyclique, isomorphe & Z/nZ, en notation multiplicative ; donc C;, posseéde un
générateur x tel que C,, = {1, 2,22, ..., 2"~ 1}. Dans I'exercice 2 on donne un
exemple de module indécomposable V;, pour G = C), x C}, de dimension 2n
sur k; on y arrive pour tout k de caractéristique p et tout entier n > 1.

10



Comme les modules V,, ont tous des dimensions différentes, on constate
avec émoi qu’ils ne sont pas isomorphes les uns aux autres. Le groupe G
possede donc une infinité de modules indécomposables différents! Que 1'on
compare avec la situation sur k = C, ol les indécomposables (qui coincident
avec les irréductibles dans ce cas) sont toujours en nombre fini.

Théoréme 1.3.4 (Krull-Schmidt). Si M est un G-module sur k, ot k est
algébriqguement clos, et si on a deux décompositions

]\4’:[/&69...691’]}17

M=WV& &V,

ou les U; et les V; sont indécomposables, alors r = s et aprés une renuméro-
tation si nécéssaire, on a U; =2 V; pour tout i.

On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 1.3.5. Si A est un anneau local (non supposé commutatif), alors
l’ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal.

On vous le laisse en exercice. Pour le théoréme, voici une esquisse.

FEsquisse. Soit p; la projection sur V; dont le noyau est la somme des V;
pour j # 4. Soit 7 la projection sur Uy, dont le noyau est la somme des Uj
pour j # 1. Enfin, soit p; = 7 o p;, vu comme endomorphisme de U;.

Puisque U; est indécomposable, End(Uy) est local, et chaque p; est soit
inversible, soit nilpotent. D’apres le lemme, si tous les p; sont nilpotents, alors
leur somme aussi. Or, la somme p; + p2 + - -+ + ps est 'identité de U;. Donc
il y a un indice 7 tel que p; est inversible. Aprés renumérotation si nécessaire,
disons que p; = 7w o p; est inversible.

On en déduit que p; et 7 sont des isomorphismes sans trop de probleme.
Puisque p; vaut 0 sur Vo + V3 +---, onadonc Uy N (Vo +Vz+---) = {0} et
pour des raisons de dimension on a finalement M = Uy + Vo +--- + V5. On
finit par récurrence. O

Corollaire 1.3.6. On suppose k algébriguement clos. Si on a des mo-
dules M,U etV tels que M U =Z MV, alorsU =V.

§4. MODULES PROJECTIFS

On dit qu'un module pour l'algebre A est libre s’il est isomorphe a A"
pour un certain n. Puisque nos G-modules ne sont pas autre chose que des
modules pour I'algebre kG, on peut parler d'un G-module libre, et il s’agit
d’un module isomorphe & une somme directe de copies de la « représentation
réguliere » kG.
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Un module P sera dit projectif lorsqu’il existe un module V tel que P&V
est libre (briévement, on dit que P est une sommande dans un module libre).
Dans le cas k = C, comme vous le savez, tout G-module irréductible est une
sommande dans CG (c’est d’ailleurs une explication possible du fait qu’il n’y
a dans ce cas qu’'un nombre fini d’irréductibles différents), et par suite, tous
les modules sont projectifs. Il est donc normal que le concept n’ait pas été
introduit plus t6t. Par contre dans le cours d’algeébre homologique vous avez
vu que les modules projectifs étaient au coeur de bien des considérations.

Il y a une définition équivalente de la projectivité : P est projectif si
et seulement si, pour tout homomorphisme surjectif 7: A — B, et tout
homomorphisme f: P —s B, on peut trouver un relévement f: P —s A tel
que 7(f(a)) = f(a). Normalement vous connaissez cette équivalence, qui est
facile a montrer de toute fagon.

Certains modules peuvent étre a la fois projectifs et indécomposables,
évidemment. Par exemple si on écrit kG comme une somme de modules in-
décomposables, alors ils sont aussi projectifs. Par ailleurs, le théoreme de
Krull-Schmidt (valable lorsque k& = k) a pour conséquence que tout module
projectif indécomposable est isomorphe & une sommande de kG (on verra un
autre argument ci-dessous). Dans le cas ou G est un p-groupe et ou k est
de caractéristique p nous savons que kG est indécomposable (exemple 1.3.2),
et donc il n’y a qu’un seul module qui soit & la fois projectif et indécompo-
sable, et c’est kG lui-méme — qui est libre! Cette remarque est suffisamment
importante pour étre mise en valeur :

Proposition 1.4.1. Lorsque k est de caractéristique p, et que G est un p-
groupe, les modules projectifs sont tous libres.

Démonstration. On se convainc rapidement que I’énoncé est équivalent & dire
qu’il n’y a qu'un seul module a la fois projectif et indécomposable, et que ce
module est kG lui-méme. Nous avons donc montré la proposition dans la
discussion ci-dessus dans le cas ot k = k.

Mais le cas général est facile a déduire. Si P & U = kG avec P # 0,
alors en étendant les scalaires & k, c’est-a-dire en appliquant — ®j, k, on
obtient P®U = kG, avec P=P®k et U =U @ k. On en déduit U = 0 par
le cas précédent, et donc U = 0. O

Notre premier objectif est de montrer qu’il y a une bijection entre les
modules qui sont a la fois projectifs et indécomposables, d’une part, et les
modules simples d’autre part. Pour cela, nous aurons besoin de définir le
radical d’un module. Tout d’abord, un sous-module M d’un module V est
dit maximal lorsqu’il n’existe aucun module N tel que M C N C V, a part
bien siir N = M et N = V. Il revient exactement au méme de dire que V/M
est un module simple. On définit alors rad(V'), pour tout module V', comme
étant l'intersection des sous-modules maximaux de V.
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Lemme 1.4.2. Le sous-module rad(V') est caractérisé comme étant le plus
petit sous-module U de V tel que le quotient V/U est semi-simple.

Démonstration. Soit My, ..., M, des sous-modules maximaux de V tels que
rad(V) = NM;. Alors V/rad(V) s’injecte dans V/M1 @ - - - ®V/M,., c’est donc
un module semi-simple en vertu de la proposition 1.2.4.

Il faut montrer que c’est le plus petit sous-module avec cette propriété,
donc que si on a un module U tel que V/U = 81 @ --- S5 avec S; simple,
alors rad(V) € U. Or si on nomme 7: V — V/U la projection, et si U; =
W_l(@j#Sj), alors V/U; 2 S; et U; est maximal ; de plus U est I'intersection
des Uj;, clairement. Comme rad(V') est 'intersection de tous les sous-modules
maximaux, il est inclus dans U. O

Corollaire 1.4.3. Soit f: V — W un homomorphisme. Alors f(rad(V')) C
rad(W).

Démonstration. Soit U = f~!(rad(W)). 1l suffit de montrer que rad(V) C
U, et d’apres le lemme ¢a sera automatiquement le cas si on peut montrer
que V/U est semi-simple. Or V/U s’injecte dans W/ rad(W). O

Théoréme 1.4.4. On suppose que k est algébriquement clos.

Lorsque P est un module projectif indécomposable, le module P/ rad(P)
est simple. Tout module simple peut s’obtenir de cette fagon. Si P/rad(P)
est isomorphe d Q/rad(Q), ot P et Q sont tous les deux projectifs indécom-
posables, alors P et Q) sont isomorphes.

En d’autres termes, on obtient par P — P/rad(P) une bijection entre
les modules projectifs indécomposables (d isomorphisme prés) et les modules
simples (d isomorphisme prés).

Démonstration. Soit P projectif et indécomposable. Pour tout f € Endg(P),
on a f(rad(P)) C rad(P) par le dernier corollaire, et on a donc une appli-
cation induite f: P/rad(P) — P/rad(P). Tout ceci nous donne un homo-
morphisme d’anneaux ¢: Endg(P) — Endg(P/rad(P)).

Montrons que ¢ est surjectif. Si on part d’un endomorphisme g: P/rad(P) —
P/rad(P), on considére la composition f = gom: P — P/rad(P) —
P/rad(P), ol on a appelé 7 application quotient P — P/rad(P). Puisque P
est projectif, on peut trouver f: P — P tel que mo f = f. Ceci signifie pré-
cisément que ¢( f) = g. Voir le diagramme ci-dessous.

p L5 p
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Le module P étant indécomposable, tout élément de ’anneau Endg(P)
est soit inversible, soit nilpotent, par la proposition 1.3.1. Il en est donc de
méme pour anneau Endg(P/rad(P)), qui est 'image par ¢ du précédent,
et la méme proposition nous dit que P/rad(P) est indécomposable, en plus
d’étre semi-simple. C’est donc que P/ rad(P) est simple.

Soit V' un module quelconque, et soit v € V. Le G-module engendré
par v est 'espace vectoriel engendré par les gv pour g € G, mais c’est aussi
I’ensemble des av pour a € kG ; on a un homomorphisme de modules kG —
V' qui envoie a sur av. Si on suppose que V est simple, alors 'image de cet
homomorphisme, qui est non-nul dés que 'on prend v # 0, doit étre V' tout
entier.

Maintenant prenons une décomposition du module libre kG en som-
mandes Py, ..., P. indécomposables : ces sommandes sont des modules
projectifs. Notre homomorphisme kG = &P; — V ne peut pas étre nul sur
tous les P;, donc il y en a un, que nous appellerons P, tel que V est un quo-
tient de P. Les quotients semi-simples de P sont des quotients de P/rad(P),
mais P/rad(P) et V étant tous les deux simples, ils doivent étre isomorphes.
Ceci montre la deuxieme partie.

Enfin, supposons que g: P/rad(P) — Q/rad(Q) est un isomorphisme.
On peut trouver f comme dans le diagramme commutatif suivant, puisque P
est supposé projectif :

| |
P/rad(P) —%— Q/rad(Q)

On ne peut certainement pas avoir f(P) C rad(Q) (sinon la composition
avec @ — @Q/rad(Q) serait 0, ce qui contredit le diagramme). Or Q/rad(Q)
est simple, nous l’avons vu, ce qui signifie que rad(Q) est maximal, mais c’est
aussi 'intersection de tous les sous-modules maximaux. On en conclut que
c’est le seul sous-module maximal, et que f(P) n’est contenu dans aucun
sous-module maximal. Donc f(P) = Q. Puisque Q est projectif, on en dé-
duit que @ & U = P pour un certain U, mais alors U = 0 puisque P est
indécomposable. Ainsi, P et () sont isomorphes. O

Remarque. Au cours de la démonstration, on a vu que tout module simple
était en fait de la forme P/rad(P) avec P une sommande de kG. Ceci re-
démontre, étant donnée la bijection du théoréme, que tout module a la fois
projectif et indécomposable est une sommande dans kG.

Dans le cas d’un p-groupe, la situation est tres claire (et nous n’apprenons
rien de nouveau, en fait) : il n’y a qu'un seul module simple, c’est le module
trivial ; et effectivement, il n’y a qu’un seul module projectif indécomposable,
et c’est kG.
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Exercices

Exercice 1. On consideére un corps k algébriquement clos, et G = Z (groupe
cyclique infini!). Décrire les G-modules simples et les G-modules indécompo-
sables (de dimension finie sur k).

Indication : Jordan. Ca sera le seul exemple de groupe G infini que nous
allons regarder.

Exercice 2. Soit G = C), x C), et soit k un corps de caractéristique p.
On note z et y pour deux générateurs de G (de sorte que G est ’ensemble
des x%® pour a,b € Z/pZ).

Soit V,, I’espace vectoriel k?, dont la base canonique sera notée vy,. ..,
Un, W1, - .. , Wy. S0it X: V,, — V,, 'application linéaire telle que Xw; = 0
et Xv; = w;, pour tout i. Soit également Y : V,, — V,, 'application linéaire
telle que Yw; = 0 pour tout ¢, alors que Yv; = w;41 pour 1 < ¢ < n, et
enfin Yv, = 0.

1. Vérifier que X? = Y2 = 0 et que XY = Y X (= 0). Puis, montrer
qu’on peut faire de V;, un G-module en exigeant x - v = (I + X)v
et y-v=(I+Y)v pour tout v € V,.

2. Ecrire les matrices correspondantes p(z) et p(y).

3. Montrer qu’une matrice commute avec p(x) et p(y) si et seulement si

elle est de la forme
A 0
C A

avec AN = NA, ou
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Puis, en déduire que A est de la forme

A1
Ao A
A=1] A A2 A

An A1

4. Montrer que l'algebre Endg(V;,) est locale, et conclure que V,, est in-
décomposable.

Exercice 3. On va étudier les modules d’un groupe cyclique.

1. (a)

Soit k£ un corps algébriquement clos, et soit G un groupe abélien.
Montrer que les modules simples de G sont de dimension 1.

On suppose jusqu’a la fin que k est de caractéristique p, que n =
p®e ol p ne divise pas e, et que G = C,, est cyclique d’ordre n.
Décrire les modules simples de G. Il y en a e différents.

Soit T' un endomorphisme d’un espace vectoriel V sur k de di-
mension finie. On suppose que T ne possede qu’une seule valeur
propre \, et que 7™ = I. Montrer que (T'— A\ )P = 0.

Indication : vérifier que N\ = 1 ; par conséquent le polynome X — A
divise X° — 1.

A Taide de Jordan et de la question précédente, décrire tous les
modules indécomposables de G. Il y en a n.

) Faire lexercice 4.

En déduire la description des modules projectifs et indécompo-
sables de G.

4. Décrire le radical de chaque module indécomposable.

Indication : par récurrence sur la taille du bloc de Jordan. Il n’y a qu’un
seul module mazximal non-trivial dans chaque module indécomposable.

Exercice 4. 1. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que kG est libre
comme kH-module.

2. En déduire que si P est un kG-module projectif, alors il est aussi pro-
jectif comme kH-module. (Dans la suite du cours nous noterons Py
pour le module P considéré comme kH-module.)

3. On suppose que l'ordre de G est n = p®e ou p ne divise pas e, et que k
est de caractéristique p. Montrer que la dimension d’un module projectif
pour G est divisible par p®.

Exercice 5. Finir la démonstration du lemme 1.3.5 et du théoréme 1.3.4.
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Exercice 6. Un idéal (bilatére) N d’une algebre A est dit nilpotent s’il
existe un entier n tel que z1x2---x, = 0 si les x; € N. Dans cet exercice,
on va montrer que si G est un groupe d’ordre p", si A = kG ou k est un
corps de caractéristique p, et si N est 'idéal « d’augmentation », c’est-a-
dire N ={>"az9 € kG | " a, =0}, alors N est nilpotent.

Préliminaires : vérifier que N est engendré (comme espace vectoriel) par
les éléments g — 1 pour g € G. Puis, montrer le résultat sur N en utilisant
librement les résultats de ce chapitre.

Notre but est cependant de donner une démonstration élémentaire et
directe, afin de donner du sens a U'exemple 1.2.3 (deuxiéme partie).

1. Montrer le résultat dans le cas ou G est abélien.

2. Soit H un sous-groupe distingué de G, et soit I un idéal nilpotent de kH.
Soit J l'idéal engendré dans kG par I. Montrer que J est également
nilpotent.

3. Soit G' = [G,G] le « groupe dérivé » (engendré par les commuta-
teurs g~'h~1gh) ; soit I son idéal d’augmentation et J comme ci-dessus.
Enfin, soient g,h € G et x = g—1, y = h— 1. Vérifier que zy —yzx € J.

4. Montrer qu’il existe un entier n tel que si x; € N, alors 122 ---x, € J.

5. Conclure par récurrence. (Il est nécessaire de savoir que si G est un p-
groupe alors G’ est strictement plus petit que G.)
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Chapitre 2

Les théoremes de Carlson
et Chouinard

On suppose que k est un corps algébriquement clos de caractéristique p.

§1. REPRESENTATIONS INDUITES

Lorsque H est un sous-groupe de G, et que M est un H-module, alors
on peut définir un G-module noté MTE et appelé le module induit par M.
Pour ceux qui connaissent (bien) les produits tensoriels (méme sur un anneau
non-commutatif), on peut donner la définition suivante :

MTG:kG®kHM.

Sinon, de maniéere plus élémentaire, on peut commencer par le produit tenso-
riel sur k, c’est-a-dire kG®y M, considérer le sous-espace vectoriel U engendré
par les éléments de la forme h @ m — 1 ® hm (pour h € H, m € M), et alors

M = (kG @y M)/U,

que ’on voit comme un G-module par g -0 ® m = go @ m.

De maniére encore plus simple, si N est un G-module, alors N = MT¢
si et seulement si ce qui est décrit dans le reste de ce paragraphe est vrai.
Le module N possede un sous-espace vectoriel, disons V', qui est stable par
l’action de H et qui est isomorphe & M comme H-module. Pour chaque g € G,
l’espace g - V' est inchangé si on remplace g par gh avec h € H, donc on
peut noter oV pour 0 € G/H. Alors N est la somme directe des oV, ou o
parcourt G/H.

Ce critére ne montre pas que MTC existe, mais il donne une description
concrete une fois qu’on est convaincu de 'existence.
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§2. LE THEOREME DE CARLSON

C’est peut-étre le théoréme le plus important du cours. Son énoncé fait
intervenir les p-groupes élémentaires abéliens, c’est-a-dire les groupes de la
forme €} pour un certain r.

Théoréme 2.2.1 (Carlson). Il existe un entier 7, qui ne dépend que de G, et
des sous-groupes élémentaire abéliens E1, Eso, ..., E; de G, avec la propriété
suivante. Si U est un G-module, alors il existe un module V' tel que la somme
directe U &V posséde une filtration

{O}:L()CLlC"'CLT:U@V

ot chaque L; est un G-module, de sorte que L;/L;_1 = W;G pour un cer-
tain E;-module W;.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. La preuve est assez longue, mais
pas fonciérement difficile, et fait appel a de 'algébre homologique (sans tou-
tefois entrer dans les finesses de la cohomologie des groupes).

Dans ce chapitre nous allons montrer comment on se réduit au cas ou U =
k et G est un p-groupe, cas que nous ne traiterons pas. Ensuite nous montre-
rons le théoreme de Chouinard comme conséquence. Les résultats du chapitre
suivant seront aussi des applications du théoreme de Carlson.

Il est intéressant de se demander quel serait le pendant du théoréme en
caractéristique 0 (ou en caractéristique qui ne divise pas l'ordre du groupe,
en général). Nous avons vu que tout module dans ce cas est projectif, donc
sommande dans (kG)"; or le module kG est induit. En effet, il suffit de
prendre le sous-groupe trivial H = {1} et le module trivial k, et alors kT¢ =
kG.

L’énoncé du théoréme de Carlson est alors vrai avec 7 =1 et B} = {1} :
tout module est une sommande d’un module induit depuis le groupe trivial
(qui est élémentaire abélien, pour tout p!). Dans le cas général, en carac-
téristique p, il faut prendre en compte d’autres sous-groupes élémentaires
abéliens. C’est donc encore un exemple d’un phénomeéne qui passe inapergu
en caractéristique 0.

§3. RECIPROCITE DE FROBENIUS

(Les résultats de ce paragraphe sont valables sans restriction sur le
corps k.)

Lorsque H est un sous-groupe de G, il existe aussi une opération tres
simple de restriction, qui & un G-module M associe My, le méme espace
vectoriel avec l'action de H seulement. La loi de réciprocité de Frobenius
exprime une relation tres utile entre restriction et induction.
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Proposition 2.3.1 (Réciprocité de Frobenius). Il y a un isomorphisme de G-
modules
M ® N6 = (My @ N)'¢,

pour tout G-module M et tout H-module N.

Notons que I’énoncé fait appel aux produits tensoriels de G-modules : on
se souviendra que l'action de G sur U ® V est donnée par g- (u®v) = gu® gv.

Démonstration. Choisissons des représentants o9 = 1,01, ..., ox pour les
classes a gauche de H, de sorte que les éléments de G/H sont précisément H,
o1 H, ..., o,H. Comme on I’a vu, pour tout H-module U, les éléments de U
peuvent s’écrire ). o; - u; avec u; € U, de maniére unique.

Il est donc licite de définir un homomorphisme

M ® N — (My @ N)T¢
par la regle m ® o; - n; — oy - (J;1m ®n). On définit également
(My @ N)'¢ — M @ N'¢

par o; - (m ® n) — o;m & oyn. On vérifie sans difficulté que ces deux homo-
morphismes sont inverses I'un de ’autre, et sont compatibles avec ’action
de G. O

Nous pouvons tout de suite appliquer ceci pour réduire la démonstration
du théoreme de Carlson au cas U = k :

Proposition 2.3.2. Si le théoreme de Carlson est vrai pour U = k, alors il
est vrai pour n'importe quel G-module U.

Démonstration. Supposons donc que k @ V' ait une filtration Lo C L C

- telle que L;/L;_1 sont isomorphe au module induit WJG. Tensorisons
tout avec U : nous voyons que U @ (k@ V) =U ®U @ V est filtré par les
modules U ® L;. On a

(UeLi)/(U®Li—1) 2U ® (Li/Li-1)
(« exactitude a droite de U @ — »), et
U@ (Li/Li1) U@ W, ¢ = (Ug, @ W;)'¢
par la réciprocité de Frobenius. Donc le théoréme est vrai pour U. O

Ecartons-nous juste un moment du théoreme de Carlson pour indiquer des
conséquences remarquables de la réciprocité de Frobenius. Pour commencer,
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rappelons que si M et N sont deux G-modules, alors Hom(M, N), 1’espace
des homomorphismes entre M et N, est aussi un G-module, avec l'action

(g-f)m)=gf(g~'m).

En particulier le dual M* = Hom(M, k) est un G-module. De plus on a un
isomorphisme de G-modules

M*® N — Hom(M, N)

en voyant le tenseur f ® n comme l'application M — N qui envoie m
sur f(m)n. (Pour se convaincre que c’est un isomorphisme, on prend des
bases pour M et N, puis la base duale correspondante pour M*, et on se
rend compte que l'on est en train de vérifier que tout élément de Hom (M, N)
est donné par une unique matrice dans ces bases.)

Avec cette remarque simple et la réciprocité de Frobenius appliquée & M*
et N, on déduit :

Lemme 2.3.3. Il y a un isomorphisme de G-modules
Hom(Mpy, N)T¢ = Hom(M, NT¢).

Nous aurons besoin de parler des vecteurs fixés par G dans le module M,
donc les m € M tels que g - m = m pour tout g € G. Ils forment un sous-
module qui est parfois noté M mais c¢’est trop proche de notre notation pour
les modules induits ; nous écrirons H(G, M) pour le module des vecteurs fixés
par G, pour des raisons que vous devriez connaitre.

Lemme 2.3.4. Soit M un H-module, ot H est un sous-groupe de G. Il y a
un isomorphisme (d’espaces vectoriels) entre H*(H, M) et H*(G, MT%).

Démonstration. Les o; sont comme dans une démonstration précédente.
Sim € M est fixé par H, le vecteur ) . o; -m € MTE est fixé par G.
Réciproquement, si v = ), 0; - m; est fixé par G, alors en particulier
comme il est fixé par H on a mg € HO(H , M) ; par ailleurs en examinant
I’équation o; - v = v on déduit que m; = my.
On en déduit que m + 3., 0; - m est un isomorphisme de H(H, M) sur
H(G, MT5). O

Nous pouvons finalement combiner ces petits résultats a l'aide de la re-
marque suivante : si f € Hom(M, N) est fixé par G, cela signifie précisément
que c’est un homomorphisme de G-modules. En symboles

H°(G,Hom (M, N)) = Homg (M, N).

On en déduit :
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Lemme 2.3.5. Il y a un isomorphisme (d’espaces vectoriels) entre Hompy (Mp, N)
et Homg (M, NT¢).

Démonstration. L'espace Homg (M, NTF) est constitué des vecteurs fixés
par G dans Hom(M, NT%), et ce module est isomorphe & Hom(Mz, N)'¢,
qui est induit depuis H. D’aprées le dernier lemme, ’espace des vecteurs fixés
par G est isomorphe & celui des vecteurs fixés par H dans Hom(Mpyg, N),
c’est-a-dire Hom g (Mp, N). O

On a utilisé le lemme 2.3.4 pour montrer le lemme 2.3.5, mais on peut
aussi faire le contraire : si on sait que le lemme 2.3.5 est vrai, alors on
peut prendre M = k, le module trivial, et dans ce cas Homy (Mg, N) =
Homy (kg, N) = H(H, N), alors que Homg (M, NT¢) = Homg(k, NT¢) =
H(G, NTE).

§4. G-ENSEMBLES

Lorsque X est un G-ensemble, c’est-a-dire un ensemble (toujours sup-
posé fini, pour nous) avec une action (a gauche) de G, on peut former le G-
module kX ou k[X] : c’est exactement analogue & la construction de kG
que nous avons donnée. Les vecteurs de kX sont de la forme ) _y o, x
avec «, € k, et action de G prolonge celle donnée sur X.

La raison qui nous pousse a parler des G-ensembles maintenant est 1’ob-
servation suivante : soit kg le module trivial k, vu comme H-module;
alors k}{G = k[G/H]. (En particulier kG est obtenu en induisant le mo-
dule trivial du sous-groupe trivial H = {1}.) Voila qui améliore un peu notre
intuition vis-a-vis des modules induits. De plus le lemme suivant va pouvoir
s’appliquer.

Lemme 2.4.1. Si|X| est premier a p (la caractéristique de k), alors il existe
un module V tel que kX =k V.

Démonstration. On définit ¢: kX — k par ¢(x) = 1 pour tous les € X et
on définit ¢: kK — kX par

ce qui a un sens puisque | X| est inversible dans k. La composition v o ¢ est
l'identité, donc si on pose T = ¢ o1 on a 72 = 7. Le module V = ker(r)
convient alors. O

Comme promis, nous pouvons montrer :

Proposition 2.4.2. Si le théoréme de Carlson est vrai pour tous les p-
groupes, alors il est vrai pour tous les groupes.
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Démonstration. Soit G un groupe quelconque, on veut montrer que le théo-
reme de Carlson est vrai pour U = k, ce qui est suffisant d’apres la derniere
proposition. Soit P un p-groupe de Sylow de G, de sorte que X = G/P est
d’ordre premier & p. D’apres le lemme il existe V; tel que kX = kITJG =ka V.
11 suffit donc de montrer qu’il existe V5 tel que k‘IDG S Vo=kdV; &V, pos-
sede une filtration comme annoncée. En d’autre termes, on veut montrer le
théoréme de Carlson dans le cas U = k.

Pour ceci, on applique le théoreme a P, puisqu’on le suppose vrai pour
les p-groupes. Il existe donc un P-module M tel que kp & M soit filtré par
des modules L; comme dans le théoréme, c’est-a-dire avec L;/L;_1 = WJP.
Maintenant on « induit tout jusqu’a G ». On conclut que k;G@M TG est filtré
par des modules LITG (il faut se convaincre que si N1 C N, alors NIG C NQTG,
ce qui est facile).

Pour conclure, deux petites propriétés des modules induits a observer.
Tout d’abord, comme le processus d’induction est un produit tensoriel, on a
bien

LI9/LIS = (Li/Li 1)'¢ = (W]F)19 .

Ensuite, I'induction est transitive : on a (WZ-TP)TG = WZT ¢ comme le vérifie
tout de suite. O

§5. LE THEOREME DE CHOUINARD

C’est le suivant :

Théoréme 2.5.1 (Chouinard). Soit M un G-module. Alors M est projec-
tif si et seulement si le module Mg est projectif pour chaque sous-groupe
élémentaire abélien F C G.

Notons que Mpg est projectif si et seulement s’il est libre, puisque E est
un p-groupe.

On va montrer le théoreme dans le reste de ce paragraphe. Commen-
cons par signaler qu’une « moitié » du théoréeme est tres facile. En effet
nous avons vu a 'occasion d’un exercice que le module (kG)g est libre, pour
tout sous-groupe E'; par suite, si M est projectif, c¢’est-a-dire une sommande
dans (kG)", alors Mg est une sommande dans le module libre (kG)%, donc
il est projectif (et ceci pour tout sous-groupe).

Passons a l'implication difficile, et supposons que Mg est projectif,
comme kE-module, pour tout sous-groupe élémentaire abélien E. Appli-
quons le théoréeme de Carlson, pour trouver V tel que k @ V est filtré par
les L;, comme d’habitude. De nouveau, tensorisons tout par M, de sorte
que M @& M ®V est filtré par les modules M ® L;. On peut écrire, et ce n’est
pas la premiere fois, que

(M ®Li)/(M®Li—1) = M@ W% = (Mg, ® W;)"°.
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Soit E = E; pour un certain i, et W = W;. Montrons d’abord que MW
est libre. On sait que Mg est libre car il est projectif et que FE est un p-
groupe, disons Mg = kE™. Or kE = k'%, le module trivial & du sous-groupe
trivial {1} induit jusqu’a E. Donc kE = (k")T¢ et

Mg W 2 (k" ® W{l})TE

par réciprocité de Frobenius. Bien stir k" ® Wiy est trivial (le groupe étant
trivial!), donc en l'induisant & F on obtient un somme directe de copies
de kE, c’est-a-dire un module libre.

On sait donc que Mg @ W = (kE)™ = (k™)™® pour un certain m. Par
transitivité de 'induction (Mp@W)T¢ = (k™)T¢ = (kG)™. Le module (Mp®
W) est donc libre.

La fin de la démonstration est donnée par le lemme suivant, dont on vous
confie la démonstration :

Lemme 2.5.2. Soit U un module filtré par des sous-modules
Uy={0}cUycUsC---CU,.=U.

On suppose que U;y1/U; est libre. Alors U est lui-méme libre.
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Exercices

Exercice 7. Montrer le lemme 2.5.2.

Exercice 8. On prend G = Cy = {1,z,2%,...,2%} le groupe cyclique
d’ordre 9, et k un corps de caractéristique 3. Soit X = x — 1 € kG, de
sorte que kG = k[X]/(X?). Enfin, soit V = kG/(X?).

On considére le module k @ V et ses éléments a = (1,0) et b = (0,1).
Soit L, le sous-module engendré par a + X°b et Ly le sous-module engendré
par a et X30b.

Montrer que Ly, La/L; et (k®V') /Ly sont tous isomorphes a k}{c ou H =
(x3) est le sous-groupe d’ordre 3 dans G.

Indication : le module kLG est l'unique module dans lequel l’action de x
est donnée par un bloc de Jordan de taille 3 de valeur propre 1.
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Chapitre 3

Les théoremes de Quillen

Saur précision contraire, k est algébriquement clos, de caractéristique p.

§1. COHOMOLOGIE
Nous allons avoir besoin de parler de ’espace vectoriel noté
Extpo(M,N) ou Ext&(M,N),
lorsque M et N sont des G-modules. Rappelons que pour n = 0 on a
Ext% (M, N) = Homg(M, N).

Si lon fixe N, on peut affirmer que M — Ext& (M, N) est le n-iéme foncteur
dérivé a droite du foncteur M — Homg (M, N). En particulier en présence
d’une suite exacte courte

0—A—B—C—0
on obtient une suite exacte longue
- = Ext(C,N) — Ext%(B, N) — Ext%(A, N) = Extzm (C,N) — - -

Mais il est également vrai que, M étant fixé, le foncteur N — Extg (M, N)
est le n-ieme foncteur dérivé a droite de N — Homeg (M, N). Une suite exacte
courte comme ci-dessus donne naissance a une suite exacte longue

- = Extd (M, A) — Ext%(M, B) — Ext%(M,C) — Ext™ (M, A) — -

Rappelons enfin que si M est projectif, ou si N est « injectif », alors
pour n > 0 on a Ext (M, N) = 0. (Il y a une définition générale de ce qu’est
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un module injectif, que vous avez vue dans le cours de cohomologie, et que
nous ne répéterons pas ici; cependant, pour les modules sur kG, les modules
injectifs sont les mémes que les modules projectifs, comme on le verra dans
Pexercice 9).

Une propriété basique est additivité, ie Exté (M, NeN') = Ext& (M, N)®
Exte (M, N') et Exte;(M & M', N) = Exte:(M, N) & Exta(M’, N). Bien plus
profond, 'existence de produits : si z € Ext&(M,N) et y € Ext& (N, L),
on peut former leur produit, qui appartient & Extg+m(M ,L), et que 'on va
noter zy ou x -y. ATTENTION, dans de nombreuses sources vous verrez cet
élément noté yx au lieu de zy (trés certainement & cause de la notation yox
dans le cas n = m = 0). Notre convention va simplifier énormément certains
énoncés dans le chapitre suivant.

En particulier Extg (M, M) est un anneau, dont I'unité est Id € Homg (M, M) =
Ext( (M, M). En général il n’est ni commutatif, ni gradué-commutatif.

Lorsque M = k, on note

H"(G, N) = Ext}(k,N).

On parle du n-ieme groupe de cohomologie de G & coefficients dans N (en
fait c’est plus qu’un groupe, c’est un espace vectoriel sur k). Notez alors que
pour n =0 on a

H°(G, N) = Homg(k, N) = les points fixes dans N .

Lorsque N = k, on obtient 'anneau de cohomologie H*(G, k). 11 est
gradué-commutatif (donc commutatif lorsque k est de caractéristique 2).

Exemple 3.1.1. On va donner quelques exemples de calcul. On va utiliser
le fait, qui est une conséquence du « théoreme des coefficients universels »,
que

H*(G,k) =2 H"(G,F,) ®F, k

pour tout corps k de caractéristique p. En pratique les calculs sont toujours
faits avec F,.
Soit G = Cy, le groupe a 2 éléments, et soit k un corps de caractéristique 2.
Alors
H*(G7 k) = k[x] )

ou z est de degré 1. D’apres la formule de Kiinneth, on a donc
H*(C%, k) = k[z1, ..., 2.

ou chaque z; est de degré 1.
Pour G = Qg = {%1, £, +j, +k}, le groupe des quaternions d’ordre 8, on
a
H*(G,k) = k[z,y,2]/(2°,2° + 2y + y°),
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avec x et y de degré 1 et z de degré 4. (Les relations entrainent y3 = 0 et
sont en fait symmétriques en z et y.)
Pour G = Dg, le groupe diédral d’ordre 8, on a

H*(G, k) = k[z,y, 2]/ (zy),

avec x et y de degré 1 et z de degré 4.
Soit maintenant p un nombre premier impair, et soit k£ un corps de carac-
téristique p. Alors
H*(Cpa k) = k[mvu]/("f) )

avec x de degré 2 et u de degré 1; c’est donc une algebre commutative. Par
Kinneth on a

H*(CI k) = k(x1, ... @ un, o up) /(0] wus + ujug) .

Ce n’est pas une algébre commutative puisque u;u; = —u;u;, mais elle est
bien graduée-commutative. (C’est le produit tensoriel d’une algebre de poly-
noémes et d’une algebre « extérieure », comme vous avez dii en rencontrer en
cours de calcul différentiel.)

Lorsque H C G est un sous-groupe, on a un homomorphisme d’anneaux,
dit « de restriction »

resqg.n: H(G, k) — H*(H, k).

On peut montrer que dans ce cas H*(H, k) est finiment engendré comme
H*(G, k)-module.

En fait plus généralement, un homomorphisme de groupes f: H — G
induit un homomorphisme d’anneaux f*: H*(G,k) — H*(H,k). Il y a un
cas particulier qu’il faut connaitre : lorsque G = H et f(x) = g~ 'xg pour

un g € G, alors f* est 'identité.

§2. LE LEMME D’ECKMANN-SHAPIRO

Proposition 3.2.1 (Eckmann-Shapiro). Il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels
Ext? (M, NT¢) = Ext (Mg, N),

qui de plus est naturel en M et N.

Démonstration. Calculons Extg (M, NT¢) d’abord. Pour cela nous avons le

loisir de choisir une résolution projective quelconque P, de M par des G-

modules. L’homologie du complexe Homg(P,, NT¢) donne les groupes Extg, (M, NT¢).
Les modules (P,)y sont projectifs comme H-modules, comme on le sait,

et U'opération de restriction a H préservant clairement les suites exactes, on
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constate que (P.)y est une résolution projective de My. Pour calculer le
groupe Exty (Mg, N), on peut donc prendre le n-iétme groupe d’homologie
du complexe Hompy ((Py) g, V).

C’est la que nous appliquons le lemme 2.3.5 qui affirme que

Homg (P,, N'%) = Homp ((P.)x, N).

A titre d’exercice, on vous laisse le soin de vérifier que le lemme 2.3.5 que
nous venons d’appliquer est « naturel », c’est-a-dire qu’ici I’isomorphisme est
compatible avec les différentielles. On calcule donc bien la méme chose dans
les deux cas, d’ott un isomorphisme

Ext? (M, NTY) = Ext} (Mg, N)

comme annoncé. La encore on vous laisse montrer la naturalité. O

§3. PREMIER THEOREME DE QUILLEN

Il y a plusieurs résultats qui mériteraient le nom de « théoreme de
Quillen » (pas seulement parce que Quillen était un mathématicien proli-
fique, mais aussi parce que nous allons donner quelques variantes d’un de
ses résultats). Le premier que nous allons donner utilise les notations du
théoreme de Carlson pour k : on a donc un entier 7, des sous-groupes élé-
mentaires abéliens F; pour 0 < i < 7, et un module V tel que U = k®dV a
une filtration comme annoncé.

Théoréme 3.3.1. Soient x1,zs,...,x, € H (G, k) des éléments (homo-
génes) tels que resg g, (v;) = 0. Alors x1xe -+, = 0.

Démonstration. L'anneau H*(G, k) = Extg(k, k) est une sommande directe
dans Extg(U,U). On va considérer z; comme un élément de Extg, (U, U) et
montrer que le produit des x; fait 0 dans cet anneau.

On va regarder les suites exactes

0 Ly —2— L =2 Wl —— 0.
On utilise maintenant (sans démonstration, on suppose cela connu) le fait que
les suites exactes longues des Exts sont compatibles avec les multiplications,
dans le sens ou le diagramme suivant est commutatif :

(Ji )= (qi)«

- ———  ExtL(U,Li) Exty (U, L;) Extl, (U, W)

lmx lmx ﬁ)lmx

(gi)«

e BxtDM(U, Lisy) —22s Extl (U, L) s Bt (U, W) ——
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Enfin, par Eckmann-Shapiro on a aussi un diagramme commutatif
EXtE’(U7 WZTG) é EXtTEI (UEU WZ)

lxix lresG’Ei(zi)X

Extyy ™ (U, W)¢) —=— Bxt} ™ (Up,, W;)

Par hypothese resg, g, (z;) = 0 et on en déduit que Iapplication marquée (})
dans le diagramme ci-dessus est nulle.

Commencgons la démonstration proprement dite par le cas ¢ = 7, donc L, =
U, et 7 = 0. On peut considérer 'élément Idy € Exty (U, U) = Ext% (U, L,),
c’est méme 'unité de cette algebre. On vient de voir que (g, )«(z+Idy) =0
donc z.Idy = x est de la forme (j, )« (¢,) pour un certain ¢, € Ext™ (U, Lr—_1)
(on écrit m; pour le degré de x;).

Supposons maintenant par récurrence que ’on a montré que

Li41Ti42 " Tr = (jr)* © (j‘r—l)* ©---0 (ji+1)*(¢i+1)

pour un certain ¢; 1 € Exte (U, L;) (avec r approprié). En multipliant par z;
il vient :

Ti+ Ty =23 X (Jr)u [(Jr—1)x 0+ 0 (Jit1)«(Pit1)]
= (Jr)« [mi X (Jr—1)x 0+ 0 (Jit1)+(Dit1)]
= (Jr)s 0 (Jr=1)x 0+ 0 (Jit1)«(Tidis1) -
(Premiére égalité par définition, deuxiéme par commutativité du diagramme
ci-dessus appliquée pour ¢ = 7, et ensuite on obtient la troisiéme en recom-
mencant avec i = 7 — 1, 7 — 2, etc.) Avec un raisonnement similaire a celui

ci-dessus, on montre que z;¢;+1 = (j;)«(¢P;) pour un certain ¢;. En répétant
cette procédure, on en arrive a

21227 = (jr)e 0 (r1)e 0+ ++ 0 (j1)s(61)
avec ¢, € Extg (U, Lo). Or Ly = {0} donc le produit vaut 0 et la preuve est
terminée. O

Le corollaire suivant est trés proche de ’énoncé originel de Quillen.

Corollaire 3.3.2 (Quillen). Soit k un corps de caractéristique p. Il existe un
entier T ayant la propriété suivante. Choisissons E1, ..., E, des représentants
des classes de conjugaison des sous-groupes élémentaires abéliens maximaux
de G. Si x € H*(G, k) vérifie resg g, (x) = 0 pour tous les i, alors 7 = 0.

L’hypothese sur les E;, en clair, est que si F est un p-sous-groupe élémen-
taire abélien maximal de G, alors E est conjugué a un F; et un seul. Noter
que k n’est pas supposé algébriquement clos, ici.
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Démonstration. Puisque H*(G, k) = H*(G,Fp,) ® k, on peut se contenter de
montrer le corollaire pour k& = F,; on en déduit qu’il est vrai pour F,, et
ensuite qu’il est vrai pour k quelconque.

Tout d’abord, si x € H*(G, k) vérifie resg, g(x) = 0 pour absolument tous
les sous-groupes élémentaires, alors on a bien 7 = 0 d’apres le théoreme, en
prenant 1 =--- =2, = Z.

Ensuite, si on restreint cette condition aux sous-groupes F élémentaires
qui sont mazrimaur, le résultat reste vrai : en effet si £y C E sont élémentaires,
alors la restriction se factorise comme suit :

resE,EO

resg g, . H'(G, k) 5GP HY(E, k) H*(FEo, k).

On constate bien que si resg g(x) = 0 pour tous les E maximaux, alors c¢’est
vrai pour tous les F/, et 7 = 0.

Enfin, supposons que E et E’ soient conjugués, disons E/ = g~ Eg. Consi-
dérons alors le diagramme commutatif suivant :

H (G, k) —— H*(G,k)

resG’E/J/ J/TGSG,E

HY(E', k) — s H*(E, k).

Ici f* et f§ sont toutes les deux induites par I’homomorphisme z — g~ 1xg.

Comme on I'a vu plus haut, f* est I'identité; quant a fi ce n’est certaine-
ment pas 'identité, mais c’est tout de méme un isomorphisme. On repére
alors immédiatement que si resg g(x) = 0 = resg g (f*(2)) = f§(resg g (x)),
alors resg g/ (z) = 0.

On conclut finalement que si resg, g, (z) = 0 pour tous les E; du corollaire,
alors resg g(x) = 0 pour chaque sous-groupe élémentaire E, et donc 27 =
0. O

Lorsque p = 2, on a une sorte de réciproque : si x € H*(G, k) est nilpotent,
c’est-a-dire si 2™ = 0 pour un certain n, alors resg, g, (¢) = 0 pour chaque 4, et
pour une raison toute béte : Panneau H*(E;, k) est un anneau de polynomes
dans ce cas, et ne possede pas d’élément nilpotent non-nul.

Exemple 3.3.3. Prenons G = (Qg, nous avons vu que
H*(Qs, F2) = Fo[z,y,2]/(2°, 2 + 2y + )

avec = et y de degré 1 et z de degré 4. Le groupe Qg ne posseéde qu'un seul
sous-groupe élémentaire, & savoir {£1} = Cs. Le corollaire affirme donc que
les éléments dans le noyau de I'application de restriction

resg,c,: H'(G,Fa) — H"(Cs, Fy) = Fa[u]
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sont nilpotents. L’élément z n’est pas nilpotent, donc s’envoie sur un élément
non-nul, et donc en 'absence de tout autre choix on conclut que resg ¢, (2) =
u*. Les éléments z et y sont nilpotents (en fait 23 = y> = 0) donc resg,c, (z) =
resg,c, (y) = 0, par la petite réciproque juste mentionnée.

§4. LA DIMENSION DE KRULL

La dimension de Krull d'une algébre commutative A finiment engendrée
sur un corps k est le plus grand entier d tel que A contient une algebre de
polyndémes k[z1, ..., 2z4]. (Dans les livres vous trouverez des variantes de cette
définition, qui parfois est restreinte aux algebres intégres.) La dimension de
Krull d’une algebre graduée-commutative (ba = (—1)!%/1?lab) est définie de la
méme fagon (on vérifie que les x; peuvent étre supposés homogenes).

Remarquons que si N est un idéal de A dont tous les éléments sont nilpo-
tents, alors A et A/N ont la méme dimension (exercice). Dans le cas ot A est
graduée-commutative, et ou k est de caractéristique # 2, on peut considérer
l'idéal N = A""P%" engendré par les éléments de degré impair ; ces élements
sont nilpotents (et donc tous ceux de N aussi) car si a est de degré impair
alors a? = —a?, d’ott a®> = 0. Donc la dimension de A est la méme que celle
de A = AJA™Pa: or A est commutative. On peut donc se ramener au cas
commutatif si 'on veut.

Comme nous n’allons utiliser cette notion que dans le cas d’algebres gra-
duées, on peut s’en remettre au lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soit A* une algébre graduée-commutative. Alors la dimen-
ston de Krull de A* est d si et seulement si d est le plus petit entier tel
que dimy, A™ = O(n?~1).

On vous laisse la démonstration en exercice. Les exemples ci-dessous
doivent donner des idées.

Exemple 3.4.2. Pour faire la démonstration, il faut en particulier bien com-
prendre 'exemple de A = k[zq,...,x4] ou les générateurs ont tous le méme
degré, disons |x;| = s. Dans ce cas dimy A™ = 0 si n n’est pas divisible
par s, et dimy A" = ("2‘};1), ce qui est un polynoéme en n de degré d — 1.
Donc dimy, A" = O(n?!) (c’est-a-dire que dimy A"/n?~! est borné), et d
est clairement minimal. La dimension de Krull de A est d, d’apres le lemme.
(On peut aussi calculer la dimension en raisonnant avec les degrés de trans-
cendance, si on connait déja.)

La restriction sur les degrés des x; ne change rien a ’affaire, finalement :
montrez-le. En gros, si x; est de degré a;, alors on peut prendre un multiple
commun s des a;, disons s = a;b;, et alors l'algebre k:[a:ll’l, . ,chd] c A*
est une algebre de polynoémes avec le méme nombre de variables, mais ces
variables ont toutes le méme degré s.
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Exemple 3.4.3. Si maintenant A = $A; ou A; est un anneau de dimen-
sion d;, le lemme montre immédiatement que la dimension de Krull de A
est max; d;. Méme si chaque A; est un anneau de polyndémes, c’est déja pé-
nible & montrer directement (sans le lemme).

Exemple 3.4.4. Si B C A, alors la dimension de B est < a celle de A,
clairement. Maintenant, si I'on suppose que A est de type fini comme B-
module (et que tout est gradué, pour que le lemme s’applique), alors les
dimensions sont égales : en effet si A est un quotient de B™ pour un certain m
fixé, alors la dimension de A en un degré donné est asympotiquement la méme
que celle de B.

En géométrie algébrique on montre des résultats similaires sans supposer
que les algebres sont graduées, mais c’est plus dur et nous n’en aurons pas
besoin.

Le résultat suivant, trés joli, est encore di a Quillen.

Théoréme 3.4.5 (Quillen). La dimension de Krull de H* (G, F,,) est le plus
grand d tel que G contient un sous-groupe de la forme C’g.

Démonstration. Nous avons déja remarqué que si NV est un idéal de A dont
tous les éléments sont nilpotents, alors A/N a la méme dimension que A.

Par exemple si K est le noyau de la restriction H* (G, k) — &, H*(F;, k),
ou la notation est comme dans le corollaire 3.3.2; alors ce méme corollaire
nous dit que H*(G, k)/K a la méme dimension que H*(G, k).

Pour les méme raisons, "anneau H*(F;, k) a la méme dimension que l’an-
neau de polyndémes obtenu en quotientant par 'idéal engendré par les élé-
ments de degré impair (ceci pour p impair; si p = 2 on ne quotiente par rien
du tout). Cette dimension est d; ot E; = Cf (cf premier exemple).

D’apres les résultats des deux derniers exemples ci-dessus, la dimension
de Krull de H*(G, k) est bien max; d;. O

Exemple 3.4.6. Si on continue l'exemple 3.3.3 avec le groupe g, on
constate bel est bien que la dimension de Krull est 1 : en fait 'algebre
graduée H*(G,F2) est périodique de période 4, c’est-a-dire que dim A™ =
dim A”*4, et dans ce cas le calcul de la dimension par le lemme donne bien 1.
Par ailleurs le groupe Qs possede un sous-groupe Cs mais pas de sous-groupe
de la forme C§ avec r > 2, comme prévu.
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Exercices

Exercice 9. On rappelle que M™* désigne le dual du module M, et que tous
les modules sont de dimension finie sur k.

1. Montrer que M est projectif si et seulement si M™* est injectif, et vice
versa.

2. Montrer que kG est isomorphe a (kG)*.

Indication. Considérer e: kG — k ’homomorphisme défini pare(}_ agg) =
oy, puis la forme bilinéaire kG x kG — k définie par x,y — (x,y) =
e(zy). Montrer que ¢: kG — (kG)* donné par ¢(x) = (x,—) est l'iso-
morphisme recherché.

3. Conclure que M est projectif si et seulement s’il est injectif.
Exercice 10. Montrer le lemme 3.4.1.

Exercice 11. Soit G = Dg, le groupe diédral d’ordre 8. Examiner les asser-
tions du corollaire 3.3.2 et du théoréme 3.4.5 dans ce cas (dans I'esprit de ce
qu’on a fait pour Qg).
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Chapitre 4

Introduction aux variétés
algébriques

On va développer un tout petit peu le langage des variétés algébriques,
infiniment moins qu’on ne le ferait dans un cours de géométrie algébrique
évidemment. Ceci va étre pratique pour formuler encore un « théoreme de
Quillen », et dans le chapitre suivant nous aurons aussi besoin de variétés.

§1. VARIETES ALGEBRIQUES

Soit k un corps quelconque (pour l'instant), et A une algebre sur k, com-
mutative (nous généraliserons un peu ci-dessous) et finiment engendrée. On
va noter

Spec(A) = Homy,_1¢(A, k) = {homomorphismes de k—algebres A — k}.

Pour nous Spec(A) est simplement un ensemble. Dans d’autres contextes
on met beaucoup plus de structure sur cet objet, mais pour nos besoins il sera
déja assez parlant d’examiner les relations entre différents ensembles Spec(A)
pour différentes algebres A. Au fait, un ensemble de la forme Spec(A) est
appelé une variété algébrique affine. (Il y en a des non-affines, mais nous n’en
parlerons pas.)

Exemple 4.1.1. Commencons par l'exemple de A = k[x1, ..., z,]. Un homo-
morphisme f: A — k est alors entierement spécifié par les valeurs f(z;) € k.
On a donc une bijection

12

Spec(k[x1, ..., zn]) 2 k™.

Pour l'intuition, on pense vraiment a Spec(k[z]) comme & une droite, & Spec(k[z, y])
comme & un plan, etc.
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En général, puisque nous supposons que A est finiment engendrée comme k-
algebre, cela signifie que ’on a un homomorphisme surjectif

o: klxy,...,x,] — A
et donc une identification A & k[x1,...,z,]/I ou I = ker(¢). L’anneau k[z1, ...
étant neethérien, on peut trouver des polynémes Py, ..., P, (en nombre fini!)

engendrant I’idéal I.

Si on veut alors se donner f: A — k, il faut spécifier des valeurs f(x;) € k
de fagon a ce que f(Pj(z1,...,2,)) = 0= Pj(f(x1),...,f(zn)). On a donc
une bijection

Spec(A) Z {(y1,---,yn) € k™ | Pj(y1,--.,yn) = 0 pour chaque j}.

On pense donc a Spec(A) comme & un sous-ensemble de k™ défini par des
équations polynomiales. Par exemple Spec(k[x,y]/(z?+y? —1)) est un cercle,
informellement.

Une remarque simple : un homomorphisme ¢: B — A donne naissance
a une application ¢*: Spec(A) — Spec(B). Dans 'exemple en cours, c’est
I'inclusion de Spec(A) dans k™, en prenant B = k[z1,...,Z,].

Bien sfir ¢ n’est pas unique, pas plus que l'entier n ou les polyndmes P;.
Mais d’autres choix ménent a un isomorphismes d’anneaux

klzy,...,z5] klt1, ... tm]

I 7 — 7

On a donc une bijection

f*: Spec (M) — Spec (M) :

Si on pense & f* comme a une application d’une partie de k™ vers une partie
de k™, alors en inspectant les définitions on constate qu’elle est donnée par
des équations polynomiales, c’est-a-dire f(t1,...,tm) = (P1(ti),- -, Pn(t:))
ol pj(t;) est un polynéme en ti,...,t,,. Bien sir il en va de méme pour
I'inverse de f.

Il y a donc bien des choses qui ne dépendent pas du choix de ¢. Par
exemple, imaginons que k = R ou C, alors Spec(A) hérite d’une topologie
comme sous-ensemble de k™, et méme d’une structure de variété différentiable
avec un peu de chance; et l'on voit clairement que cette topologie, ou cette
structure différentiable, sont préservées si I’on choisit une autre « présenta-
tion » que ¢ (puisque la bijection f* par des équations polynomiales ci-dessus
est clairement continue, et méme différentiable autant qu’on veut).

Ces concepts sont poussés beaucoup plus loin lorsque l'on fait de la
« vraie » géométrie algébrique.
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Revenons aux définitions générales. Puisque k est un corps, si a € A est
nilpotent alors f(a) = 0 pour tout f € Spec(A). Donc Spec(A) = Spec(A/N)
lorsque IV est un idéal ne comprenant que des éléments nilpotents.

A partir de cette remarque simple, on peut étendre la définition de Spec(A)
au cas ou A est graduée-commutative au lieu de commutative (alors qu’en
général, la non-commutativité va mettre a bas tous les théorémes de géomé-
trie algébrique, et nous en citerons quelques-uns). En effet si A est une telle
algebre, et si la caractéristique de k est différente de 2, tout homomorphisme
de k-algebres A — k se factorise par A = A/A"™P3" comme précédetimment,
et rappelons que A est une algébre commutative. Ainsi Spec(A) = Spec(A4),
et tous les théorémes réservés aux algebres commutatives vont en fait s’ap-
pliquer & Spec(A). Il n’y a donc pas de danger a traiter Spec(A) pour ces
algebres comme si de rien n’était.

Si la caractéristique de k est 2, c’est encore plus simple : une algebre
graduée-commutative est en fait commutative dans ce cas.

§2. ENCORE UN THEOREME DE QUILLEN

Voici un théoreme de géométrie algébrique, que nous ne prouverons pas.

Proposition 4.2.1. On suppose que k est algébriquement clos. Soit p: A —
B un homomorphisme injectif entre k-algébres (commutatives et finiment en-
gendrées), de sorte que B soit également finiment engendré comme A-module.
Alors Uapplication

¢*: Spec(B) — Spec(A)
est surjective, et ses fibres sont finies.

(Rappelons que les « fibres » de ¢* sont les ensembles (¢*) ™ (z) pour = €
Spec(A).) Dans ce cas on pense a Spec(B) — Spec(A) comme & ce qu’on
appelle un « revétement » en topologie.

Pour se donner une idée de la raison pour laquelle k& doit étre algébri-
quement clos, et pour faciliter la recherche d’une démonstration de cette
proposition dans un livre, voici quelques commentaires. Soit f: A — k un
élément de Spec(A), et soit M = ker(f). Alors M est un idéal maximal de A4,
puisque A/M = k est un corps. La réciproque est-elle vraie ?

Si M est un idéal maximal de A, alors K = A/M est un corps, qui
contient k, et qui est finiment engendré comme algebre sur &k (tout comme A).
Dans cette situation, 'une des variantes du théoreme que l'on appelle le
Nullstellensatz afirme que K est une extension algébrique finie de k. Si k est
supposé algébriquement clos, alors K = k, et I'idéal M définit I’élément A —>
A/M =k de Spec(A).

On a donc une description de Spec(A) comme étant ’ensemble des idéaux
maximaux de A dans ce cas. Sachant cela, vous trouverez 1’énoncé de la
proposition, en termes d’idéaux, dans un cours d’algebre commutative.
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Fixons k = F,, jusqu’a la fin du chapitre. On va énoncer une version géo-
métrique du théoréme de Quillen. Une notation standard pour cela est Vg :=
Spec(H*(G, k)). Notez qu’une inclusion £ C G donne un homomorphisme
resg g: H'(G,k) — H"(E, k) et donc finalement une application Vg — V.

Théoréme 4.2.2. Soient E1, ..., E, des représentants des classes de conju-
gaison des sous-groupes élémentaires abéliens maximaux de G. Alors il existe
une application surjective

H VE,; — VG
dont les fibres sont finies.

Lorsque E est élémentaire abélien, 'anneau H*(E, k) est un anneau de
polyndmes (& des éléments nilpotents prés qui ne changent pas le Spec), et Vg
est un « espace affine » (droite, plan ou autre selon la dimension). Le théoréme
affirme donc que Vi est essentiellement une union d’espaces affines, « & un
revétement pres ».

Démonstration. Soit K; = ker(resg,g,;). Si f: H(G,k) — k est un élément

de Vg, alors le corollaire 3.3.2 nous dit que f se factorise par H*(G, k)/N; K,

puisque les éléments dans 'intersection des K; sont nilpotents et ne sauraient

prendre une autre valeur par f que 0. On a donc Vi = Spec(H* (G, k)/ N K;).
Considérons alors 'inclusion

w < @H*(G, k)/K; < @H(Ek)

La derniére proposition s’applique (vérifiez-le). Le théoréme en découle di-
rectement, en remarquant que Spec(A @ B) = Spec(A) [ [ Spec(B). O

§3. SOUS-VARIETES

Soit A une k-algebre, commutative et de type fini. Si I est un idéal de A,
alors on peut définir un certain sous-ensemble de Spec(A) appelé sous-variété
définie par I. La définition la plus rapide consiste a remarquer que la projec-
tion m: A — A/I induit une application 7*: Spec(A/I) — Spec(A), et par
ailleurs en se référant aux définitions on constate immédiatement que 7* est
injective ; donc Spec(A/I) peut étre vu comme un sous-ensemble de Spec(A),
et c’est ce sous-ensemble que lon appelle la variété définie par I (on ne lui
attribue pas de notation particuliere, & part Spec(A/I)).

Dans le cas idiot o I = A, lalgébre A/I n’ayant qu’un seul élément 0 = 1, on
prend comme convention que Spec(A/I) est I’ensemble vide, ce qui est cohérent avec la
description suivante.

Pour se forger un tout petit peu l'intuition, revenons au cas ou A &
klx1,...,z,]/J ou lidéal J est engendré par les polynémes Py, Ps,...P;.
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On a vu que Spec(A) s’identifie avec le sous-ensemble de k™ ou les poly-
némes P; prennent tous la valeur 0. Si f € k[zy,...,x,], on peut voir f
comme une fonction sur k™, et donc sur Spec(A), & valeurs dans k. Les é1é-
ments f € J induisent la fonction nulle sur Spec(A4), donc finalement on
peut méme voir les éléments de k[z1,...,z,]/J = A comme des fonctions sur
la variété Spec(A). Les éléments de l'algébre A peuvent étre vus comme des
fonctions sur Spec(A).

En prenant des générateurs fi,..., fs de I, on voit Spec(A/I) comme
le sous-ensemble de Spec(A) sur lequel les f; s’annulent tous. (Noter que
chaque variété algébrique, du coup, est une sous-variété d’'un « espace affine »
Spec(klxy,...,zy]) pour un certain n.)

Exemple 4.3.1. Soit A = k[, y]/(2%2+y?—1). On a vu qu’on pouvait penser
A Spec(A) comme & l'ensemble des couples (u,v) € k? vérifiant u? + v? = 1,
c’est-a-dire un cercle lorsque £ = R. Soit maintenant I 'idéal de A engendré
par x — y. Alors Spec(A/I) = Spec(k[z,y]/(x? + y?> — 1,2 — y)) est le sous-
ensemble du cercle Spec(A) sur lequel la fonction x — y s’annule ; il comprend
les éléments (u, v) vérifiant u = v et 2u? = 1.

Si la caractéristique de k est # 2, il y a donc deux points de la forme (r, ),
ou r est I'une des deux racines de % Si la caractéristique est 2, on obtient
léquation 0 = 1, et Spec(A/I) est 'ensemble vide.

On peut se poser la question réciproque. Soit f € A, auquel on pense
comme & une fonction sur Spec(A). Supposons que f ne prenne que la valeur 0
sur Spec(A/I). Est-ce que f € I? La réponse est non, mais presque, et c’est le
contenu d'un théoréme qui s’appelle (encore!) le Nullstellensatz qui affirme
que dans cette situation, et sous réserve que k soit algébriquement clos, il
existe un entier n tel que f™ € I. Notons d’ailleurs que si on ajoute a I tous
les éléments f tels que f™ € I pour un certain n, on obtient un idéal J appelé
le radical de I, et Spec(A/J) = Spec(A/I); donc il était clair que la réponse
a notre question devait se faire « au radical pres ».

Nous avons donc deux théorémes qui s’appellent tous les deux le Null-
stellensatz (« théoréme des zéros »), et en fait ils sont assez proches. Voir les
exercices.

On va avoir besoin du cas particulier ou A est une algebre graduée, et ou [
peut étre engendré par des éléments f; homogénes. En écrivant A comme quo-
tient d’une algebre de polynoémes gradués k[z1, . .., zy], chaque f; s’écrit alors
comme une somme de mondmes ' - -z avec ar|x1| + -+ anl|Tn] = ¢ =
constante. Le cas ou I'un des nombres ¢; vaut 0 est sans intérét, puisqu’alors f;
est inversible et A = I, de sorte que Spec(A/I) est vide. Excluant ce cas, on
voit qu’aucun f; n’a de terme constant, et en particulier {0} € Spec(A/I).

Supposons de plus que A est engendrée par des éléments ayant tous le
méme degré d. Alors on peut prendre |z;| = d ci-dessus, et chaque f; est
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composé de mondmes vérifiant ). a; = constante (donc f; est un « poly-
noéme homogene » au sens élémentaire, comme par exemple une forme qua-
dratique 175 + 423 — 523). Dans ce cas, on peut dire que Spec(A4/I) est un
cone dans k™, dans le sens ol pour chaque point = € Spec(A4/I), toute la
droite {Az | A € k} est incluse dans Spec(A/I).

Exemple 4.3.2. Un exemple aussi important que simple est celui on A =
k[x]. Cet anneau est principal, donc tout idéal est de la forme I = (P). Dans
ce cas Spec(A/I) est un ensemble fini, celui des racines de P dans k.

Dans le cas gradué, un tel ensemble fini ne saurait étre un coéne que
lorsqu’on est dans I'un des cas suivant :

— Spec(A/I) = k = Spec(A), ce qui arrive précisément lorsque P = 0;

— Spec(A/I) = {0}, ce qui arrive précisément lorsque P = z*¥ pour un

certain k;
— Spec(A/I) = 0, lorsque P est une constante non-nulle.
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Exercice

Exercice 12. Lire les deux premiers chapitres de [Bum98|. Le premier
théoréme que nous avons appelé Nullstellensatz est la proposition 2.3, et le

deuxiéme est le théoreme 1.2.
Faire un maximum d’exercices parmi ceux proposés a la fin des chapitres.
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Chapitre 5
Variétés-supports

k est un corps algébriquement clos de caractéristique p.

§1. STRUCTURES MULTIPLICATIVES, SUITE

Rappelons que ’on dispose d’un produit sur les « Exts », qui associe une
classe x € Extg (M, N) avec une classe y € Ext¢: (N, L) pour former xy €
Exty ™™ (M, L) :

Extg: (M, N) ® Extg(N, L) — Extgt™ (M, L). (*)

En particulier, Ext* (M, N) est un module sur l'algébre Extg, (M, M), et c’est
aussi un module (& droite) sur l'algebre Exte (N, N) (et les deux actions
commutent). Mais nous avons surtout besoin de savoir que Ext* (M, N) est
un module sur H*(G, k). Pour ceci, on commence par :

Lemme 5.1.1. Pour tous G-modules M, N on a un isomorphisme naturel
pour chaque n >0 :

Extg (M, N) 2 H"(G,M* @ N) = H"(G,Hom(M, N)).

Démonstration. On’a vu pour n = 0 (voir remarque juste avant le lemme 2.3.5).
On vous laisse généraliser en tout degré, comme dans la démonstration de la
proposition 3.2.1. O

On a donc deux idées qui nous viennent, et il est important de savoir
qu’elles ménent & la méme solution. Tout d’abord on note que Extg(k, L) =
H*(G, L) est un module sur l'algébre Extg,(k, k) = H*(G, k), pout tout L;
donc avec L = Hom (M, N) et en vertu du lemme, on voit bien que Extg, (M, N)
est un module sur H*(G, k) comme on le voulait.
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Mais on peut aussi penser a regarder ’homomorphisme d’anneaux k —
Hom (M, M), qui donne un autre homomorphisme d’anneaux H*(G,k) —
H*(G,Hom(M, M)) = Ext* (M, M). Puisque Ext¢,(M, N) est un module sur
Extg, (M, M), en particulier ¢’est aussi un module sur H*(G, k), par restric-
tion.

Ces deux procédés coincident. Essayons simplement de reformuler ceci de
fagon a pouvoir citer un résultat facilement consultable. Il existe un produit
« externe »

H*(G,L)® H*(G,L') — H*(G, L& L).

Si de plus on a une application L ® L' — L”, alors il y a une opération
H*(G,L)® H*(G,L") — H*(G,L"). (*%)

Le résultat « de cohérence » est alors : si L = Hom(M, N), L' = Hom(N, L)
et L” = Hom(M, L), alors (**) est la méme chose que (*), via 'identification
du lemme. Voir la proposition 4.3.8 dans [CTVEZ03].

(Comme cas particulier, 'isomorphisme Extg, (M, M) = H*(G, Hom(M, M))
est en fait un isomorphisme d’anneauz; nous 'avions sous-entendu ci-desus.)

Ayant ca en téte, on regarde le diagramme commutatif suivant (on rap-
pelle que End(M) = Hom(M, M)) :

H*(G, k) ® H*(G,Hom(M, N)) e H*(G, k ® Hom(M, N)) —— H"(G,Hom(.

l l !

(G,End(M)) @ H*(G,Hom(M,N)) —— H"(G,End(M) ® Hom(M, N)) —— H"(G, Hom(.

Le carré de gauche commute par naturalité de (**), en utilisant I’appli-

cation k¥ — End(M) déja évoquée; celui de droite est obtenu en appli-

quant H*(G,—) & un carré qui est déja commutatif. La fleche verticale la

plus & droite est l'identité. Les deux chemins entre le coin supérieur gauche

et le coin inférieur droit du diagramme, en suivant les bords extérieurs, sont

les deux structures de module sur Extg, (M, N), qui sont donc les mémes.
Voici ce qu’il faut retenir de la discussion :

Lemme 5.1.2. Extg (M, N) est un module sur H* (G, k). De plus, si l'action
de x € H*(G, k) est nulle sur Exty, (M, M) pour un certain module M, alors
elle est nulle sur Exte, (M, N) pour tout module N.

On va admettre le résultat suivant. On rappelle que tous les G-modules,
pour nous, sont de dimension finie sur k.

Théoréme 5.1.3 (Evens-Venkov). Le module Extg, (M, N) est de type fini
sur H (G, k).
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§2. VARIETES-SUPPORTS

On en vient a la définition des variétés-supports. Soit M un G-module, et
voyons l'algébre Extg, (M, M) comme un module sur anneau H*(G, k). Soit
alors J(M) Pannihilateur de ce module : en clair, c’est 'idéal dans H*(G, k)
des z tels que zy = 0 pour tout y € Ext™ (M, M). Cet idéal est gradué.

Rappelons que Vg désigne la variété Spec(H*(G, k)). On va maintenant
écrire V(M) pour la sous-variété définie par I'idéal J(M). (Par exemple,
vérifiez que Vg (k) = Vi.) On Dappelle la variété-support de M.

On peut exprimer un bon nombre des propriétés des modules en termes
de leurs variétés-supports. Par exemple, on peut montrer que Vg(M @ N) =
Ve (M) N Vg(N), ou encore que si V(M) s’écrit comme la réunion de deux
sous-variétés de Vi, dont Uintersection est {0}, alors M est décomposable.

Nous allons nous concentrer sur la démonstration de la propriété suivante.

Proposition 5.2.1. Vg (M) = {0} si et seulement si M est projectif.

On note que la propriété « Vg(M) = {0} » revient a dire que Vg (M)
est réduit a un point, puisqu’il s’agit d’une sous-variété associée a un idéal
gradué.

Pour la démonstration, nous nous servirons du lemme d’algebre homolo-
gique suivant.

Lemme 5.2.2. Soit M un G-module. On suppose que pour tout module N il
existe un entier n = n(M, N) tel que Ext&;(M,N) =0 pour * > n. Alors M
est projectif.

On donne des indications pour montrer ce lemme dans ’exercice 13.

Démonstration de la proposition 5.2.1. Si M est projectif, alors L = M*@ M
aussi, de sorte que H*(G, L) = 0 pour * > 0. Dans ce cas J(M) = H>(G, k),
et la sous-variété correspondante ne contient que {0}.

Voyons la réciproque. Supposons que Vg (M) = {0}. Soient x1,...,x,
des générateurs de H*(G, k). Si on voit z; comme une fonction sur Vg,
alors cette fonction s’annule sur tous les points de V(M) (c’est-a-dire sur
l'unique point qui est {0}). Par le Nullstellensatz, I € J(M) pour un cer-
tain r. Par définition, =] agit trivialement sur Ext*(M, M), et donc aussi
sur Ext*(M, N) pour tout module N par le lemme 5.1.2. Par Evens-Venkov
Extg; (M, N) est finiment engendré comme module sur H*(G, k) ; il en découle
que Ext¢ (M, N) = 0 pour tous les n suffisamment grands.

Par le dernier lemme, on en conclut que M est projectif. O

§3. VARIETES DE RANG

On se place maintenant dans le cas ou E est un p-groupe élémentaire
abélien, disons £ = C}} = (x1,...,x,). Dans ce cas kE = k[, ..., x,] /(2] —
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1). Si on se donne a = (g, ..., a,) € k™, on peut considérer I’élément

uazl—i-Zai(xi—l)ekE.

Dans ce cas ul = 1, et le sous-groupe du groupe multiplicatif kE* engendré
par u, est cyclique d’ordre p (pour a # 0). Nous dirons que c¢’est un sous-
groupe cyclique décalé (shifted cyclic subgroup) de E.

Bien stir k{u,) = kC), est une sous-algebre de kE, et on peut parler de la
restriction M,y d’'un G-module.

On définit alors la variété de rang V(M) par

V(M) ={a € k" | M,y n’est pas libre comme module sur k(ue)} .
(Par convention 0 € Vi (M).)

Exemple 5.3.1. Prenons E = (z,y) = Cg. On a un module M de dimen-
sion 2 dans lequel x et y agissent respectivement par

(1)« (67)

oll A € k est un parametre. (On pourrait écrire M) au lieu de M ; exercice :
si A # p alors M) et M, ne sont pas isomorphes.)
Formons donc uy =1+ ai(x — 1) + az(y — 1). Cet élément agit par

n 1 041-|-)\Ol2
=0 )

Le module M est libre comme k{u,)-module si et seulement si la forme de

Jordan de A est
1 1
01 )"

Ca sera le cas précisément quand le rang de A — I est 1, clairement, donc
lorsque o + Aag # 0. Par suite V(M) est la droite

{(a1,2) € K* | g + Aag = 0}.
Un tres beau théoréme, que nous ne montrerons pas, est le suivant :
Théoréme 5.3.2. Pour p=2, on a
V(M) = VE(M)
(c’est-d-dire que ce sont les mémes sous-ensembles de k™).
Pour p > 2, Uapplication
Ve(M) — Vg(M)

wi envoie (aq,...,ap) sur (af,...,oP) est une bijection.
) ) 1» » '
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L’intérét de ce théoréme vient du fait que Vi (M) est relativement calcu-
lable, alors que Vg (M) l'est beaucoup moins; mais a l'inverse, Vg(M) a de
bonnes propriétés « théoriques », comme celle de la proposition 5.2.1. Savoir
que les deux sont en fait les mémes (pour p = 2) ou du moins fortement liées
(pour p impair) est donc clairement une bonne nouvelle.

En guise d’application, nous pouvons montrer le « lemme de Dade » (en
réalité c’est tricher que de le présenter comme conséquence du théoréme, car
pour démontrer le théoreme 'une des premieres étapes serait de montrer le
lemme de Dade par un argument direct).

Corollaire 5.3.3 (Lemme de Dade). Un E-module est projectif si et seule-
ment si pour chaque o # 0 la restriction M, est projective.

Ici « projectif » peut étre remplacé par « libre » puisque E est un p-groupe
et (u,) aussi.

Démonstration. Dans les exercices, vous montrerez que kE est libre comme k(u,, )-
module. Donc si M est libre sur kE et que M = (kE)", alors M, est
visiblement libre comme k{u,)-module.

C’est la réciproque qui fait appel au théoreme. En effet si toutes les res-
trictions en question sont projectives, alors VE(M) = {0}. Le théoréme af-
firme alors que Vg (M) = {0}. La proposition 5.2.1 nous dit bien que M est
projectif. O

Si maintenant G est un groupe quelconque, nous appellerons sous-groupe
cyclique décalé de G un tel « sous-groupe » (uq) pour E C G, out E est un p-
groupe élémentaire abélien. En combinant le corollaire avec le théoreme de
Chouinard, on a en fait :

Corollaire 5.3.4. Un G-module est projectif si et seulement si pour chaque o #
0 la restriction M, est projective.

(En d’autres termes, le résultat est valable pour G quelconque, pas seule-
ment pour G = E élémentaire abélien.)
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Exercices

Exercice 13. On va démontrer le lemme 5.2.2.

1. Soit M comme dans le lemme. Montrer qu’il existe en fait un entier n =
n(M), ne dépendant que de M, tel que Ext (M, N) = 0 pour * > n et
tout N.

2. Montrer que si n(M) = 1, alors M est projectif.
Indication : on prend une résolution projective (P.) de M, on pose K =
ker(Py — M) et on utilise la résolution pour calculer Exty (M, K).
Déduire du fait que Exts(M,K) = 0 (par hypothése) que M est une
sommande dans Py et est donc projectif.

3. Montrer le cas général par récurrence sur n(M).

Indication : si on prend une suite ezxacte
0—L—P—M-—70

avec P projectif, on peut montrer n(L) = n(M) —1 si n(M) > 2. Puis,
on n'oublie pas que les modules projectifs sont injectifs.

Exercice 14. Soit E = (z,y,2) = C3, et soient A, B, C € k des paramétres.
On définit un F-module M de dimension 4, dans lequel z,y et z agissent par
les matrices

1 00 0 1 00 0 100 0
0 1.0 0 010 0 0100
oc 104 o010l 10010
1 00 1 0 B 0 1 010 1

respectivement. Montrer que
VE(M) = {(a1,as,a3) € k* | (a1 + Azag)(a; + Bay) + CaZ =0} .

Exercice 15. (Critére de projectivité, utilisé dans ’exercice suivant.)
Soit G un p-groupe, et soit p = deG g € kG.
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1. Montrer que kp est 'unique idéal minimal de kG.
Indication : un idéal minimal est un module simple. . .

2. Soit M un G-module, et p- M = {pm | m € M}. Soit ay,...,a; une
base de 'espace vectoriel p - M, et soit b; tel que pb; = a;. On définit

Vi kGt — M

par ¥(z1,...,2¢) = Y. x;b;. Montrer que kerty) = {0}, en utilisant la
question précédente.
3. En déduire que M = kG* @ M’ avec p- M' = {0}.

4. Montrer que
1
G|

avec égalité si et seulement si M est projectif.

dimp- M < dim M ,

Exercice 16. Avec les notations du cours, montrer que kFE est libre comme
module sur k(uq) (ot a # 0).

Indication : le cas n = 2, donc E = C’g = (z,y), est représentatif du cas
général. On a donc uq = 1+ ay(x — 1) + az(y — 1). On utilise ’exercice
précédent, et ici p =1+ ug + - +ull = (ug — )P = (X +Y)P7 L en
posant X = ai(x — 1) et Y = as(y — 1). On peut supposer que oy # 0
et ag # 0, et alors kG = k[X,Y]/(XP,YP). Le reste est un calcul.
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