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Une courte démonstration d’un résultat sur la Z-statistique

Guo-Niu HAN

RESUME. — BRESSOUD et ZEILBERGER ont introduit la Z-statistique
et démontré d’une facon analytique qu’elle est mahonienne. Puis GREENE
a donné une bijection de style “MacMahon” en utilisant le principe
d’involution de Garsia-Milne. Cette Note fournit une démonstration di-
recte en établissant une bijection de style “Foata” sur 1’ensemble des
réarrangements d’un mot donné.

A short proof of a resultat on the /-statistic

ABSTRACT. — BRESSOUD and ZEILBERGER introduced the Z-statis-
tic and gave an analytical proof of the fact that it was mahonian. Then
GREENE derived a “MacMahon” style bijection by using the Garsia-Milne
involution principle. This Note provides a direct proof of that fact by
means of a “Foata” style bijection over the rearrangement set of a given
word.

1. Introduction

Pour démontrer la conjecture de g-Dyson proposée par ANDREWS [1],
BRESSOUD et ZEILBERGER [2] ont introduit la Z-statistique définie pour
les mots et démontré d’une fagon analytique que cette statistique était
mahonienne. Pour établir ce dernier fait, GREENE [3] a donné une bijection
de style “MacMahon” en utilisant le principe d’involution de Garsia-Milne.
Enfin, BREssouUD [4] a indiqué plusieurs voies possibles pour construire une
bijection directe, mais sans obtenir de résultats explicites. Le but de cette
Note est de donner la construction d’une telle bijection.

2. Notations

Soient A = {1,2,3,...} un alphabet totalement ordonné et A* le
monoide libre engendré par A. Les éléments de A* sont appelés mots.
On note |w|; le nombre d’occurrences de la lettre i dans le mot w, la
somme de tous ces nombres étant la longueur de w, notée |w|. L’ évaluation
d’un mot w est I'image de ce mot par le morphisme naturel de A* sur le
monoide commutatif libre de méme base, i.e., 11@h2lwlz  rlwl Ta suite
des entiers m = (Jwl;,|w|y,...,|w|,.) est dite multiplicité du mot w; et
I’ensemble des mots de multiplicité m est noté R(m). Les mots ayant la
meéme multiplicité que w sont appelés réarrangements du mot w.

L’indice majeur est défini, pour tout mot w = xyxy ...z, par

majw:Z{i\lgigl—l, T > Tiv1 t,
et la Z-statistique par
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Z(w) = Z maj w;j,

1<j

ou w;; est le sous-mot de w composé de toutes les lettres ¢ et j. Par
exemple, pour w = 2412131242 € R(3,4,1,2), on a :

majw =2+44+6+9=21, et
Z(w) =maj(2121122) + maj(1131) + maj(41114)+
+ maj(22322) + maj(242242) + maj(434)
=44+3+1+34+7+1=19.

Une bijection sur A* est dite de style “Foata”, si elle est de la forme
suivante (cf. [5]) :

O (w) = w, silw] <1;
O(wz) = (7, 0 P o By (w))z, pour toute lettre x € A;

ou pour x fixé, vy, et B, sont deux bijections sur A* telles que v, 0P oS, (w)
est un réarrangement de w.

Le probleme est de construire une bijection de style “Foata” ayant la
propriété suivante (cf. [2], [3], [4], [6]) :

(A) majw = Z(®(w)).

3. Cyclage global et cyclage local

Soit m = (mq,ma,---,m,) une multiplicité. Pour tout mot w =
Tixo - x; € R(m) C A* et toute lettre x € A, le cyclage global
C*(w) = y1y2-- -y et le cyclage local Cp(w) = z129-- -2 sont définis
par

. xi, S1x; <@,
x; — T, S1x; > T, .

Yi = . zi=Rx;—1, six; > x;
r; — X +1r, slnon. .

T, Sl x; = x.

On vérifie facilement que la multiplicité de C*(w) et C,(w) est respec-
tivement

T __
m- = (mx+1amx+27' cry My, M, Mo, - - '7m$—17m$)

et
m, = (mh mo, -y Mgp—1,Mgp41, Mg42, ", My, mw)
Par ces deux opérations de cyclage, les changements de valeur des statis-

tiques sont décrits dans le lemme suivant :
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LEMME. — Avwec les notations précédentes, si x = x; la derniére lettre
du mot w, alors on a

(a) majw — maj(C*(w)) = Myy1 + Mato 4+ -+ My ;
(b) Z(w) = Z(Co(w)) = Myi1 + Maga + -+ m, .

Prenons encore ’exemple précédent. On a : ¢ = z; = 2 et r = 4.
Le cyclage global est donc C*(w) = 4234313424 et le cyclage local
Cyp(w) = 4214121434. Or majC®(w) = 18 et Z(Cy(w)) = 16. Comme
mo +my =14 2 = 3, le lemme est bien vérifié pour ce mot.

DEMONSTRATION

(a) Avec les notations précédentes, on décompose le mot w de fagon
unique comme suit

W = poq1P192P2 - - - 4sPs,

ou les p; sont des mots dont toutes lettres sont inférieures ou égales a x
et ou les ¢; sont des mots dont toutes les lettres sont plus grandes que x,
avec |p;| > 1, |g;| > 1 pour tout i > 1 et |pg| > 0. Or la derniere lettre de
chaque facteur p; (resp. ¢;) est inférieure (resp. supérieure) a la premiere
lettre du facteur suivant ¢;11 (resp. p;). On dit qu’il y a une montée a la fin
du facteur p; et une descente a la fin du facteur ¢;. Dans le mot C*(w), ces
montées deviennent des descentes et les descentes des montées, les autres
montées ou descentes restant invariantes. On a donc

majw — maj(C*(w)) = q1| + |qz| + -+ + |gs| = May1 + Mapa+- -+ m, .

(b) Soit a € A une lettre apparaissant dans le mot w, on note a’ 'image
de a par le cyclage local C,. Pour tout i < j, si i # x, les sous-mots w;;
et (Cyw)y ;» sont identiques a la réduction pres. D’autre part, pour tout
x < j, on a, d’apres (a), majw,; — maj(C*w), ;v = m;. Comme les deux
cyclages sont identiques a la réduction pres pour les mots a deux lettres,
on a:

Z(w) = Z(Co(w)) = > _(maj(wy;) — maj((Cow)ay))

z<j

:mx+1+mx—|—2+"'+mr- |:|

4. Construction de la bijection ¢

Soient m = (mgj,mg,...,m,) une multiplicité et n un réarrangement
de m vu comme un mot. Rappelons d’abord la construction d’une bijection
Omn, définie sur R(m), a valeurs dans R(n), conservant la statistique
“maj”. Il suffit de donner cette construction lorsque m et n ne different que
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par deux lettres consécutives, disons x et y, autrement dit la construction
d’une bijection

0: R(my,ma,...,Mg, My, ...,my) = R(my,ma,...,my,mg,...,mg).

On s’y prend comme suit : soit w un mot du premier ensemble. On
remplace tous les facteurs yxr de ce mot par une lettre spéciale “~”. Dans
le mot ainsi obtenu, les facteurs mazrimaux contenant les deux lettres x et
y ont la forme x%y® (a > 0, b > 0). On change alors ces facteurs en x°y? et
remplace chaque “~” par yx, pour obtenir le mot w’ du second ensemble.

Par exemple, pour w = 122322233243213, x = 2 et y = 3, on obtient
successivement :

w = 122322233243213
—  122~223~4~13
—  133~233~4~12
—  133322333243212 = v’ ;

Onawe R(2,7,5,1) et w' € R(2,5,7,1).

La bijection cherchée ® est définie, pour tout mot w € R(m) et toute
lettre x, par la composition suivante :

P(wz) = ((Cy) ™" 0 ® 0 Ome,m, 0 C*(w))x .

On vérifie bien que ®(wz) est un réarrangement de wz et que la relation
(A) est satisfaite.

L’exploitation des techniques utilisées dans cette Note sera publiée
ultérieurement.
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