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RESUME. — FOATA et ZEILBERGER ont démontré que la statistique
de Denert “den” associée au nombre d’excédances “exc” était Euler-
mahonienne sur le groupe symétrique. On prolonge ici ce résultat au
cas des mots quelconques (avec répétitions), en construisant explicitement
une transformation sur les classes de réarrangements, ayant la propriété
que la bistatistique “nombre de descentes — indice majeur” du mot
transformé a méme valeur que la bistatistique (exc,den) du mot initial.
Cette nouvelle transformation peut étre vue comme le g-analogue de la
transformation fondamentale donnée par CARTIER et FOATA qui faisait
seulement correspondre nombre d’excédances et nombre de descentes.

ABSTRACT. — FOATA and ZEILBERGER have proved that the Denert
statistic “den” when associated with the exceedance number “exc” was
Euler-mahonian on the symmetric group. This result is extended to the
case of arbitrary words (with repetitions). A fundamental transformation
on the rearrangement classes is explicitly constructed and has the property
that the bistatistic “descent number — major index” of the transformed
word has the same value as the bistatistic (exc,den) of the initial word.
This new transformation can be viewed as the g-analog of the fundamental
transformation given by CARTIER and FOATA that associated the univari-
able exceedance number and descent number statistics in a one-to-one
manner.

1. Introduction

Soient A un alphabet totalement ordonné et A* le monoide libre
engendré par A. Si w = ajas---aq,, est un mot du monoide A*, de
longueur m, on appelle réarrangement de w tout mot v = a,, g, - - A0, ,
ol ¢ est une permutation appartenant a G,,. On note R(w) la classe de
tous les réarrangements du mot w. Enfin, au mot w on fait correspondre
son réarrangement croissant, noté w, encore appelé son redressement, qui
est le plus petit mot de R(w) pour 'ordre lexicographique.

Rappelons que le nombre d’inversions, le nombre de descentes, 1’indice
majeur, et le nombre d’excédances peuvent étre définis, non seulement
pour les permutations, mais aussi pour les mots quelconques. Soient
W = Q10 - Qyy UN Mot et W = z12o - - X, le redressement de w. Ces



statistiques sont définies, classiquement par (cf. [Fol]) :

invw =#{i <j|a > a;},
desw=#{i[1<i<n-—1 o >a;1},
majw:Z{ngign—l, Q> gty

excw=#{i|1<i<n, a; > x;}.

ou le symbole “#” désigne le cardinal d’'un ensemble.

Pour rendre compte des travaux de DENERT [Den] sur le calcul des fonc-
tions zéta attachées aux structures d’ordre de certaines algebres simples,
FoATA et ZEILBERGER ont trouvé une forme explicite pour la statistique
“den” de Denert définie sur les seules permutations, et démontré que la
paire (exc,den) était euler-mahonienne, i.e., avait méme distribution que
la paire (des, maj) sur le groupe symétrique [F-Z]. (Voir encore [Hal, Ha2]
pour deux démonstrations combinatoires.)

Le résultat principal de cet article est de prolonger la définition
de la statistique “den” au cas des mots quelconques et de démontrer
que (exc,den) est euler-mahonienne sur l'ensemble R(w) de tous les
réarrangements d’un mot quelconque w.

Donnons d’abord la définition de cette nouvelle statistique “den” dans
le cas général. Soient w = ajas---a,, un mot et W = x1xs- - x,, son
redressement. Si 1 < ¢ < m, on dit que i est une place d’excédance
ou une place de mon-excédance pour w, suivant que l'on a a; > x;
ou «o; < x;. Soit i < iy < --- < 1 la suite croissante des places
d’excédance et j; < jo < --- < jn—k la suite croissante des places de non-
excédance pour w; on forme alors les sous-mots : Excw = a;, o, - - - oy,
et Nexcw = aj, 0 , - , .. Pour donner la définition de “den,” nous
avons encore besoin d’'une autre statistique “imv” qui désigne le nombre
d’inversions faibles :

imvw =#{i <j| o > a;}

DEerINITION 1.1. — Solent w = qyvg -+ - @y, UN MOt €6 W = T1T9 + - Ty,
le redressement de w, on pose

denw = Z{Z | a; > z;} + imv Excw + inv Nexcw.

7

On notera que dans cette définition on prend les inversions faibles pour
le sous-mot des places d’excédances et les inversions ordinaires pour
le sous-mot des places de non-excédances. Par exemple, pour le mot
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w=231212462656175,onaw=11122234556667. Puis Excw =
324667 et Nexcw =11225615, dou

denw = (1+3+6+7+9+13)+imv(324667) +inv(11225615)
=39+ 245 = 46.

L’objet principal de cet article est de donner, pour tout mot u, la
construction d’une nouvelle transformation fondamentale, c’est-a-dire, la
construction d’une bijection w — w de R(u) sur lui-méme satisfaisant

desw = excw; majw = den w.
La construction d’une telle transformation entraine le théoréme suivant.

THEOREME 1.2. —  Pour tout mot u,les deux paires de statistiques
(des, maj) et (exc,den) sont équidistribuées sur R(u).

Ce théoreme est en fait un g-analogue du résultat de MacManoON (cf.
[MacM], [Fol]) sur I’étude des statistiques “exc” et “maj” et un multi-
analogue du résultat de FOATA-ZEILBERGER [F-Z].

Pour la construction de cette nouvelle transformation, nous avons repris
I’étude de D'algebre des circuits telle qu’elle avait été développée par
CARTIER et FoATA, surtout les techniques de décomposition des bimots
en cycles (voir [Fol], [C-F]). Il faut alors recourir & des transpositions de
bilettres successives, dont la regle de commutation est plus complexe que
dans le cas de la construction de la premiere transformation fondamentale.

En fait, pour ce résultat principal, nous établissons une définition
équivalente de la statistique classique “maj” (voir théoréeme 2.1). Une autre
application de cette nouvelle définition est utilisée dans [Ha3].

2. Statistiques et intervalles cycliques
Soient w = ajas - - - iy, un mot appartenant a A*, de longueur m, et B
un sous-ensemble de A. On note w N B le sous-mot de w formé des seules
lettres de w qui appartiennent & B et |w N B| la longueur de ce sous-mot.
Pour 1 < j < m, le facteur gauche de longueur j — 1 de w est noté :
Factj w=o1ag - -- Oéj_l.
Enfin, pour z,y € A, Uintervalle cyclique |z, y] est défini par
2. 4] {zeA|z<z<y}, sixz <y,
x,y| = .
Y {zeAlz<zouz<y}, siz>y.

Evidemment, avec ces notations, on peut écrire la statistique “inv” sous
la forme

m
invw = Z | Fact; w N Ja;, 00] |,
j=1
et il est remarquable que les deux autres statistiques mahoniennes peuvent

aussi s’écrire sous une forme analogue.
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THEOREME 2.1. — Soientw = a1oig -+ Oy, Un mot et W = T1Tg - Tym
le redressement de w, avec la convention au,11 = 00, on a :

(i) majw = Z | Fact; w N Jaj, aji]| ;
j=1
m
(ii) den w :Z}Factjwﬂ]]aj,xj]]’ .
j=1
La suite (s;j)1<;j<m ol s; = | Fact; wN]ay, aj11]| (resp. s; = | Fact; wn
lay, xj]]}, resp. s; = } Fact; wN]a;, oo] ’) est appelée aussi maj-codage (resp.

den-codage, resp. inv-codage). On peut remarquer que le “inv-codage” ainsi
défini n’est autre que le codage classique de Lehmer pour les mots.

En reprenant l'exemple w = 31212462656175 de la premiere
section, on a a4 = 5, x14 = 7, et

sia = |Factiqwn]5,7]| =[3121246265617N{6,7}| = [6667| = 4.

De la méme fagon, en calculant tous les s; pour 1 < j < 14, on obtient
le den-codage de ce mot, a savoir (0,0,2,1,0,4,5,2,7,0,0,9,12,4). La
somme de tous ses éléments est exactement den w = 46. D’autre part, pour
w=31126422665175, le maj-codage est le vecteur (0,0,0,1,4,4,0,3,
0,7, 5,9,9,4). On peut vérifier que la somme de tous ses éléments est
majw = 46.

La seconde partie du théoreme a été démontrée, dans le cas des
permutations, par FOATA et ZEILBERGER (cf. [F-Z], voir aussi [Cla]), et
la premiere partie semble nouvelle.

DEMONSTRATION. — Pour la partie (i), posons w' = ajag -« 1.
On note (s;)1<j<m €t (59)1§j<m_1 les maj-codages de w et de w’ respec-
tivement, il est clair qu’on a s; = 53 pour tout 5 < m — 1. Ainsi, par
récurrence sur la longueur des mots, il suffit de montrer que

Sm + Sm_1— 8, 1 =majw — majw = 0 5L Qm—1 < O,
meneme m—1 m—1, Sl o1 > .

Ceci est satisfait d’apres la définition de s;.

Pour la seconde partie du théoreme, on définit la standardisation qui
est un morphisme w — o = o109 - -0, défini sur R(w), a valeurs dans
S, et qui satisfait les conditions suivantes :

(1) Si z,y € [m] sont deux places quelconques, alors o, > a, =
Op > Oy



(2) Si x est une place excédante et y une place non-excédante, ou si
x <y sont deux places excédantes, alors o, = ay = 0, > 0y ;

(3) Si < y sont deux places non-excédantes, alors o, = o, =
Oz < Oy.

On peut vérifier que la standardisation conserve la statistique “den”
(mais pas le den-codage!), et le probleme général se ramene au cas des
permutations. []

D’apres ce théoreme, on note que les deux statistiques “maj” et
“den” sont tres semblables. La seule différence est que “maj” se calcule
horizontalement et “den” werticalement.

3. Mots, bimots et produit contextuel

On sait que, pour tout mot, il existe un seul redressement. Classique-
ment, ce redressement peut étre obtenu par une suite de transpositions sur
le mot original. Si, en effet, w = ajas - - - a,, est un mot de longueur m,
on définit, pour tout r = 1,...,m— 1, la transposition T,. : R(w) — R(w),
comme étant la transformation envoyant le mot w sur le mot

Tr(w) =1« . Qp 1 Qe 10 Qg g« . Q.

Soit [ le nombre d’inversions de w. La suite r = ryro...1; € {1,2,...,m—
1}* est appelée route de w, si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) T7"1 T7“2 e TTL (w> = w,
(ii) Son retournement 771 ... 771 est le plus petit mot possible pour
I’ordre lexicographique.
On pose alors Ty, = T, T, - - - T},,. Comme Ty.(w) = W, cette composition
des transpositions 7T} est appelée aussi redressement.

Désignons par M (A) le monoide libre engendré par le produit cartésien
A x A. Les éléments w = (') € M(A), ou u et w sont deux mots de
méme longueur, sont appelés bimots. Le mot u (resp. w) est dit premier
(resp. second) mot de w. Un bimot de longueur 1 est appelé bilettre. Pour
étendre aux bimots du monoide M (A) les opérations précédentes comme
la transposition, le redressement, ... , on introduit une notion de voisinage

entre lettres comme décrit dans la définition suivante.

DerINITION 3.1 . —  Soient z,y,a, 3 € A. Les deux éléments x et y
divisent l’ensemble A en deux “segments” cycliques U = Jy,z] et V le
complément de U. On dit que « et 8 sont voisins relativement a (x,y),
s’ils appartiennent au méme segment U ou V' ; et qu’ils sont en face sinon.

En considérant tous les ordres mutuels possibles des grandeurs x, y, «
et 3, on vérifie sans difficulté les deux lemmes suivants.
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LEMME 3.2. —  En conservant les notations précédentes, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) a et B sont voisins relativement a (x,y) ;

(i) |a Ny, =]| = [8 N ]y, ]

(iii) « et B sont voisins relativement a (y,x) ;

(iv) [en]B.yl| = [an]B,2]

(v) Ja, 2] W]B,y] = Ja, y] W8, x] ; ot Uopération W est 'union pour
les multi-ensembles. Par exemple, {1,1,2} w{2,3} = {1,1,2,2,3}.

)

)

LEMME 3.3. —  En conservant les notations précédentes, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) a et B sont en face relativement a (x,y) ;
(ii) laN]y,2]| =1~ |80y, 2] ;
(iii) « et B sont en face relativement a (y,x) ;

(iv) e n18.9]| = [8 N Ja, |-

Les propriétés décrites dans ces lemmes seront utilisées dans la section 5
pour calculer les statistiques “exc” et “den”.

L’extension de la notion de transposition pour les bimots se fait comme
suit.

DEFINITION 3.4 . — Soit (3 %) € A* un bimot de longueur 2, ou encore
une suite de deux bilettres. La transposition contextuelle de ces bilettres
est définie par

(¥
(3

Par exemple, pour A = [8], x = 6 et y = 4, on a U = {5,6} et
V= {7,8,1,2,3,4}, dot T(i5) = (i§) et T(3) = (i 5).

T Y 5), siaet B sont voisins relativement & (z,y);
a B x
(0%

), siaet 8 sont en face relativement a (z,y).

Soient W = () = (arazar) un bimot de M(A) de longueur m et r un

entier (1 < r < m —1). Si on applique la transposition contextuelle aux
r et (r 4 1)-iemes bilettres (57) et (a/1}) de w, on obtient un bimot que
I’on notera T,.(w). On remarquera que le premier mot de T).(w) = T}-(y)
est égal a T} (u).

Le lemme suivant est une conséquence des lemmes 3.2(i), (iii) et 3.3(i),
(iii) et est donné sans démonstration.

LEMME 3.5. —  La transposition contextuelle est involutive.

Désignons par M (A) le sous-ensemble de M (A) formé par les bimots
dont le premier mot est croissant. Si r = ryry---r; est la route de u, le
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bimot W = Ty (w) = T}, Ty, - - - Tr., (W) € M(A) est appelé redressement du
bimot w. En d’autres termes, le redressement d’'un bimot peut s’obtenir
en réarrangeant le premier mot en ordre croissant suivant sa route,
et simultanément, en changeant le second mot par les transpositions
contextuelles. Donnons un exemple complet.

Soit w = (%j%%‘éi%g) On obtient W = (é}%éiéég) par les calculs suivants :

11234226

w = [ en face, transposer |
31126422

. (11232426 o

— [ voisin, inchanger |
31124622

7 (11223426 o

— [ voisin, inchanger |
311246 22

r, (11223246 o

— [ voisin, inchanger |
31124622

T5<11222346> _

— = W.
311246 22

La transposition contextuelle permet d’introduire sur le monoide des
bimots un nouveau produit w ® u distinct du produit de juxtaposition
habituel, qu’on notera ici w x u. Cette multiplication contextuelle ® est
définie par

M(A) x M(A) —2 M(A)
(w,u) —— WOu=WwXu

Soient w € M(A) et u,v € M(A); on a évidemment w ® (u x v) =
WOUOV =W X U X V, 00 wOuev = (wOu)©v. D’apres cette propriété,
on peut considérer que le redressement du bimot w = (Fiaza") est en

fait le produit contextuel des bilettres :

w= (ol e o)

La simplification est toujours une propriété fondamentale pour les
“bonnes” multiplications, comme le produit de juxtaposition habituel ou
la multiplication des circuits introduite par CARTIER et FoaTa [Fol]. La
multiplication contextuelle a elle aussi cette propriété, comme démontré
dans le théoreme suivant.



THEOREME 3.6 (SIMPLIFICATION). —  Dans tout ce théoréme, w,

w1, W, ... sont des éléments de M(A); w, u, v, w', wy, ... des mots
et x,y, a, B, &', x1, ... des lettres. On a les propriétés d’équivalence
sutvantes :

0 () (2= ()= (1) = ()~ (5) as-r
(ii)W@(%) :W’®(5,> —w=wef=0;
(iii)W@(ﬁ)IW’@(S,) S w=w,v="1 et |ul=v|.

Démonstration. — Les parties “<=" sont évidentes; et on démontre
donc les parties “=".

(i) On a immédiatement x = z’. On vérifie donc cette propriété en
distinguant les trois cas : z <y, x > y avec a et [ voisins relativement a
(z,y), et >y avec « et § en face.

(ii) D’abord, par (i), la relation est juste si [w| = 1. Pour le cas général,
soient w = wy x (4) et w' = w/ x (), on pose

()5 =(aa) o (o)ols)=(u5)

D’apres la définition de la multiplication contextuelle, on a
Yy _ T Yy _ T Y1
wo (4)=we (D)o (4) = (we(2) < (5)

Par le méme calcul pour w’ ® (g, ), on obtient :

1 Y1\ _ / T2 Y2 \.
(e (2) < (5) = (wio () % (%):
on en déduit y; = y2, 1 = z2, B1 = [ et

T T
Wl@(ai) :W/1®<ozz>'

D’ou la propriété par récurrence sur la longueur de w.

(iii) D’abord, par (ii), la relation est juste si |u| = 1. Dans le cas général,

)« (=)< ()
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onawa® (y) = (W © (Iﬁ)) ® (¥%). Par le méme calcul pour w’ ® (,), on

trouve <W@(§j;))®(i>:(“”@@))@(%)‘

D’apres (ii), on a o = [ et

W®<u1) :W/@(u,l>.
Ul Ul

D’ot1 la propriété par récurrence sur la longueur de u. []

COROLLAIRE 3.7 (BIJECTIVITE DE REDRESSEMENT). —  Notons
M™(A) lensemble des bimots dont le premier mot est égal a w, alors
la restriction du redressement a M™(A) est bijective. Autrement dit, si
w,u et v sont trois mots de méme longueur, on a :

4. Une transformation pour les mots quelconques

Nous avons désormais tous les ingrédients nous permettant de donner la
construction de la transformation fondamentale, qui nous sert a démontrer
le théoreme 1.2. Cette construction est tout a fait analogue a la construc-
tion de la premiere transformation fondamentale établie dans [Fol]. La
nouvelle idée est qu’a la place de la transposition ordinaire, on utilise la
transposition contextuelle.

Rappelons qu'une permutation peut se décomposer en un produit de
cycles disjoints. On généralise cette décomposition au cas des bimots.

Un bimot () € M(A) est appelé circuit, si u est un réarrangement
de w. L’ensemble des circuits est noté C(A) et on écrit : C(A) =
C(A)NM(A). En particulier, un circuit () = (51a2:a7) est appelé cycle,
si u est le cyclage du mot w; autrement dit, si z,, = a1 et x; = ;41 pour
tout 2 < m — 1.

Soient w un mot et () un cycle; on note prew = pre(, ) = Ty = a1
la premiere lettre du mot w; on dit que le mot w ou le cycle () est
dominant, si prew est la seule plus grande lettre du mot w, c’est-a-dire,
si prew > w; pour i > 2. Par exemple, le bimot (y) = (%H%géig) est un

cycle dominant. On a le théoreme de factorisation suivant :

THEOREME 4.1 (FACTORISATION). — Tout élément w € C(A) admet
une factorisation unique de la forme

[F1] w=0ou ouo---ou,
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ou les u* sont des cycles dominants avec la condition

pre(u') < pre(u?) < --- < pre(u”).

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de démontrer que, pour tout
w € C(A), il existe exactement une factorisation de la forme w = w’ ® u,
ot w € C(A) et u un cycle dominant telle que preu est la plus grande
lettre de w (faiblement). L’existence de cette factorisation est assurée par
I’algorithme suivant :

Algorithme 4.2 [Factorisation contextuelle w = w’ © u

entrer w =

) o),

a1 - Q

(
sortir w' = ( xlxg ; 'x;f_l ) c C(A);
u=

- Qg

Yrlfr=1--- 42 ) un cycle dominant
BrBr—1... 5201
wii=w; k:=m; r:=1;
repeat
Yr _xZ;; 67" _a;(;7
.’13/
w’ := enlever la derniere bilettre ( f ) aw;
897
if 3, = x,, then exit; /* xm est la lettre mazimale dans w. */
1:=k;
repeat
1:=1i—1; /*aller chercher (3, dans le premier mot de w' */
until 2} = 5, ; /*Cela se termine toujours!*/

ifi<k—1thenw =T, 5Ty 35---T;(W');
ki=k—1, r:=r+1,;
until false

Pour I'unicité, supposons qu’il y a deux décompositions contextuelles
de la forme : w = w/ ©® u = wj ® u; avec

[ T1X2 X1y ) _ ( Y1y2 - Ys—1Ys )
u= et u; = .
(061042"'04l—104z ! 5152"'55—155

Puisque preu = pre(uy), on a x; = ys = 1 = ay. Par le théoréeme de
simplification, on a oy = B5. D'ou x;_1 = ys_1. [térativement, on a enfin
u = u;. Enfin, comme la multiplication contextuelle est simplifiable, on
trouve w' = wi. []
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Par exemple, associons aumot w =31212462656175 le circuit (g),
comme indiqué ci-dessous. L’algorithme de décomposition contextuelle
donne successivement :

w 31212462656175

[ i =10, aller chercher 5 dans le premier mot de w' |
[ faire T12T11T10(W/> ]

(@)_(11122234556667)

M<11122234565667)
312124626605 175
T11<11122234566567)
1
31212462665 17H5
&(11122234566657)
31212462665175
[k=13, r=2, fo =7 =1x,, ,exit |
_<111222345666)®(57)
312124626651 75
[ continuer! |
<112223466) (516) (57)
= © ©
311246226 6 51 75
<11222346) <6) <516) (57)
= O] O] O]
31124622 6 6 51 75
<1123> (4226) <6) <516) <5 7)
= O] © O] O]
3112 6422 6 6 51 75

La transformation w +— w est définie comme suit : & tout mot w € A*,

on associe d’abord le circuit (1) de C(A); puis, par le théoréme 4.1, on
lui fait correspondre sa factorisation unique de la forme [F1]

(w) =foutouvioe. --ou.
w

Alors w est défini comme le second mot du produit de juxtaposition
ul xu? x...xu".

THEOREME 4.2. —  L’application w — w définie sur A* est bijective
et envoie chaque classe de réarrangements sur elle-méme.
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Démonstration. — On donne l'inverse de cette application w +— w.
D’abord, il est bien connu que tout mot admet une factorisation unique
de la forme
[F2] W=u'xu®x--xu",

ol les u® sont des mots dominants avec la condition
pre(u') < pre(u?) < --- < pre(u”) .

(¢f. [Fol], lemme 10.2.1.)

A chaque mot dominant v = x5 - - - Ty, (21 > T2, -+, X,y,) On associe le

cycle dominant s(v) = (72227, ™ +1). Le mot w est alors le second mot

(en bas) du produit contextuel
bosu)os@?)o---os@). [
Par exemple, pour w = 31212462656175, on obtient, d’apres la
section précédente w =31126422665175.
Inversement, on peut factoriser le mot w par [F2]
w=3112x6422x6x%x651x%x75,
puis former les cycles dominants et calculer le produit contextuel suivant :
1123 4226 6 516 57
o ® ® ® ®
3112 6 42 2 6 6 51 75
_(11122234556667)
- \31212462656175)°

Le second mot est bien le mot w.

5. Calculs statistiques sur les mots

La transformation w — w ayant été construite, il reste encore, pour
démontrer le théoreme 1.2, a vérifier qu’elle envoie bien la paire de
statistiques (des, maj) sur la paire (exc, den). Comme enfin la construction
est faite a ’aide du monoide des circuits, il importe de voir comment ces
statistiques s’interpretent en termes de circuits.

DEFINITION 5.1. — Soit (1) = (a1azar) € C(A); on pose

u
w

exe( ) =i 1< i <m, oi > aih
w

m
u
et den<w> :;}Factjwﬂ]]aj,xj]”.

Cette définition est cohérente avec la version pour les mots. En effet, si w
est un mot et w son redressement, alors, on a (exc, den)w = (exc, den)(%).
Le lemme suivant est une conséquence essentielle de la transposition
contextuelle.
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LEMME 5.2. —  La statistique (exc,den) est invariante par la trans-
position contextuelle. Autrement dit, soient w € C(A), r € [m — 1] et
u="T.(w), alors :

(exc,den)w = (exc, den)u.

Démonstration. — Solent w = () = (arazar) €t u = (Zl,) =

2! T Y\ _ [Ty Tyl , . .
(aiaz~~-aﬁ)' Posons (4 3) = (a7 arf}). On démontre ce lemme en distin-

guant deux cas suivant que a et 8 sont voisins ou en face :

e Supposons « et [ voisins relativement a (z,y). Alors x, = y et
x,,, = x; de plus, les seconds mots de w et u sont identiques. Alors,
lidentité y(a > z) + x(8 > y) = x(a > y) + x(8 > z) est toujours
satisfaite. Comme les autres places d’excédances n’ont pas changées, ceci
démontre la partie “exc”.

Rappelons que denw = E;n:l s; avec s; = ‘Factjw N ]]aj,xj]]‘ et
denu = E;n:l t; avec t; = |Fact;w’' N ]]ag,xg]]‘ On a immédiatement

sj = t; pour j # r et r+1. Ainsi, pour la partie “den”, il suffit de montrer
que Sy + Sp41 =t +t,11. D’apres le lemme 3.2, on a les calculs suivants :

sr + 11 = | Fact, (w) N o, 2] | + | Fact,41 (w) N]8, y]|
— | Fact, (w) N Ja, 2]| + | Fact, (w) N 18, 41| + | N 18, 4]
= | Fact, (w') N Ja,y]| + | Fact, (w') N18,2]| + |a N[5, ]|
= | Fact, (w") N ], y]| + | Fact, 11 (w") N]B,2]|
=1tr +try1.

o Supposons « et (3 en face relativement & (z,y). Dans ce cas, T(; §) =

(g o) et la partie “exc” est triviale. Pour la partie “den”, avec la méme

méthode, les calculs suivants fournissent la démonstration complete :
sr + sp41 = | Fact, (w) N Ja, 2] | + | Fact, 41 (w) N]8, y]|
= ‘ Fact,.(w") N ]]a,x]]‘ + ‘ Fact,.(w") N Hﬁ,y]]‘ + ‘oz N ]]5,3;]]‘
= | Fact, (w") N]B8,y]| + | Fact,(w') N]e, z]| + |8 N ]a, 2]|
=tr+trr1. [

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de ce lemme.

COROLLAIRE 5.3. —  Pour tout w € C(A) et u € C(A), on a :
(i) (exc,den)u = (exc,den)u
(ii) (exc,den)(w x u) = (exc,den)(w ®u). []

Etablissons la relation entre (exc, den) et (des, maj) dans le cas
particulier des cycles dominants. Par convention, pour w = (') € C(A),
on pose (des, maj)w = (des, maj)w.
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LEMME 5.4. —  Soit w un cycle dominant. Alors :

(des, maj)w = (exc,den)w.

Démonstration. — Soit W = () = (aias--an)- Puisque () est un

cycle, on a, d’apres la définition 5.1,

exc(u) =#{i|1<i<m, a; > z;}
w

=#{|1<i<m-—1,a; > a1} + x(m > T = 1)
=desw;

et d’apres le théoreme 2.1,

U m
d ( ): Fact; w N ],
en( ]:Zl‘ act; w N Joy, 2]

m—1
= Z |[Fact; w N Joy, ]| + [Fact; w N Jam, aq]
j=1

=majw (car w est dominant). N

LEMME 5.5. — Soientw € C(A) etw=00ul0ou?e---ou’, la
décomposition contextuelle de la forme [F1]. Alors :

(des, maj)(u' x u? x --- x u”) = (exc,den)(u' x u® x --- x u").

1 2

Démonstration. — Notons w?/ = u! x u?2 x --- x w/ pour j < r. On

calcule successivement :

desw” = desw” ! + desu”
majw’ =majw’ ' +maju” + k desu”
excw” = excw ! +excu”

denw” =denw ! +denu” + k excu”

1‘. Les trois premieres égalités sont simples a vérifier.

ou k = ‘WT_

D’autre part, si (aiaz-ar) est un cycle dominant, on peut vérifier que
Jar,z1] W Jag,z2] W -+ W Jou,, o] est le multi-ensemble qui contient
exactement les lettres 1,2,---,m, chaque lettre ayant la multiplicité
exc(aioz-ar), ce qui implique la derniére égalité. On obtient le résultat

désiré par récurrence, en faisant usage du lemme précédent. []

Le théoreme suivant vient compléter le résultat du théoreme 1.2.

THEOREME 5.6. —  La transformation définie dans la section 4 envoie
la statistique (exc,den) sur la statistique (des, maj).
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Démonstration. — Soient w € A* et w l'image de w par cette
transformation. D’apres la définition 5.1, le théoreme 4.1, le corollaire 5.3
et le lemme précédent, on a successivement :

exc, den ( )

( )

(exc,den)(POu' ®@u?*®---©u")
(exc,den)(u' x u? x --- x u")
( j)(u'

( i)(

(exc,den)(w)

u! xu? x - xu")

w). [

des, maj

des, maj

En reprenant ’exemple donné dans la section précédente, avec w =
31212462656175 et w = 31126422665175, on vérifie bien que
denw = majw = 46.
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