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Abstract : The traditional basic calculus on permutation statistic dis-
tributions is extended to the case of signed permutations. This provides
with a combinatorial interpretation of the basic Bessel functions and their
finite analogues.

Résumé : Le calcul basique classique sur les distributions des statistiques
des permutations est prolongé au cas des permutations signées. Ce calcul
permet ainsi de donner une interprétation combinatoire aux fonctions
basiques de Bessel et a leurs analogues finis.
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1. Introduction

Dans notre premier article sur le calcul basique des permutations signées
[FoHa96], nous avons fait une étude combinatoire du développement en
série en bases Q et q de la fraction

1-1J((1-H)X;Q,q)
—t+J((1-0)X;Q q)J(1-1Y;Q,q)

(1.1)

1
-2 (Q; Q)n(as @) "ol 5:5Q, )

n>0

Dans cette formule, nous utilisons les notations usuelles [An76, GaRa90)]
sur les g-factorielles montantes

' (1, sin=0;
(a;q)n = (1—-a)(1—aq)...(1—ag" 1), sin>1;

(CL; q)oo - hmn(a; q)n = H(l — aq”) ;

puis, étant donnés deux entiers positifs L et [ et étant données les suites
de variables Q = (Qh Q27 AR QL)? q= (q17 qz,. .., ql)7 nous poso1s
Q(s) = Q@ . ,Q(LZ),
(QQ)n = (Q1;Q1)n - (QrL; QL)n,
(6 a)n = (q1,91)n - - - (@3 @)n-

La fonction de Bessel basique est alors définie par

Q®) 1
Q. Q) (@D

n

(1.2) J(w;Q.q) =Y (-1)"

n>0

Le but principal de notre premier article était de montrer que le coefficient
W, (X,Y,t,Q,q) était le polynéme générateur d’objets combinatoires, a
savoir les multipermutations signées (X, g, ) par une suite de statistiques
notée

(1.3) (ddes, inv, coinv)
adaptée aux permutations signées, prolongeant, de facon naturelle, les
résultats classiques sur les permutations ordinaires. Nous avons regroupé,

dans le paragraphe 5, les définitions de ces statistiques.
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Le but de ce second article est d’abord de faire une étude combinatoire
systématique de ce que nous appelons les analogues finis des fonctions
de Bessel basiques J E(u, Q, q). Leur définition est donnée dans le para-
graphe 2; il faut noter qu’en plus des suites de bases Q et q, ces fonctions
dépendent de deux suites de parametres K et k. Celles-ci ont déja été in-
troduites dans larticle de Fedou et Rawlings [FeRa94] Pour ne pas alourdir
les notations dans cette introduction, nous supposons d’abord que Q, q,
P, p sont de simples bases @, g, P, p, d’autre part, que les parametres
venant en exposant et en indice dans ces fonctions de Bessel sont des en-
tiers positifs : K, k, M, m. Le second but du présent article est d’étudier
I'extension du développement (1.1) sous la forme :

KoM _k_m 1_t)JK((1_t)X§P7p)
(1.4) Z RESMyk g " k

(
—t+ I (1 =) X; Pp) IM((1 - )Y;Q,q)

K,M,k,m "
1 1 1 1
_ XYPW, 5.
QZ%ZO (B; P)at1 (55Q)p+1 (T3p)at1 (859)p+1 ’

Nous montrerons (Théoreme 8.1) que le coefficient W, g est le polynéme
générateur des multipermutations signées d’ordre (o, 8) (a4 = n), dites
compatibles, par une suite de statistiques

(1.5) (ddes, ides,,ides,, imaj,, imaj,, icodes,, icodes,, icomaj,, icomaj, ).

Le troisieme but de Darticle sera de montrer que l'identité (1.4) se
spécialise en (1.1) en donnant une nouwwvelle interprétation combinatoire
au polynome W, (X,Y,t,Q,q), qui apparaitra alors comme la fonction
génératrice des multipermutations signées par une autre suite de statis-
tiques que la suite (1.3), & savoir

(1.6) (ddes, imaj, icomaj),

ol “imaj” et “icomaj” sont des statistiques sur les permutations signées,
se réduisant aux statistiques du méme nom connues pour les permutations
ordinaires.

Pour retrouver le résultat de notre article précédent et donc montrer
que le polynéme W, (X,Y,t,Q, q) est la fonction génératrice de ces mul-
tipermutations signées par la suite (1.3) au lieu de la suite (1.6), nous
construirons une bijection de ’ensemble des multipermutations signées
d’ordre n sur lui-méme, qui enverra le vecteur (1.3) sur le vecteur (1.6).

L’organisation de I’article est la suivante. Le prochain paragraphe est
consacré a l’étude des fonctions de Bessel. On y introduit notamment
les analogues finis ef(u) et Ef (u) des fonctions g-exponentielles et Q-
exponentielles. En prenant le produit d’Hadamard de telles fonctions, on
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peut définir les analogues finis des fonctions de Bessel a plusieurs bases,
en toute généralité.

Dans les paragraphes 3 et 4, nous montrons que la fraction apparaissant
dans le membre de gauche de (1.4) est 'image homomorphe de la fonction
génératrice de tous les multi-mots signés par une certaine statistique
appelée “rise.” Le paragraphe 5 est consacré a la description de toutes
les statistiques utilisées. Nous donnons ensuite dans les paragraphes 6
et 7, les correspondances entre mots signés et permutations signées,
permettant dans le paragraphe 8 de calculer la fonction génératrice des
multipermutations signées par la statistique (1.5) dont les composantes
auront été précisées. Nous terminons l'article par un paragraphe 9, qui
fait apparaitre des spécialisations utiles et par un paragraphe 10 qui donne
une nouvelle démonstration du résultat principal de notre premier article.

Pour la commodité du lecteur, nous avons construit une table de
plusieurs spécialisations du Théoreme 8.1, qui nous semblent les plus
intéressantes. Cette table est accessible sur le réseau WWW [FoHa96a].
On y retrouve, notamment, les résultats antérieurs dis a Carlitz, Stanley,
Fedou et Rawlings. ..

2. Les fonctions de Bessel a plusieurs bases

D’abord rappelons (voir, e.g., [An76, GaRa90]) le célebre théoreme g-
binomial

" (0 Q)

Y

3 (@ @) =
= (GOn  (49)x
ainsi que les développements des deux g-exponentielles
u” 1

elu) = ey(u) = ) s =

S (@GDn (ud)e

(g>un
E(u) = Fo(u)= 3 (%;—Q)n (0 Q)ue

enfin, la notation pour le coefficient g-binomial

mq N (q;q)f;(z;)g)n—k'

Les g-factorielles montantes et les coefficients g-binomiaux s’interpre-
tent en termes de comptage de mot croissants. Les formules suivantes sont
classiques et sont des conséquences faciles du théoreme g-binomial. Les
symboles b et B ci-dessous représentent des suites croissantes by < by <
- < b, et strictement croissantes B1 < By < --- < B,, d’entiers positifs,
respectivement. On pose ||b|| = b1 +ba+- - -+b, et ||B|| = B1+Ba+- - -+B,,.
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Dans la mesure du possible, les lettres minuscules se rapportent aux suites
croissantes (au sens large), les lettres majuscules aux suites strictement
croissantes. Les formules suivantes

(2.1) {” :l‘ k} - 3 4l

0<b1 <+ <bp <k+1

(2.2) o) [K + 1} - 3 QIBl

n
0<B;1<---<B,<K+1
sont vraies pour tout entier £ > 0 et tout entier K > 0. Comme on a

(2.3) ( .1 — Z quH,

0<by <--<by,

(2.4) ﬂ: R

0<Bi<--<B,

on posera
(25) [" J;OO} . (q;lq)n’

de sorte que (2.1) et (2.2) sont vraies pour k et K finis ou non.
Notons ef(u) et E§ (u) les fonctions génératrices ordinaires de (2.1) et
(2.2), soit

L B n+kl 4 5
(2.7) eq(u) = HZN) [ - Lu , encore égal & O
| K+10
(2.8) Eg(u) - Z Q(2> [ n L?u '
n>0

On retrouve, en particulier, les deux g-exponentielles

6Q(u> = 620 ('LL) = . un7
n%% (4 @)n
)
Eolu = £510) = 32 5w

n>0

Notons tout de suite, qu’a cause de (2.1) et (2.2), les fonctions ef(u) et
Eg (u) s’expriment comme des fonctions génératrices de suites croissantes
et de suites croissantes au sens strict.



Pour définir les fonctions de Bessel a plusieurs bases et en toute
généralité, convenons des notations suivantes : L, [ sont des entiers positifs;
les Q;, qi, P;, p; des bases quelconques (des variables); K;, k;, M;, m; des
entiers positifs. L’indice i varie de 1 & L (resp. de 1 a 1) lorsqu’il se réfere a
des lettres majuscules (resp. minuscules). On utilisera aussi les notations
vectorielles

Q= (Q1,Q2,...,QL), a=(q1,92,--- )
P=(P,P,...,P), P = (p1,p2,---,D1),
K= (K,Ks,...,Kyp), k = (k1, ko, ..., k),
M = (M, Ms,...,Mp), m = (mqy, ma,...,my),

écrivant seulement @, q, P, p, K, k, M et m, lorsque L =1 =1.
Utilisant la notation “H” pour le produit d’Hadamard de deux séries, a

savoir
(Z anun) H(Z 6nun) = Z(O‘nﬁr)una
n>0 n>0 n>0
on définit la fonction de Bessel a plusieurs bases par

(29) I Q.a) = (Y (~w)") uEE () HES (w)n- -
n=0 He';i (u) Heé’j (u)H---

On peut imaginer d’autres récritures pour cette fonction de Bessel, si, en
plus des notations vectorielles apparaissant dans I'introduction, on utilise
aussi les notations suivantes :

{n + k] {n + k‘l} {n + ]{?2:|
n q q1 q2
{ 1] Q { 1 1] Q { 2 1] Q
n n ) n ,
On a, en effet,

" K+1 n+k|l
(210) JE(wQ.a) =Y (-1)"Ql: >{ } [ } u.
n n
n>0 Q q
La fonction de Bessel dont tous les parametres sont infinis vaut

Q(g) 1
J(w;Q,a) =JX(w;Q,q) = ) (—1)" ur,
! ? ;0 (Q, Q)n (q;q)n

et,si L=1=1,

()
305 Q,q) = IZ(w; Quq) = 3 (—1)" -2 L




Cette fonction de Bessel a plusieurs bases ayant été définie, en (2.9) ou
en (2.10), nous nous proposons de développer en série la fraction appa-
raissant dans le membre de gauche de (1.4), récrite avec les parametres
K, k, M, m, p, q, a savoir

ok (1—1)IE((1-t)X;P,p)
(211)  F=F(m) = —t+ JK((1— t))é{; P,p)IM((1-4)Y;Q,q)

et de la faire apparaitre comme fonction génératrice, d’abord sur des mul-
timots signés, ensuite sur des multipermutations signées. Il faut remar-
quer que la fraction rationnelle ci-dessus fait intervenir deux fonctions de
Bessel, & savoir JE(u; P, p) et IM(u; Q, q). Notons encore plusieurs cas
particuliers.

Si L=1=1, alors

K,M (1—t)JkK((1_t>X;P,p)
F:F(k;’ ): K )
et IR (1 =) X5 Pop) IM((1-1)Y5Q,q)
si, de plus, K, k, M et m sont infinis,
(1-)J((Q-t)X; P p)

PPz -

00,00

3. Une image homomorphe de multimots signés

Reprenons les notations du paragraphe précédent pour L, [, Q, P, K,
M, q, p, k, m. En particulier, les entiers positifs L et [ sont fixés une fois
pour toutes et supposés non tous les deux nuls. Un multimot est défini
comme une suite w = (By,...,Br,b1,...,b),oules B; (1 <i <L) et les
b; (1 <i<1) sont des mots de méme longueur. Cette longueur commune
est la longueur ¢(w) du multimot. Un multimot signé est un couple (w,¢),
ol w est un multimot et ou € est un mot-zy, c’est-a-dire un mot en les
lettres x et y, tous deux de méme longueur. Tout multimot signé (w,¢)
peut étre visualisé comme une matrice (L +1+ 1) x n ({(w) =n)

(w,e) = w® o w® o ™)
By Bi(1) ... Bi(i) ... Bi(n)

B. |Bi(1) ... Bu(i) ... Bi(n)

b | b(1) b(i) ... bi(n)
€ e(1) (i) . g(n)
Fig. 1



ou les mots By, ... , Br, b1, ... , b, € forment les (L + 1+ 1) lignes de la
matrice. Si on note w™, w®, ..., w™ les colonnes de cette matrice, le
mot signé (w,e) peut encore étre vu comme le mot wMw® .. w™ ou
chaque lettre est un vecteur-colonne a (L + [ + 1) composantes.

On note MMS l’ensemble de tous les multimots signés. Maintenant, si
K, M, k, m sont quatre suites fixées d’entiers (cf. § 2), on note MMS(IE’IIXI)

le sous-ensemble des multimots signés (w,e) = (By,...,Br,b1,...,b;,¢)
dont les coefficients entiers sont ainsi majorés :
(3.1) lorsque £(i) = x, alors By(i) < K1, ... , Bp(i) < Kp;

b1(i) < ki, ..., bi(i) < Ky
(3.2) lorsque (i) =y, alors By(i) < My, ... , Bp(i) < Mp;

bi(i) <may, ..., bi(i) <my.

Lorsque € ne contient que des lettres égales a x (resp. a y), on dit que

le multimot signé (w,e) = (By,...,Br,b1,...,b;,¢€) est croissant, si les
mots By, ... , By sont strictement croissants et les mots by, ... , b; sont

croissants au sens large. On note MMSCy+ (resp. MMSCy-) l'ensemble des
multimots signés croissants (w,e) tels que € ne contient que des lettres
égales a x (resp. & y). Enfin, MMSCy-,+ désigne I’ensemble des produits de
juxtaposition (w,e)(w’,e’), ot (wW,e) € MMSCy+ et (W, €’) € MMSCy«.

De méme, la suite (K,M,k,m) étant donnée, on désigne par
MMSCj+ (Ilf) (resp. MMSCy~ (l\rﬁ)) le sous-ensemble de MMSC,« (resp. de
MMSC,-) des multimots signés (w,e) satisfaisant (3.1) (resp. satisfaisant
(3.2)). Enfin, on pose MMSCgx (Ili’ﬁf) = MMSCygxy+ M MMS (Ilirl\f)

Soient b = b(1)b(2)...b(n) un mot dont les lettres b(7) sont des entiers
positifs et € = £(1)e(2)...e(n) un mot-ry de méme longueur n. On note
be|z (resp. bg|y) le sous-mot de b restreint aux seules lettres b(i) dont la
lettre correspondante £(i) est égale a x (resp. a y). Deux bases p et ¢ étant
données, on pose

(33) o(b.:p.) = plel gl
Maintenant la suite de bases (Q, P, q, p) étant donnée (cf. § 2) et utilisant
toujours les notations ci-dessus, on peut associer a tout multimot signé
(w,€) le monome défini par
(34) @(W, 5) = @(W, €, P7 Q7 P, q) = 90(317 €; P17 Ql) ce SO(BL7 & pL7 QL)
(b1, &5p1,q1) - (b, &5 pr, ) X R Y W),

D’apres (2.1), (2.2) et (2.10), on voit alors que la fonction de Bessel
J E(X ;P,p) s’exprime comme une image homomorphe de multimots
signés, a savoir :

IKX:Pp) = (-1)'™Md(w,e)  ((w,e) € MMSC,- (})).

(w,e)



La prochaine étape est de faire entrer cette expression dans la fraction
rationnelle F' de (2.11). D’abord,

TR((1-)X;Pp)= > (t—1)™d(w,e) ((w,e) € MMSC,- (}));

(w,e)

In(1=0)Y:Qa) = > (t=1)™(w,e) ((w,e) € mmscy. (V).

(w,e)

Pour simplifier les notations notons ces deux fonctions de Bessel, respec-
tivement, J(X) et J(Y). Leur produit est égal a

IX)IV) =D (t—1)™d(w,e)  ((w,€) € MMSCyry= (F)-

k,m
(w,e)

De la, notant “e” le multimot signé de longueur 0,

-t 1t
—t+JX)JIY)  —t+ Y (t— 1D d(w,e)
(w,e)
-(1- > (t—1)f<VV>—1<1>(w,e>)_1

(w.e) e
Ainsi F (o) = @(G (o)) ot
(35) G(EM) = (1= 3 (-1 (W,e))_l( > =)™ (w',2)),

(w,e) (w’,e”)

et
(w,2) € MMSCyey- (M) \ {6} et (w!,e") € wmisc (X).

4. Un calcul a la Fedou-Rawlings

Cette étape consiste a exprimer G comme une fonction génératrice de
tous les multimots signés par la statistique suivante appelée “rise.” Soient
B =B(1)...B(n), b=>5(1)...b(n), deux mots, € = ¢(1)...£(n) un mot-
xy et i un entier compris entre 1 et n (bornes incluses). On dit que i est
une e-montée stricte de B, si I'une des conditions est satisfaite :

(i) i=nete(n) =ux;

(i) 1<i<n-—1,e(i) =z, e(i+1) =y;

(iii) 1<i<n-—1,e(i)=¢e(i+1) et B(i) < B(i+1);

i (i) ou (ii) est satisfaite, ou si la condition (iii'), & savoir 1 < i < n—1,
e(i) =e(i+1) et b(i) < b(i+1), est réalisée, on dit que i est une e-montée
de b.



Remarque. 11 est important de noter que les e-montées strictes (resp.
les e-montées) sont de deux natures : il y a celles qui ne dépendent que
du mot-zy (conditions (i) et (ii) et dans ce cas on reprend les mémes
conventions que pour les descentes des permutations signées données dans
la Définition 1) et celles qui prennent en charge les montées strictes (resp.
les montées) classiques B(i) < B(i+ 1) (resp. b(i) < b(i+ 1)), pourvu que
Von ait £(i) = (i + 1).

Si (w,e) un multimot signé tel que w = (By,...,Br,b1,...,b), la
statistique rise(w, €) est définie comme le nombre d’indices i tels que i est
une e-montée stricte commune a By, ... , By, et une e-montée commune
a by, ..., b. Autrement dit, rise(w, ) est égal au nombre d’indices i tels
que 'une des trois conditions est réalisée : (i), (ii) (comme ci-dessus) ou

(iii”) 1 < i < n—1, 5()—5(2+)etB() Bj(i + 1) pour tout
jg=1,...,Let bj(i) <bj(i+1) pour tout j =1,...,1.

Proposition 4.1. On a lidentité

(4.1) G =Y #7500 (w, )

(w,e)
et par conséquent [cf. (2.11)]
(4.2) F(oM) =Y e p(w, ),
(w,e)

ot (w,e) varie dans ’ensemble des multimots signés MMS(IEX) et ou ¢
est ’homomorphisme défini en (3.4).

Pour établir (4.1), nous reprenons ici une formule d’inversion classique,
imaginée par plusieurs auteurs dans des contextes plus ou moins différents
(voir Goulden et Jackson [GoJa83, p. 131], Stanley [St86, p. 266], Viennot
[Vi86], Hutchinson et Wilf [HuWi75], [Fo79]), bien explicitée par Fedou
et Rawlings [FeRa94, FeRa95| et que ces derniers auteurs ont exprimé
ainsi. Formons I’algebre large du monoide libre X* engendré par un certain
ensemble X sur un anneau de polynomes 2. Donnons-nous une application
a: X? — Q, quon prolonge en une application a : X* — € en posant
pour w = r1xs...T, € X*:

~Ja(z1,z9)...a(xp_1,z,), sin>2;
a(w)—{l, sin=0oul;

et définissons ensuite :

a(w) = { gcj(wth) ... (a(zp_1,2,) — 1), :i Z i g;ou )

Soient encore U et V deux sous-ensembles non-vides de l'alphabet X.
Les expressions U™ et U*V désignent les ensembles des mots non vides
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w = x1T2...x, dont, respectivement, toutes les lettres sont dans U, la
derniere lettre x,, est dans V.
La formule d’inversion, dont la démonstration est tout a fait banale (il

suffit de multiplier & gauche chaque membre par (1 — > a(w)w) et de
weU+
vérifier que les coefficients de chaque mot w sont les mémes dans les deux

membres), est la suivante :

1

(4.3) Z a(w)w = (1— Z E(w)w)_ X Z a(w) w.

weU*V weUt welU*V

Pour utiliser ici cette formule, il faut considérer tout multimot signé
comme un mot wMw® . w( dont les lettres sont des vecteurs de
(L 41+ 1) composantes (cf. Fig. 1). Notons Y ’alphabet dont les lettres
sont des vecteurs dont les (L + [) premieres composantes sont des entiers
et la (L + ) plus unieme composante est égale a = ou y

Dans la formule (4.3) prenons les ingrédients suivants : d’abord X =
YU{oo}, ot “c0” est un vecteur de longueur (L+I+1) dont toutes les com-
posantes sont égales a oo, de sorte que les multimots signés sont les mots
du monoide libre Y*. Soient w® = (By(3),..., Br(i),b1(4),...,b(i),e())
et witY) = (By(i+1),...,Br(i+1),b1(i+1),...,0(i +1),e(i + 1)) deux
lettres de X . Suivant notre convention, ou bien toutes les composantes de
w® (resp. w(*) sont égales & co, ou bien &(i) (resp. £(i + 1)) est égal
ax ouy.

Pour “a” prenons I’application :

(t, sie(i)=xzete(i+1)=o0,
t, sie(i)=zete(i+1)=uy,
t, sie(i)=¢e(i+1)et Bj(i) < Bj;(i+1)
pour tout 5 =1,..., L et
bj(i) < bj(i+1) pour tout j =1,...,1,
\ 1, sinon.

a(w® wit) =

Pour V' prenons le singleton {oo} et pour U l'ensemble Y. La formule
(4.3) se récrit, apres simplification & droite par oo,

(4.4) > a((w,e)0) (w,e)
(w,e)EMMS

:(1— Z a((w,e))(w,8)> X Z a((w,e) ) (w, ).

(w,e)eMMs\{e} (w,e)EMMS
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Soit w = wMw® . w™ un multimot signé, de longueur n, écrit en
les lettres de Palphabet Y. Posons w1 = oo. On voit alors que la
statistique rise(w,e) définie au début de cette section s’exprime encore
comme :

(4.5) rise(w,e) = Z X(a(w(i) w D) = t).

1<i<n
Pour tout multimot signé (w,¢), on a alors :

CL((W, 5) @) _ trise(w,s),

(t— 1) W=10 s (w,e) € MMSCyry- et £(w) > 2;
a(w,e) =< 1, sif{(w)=0oul;
0, sinon;;
(t— 1)) si(w,e) € MMSC,- et £(w) > 1;
a((w,e)20) = 4 1, si £(w) = 0;
0, sinon.

L’identité (4.4) prend alors la forme :

(46) Z trise(w,s) (W, E)

(w,e)EMMS
—1
_ (1_ 3 (t— 1)1 (w, g)) <3 (=) (w,e).
(W,e) EMMSCxx \{e} (wW,e) EMMSC,,*
L’identité (4.6) reste encore valable, si ’on remplace MMS par MMS(IIEKIXI),

MMSCyy= Par MMSCys = (Ilfrl\f) et MMSC,+ par MMSCyx (Ilf) On retrouve

Iexpression de G donnée en (3.5). La Proposition 4.1 est donc démontrée.

Sans ériger le principe en méthode, on peut dire que toute expression
analytique comme celle de F' (c¢f. (2.11)) est susceptible de recevoir
une interprétation combinatoire en termes de mots (voir [Ehr93]), ici de
multimots signés. Cette interprétation est plus ou moins difficile a obtenir,
mais ne fait intervenir que des objets rudimentaires dont la géométrie reste
pauvre. Pour obtenir des résultats sur des objets combinatoires dont la
géométrie est riche, comme des permutations, ici des multipermutations
signées, il faut recourir a une nouvelle construction envoyant les multimots
sur les multipermutations. La construction décrite ici est empruntée au
“MacMahon Verfahren” [Macl13, Fo95]. Elle fait ’'objet des paragraphes
suivants.
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5. Multipermutations signées

On définit une permutation signée d’ordre n comme un couple (o,¢),
ol o est une permutation 0 = o(1)o(2)...0(n) du mot 12...n et ¢ =
£(1)e(2)...e(n) est un mot de longueur n en l'alphabet a deux lettres
{z,y}. On dit que € est un mot-xy; on note ¢(¢|x) (resp. £(e|y)) le nombre
de lettres égales a x (resp. égales a y) dans €. On note également o,
(resp. o)) le sous-mot de o formé par toutes les lettres o (i) telles que
e(i) = x (resp. (i) = y).

On appelle multipermutation signée, d’ordre n, un triplet (X, a,¢), ou
Y= (%,...,81) €8t a=(01,...,01) € S, sont deux suites de L et
permutations d’ordre n et ou € est un mot-zry de longueur n.

Remarquons que chaque paire (¥X;,¢) (i = 1,...,L) (resp. (oi,¢)
(i =1,...,1) est une permutation signée d’ordre n.

La notion de descente dans une multipermutation signée, introduite
ci-apres, prolonge la notion de descente commune introduite par Carlitz
[CaT6] pour les couples de permutations ordinaires.

Définition. On dit que 'entier ¢ est une descente de la multipermutation
signée (X, 0,¢), si I'une des quatre conditions suivantes est remplie :
(i) i=nete(n) =x;
(i) 1<i<n—1,e(i)=z,e(i+1) =y;
(iii)) 1 < i < n—-1,¢() = e@@+1) et Z1(4) > (e +1), ... ,
Yr(i) > Xp(i+ 1), ainsi que 01(2) > o1(i + 1), ... , 0u(i) > oy(i + 1);
On note ddes(X, g, €) le nombre de descentes de (X, 0,¢).

Les statistiques intervenant dans (1.5) autres que “ddes” sont des
statistiques sur les permutations signées (3;,¢) (i = 1,...,L) et (04,¢)
(i =1,...,1). Nous donnons leurs définitions ci-apres.

Le nombre de descentes “desw,” 1"indice majeur “majw” et le nombre
d’inversions “invw” d'un mot w = x12s...T,,, dont les lettres apparti-
ennent a un ensemble totalement ordonné, sont traditionnellement définis
par :

desw = Z X(x > wiy1);

1<i<m—1

majw = E ix(x; > xiq1);
1<i<m—1

invw = E x(z; > x;).
1<i<g<m

Nous introduisons, en plus, le nombre de montées ou de co-descentes
“codes,” 1'indice co-majeur “comajw” et le nombre de co-inversions
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“coinv w” définis par :

codesw = Z X(T; < Tip1);
1<i<m—1

comajw = E ix(zi < xit1);
1<i<m—1

coinvw = Z x(z; < xj).
1<i<j<m
Considérons maintenant une permutation signée (o, €) d’ordre n. Rangeons
par ordre croissant les lettres du mot o., : j1 < j2 < -+ < jg. Si
maintenant o' désignons la permutation inverse de o, notons 0;; le
mot 0~ 1(j1)o 1 (j2) ... (jx). On définirait de méme o |1
Par exemple, avec la permutation signée (o, €) telle que

123456789
c=|672431589 ],
e= \zxyyyyrrx

on obtient

12789 3456 56789 1234
Oc)z =\67589) 7 0., =\2431 0€|w 71289 0€|y 6354

Les quatre mots 0.z, 0.y, O o~} ont des nombres de descentes et

—1

elx’ “ely
des nombres de co-descentes, des indices majeurs et co-majeurs, ainsi que
des nombres d’inversions et de co-inversions, bien définis. Par ailleurs, on
peut introduire le nombre d’inversions “inv(o.|y, 0c|5)” entre les mots o,

et 0|z, en posant

iIlV(O'€|y, U€|x) - #{(27]) : 5(2> =Y, 5(]) =, U(Z) > 0(])}
Ces statistiques sur des sous-mots permettent de définir les statistiques
suivantes sur les permutations signées (o, ¢) :

. -1 . -1
ides o), = des R icodes o, |, = codes R
. _ —1 . . _ —1 .
ides 0., = des Ty icodes o, |, = codes Ty
. . .1 . . .1
imajog, = majo_, ; icomajog|, = comajo, ;

—-1, . . -1,
ey icomaj o.|, = comaj Oy

imajo,|, = majo

On introduit de plus
imaj(o, €) = imaj o |, +imajo.|, + inv(oey, 0c)z) ;
icomaj(o, €) = icomaj o,|, + icomaj o, + inv(oe|y, 0c|z) ;

coinv(o

i(o,e) =
inv(o,¢e) = inv o, |, +invo.), +inv(o.|y, oqz) ;
( 75) =

coinv o), + coinv o), + inv(og)y, 0c)s)-
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Définition. Supposons que € a « lettres égales a z et (3 lettres égales a y
(a+ B =n). On dit que la permutation o est compatible avec € (ou encore
que la permutation signée (o,¢) est compatible), si

inv(og|y, 0c|z) = 0,

ou, de fagon équivalente, si le sous-mot 0., est un réarrangement du mot
12... 03 (et donc 0., est un réarrangement de (8 +1)(8+2)...n).

Cette notion sera fondamentale dans les sections suivantes. On note
PC(e) I'ensemble des permutations compatibles avec e. La permutation
signée traitée dans l’exemple ci-dessus est compatible. En particulier,
inv(2431,67589) = 0. On a, de plus,

imaj(o,€) = maj 71289 + maj 6354 + inv (2431, 67589) = 5;
icomaj(o, ) = comaj 71289 + comaj 6354 + inv(2431,67589) = 11;
inv(o,€) = inv 67589 + inv 2431 + inv(2431, 67589) = 6;
coinv (e, €) = coinv 67589 + coinv 2431 + inv(2431,67589) = 10.

On dit que la multipermutation signée (X, g,¢) est compatible, si toutes
les pemutations signées (¥;, ¢) et (0y,¢) sont elles-mémes compatibles.

6. Une premiere bijection.

Notre prochain but est de montrer que la fonction génératrice
KqM._k K,M
Z R™S™r smF(k’m),

(i)
k,m

ou les F(Ilfrlf) sont eux-mémes des fonctions génératrices de multimots
signés (cf. (4.2)), peut s’exprimer comme fonction génératrice de multi-
permutations signées. Ce résultat repose sur un codage des mots signés
par des permutations signées, codage que nous décrivons dans ce para-
graphe et le suivant.

Si € est un mot-zy fixé, notons Mot(e; k,m) l'’ensemble de tous les
mots b, de méme longueur que ¢, tels que les lettres de b, |, (resp. de b))
sont des entiers positifs au plus égaux a k (resp. & m). Enfin, désignons
par MD,, (k) I'ensemble des mots croissants A, de longueur «, dont toutes
les lettres sont au plus égales & k’. Autrement dit, A € MD,/(k’) ssi
A=ADA2)... Ma) et 0 < A1) <--- < Aa) < K.

Il résulte de (2.7) que l'on a

(6.1) S Y =) = (;

r; '
k>0  AeMDa (k) D)ot

15



Proposition 6.1. Le mot ¢ étant donné, ainsi que les entiers positifs k
et m, il existe une bijection qui envoie tout mot b € Mot(e; k, m) sur un
quintuplet (k',m’, o, A\, 0) satisfaisant les relations :

(i) o epPc(e); k=K +icodeso.,; m =m'+icodeso,y;
(ii) A € MD,(K"), 6 € MDg(m'), ot a = £(e|z) et B = £(g|B);
(i) [[bopal = icomaj ey + [N [Ibepyll = icomaj oy, + 8]
(iv) i est une e-montée de b ssi i est une e-descente de o.

La bijection repose sur une méthode de réarrangement mise au point
par MacMahon (voir [An76, chap. 3]), souvent appelée MacMahon Ver-
fahren, qu'il faut chaque fois adapter au probléeme sous-jacent (voir [Fo95],
[CIF095], [FoZe95], [FoKr95]). Une extension de cette méthode, plus ap-
propriée pour l’étude des ensembles partiellement ordonnés (“posets”),
a été mise au point par Stanley et ses éleves (voir [St72], [Re93]) dans
I’algebre des P-w-partitions.

Nous décrivons la construction de cette bijection a I’aide d’'un exemple.
Dans celui-ci, on prend d’abord :

n=9;, k=9, m=8 e=zxryyyyrerz,

de sorte que o = 5 et § = 4. Soit, de plus, b =954006910 € Mot(e; 9, 8).

Premieére étape. Noter en gras (resp. en maigre) les lettres b(7) de b telles
que (i) = z (resp. telles que £(i) = y). Numéroter ensuite 1 la plus grande
lettre maigre de b située la plus a droite, puis 2 la plus grande lettre maigre
de b située la plus a droite non encore numérotée, ... , enfin 3 la derniere
lettre maigre non encore numérotée (donc la plus petite lettre la plus a
gauche). Continuer en numérotant 3 + 1 la la plus grande lettre grasse la
plus a droite, puis § + 2 la plus grande lettre grasse la plus a droite non
encore numérotée, ... , enfin B+« = n la derniere lettre grasse non encore
numérotée (donc la plus petite lettre grasse la plus a gauche). On définit
ainsi la permutation o associée a b, qui est forcément compatible avec .

Dans 'exemple
123456789

e= |zxzyyyyzrzrz
b= 954006910
o= \672431589

Deuziéme étape. Le icomaj-codage ¢ pour (o,¢€) est ainsi défini : sous la
lettre (maigre) 5 de o on écrit (en maigre) 0 et on pose ¢(8) = 0; sous
la lettre 5 — 1 on écrit (en maigre) ¢(f —1) =c¢(8) =0ouc(f) +1 =1,
suivant que 5 — 1 est a la gauche ou a la droite de §; sous la lettre g — 2
on écrit (en maigre) ¢(f —2) =c¢(B—1) ou ¢(f — 1)+ 1, suivant que  — 2
est a la gauche ou a la droite de § — 1, etc.
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De méme, sous la lettre (grasse) n de o on écrit (en gras) 0 et on pose
c(n) = 0; sous la lettre n — 1 on écrit (en gras) ¢(n — 1) = ¢(n) = 0 ou
c(n)4+1 =1, suivant que n — 1 est a la gauche ou a la droite de n; sous la
lettre n — 2 on écrit (en gras) c¢(n —2) = c¢(n —1) ou ¢(n — 1) + 1, suivant
que n — 2 est a la gauche ou a la droite de n — 1, etc.

Dans I’exemple, écrivons c¢(i) sous la lettre égale a i de o, de sorte que
le mot effectivement écrit est co o = c(o(1))c(0(2))...c(o(n)) :

o= (672431589
321001310/ °

COO0 =

Troisieme étape. Faire la différence b — ¢ o o terme a terme, en notant
maigre ou gras la différence b(i) — coo(7) suivant que les deux termes sont
eux-mémes maigres ou gras. On obtient :

b= 954006910
coog = 321001310
b—coo= \633005600

Le mot croissant A (resp. #) est simplement défini comme le réarrangement
croissant des lettres grasses (resp. des lettres maigres) du mot b—coo. Ici

A=00366 et 0 =0035.

Enfin, on définit : k" = k — icodes o,|,, m' = m — icodes o,|,.

Ici
o _ (12789 (3456
e = \e7589) “svT\2431)"
. (56789 . (1234
Ielo " \71289)° %y~ \6354)"

de sorte que icodeso.|, = 3, icomajo., =2+ 3+4 =9, icodeso,|, = 1,
icomaj o, = 2. D’ou

k' =k —icodeso., =9 —3 =6,

m’ =m —icodeso,, =8 —1=T.
La bijection suivant la méthode de MacMahon ayant été adaptée déja
a plusieurs occasions, nous pensons nous dispenser de démontrer le carac-
tere bijectif de ’application juste construite et de devoir démontrer les

propriétés (i) — (iv) de la Proposition 6.1. Nous voulons cependant vérifier
les données sur ’exemple courant et faire quelques commentaires.
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(i) icodeso.|, = 3 (resp. icodeso., = 1) est la plus grande lettre
grasse (resp. la plus grande lettre maigre) de co o.

(ii) Les mots X et 6 ont leurs lettres au plus égales respectivement a
E=6etam =T7.

(iii) icomajo., = 9 (resp. icomajo., = 2) est encore la somme
des lettres grasses (resp. maigres) de c¢ o 0. La propriété (iii) de la
Proposition 6.1 est donc évidente.

(iv) Récrivons b et o 'un au-dessous de 'autre, comme dans la premiere
étape, en indiquant les e-montées pour b et les e-descentes pour o par le

Wa

symbole “e
12 34 5 6789

b= 9540060069106

c= \67e2406301589e

Il y a coincidence complete.
On rappelle que pour un mot b € Mot(k, m) on a défini en (3.3)
o(b; e;p, q) = plber=lighteyll,
Pour une permutation o posons
P(oseir,s,pg) =1 q

La correspondance b — (k';m’,0,)\,0) de la Proposition 6.1 permet
d’écrire

icodes o¢ |y Sicodes ag‘ypicomaj Oc|e miCOmMAj Oy

— Tk:’—l—icodes Ocla Sm’—l—icodes Ocly

icomaj O'E‘m+||>\|| qicomaj U€‘y+|\0||

Xp
= s plM gl (a7, 5, p, q).
On en tire
62) > rrsm > lbigpg)
k>0,m>0 beMot (k,m)
= Z Tk Sm Z pHAHqu” Z 'QZ)(O';{E;T,S,p, Q>
k'>o0, AEMDy, (k'), acePC(e)
m’>0 6eMDg(m")
=ed(r)el(s) D bloigrs,paq),
cePC(e)

a cause de (6.1).

7. La seconde bijection.

Il y a juste quelques modifications a apporter a la description de la
premiere bijection pour obtenir la construction de la seconde.
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Proposition 7.1. Le mot ¢ étant donné, ainsi que des entiers posi-
tifs K et M, il existe une bijection qui envoie tout mot B € Mot(e; K, M)
sur un quintuplet (K', M' ¥, A, ©) satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Yeprc(e); K=K +idesX,y; M= M +idesX,;
(ii) A € MD,(K'), © € MDg(M’), ot av = l(e|x), B = L(ely) ;
(i) | Bopall = imaj See + A5 [[Beyyll = imaj Sy, + O]
(iv) ¢ est une e-montée stricte de B ssi i est une e-descente de X.

De méme, nous donnons la construction de cette bijection a l'aide
d’un exemple. On prend le méme mot €, puis K = 8 M = 6, B =
471046335 € Mot(¢;8,6).

Dans la premiére et la deuziéme étape, on définit ¥ et C' comme o
et ¢ dans la construction du paragraphe précédent, mais on remplace
partout “a droite” par “a gauche” et réciproquement. La troisieme étape
est identique. On obtient

1 2 34 5 678 9

£ = r r Yy Yy yxzr T
B = 407010040633 e5e
Y = 705034020189 e6Ge]|’

Co¥= 1|10 1 00 1 200 1
B-Co¥= \4 6 10 3 433 4

ou l'on a indiqué aussi les e-montées strictes pour B et les e-descentes
pour X par le symbole “e.” celles-ci apparaissant aux mémes places.

De méme, les mots croissants A et © sont définis comme les réarran-
gements croissants des lettres grasses (resp. des lettres maigres) du mot
B—CoX. Ici

A=33446 et ©=0134.

Enfin, on définit : K’ = K —ides ¥, ,, M’ = M —ides ¥,.

On vérifie les propriétés suivantes.
(i) On a ides ¥, |, = des E;ﬁ; =1 et ides X

K =8-1=Tet M =6-2=4.

(ii) Les mots croissants A et © ont leurs lettres au plus égales respec-
tivement & K’ =7 et & M' = 4.

(iii) On a imaj¥,|, = maj Es_‘i =2 et imaj ¥, = maj] Z;ﬁl = 3. Enfin,
|Bejol| =4+T7+3+3+5=22=2+(6+4+4+3+3) = imaj X, + [|A]
et [|[Boyll=14+04+4+6=11=3+ (4+3+1+40) =imajX,, + O]

=desX ;" = 2 et donc

1
ely ely

Pour chaque permutation > posons maintenant :
m(z’ €; R, S, P, Q) — Rides Eg|x5ides EE|yPimaj EE|inmaj Eg|y.
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Le méme calcul que dans la section précédente, utilisant cette fois la
Proposition 7.1, conduit a

RESMp(B;e; P,Q) = RE' M PINIQIeIy(s; £; R, S, P, Q),
d’ou 'on tire :
(7.1) Y. RESM M o(Bie;PQ)

K>0,M>0 BeMot(K,M)

= ep(R)eg(S) > ¥(TigR,S, PQ).
»ePC(e)

8. Le calcul de la premiere fonction génératrice.

Combinons maintenant le contenu des deux Propositions 6.1 et 7.1. On
suppose donnés, d’abord le mot e, contenant « lettres x et 3 lettres v,
puis les suites d’entiers positifs

K:(Kl,KQ,...,KL), k:(l{il,l{ig,...,l{?l>,
M:(Ml,MQ,...,ML), m:(ml,mg,...,ml).
KM

En outre, on désigne par Multimot (5; (k’m)) I’ensemble des multimots
w = (Bi1,...,Bp,b1,...,b), tels que tout B; est dans Mot(e; K;, M;) et
tout b; est dans Mot(e; k;, m;). On peut donc appliquer a chaque b; la
bijection de la Proposition 6.1 et a chaque B; celle de la Proposition 7.1.
Notons o; (resp. 3;) la permutation compatible avec e correspondant a b;
(resp. a B;) par la premiere (resp. la seconde) bijection et posons

(81) Z:(Zlv"'72L>; g:(o-la"'vo-l);
E(Z7Q7 6) = \11(21757 R17517P17Q1) N \I!(EL557 RL7SL7PL7QL)

xp(o1;e;71, 81,01, q1) - - (013 €571, 81, D1, Q1)

Introduisons les huit statistiques multivariées ides,, ides,, imaj,, imaj,,
icodes,, icodes,, icomaj,, icomaj, comme :

idesy (Z,6) _ pldesZic|a idesX¥p ¢ o
Rides: (22) = R R

icomaj, (o) __ icOmMajoic|y icomaj oy |y

q

On peut encore écrire :

(8.2) U(Z,0,¢) = Ridesm@@)Sidesy@ys)]_)imajx(2,€)Qimajy(§7€)

icodesg(0,e) qicodesy (o,e)  icomaj, (o,e) icomaj, (o,
= S Yy = p x \Z Yy\=

X r q
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D’autre part, les propriétés (iv) des deux Propositions 6.1 et 7.1 impliquent
que % est une e-montée commune a chaque b; et une e-montée stricte
commune a chaque Bj, si et seulement si ¢ est une e-descente commune a
chaque o et a chaque ;. Autrement dit, on a :

(8.3) rise(w, £) = ddes(X, o, €).

D ’apres (6.2) et (7.1) et les définitions de ¢ et ® données en (3.3) et (3.4),
on en déduit

(8.4) Z RKgMpkgm Z triseWE) B (w, £)
K,M

(k:m) weEMultimot (5;(K’M))

k,m

— e%(R) eg(S) eg(r> eg(s) Z tddeS(E,Q,E)XZ(EL'E)Y£(€|y)g(27 g, €>7
(Z,0)

ou la derniére sommation est sur toutes les suites de permutations (8.1),
compatibles avec e.

Maintenant on peut sommer d’abord par rapport a tous les € tels que
{(e|lx) = a et L(e|y) = B, puis par rapport & « > 0 et a 5 > 0. Le membre
de gauche donne

(8.5) Y RKgMpkgm > {11 WE) P (w, ),
(iSM) (w,e)eMMS(}M)

ou la seconde sommation est étendue a tous les multimots signés (w, e) de

MMS (Ilfrl\r/ll) .

Le membre de droite de (8.4) devient

D> ep(R)ed(S)en(r) eh(s) XYW, 6,
>0, 3>0
ol
Was =Was(t,R,S,P,Q,r,s,p,q) = Z tddes(Ze) g (g, ¢),
(Z,0,¢) (comp.)
Le|z)=a, t(cly)=p

la sommation étant sur toutes les multipermutations signées compatibles
(X, 0,¢) telles que (e|x) = a et l(c|y) = B.

Récrivons 'expression (8.5) a ’aide de la seconde identité de la Propo-
sition 4.1. On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 8.1. La fonction génératrice factorielle des multipermuta-
tions signées compatibles (X, 0, ) par la suite de statistiques (voir (8.2))

(ddes, ides,, ides,;, imaj,,, imaj, , icodes,, icodes,, icomaj,, icomajy),

est donnée par
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KoM. k. m 1-t)IF((1-t)X;P,p)
(I;A)R S IR (= X1 P, p) IM((1 - OV Q)

= ) eBR)eg(S)enr) eb(s) Xy’ D 1MeZeay(n ge).
a>0, BZO (27275) (cornp.)

Ue|lz)=c, L(e|y)=p
Si 'on fait X = 0 dans la précédente identité, on obtient
1-1)
8.6 sMgm (
S0 2SN - ava

=Y eg(S)el(s)Y? Y 1ldesZDy(n, g).
>0 (Z,0)

La derniere sommation se fait cette fois sur toutes les multipermutations
(3, 0) de longueur §. La statistique ddes(X, g) est le nombre de descentes
communes a toutes les permutations »,...,%,01,...,0;. Enfin,

@(E, Q) — Sidesg Sicodesg Qimajg qicomajg,

ou, naturellement,
idesX _ (ides X1 ides X,
gidesZ _ gidesZy - gic

Y

icomajX __ qicomaj o1 qicomaj oy

q

L’identité (8.6) avec cette derniere interprétation globalise en une formule
toutes les identités obtenues par Fedou et Rawlings [FeRa94, FeRa95] dans
leur calcul de la statistique “ddes” sur les suites de permutations.

L’identité du Théoreme 8.1 est I’analogue fini de la fonction génératrice
factorielle des multipermutations signées : “analogue fini” voulant dire que
les fonction de Bessel sous-jacentes sont toutes a parametres finis. Si les
parametres ne sont plus finis, on ne peut plus considérer une série en les
parametres (Ilfrl\r/ll) comme dans 'identité du Théoreme 8.1. On part alors
de cette identité et on la multiplie successivement par (1 — Ry) et I’on fait
R=1, ..., puis par (1 — Ry) et l'on fait R;, = 1, jusqu’a multiplier par
(1 — s7) et faire s; = 1. On obtient l'identité

(1-)3((1 - )X:P,p)
1 1 1 1

wss 750 PiP)a (Q:Q)s (Pip)a (aia)s

xXoy? N @ g(n 0,6,

(Z,0,¢) (comp.)
Ue|z)=a, £(cly)=P

(8.7)
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oll le monéme ¥'(X,0,¢) est simplement la spécialisation de ¥ (X, 0, ¢)
lorsque toutes les variables R;, S;, r;, s; sont égales a 1. Autrement dit,
avec les notations (8.2)

g/(z, o, 6) — Pimajx(2,5)Qimajy(g,e)picomajx(g,s)qicomajy(g,s).

Dans (8.7) la fonction génératrice sous-jacente est sur les seules mul-
tipermutations signées compatibles. On peut en déduire une expression
pour la fonction génératrice de toutes les multipermutations signées, en
réduisant le nombre des variables. Ceci fait 'objet du paragraphe suivant.

9. Fonction génératrice de toutes les multipermutations signées

Partons de (8.7) et prenons P = Q, p = q, clest-a-dire P, = @,
oy, P = Qr, p1 = q1, --., ;i = q. Posons également pour chaque
multipermutation signée compatible (X, o, ¢)

imaj(Z, ) = imaj, (2. ) + imaj, (, <)
icomaj(c, ) = icomaj, (g, €) + icomaj, (o, €),

soit imaj(X;, €) = imaj ¥; ., +imaj¥; ., (i = 1,..., L) et icomaj(o;,¢) =
icomaj ¥; .|, +icomaj X, ., (i = 1,...,1), ce qui est conforme a la définition
donnée au paragraphe 5, puisque toutes les permutations signées (3;, )
et (0y,¢€) considérées sont compatibles.

Conservant les seules variables Qq,...,Qr,q1,...,q, on voit que le
nouveau monéme ¥'(X, g, €) est égal &
(91) g//(z, g, 6) _ Qimaj(g,s)qicomaj(g,s).
Posons
WO&,B — Z tddes(g,g,e)Qimaj(g,e)qicomaj(g,s)

(2,0,¢) (comp.)
Lielx)=a, L(c|ly)=p

Une manipulation banale sur les g-séries permet alors de transformer le
membre de droite de 'identité (8.7) et d’écrire cette identité sous la forme

(1-6)J(1-4)X;Q,q)
—t+J(1-9)X;Q,q)J((1-1)Y;Q,q)

W, (X,Yt,Q,q)

(9.2)

1
=2 (Q;Q)n(q;q)n

n>0
ou l’expression

/ _ ay n—o n n
(9.3)  WL(X,Y,t,Qq)= Y XV LLLLWM_Q

est un polynome a coefficients entiers positifs. On retrouve l'identité (1.1)
démontrée avec d’autres techniques dans notre premier article et pour une
autre suite de statistiques.
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Théoréme 9.1. Le polynéme W) (X,Y,t,Q,q) apparaissant dans
(9.2) est le polynéme générateur des multipermutations signées (X, o, ) de
longueur n par le 5-vecteur (¢(e|z), ¢(c|y), ddes, imaj,icomaj). En d’autres
termes,

W!(X,Y,t,Q,q) = Z XZ(E\ﬂﬁ)yf(E\y)tddeS@,z’E)(;zimabj@ﬁ)qicomaj(z,s)7
(Z.0.¢)

ol la somme est sur toutes les multipermutations signées (X,0,¢) de
longueur n.

Nous ne reproduisons pas la démonstration. On peut la calquer de la
démonstration de la Proposition 2.1 de notre premier article.
Posons

(9.4) W,(X,Y,,Q.q)
= Y XHel)y el pddes(Zigie) qinv(2ee) goinv (2:e)

(2,0,¢)

Dans notre premier article nous avions démontré que l'identité (9.2) était
encore vraie si I'on remplagait le polynéme W/ par W,,. Nous obtenions
ainsi une autre interprétation combinatoire du développement du rapport
des fonctions de Bessel apparaissant dans le membre de gauche de (9.2).
Dans le dernier paragraphe de cet article, nous donnons une démonstration
“bijective” de ce résultat.

10. L’interprétation en termes de nombre d’inversions

Il s’agit de démontrer que le polynome W, (X,Y,t,Q,q) défini dans
(9.4) et le polynome W/ (X, Y, t,Q, q) apparaissant dans 1’énoncé du Théo-
reme 9.1 sont identiques.

On pourrait partir de l'identité de la Proposition 4.1, et définir des
bijections analogues a celles qui ont été construites dans les sections 6 et 7
et établir que la fraction (9.2) est la fonction génératrice factorielle des
polynomes W,,. Nous préférons établir le résultat a ’aide d’une bijection
directe.

Proposition 10.1. II existe une bijection ¥ : (X, 0,¢) — (X', 0’,¢’)
de I'ensemble des multipermutations signées de longueur n sur elle-méme,
ayant les propriétés suivantes :

(i) £(elx) = £(e"|z) ;
(i) ddes(Z,a,¢e) = ddes(¥X', a’,¢');
(iii) imaj(X,e) = inv(¥',€’) et icomaj(g,e) = coinv(a’,€’).
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Démonstration. L’ingrédient principal de cette bijection est la seconde
transformation fondamentale. Nous ne rappelons pas sa construction, mais
renvoyons le lecteur au chapitre 10 du livre de Lothaire [Lo83]. Notons T’
cette transformation. Par ailleurs, pour tout mot w = z12s...x,,, ol
les lettres appartiennent a un alphabet totalement ordonné, la ligne de
route “lignew” de w est définie comme ’ensemble des entiers ¢ tels que
1<i<m—1etz; > x;y1, de sorte que “majw” est simplement la somme
des éléments de cette ligne de route.

Soit maintenant 7 une bijection d’'un ensemble fini I d’entiers sur un
ensemble fini d’entiers. Posons

I={ip <ipg<---<ix},  w()={pn <jo< - <ji},
et présentons m comme une matrice a deux lignes otk , ol
w(iy) ... w(ix)

les éléments de la premiere ligne sont rangés en ordre croissant. Notons i
I'opération qui consiste a envoyer toute bijection sur son inverse et
considérons la chaine

(i ot 2 G )
S () = e etin)

S NS I NG

qu’on va récrire :

Comme prouvé dans [FoSc78], T' envoie le mot 7= 1(j1) ... 7 1(ji) sur un
réarrangement yi . ..y, de ce mot. C’est la seconde ligne de la troisieme
matrice ci-dessus. De plus, cette bijection I' a la propriété :

maj(r (1) ... 7 (k) = v (yr - k),
ce qui entraine
(10.1) majn ' =invs’ et comajm ! = coinv .
Comme prouvé dans [FoSc78], elle conserve, de plus, la ligne de route de
Iinverse. Par conséquent, la ligne de route de I'inverse de 7! est égale &
la ligne de route de I'inverse de I'(7r 1), c’est-a-dire,

(10.2) ligne m = ligne ',

Soit maintenant un triplet (X, 0,¢) = ((X1,...,%1), (61,...,07),€). On
note I le sous-ensemble de [n ] des entiers i tels que £(i) = x. On pose, tout
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d’abord, ¢’ = ¢. Ensuite, on applique & la restriction & I et & I¢ de chaque
permutation X;, o; la transformation précédente m — x’. On construit
ainsi des permutations 3 et o/, toutes définies par leurs restrictions a I
et a ¢

Les trois propriétés (i), (ii), (iii) exigées sont bien satisfaites : la
propriété (i) est triviale; la propriété (ii) résulte de la propriété (10.2)
de la transformation 7 — 7’. Enfin, pour chaque permutation ¥ de la
suite X, on a d’abord

inv(25|y, 25|$) = inV(E
Ensuite, d’apres (2.2),
imaj(X,e) = maj X

Ly D) et inv(og)y, 0c)y) = inv(a;w,a;lx).

i + maj X 31/ +inv(Xs)y, Xejz)

el el

/
el

=invX  +inv Eély +inv(X.,,, X0 ) = inv(¥,e);

/ /
elyr “elz

icomaj(o, £) = comayj Ugi + comaj o

;—I— inv(a€|y,01)

/

= comv 06|m

+ coinv U;w + inv(aéw, Uém) = coinv(c,¢e). []
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