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CALCUL BASIQUE DES PERMUTATIONS SIGNEES, I :
LONGUEUR ET NOMBRE D’INVERSIONS (*)

Dominique FOATA' et GuoNiu HAN?

Abstract : The traditional basic calculus on permutation statistic distri-
butions is extended to the case of signed permutations.

Résumé : Le calcul basique classique sur les distributions des statistiques
de permutations est prolongé au cas des permutations signées.
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1. Permutations signées

1.1. Descentes. 1l y a deux démarches possibles lorsqu’on veut étendre
les propriétés statistiques connues sur le groupe des permutations au cas
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des permutations signées, c’est-a-dire lorsqu’on veut passer de 1’étude de
A, acelle de B,,. La démarche géométrique consiste a réinterpréter dans la
géométrie des groupes de Coxeter les propriétés statistiques du groupe des
permutations et a appliquer ensuite cette interprétation aux permutations
signées.

La démarche analytique consiste a partir des formules de base connues
pour les permutations signées, par exemple la formule donnant la fonction
génératrice de ces objets par nombre de descentes (une notion définie au
paragraphe suivant) et a leur appliquer la modification analytique déja
utilisée dans le cas des permutations ordinaires. C’est cette démarche que
nous adoptons dans les deux articles que nous consacrons au calcul basique
des permutations signées. Du point de vue de 'analyste, on peut aussi
considérer le présent article comme une étude combinatoire des fonctions
de Bessel basiques (voir §1.5) et le second article [FoHa96] comme une
étude combinatoire des analogues finis des fonctions de Bessel basiques

La statistique nombre de descentes, puisque c’est elle qui est le point
de départ de notre étude, pour les éléments de B,, s’impose d’elle-méme :
d’abord on définit une permutation signée d’ordre n comme un couple
(0,e), ou o est une permutation o = o(1)o(2)...0(n) du mot 12...n
et € = £(1)e(2)...e(n) est un mot de longueur n en l'alphabet a deux
lettres {z,y}. On dit que & est un mot-zy; on note ¢(e|x) (resp. £(ely)) le
nombre de lettres égales a = (resp. égales a y) dans e. On note également
Oclw (resp. o.)y) le sous-mot de o formé par toutes les lettres o (i) telles

que (i) = x (resp. €(i) = y).

Définition 1. On dit que 'entier ¢ est une descente de la permutation
signée (o, ¢), si 'une des trois conditions suivantes est remplie :
(i) i=nete(n) =x;
(i) 1<i<n—1,e(i)=z,e(i+1) =y;
(iii) 1<i<n-—1¢e(i)=ce(i+1) et o(i) >o(i+1).
On note des(o,¢) le nombre de descentes de (o, ¢€).

Ezemple. Soit

123456789
o= (672431859
e= \ryyyrryxx

une permutation signée. On a : 0., = 63159, 0., = 7248 et des(o,¢) =
Card{1,2,5,6,9} = 5.

Naturellement, on peut se donner au départ l'ordre linéaire (n,x) >
<> (1,x2) > (n,y) > --- > (1,y) et obtenir une définition équivalente en
gardant (i) et en remplagant les conditions (ii) et (iii) ci-dessus par

(i{i)1<i<n—1et (c(i),e(d)) > (o(i +1),e(i + 1)).
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Tous les auteurs comme Brenti [Br94|, Stembridge [Stem92], Reiner
[Re93al, [Re93b], [Re93c], [Re9ba], Steingrimsson [Ste94], Clarke et le pre-
mier auteur [C1F095] ont adopté une définition équivalente & la définition 1
ci-dessus et ont calculé la fonction génératrice exponentielle des polynomes
générateurs de “des” sur B,,. Si on forme, en effet,

(1.1) W, (X,Y,t) = Z X Ueln)ytely) pdes(oe)
(0,¢)
les auteurs cités ont établi 'identité

1-t)exp(t—-1)X) 1
(1.2) —t+exp((t—1)(X +7Y)) _n>OEW”(X’ Y.1).

Si dans le membre de gauche de (1.2) on remplace X et Y par u, la
fraction devient : (1—¢) exp((t—1)u)/(—t+exp(2(t—1)u)). (Dans [Re95a,
p. 133], le 2”7 de I'exponentielle doit étre mis au dénominateur et non au
numérateur. )

Silon pose X =0etY = wdans (1.2),ona W, (X,Y,t) = u™ A,(t), ou
A, (t) est le polynéme Eulérien. On retrouve aussi le fait bien connu que
A, (t) est la fonction génératrice des permutations ordinaires par nombre
de descentes, ansi que 'identité classique

1—1¢ u"
(1.3) o D) :n>omAn(t),

1.2. Nombre d’inversions et q-séries. On sait (voir [Re95a], par exem-
ple) que la longueur lcox(o) d'une permutation o du groupe symétrique
S, considéré comme un groupe de Coxeter engendré par les transpo-
sitions (4,7 + 1) (1 < i < n — 1) n’est autre que l'usuel nombre d’in-
versions inv o de o. On connait, d’autre part, la fonction génératrice des
polynomes générateurs de S, par le couple (des,lcox) = (des,inv) (voir
la formule (1.4) ci-dessous). Il est donc naturel de chercher a calculer la
fonction génératrice de B,, (et des autres groupes classiques) par le cou-
ple (des,lcox). Ce calcul a été entrepris par Stembridge, Brenti, Reiner
(op. cit.). Cependant, comme nous le verrons dans la sous-section 1.3,
les formules obtenues ne rentrent plus dans le cadre commode des g-séries.
Leur manipulation analytique n’est plus aussi aisée. Notons que la derniere
étude faite par Reiner [Re95b] est probablement trés prometteuse.

Dans le cas du groupe symétrique, ’algebre des g-séries s’est imposée et
Stanley [St76] a calculé la fonction génératrice des polynéomes générateurs
de S, par (des,inv) en interprétant le g-analogue de la formule (1.3).
Comme cette algebre est pleinement utilisée dans cet article, nous en
rappelons quelques éléments : d’abord, la définition des g-factorielles
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montantes [An76, GaRa90|

' (1, sin=0;
(a;q)n = (1—-a)(1—aq)...(1—ag" ), sin>1;

(CL; q)oo - hmn(a; q)n = H(l — aq”) ;

ensuite, le célebre théoreme g-binomial

n

Z(CL;(])n( u _ (au;Q>oo_

= GPn (U5 @)oo

ainsi que les développements des deux g-exponentielles

eq(u)zz(un = !

S (@Dn (ud)e

(g>u”
Eq(u) = z;; (%’7@” = (—1;Q) oo ;

enfin, la notation pour le coefficient g-binomial {n} = (9 @)n .
kl, (@@ (@ a)n—k
Le g-analogue de (1.3), obtenu par Stanley consiste a remplacer dans
(1.3) P'exponentielle “exp” par la g-exponentielle e, et au second membre
la normalisation factorielle n! par la normalisation g-factorielle (¢; q),. On
obtient :

(1.4) U0 5~ Yt

—the((t=Du) = (a0

Comme prouvé par Stanley (op. cit), le coefficient A, (¢, ¢) est le polynoéme
générateur de S, par la paire (des, coinv), ou coinv = (g) — inv. De plus,
lorsque “exp” est remplacé par la seconde g-exponentielle E,, le polynéme
A, (t,q) devient le polynéme générateur de S,, par (des,inv).

Si donc on veut rester dans ’algebre des g-séries et obtenir I’extension
souhaitée aux permutations signées, il faut faire jouer a l'identité (1.2)
le role que joue (1.3) pour les permutations ordinaires. En premier lieu
il faut lui trouver un g-analogue, avec une interprétation combinatoire
intéressante. C’est cette démarche de nature analytique que nous adoptons
dans cet article. La statistique “inv” pour les permutations signées se
dégagera directement de cette interprétation.

Un bon choix pour un g-analogue de la formule (1.2) est de remplacer le
produit des deux exponentielles du dénominateur par un produit de deux
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g-exponentielles (et non pas par e,((t — 1)(X + Y)), qui fournit alors un
g-développement avec des termes négatifs.) Le développement en g¢-série

(1—t)e,((t—1)X) B 1
19 e 0X el 17 ~ 2 G

donne pour les termes W,,(X,Y,t,q) des polyndmes a coefficients entiers
positifs. Une des conséquences de notre résultat principal sera de montrer
que chaque W, (X,Y,t,q) est un polynome générateur des permutations
signées d’ordre n par une certaine paire de statistiques “(des, coinv)” :

(16) w,, ()(7 Y, t, q> _ Z Xﬁ(s|a:)YZ(E\y)tdes(a,s)qcoinv(a,s)‘
(0,6)

On retrouve pour “des(o,e)” le nombre de descentes introduit plus haut;
quant a “coinv(c,€)” c’est un nombre de co-inversions adapté pour les
permutations signées, ainsi définies.

On dit qu’un couple d’entiers (i,j) est une inversion (resp. une co-
inversion) de la permutation signée (o, ) d’ordre n, si I'une des conditions
suivantes est vérifiée :

(i) <) = (), i < 4 et o(3) > 0(j) (vesp. (i) < o(7));

(i) (i) = 9, £(j) == et o(i) > o(j).

On note inv(o, €) (resp. coinv(a, €)) le nombre d’inversions (resp. le nombre
de co-inversions) de (o, ).

En reprenant I’exemple précédent, on a inv

11 =17; coinv <672431859>
TYYYrryrx

Les premieres valeurs des polynomes W,,, donc des polynémes généra-
teurs des permutations signées par la paire (des, coinv), sont données dans
le tableau 1.

<672431859

TYYYrryrx
=6+4+11=21.

):4+2+

Wi =tX+Y; Wo=tlt+q)X*+2t(1+q)XY + (t+q)Y?;
Wi = (2tq+2tq* +* + @)Y +t(1 +q+¢*) (3¢ + 2t + 1) XY?
+t(1+q+ ¢ (2¢ + tq+ 3t) XY + t(2tq + 2t¢*> + 2 + ¢*) X3,

Tableau 1 (distribution de (des, coinv))

Une des conséquences également de notre résultat principal sera de
montrer que si dans (1.5) on remplace chaque g-exponentielle e,(u) par
la seconde @Q)-exponentielle Eg(u), les polynémes W, (X,Y,t,q) dans le
membre de droite sont les polynomes générateurs des permutations signées
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par le couple (des,inv). Les premieres valeurs de ces polynomes sont
donnés dans le tableau 2.

Wi =Y +tX; Wo=(1+tQ)Y?+2t(1+ Q)XY +t(1 +tQ)X?;
Wy = (1+2tQ + 2tQ> + 2Q*) Y3 + (1 + Q + Q%) (3+ Q + 2tQ) X Y?
FHI+Q+ QY3+ Q + 2tQ)X2Y + t(1 + 2tQ + 2tQ? + 2Q%) X3,
Tableau 2 (distribution de (des, inv))

Lorsqu’on se restreint aux éléments de S,,, la statistique “inv” pour B,,,
qui vient d’étre définie, n’est autre que le nombre des inversions habituel
pour les permutations ordinaires. De méme, en faisant X = 0 dans (1.5)
on retrouve la formule (1.4) avec son interprétation combinatoire.

1.3. Fonction génératrice du couple nombre de descentes-longueur. La
longueur loox pour By, telle qu’elle est explicitée par Brenti [Br94] et
Reiner [Re95a], a savoir

lcox(0,€) = #{i < j:e(i) = (j),0(i) > 0(j)}
+#{i<jre(@) =z,e(G) =yt+ Y a(i),

e(i)=z

se spécialise aussi en le nombre d’inversions lorsqu’on se restreint a S,,. En
revanche, les polynomes générateurs de B,, par (des, lcox) sont différents
des polynomes W,, définis dans la précédente sous-section des que n > 2.
Par exemple, les trois premiers polyndomes générateurs de B,,, disons W}’
(n=1,2,3) par (des, lcox) sont donnés dans le tableau 3.

W'=Y +1X; Wy = (t+q)Y? +1qg(1+ ¢)° XY +1¢*(t + ¢) X%
W4 = (£2¢3 + 2t¢* + 2tq + 1)Y?
+t(1+q+¢*)(1+q+2¢* +tqg+tg*) XY?
+ 1214+ q+ ¢*) (1 + ¢* + 2tq + t¢® +t¢®) XY
+t¢(t*¢® + 2tq* + 2tq + 1) X3,
Tableau 3 (distribution de (des, lcox))

Posant Y = 1 et ne conservant que la variable d’homogénéité X, Reiner
[Re95a] donne la fonction génératrice des polynomes W/ (n > 0) sous la
forme suivante :

1t (u(1 — 1))
(1.7) > > (

1 —teg(u(l =) & (=X¢;9)n (¢:O)n

un
_ W
Z (=X Dn (¢ On

n>0



Nous établirons cette identité dans le paragraphe 4. La normalisation des
polynomes W/ par le facteur peu commode (—Xq; q)» (q; q). et la présence
de la série correctrice ) (u(l —1))"/((=X¢q;q)n (¢, q)n) dans le membre
de gauche de (1.7) pour laquelle on ne voit pas a priori de propriété
analytique intéressante, nous ont fait abandonner la statistique lcox au
profit de “inv” défini au § 1.2. Ce faisant, le calcul statistique sur les paires
de permutations, tel qu’il a été initialisé par Carlitz et ses collaborateurs
[CaT76] et poursuivi par Stanley [Sta76] et Fedou et Rawlings [FeRa95], se
prolonge de facon naturelle au cas de B, dans l'algebre des g-séries. Ce
que nous expliquons maintenant, apres avoir rappelé le calcul de Carlitz.

1.4. Paires de permutations. Dans les années soixante-dix, Carlitz et
ses collaborateurs [Ca76] avaient réussi a interpréter combinatoirement
I'inverse de la fonction de Bessel Jy(u). De facon précise, soit

o (u/2)%"
n!n!

(1.8) Jo(u) =) (=1)

n>0

la fonction de Bessel, de premiére espéce, d’ordre zéro (voir, e.g., Erdélyi
[Er53, vol. 2, p. 4]); ils avaient posé

n un
(1.9) J(u) = Jo@va) = 3 (~1)

n>0

nln!’

et avaient observé que les coefficients w,, de u™/(n!n!) dans la série inverse

n

1 U
(1.10) T = Z“’”M

n>0

étaient des entiers positifs et donc susceptibles de recevoir une interpré-
tation combinatoire. Poussant plus loin leurs investigations, ils avaient
développé en série la fraction

11—t u™
1.11 =1 k)tk
(1.11) —t+ J(u(l—1)) +Zn!n! Z wn, k),
n>1 0<k<n—1

qui se réduit a (1.10) lorsque ¢ = 0, d’out w(n,0) = w, (n > 0) et avaient
cherché a donner une interprétation combinatoire aux coefficients w(n, k).
Ils avaient ainsi introduit la notion de descente en commun dans une paire
de permutations, notion qu’on peut décrire de la facon suivante.

Soient 7 et p deux permutations de 12...n, qu’on identifie aux mots
m=n(1)m(2)...m(n) et p=p(1)p(2)...p(n). Le nombre de descentes en
commun de 7 et p, noté ddes(m, p), est défini comme le nombre d’indices k
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tels que 1 <k <n-—1etn(k)>nk+1), p(k) > p(k + 1). Le résultat
principal de Carlitz [Ca76] affirme que

w(n, k) est précisément égal au nombre de couples (m,p) de permuta-
tions d’ordre n tels que ddes(mw, p) = k.

Les premieres valeurs des w(n, k) sont consignés dans le tableau 4.

1 2 3 4

0
1 1

2 3 1

3 19 16 1

4 211 299 65 1

5 3651 7346 3156 246 1

Tableau 4 (distribution de ddes sur S,, x S,)

Toujours dans I’article précité, les auteurs avaient noté la ressemblance
de la formule (1.11) avec la formule (1.3) donnant la fonction génératrice
des polynomes Eulériens A, (t). Comme A, (t) est un polynéme générateur
du groupe symétrique S,, (et non plus de S,, X S,,), I'idée avait germé que
la fonction de Bessel était pour les paires de permutations ce qu’était la
fonction exponentielle pour les permutations.

Les travaux ultérieurs ont confirmé cette idée, puisqu’on a su, d’'une
part, poursuivre ’étude des polynomes Eulériens dans 1’algebre des g¢-
séries, ou l'on a cherché et obtenu des g-analogues des différentes formules
les concernant (voir, par exemple [Cab4], [Cab9], [CaTl]), d’autre part,
prolonger 1’étude des p,g-analogues des fonctions de Bessel, d’abord
analytiquement (voir Ismail [Is82]), ensuite combinatoirement, en parti-
culier par ’école bordelaise (voir [DeFe93], [Fe95]) pour des comptages de
diagrammes de Ferrers gauches et de polyominos et en termes de paires de
permutations par Stanley [Sta76], Fedou et Rawlings [FeRa94], [FeRa95].

1.5. Fonctions de Bessel basiques. Le g-analogue de la formule (1.2),
a savoir (1.5), pouvant donc étre interprété combinatoirement comme in-
diqué, il est naturel, comme ’avaient fait Carlitz, Stanley, Fedou et Rawl-
ings (op. cit.) pour (1.3), d’étudier le développement de (1.5), lorsqu’on
remplace cette fois les exponentielles par des analogues de fonctions de
Bessel. Autrement dit, il importe d’étudier dans I'algebre des séries a une
ou plusieurs bases le développement de

(1-t)J((1-4)X;Q,q)
—t+J(1-1)X;Q q)I(1-t)Y;Q,q)’

(1.12)

ou J est une fonction de Bessel basique définie ci-apres.
Soient L et [ deux entiers positifs fixés et Q = (Q1,Q2,...,QL),
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a=(q,q,--.,q) deux suites de variables. Posons

Q) =¥ @\,
(Q§ Q)n = (Q1§ Ql)n s (QL§ QL)m
(@9 n = (q1,91)n - - (@5 @) n-

Utilisant la notation “H” pour le produit d’Hadamard de deux séries, a
savoir

(> @) 13 Bau) = - (anBuur,

n>0 n>0 n>0
on définit la fonction de Bessel a plusieurs bases par
(113) I(w;Q q) = (D (~u)") 0 Eq, (u) H Egy(u) -+
n>0
B Hef]l(u)Hefh(u)H'”
On a encore

Q(g) 1
4 z;; Q. Q) (@),

n

SiL=I1l=1,ona
o) 1

Jw; Q)= ) (-1)" u
! 2;; CRORCTN

Enfin, pour L =0 et [ = 1, on retrouve la g-exponentielle
1

J . — _1\n n _ o
(ui- q) Z%( D G = el
et pour L =1 et [ =0, la Q-exponentielle
(3)
I Q) = %(—1)”(5—an = Bo(-u).

Comme expliqué dans le prochain paragraphe, le développement en série
en base Q et q de 'expression (1.12) fait apparaitre des polynémes qui
sont les fonctions génératrices d’objets combinatoires, appelés multipermu-
tations signées, par une suite de statistiques dont 1'une des composantes
est le nombre de descentes qui généralise au cas de B,, le nombre de des-
centes communes introduite par Carlitz.

1.6. Multipermutations signées. On appelle multipermutation signée,
d’ordre n, un triplet (X,0,¢), ou ¥ = (¥4,...,%1) et ¢ = (01,...,07)
sont, respectivement, deux suites de L et [ permutations d’ordre n et ou €
est un mot-xy de longueur n.



Définition 2. On dit que 'entier ¢ est une descente de la multipermuta-
tion signée (X, g, ), si 'une des quatre conditions suivantes est remplie :

(i) i=nete(n) =ux;

i) 1<i<n-—1,¢e(i)=z,e(i+1) =y;

(iii) 1 <i < n-—1,¢e@) = ¢e(i+1) et X1(¢1) > X1+ 1), ...,
(i) > Xp(i+ 1), ainsi que 01(i) > o1(i + 1), ... , 0y(i) > oy(i + 1);

On note ddes(X, g, ) le nombre de descentes de (X, 0,¢).

On pose

Qinv(§75) _ Qilnv(Zl,s) L Qian(Er,s) :

coinv(o,e) __ coinv(o1,e) coinv(oy,e)
qeomv(e) — g g _

Le principal objet de ce premier article est de démontrer le résultat
suivant.

Théoréme 1.1. On a identité

1-9JI((A-1)X;Q,q)

(1.15) 1+ I(1-0X;Q.qJ(1-HY;Q,q)

1
- n X7Y7 ) gy )
2 Q@ Qaa, MYV EQ

n>0

ou X et Y sont deux variables et ou le coefficient W,,(X,Y,t,Q,q) est
le polynéme générateur des multipermutations signées (X, 0,¢) par les

7 ey

statistiques “ddes,” “inv” et “coinv.” En d’autres termes, on a
(1.13) W,L(X,Y,t,Q,q)
— Z Xﬂ(elw)yf(E\y)tddeS@,g’s)QiHV(E,E)qCOmV(z,s)
(Z,0.¢)

la sommation étant faite sur toutes les multipermutations signées de lon-
gueur n.

La liste des premieres valeurs des polynomes W, (X,Y,t,Q,q) (pour
L =1=1) est donnée dans le tableau 5.

W1 =Y +tX;
Wo =Y?(Qq+q+1tQ+ 1)+ XY(2HQ+1)(g+ 1)) + X*t(Qq + ¢ + tQ + 1);
Wz =coY2 4+ 1 XY? + 2 X?Y 4 e3X3, ott

c0=2Qq+2Q%+2q¢+2Q%q+2Q%¢" +2Q%¢* +2¢
+¢° +1+2Q¢% +21Qq + 2tQ%q + 2¢°1Q + 2 ¢°tQ*
+2Q4¢ + Q%% +2tQ + 2tQ* +2Q%*¢* + Q3¢

a=t1+Q+ Q) +q+1)(B3Qq+3q+2tQ+Q+3)

2 =t(1+Q+Q*)(¢* +9+1)(2Qq+1tQq+2q+tqg+3tQ +2+1)

c3 =tcy.
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Tableau 5 (distribution de (ddes, inv, coinv))

Si dans le précédent tableau on fait ¢ = 0, on retrouve le tableau 2.
D’autre part, en ne retenant que les coefficients des plus hautes puissances
de @, on retrouve le tableau 1. Par ailleurs, on voit apparaitre dans ces
premieres valeurs les polynomes gaussiens [Z] o °t [Z}q (0 <a<n) En
effet, on démontrera, dans le prochain paragraphe, qu’on peut écrire

Wa(X,Y,t,Q.q) = Y Xoy" e m m Wan—a:
Q a

(6%
0<a<n

ou Wy p—q est un polynome générateur d’une sous-classe de multipermu-
tations signées, dites compatibles.

Pour démontrer le théoreme 1.1, nous proposons une méthode #térative.
Elle est développée dans le paragraphe 3. Nous concluons ’article par une
démonstration de la formule de Reiner, utilisant toujours cette méthode
itérative.

Notons que lidentité (1.15) avec les interprétations combinatoires
énoncées dans le Théoreme 1.1 se spécialise en plusieurs identités établies
précédemment par différents auteurs. Avec X = 0, on retrouve les résultats
sur A,, établis par Carlitz, Stanley. Pour L = 0, [ = 1 on déduit (1.5) avec
son interprétation combinatoire en termes de nombres de descentes et de
coinversions.

Dans le second article, nous proposerons une extension de notre Théo-
reme 1.1 a l'aide des analogues finis des fonctions de Bessel basiques en uti-
lisant une approche différente. Nous obtiendrons d’autres interprétations
combinatoires pour les polynoémes générateurs des permutations signées.

2. Multipermutations signées compatibles

Introduisons tout d’abord la notion de multipermutation signée compat-
ible. Soit (o, e) une permutation signée, ot 0 € S,, et ot € = £(1)...e(n)
est un mot-zy. On rappelle que le mot o, |, (resp. o.|,) est défini comme
le sous-mot de o(1)...0(n) tel que €(i) = z (resp. £(i) = y). On peut
introduire le nombre d’inversions “inv(o,|,,0.;)” entre les mots o), et
Oc|e, €N posant

nv(0ely, Ocle) = #{(i,J) : €(i) = y, £(4) = =, (i) > o (7)}-

On voit alors qu'une autre fagon de définir les statistiques “inv” et “coinv”
est de poser :

inv(o, €) = inv o, |, +invog )y, +inv(o.|y, ocjz) ;

coinv(o, ) = coinv o, |, + coinv o, |, + inv(o.|y, 0c|z).

11



Définition. Supposons que € a « lettres égales a z et (3 lettres égales a y
(a+ B =n). On dit que la permutation o est compatible avec € (ou encore
que la permutation signée (o,¢) est compatible), si

inv(og|y, 0c|z) = 0,

ou, de fagon équivalente, si le sous-mot o, est un réarrangement du mot
12... 3 (et donc 0., est un réarrangement de (8 +1)(8+2)...n).

Une multipermutations signée (X, 0, ¢), telle que X = (X1,...,%) et
o = (01,...,07) est dite compatible, si les permutations ¥q, ..., X, o1,
..., o7 sont toutes compatibles avec €.

Le polynome

W, (X,Y,t,Q,q) = Z Xﬁ(elw)yﬁ(EIy)tddeS@,z,s)QinV(;E)qcoinV(z,E),

(2,0,¢)

ou la somme est sur toutes les multipermutations signées (X, 0,¢) de
longueur n, est un polynome homogene de degré n en X et Y. On peut
donc écrire :

(07 (0%

(2.1) Wa(X,Y,t,Qq)= m m X YEW, 4
a+pB=n Q q

Proposition 2.1. Le polynéme W, g apparaissant dans (2.1) est le
polynéme générateur des multipermutations signées (X, o, €) compatibles,
telles que € contient exactement « lettres égales a x et (3 lettres égales a vy,
par la suite de statistiques (ddes, inv, coinv).

Démonstration. Pour ne pas alourdir les notations, supposons L =
[ = 1. Soit (X, 0,¢) une bipermutation signée de longueur n telle que
l(e|r) = a. Notons I l'ensemble des « lettres du mot o.,. Il existe
une et une seule bijection croissante fx; (resp. f,) envoyant I'image (1)
de lensemble I par ¥ (resp. o([)) sur Uintervalle [n — a + 1,n] et le
complémentaire 3([n]\ I) (resp. o([n] \ I)) sur lintervalle [1,n — a]. Le
triplet (fy o X, fo 0 0,¢e) est alors une permutation signée compatible.
L’application (X,0,e) — (fs o X, f, 0 0,¢) est surjective. De plus, si
(X0, 00,€) est compatible, le nombre d’antécédents (X, 0,¢) envoyés sur
(Xo,00,¢) par cette surjection est égal a () (7).

(63 [e%

Si (Xo, 00, ) est compatible et si (fx 0%, fo 00,¢) = (X0, 00, €), alors

ddes (X, 0,¢) = ddes (Xg, 00, €);
inv (o, ) = inv (09, €) +inv(0.|y, 0c|2);

coinv (0, €) = coinv (g, €) 4 inv(og|y, 0 |z)-

12



Ces propriétés résultent du fait que fx et f, sont des applications
croissantes.
Il en résulte que la somme

Z Qinv(E,s) qcoinv(a,s) 7

(2,0,8)

étendue a tous les triplets (X, 0,¢) tels que (fs o X, fyo00,¢) = (X0, 00,€),
est égale a

Qinv(Eo,e) qcoinv(ao,s) Z Qinv(EE‘y,Eg‘x) qinv(ag‘y,ag‘x),
(27076)

ou encore a

Qinv(EO,s) qcoinv(ao,s) |f{| |j{| )
Q q

« «
De la
Wn (X7 Y’ t7 Q7 Q>

— Z Xayﬁ Z tddes(Eo,ao,e) Z Qinv(E,e)qcoinv(a,s)

Oé+,3:’l’b (2070075) (Comp.) (27076)
E(Elx):a (fEOE:fJOUﬁ):(EO:UO:E)
-5 v ] [ w0
0<a<n Al %]y

3. La méthode itérative

Posons (Q;Q)n = (Q)n et (¢;9)n = (gn) et pour ne pas alourdir les
notations, supposons L = [ = 1. L’identité (1.15) peut se récrire

_1yiti—10()+(2) xiyi\ -1
(13 D @ Y (X Q.0)

= (@i@)i(Q);(a); X
= Z AN 7N Wk<X7 Y7t7 Q7Q)7
2 Qe (0
une identité de la forme (1 — R)™1S = T, qui, lorsque l'on la récrit

S = (1—R)T, montre que (1.15) est équivalente a la formule de récurrence

(3.1) Wn(X,Y,t,Q.q) = Q) (t — 1)nx™

o 2,7, k Z2WE k
’l+]+k:na Q ?
i+j>1
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avec n > 1 et Wo(X,Y,t,Q,q) = 1.

Maintenant utilisant la décomposition (2.1) et déterminant le coefficient
de X°Y? dans les deux membres de (3.1), on voit que la précédente for-
mule de récurrence est encore équivalente a ’ensemble des deux formules

(3.2) Whno = Q(g>(t -t 12; {ﬂ Q {

n i

] (t—1)" Q(2> Wh—io0;

]

(3.3) Wa 3 = Z {a} {a] {5} {B} (t — 1)iti-1 Q()+(2) Wa—ipg—j;
o<i<a LU LtlqLUlg Lllg
0<5<p
i+j>1

avecn > 1,a+B>1et Wyog=1.

Pour démontrer (1.15), il suffit, partant de la définition du polynome
W, (X,Y,t,Q,q) comme fonction génératrice des bipermutations signées
de longueur n d’établir (3.1), ou bien partant de la définition de W, g
comme polynome générateur des bipermutations signées compatibles
(X, 0,¢) telles que € contient « lettres x et 3 lettres y, établir (3.2) et
(3.3). Les deux fagons reposent sur la méme identité que nous allons établir
maintenant.

Notons d’abord que si (X, 0, ¢) est une bipermutation signée telle que
contient « lettres = et 3 lettres y, chaque permutation signée (3, ¢), (o, ¢)
est une permutation des bilettres (1,y)...(8,y)(1 + B,z)...(a + B, x).
Par conséquent, le facteur gauche (X(1),0(1),e(1))...(3(k),0(k),e(k))
(1 <k<a+p)de (X, o0,¢) est décroissant, si 'on a £(1) > --- > X(k)
et o(1) > --- > o(k). Toute bipermutation signée compatible (b.s.c.) a
un plus long facteur gauche décroissant (p.l.f.g.d.), de longueur au moins
égale a 1. Une lettre (X(i),0(i),e(i)) de la bipermutation signée (X, o, ¢)
est dite grande (resp. petite), si (i) = x (resp. €(i) = y).

Dans la suite de la démonstration, les b.s.c. sont supposées avoir a gran-
des lettres et 3 petites lettres. On note F'(i, 7) la fonction génératrice de ces
b.s.c., dont le p.1.f.g.d. est de longueur (i+j) et débute par i grandes lettres
suivies de j petites lettres (0 <i < o, 0<j < ,i+j > 1). On désigne
par G(>1i,> 0,> k) (resp. G(=1i,> j, > k)) la fonction génératrice de ces
b.s.c. dont le p.l.f.g.d. est de longueur au moins égale a k et débute par au
moins 7 grandes lettres (resp. et débute par i grandes lettres suivies par
au moins j petites lettres). Posons

o= 1,51, ] 07w

de sorte que (3.2) et (3.3) peuvent se récrire

B4  Wao=QE -1+ 3 wolt -1 (8=0);

1<i<a
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(35)  Wag= Y wy(t—1)""" (8>1).
0<i<a
0<5<8
i+j5>1

Lemme 3.1. On a les identités :

i+1);

(3.6)  tuio=1tF(i,0)+G(>1i,>0,>
,>j+1L,>i+j+1), sij>1.

3.7) t"wu,  =tF(i,j)+G(=i
7.7

Démonstration. En effet, le produit ' u; o est la fonction génératrice
des b.s.c. débutant par un facteur décroissant de i grandes lettres, avec la
restriction que le nombre de descentes initial est compté i (au lieu de i —1)
lorsque le p.l.f.g.d est de longueur exactement i. Rentrent donc dans cette
fonction génératrice, outre les b.s.c. juste décrits, celles dont le p.l.f.g.d.
contient ¢ grandes lettres et au moins une petite lettre, plus toutes celles
dont le p.l.f.g.d. contient au moins 7 + 1 grandes lettres et aucune petite
lettre. Ceci prouve (3.6).

Lorsque j > 1, le produit ¢“7 u; ; est la fonction génératrice des b.s.c.
débutant par un facteur décroissant ayant ¢ grandes lettres et au moins
J petites lettres, toujours avec la restriction que le nombre de descentes
initial est compté i 4+ j (au lieu de i + 7 — 1) lorsque le p.l.f.g.d est de
longueur i+ j. En plus de ces b.s.c. on trouve dans la fonction génératrice
toutes les b.s.c. dont le p.I1.f.g.d. contient ¢ grandes lettres et au moins j+1
petites lettres. []

Comme F(i,0) = G(>4,>0,>7)—G(>14,>0,> i+ 1), on tire de (3.6)
I'identité

, t—1
(3.8) G(>4,>0,>1d) =t""Tu; o+ TG(z i,>0,>i+1);

de méme, on tire de (3.7), lorsque 5 > 1,

" t—1
(3.9) G(=1i,>j,>i+7) :t@+ﬂ—1ui,j+TG(: i,>j+1,>0+54+1).

On a en plus l'identité
(3.10) G(>4,>0,>i+1)=G(=i,>1,>i+1)
+G(=i+1,>20,>7+1).
Ces trois formules permettent le calcul de W, g par itération. En effet,

le polynéme W, 5 est égal & G(>1,>0,>1) + G(=0,>1,>1). Par
itération, on obtient

(311) Wa,ﬁ = ul,O + (t — 1)”LL2’0 + .-+ (t — 1)(1_2%&_1’0
t—1)!
L E=net



(t _ 1)0(—1
ta—l

t-1)
t

G(=1,>1,>2)+G(=0,>1,> 1).

Sif=0,onaG(>a,>0,>a)=G=a,=0,=a) = F(a,0) = to‘Q(C;)
et toutes les quantités de la forme G(= i, > 1,> i + 1) sont nulles. Puisque
Ua,0 = Q(g), on obtient

Wao = a9+ (£ = Dugo + -+ (£ = 1) 2uq_1 9+ 1t = 1)°71QL)
=u 04 (t—Dugo+ -+ (¢ —1)"Pug 10+ = 1) "tap
qui n’est autre que la formule (3.4) a démontrer.

Lorsque f > 1, on peut continuer 'itération de I’expression (3.11) et
du fait que G(> o+ 1,>0,> a+ 1) = 0 obtenir

1
+——G(=a,>1,=a+1)

(t—-1)
t

+ -+ G=1,>1,>2)+G(=0,>1,>1).

On iteére ensuite chaque expression G(=14,>1,> i+ 1) en faisant usage
des relations G(=i,> 8+ 1,>i+F+1) =0 (0 < i < «) et 'on obtient
(3.5). ]

Une variante de la méthode itérative consiste a établir directement la
formule de récurence (3.1). Notons Fy,, la fonction génératrice de toutes les
bipermutations signées de longueur n dont le p.l.f.g.d. est de longueur m
et posons : G, = Fp, + Fipyp1 + - - - + F,,. Partant toujours du Lemme 3.1,
on peut établir la formule itérative :

mi|H|Mm

[ o o

1+ij=m

tFp + Gt = Wim (X, Y, 1, Q,q)tm{“} {"}
Q q

qu’on applique & G; = W,,(X,Y,t,Q,q). On en déduit (3.1) en utilisant
la formule aux bornes :

G, =t (;n [m} ) rﬂ qQ(3>+(§>X1’Yﬂ' + (- 1)x"QE)).
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Une autre méthode de démonstration des identités (3.2) et (3.2) s’ap-
puie sur la technique des permutations “virgulées” (“commaed”) illustrée
dans [Ge82], [Ze80], [FoZe91]. Nous ne reproduisons pas ici cette démons-
tration.

4. La fonction génératrice de Reiner

Dans ce dernier paragraphe, nous montrons comment le calcul de la
fonction génératrice des permutations signées par le couple (des,lcox),
dans D'expression (1.7) que lui a donnée Reiner, se ramene en fait & un
calcul sur les permutations ordinaires par I'intermédiaire des polynomes
générateurs

An,k(tafD — Z tdesk qunvg (0 <k< n)’
ocES,
ou pour toute permutation o € §,, on pose :

q _ [ deso, sio(n) <n-—k;
FET= 1 + deso, sio(n)>n—k+1.

Apres quelques manipulations faciles, on montre que le polynome
générateur W/ des permutations signées par le couple (des,lcox) peut
s’écrire :

(4.1) W= 3 xkg(d) ["LAn,ku,q»

k
0<k<n

Pour prendre en charge le facteur X* q(k_gl) (7] o> ln’est donc pas étonnant
que Reiner ait diu prendre des normalisations peu commodes comme
(=X¢ @)n (4, Dn-

Ensuite le membre de gauche de (1.7), d’apres le résultat de Stanley
[Sta76] ou le théoreme 1.1 avec les parametres X = 0,1 =0, L = 1, peut
encore s’écrire :

Zu—lAz,z(t,Q)Z Wil Z )"

= (G a) =0 (=X@ ) (¢ 0)m

qu’on pose égal a

un
W3,
Z (=X¢ n (45 O)n

n>0

De nouveau, par des manipulations classiques sur les g-séries, on peut
aboutir a ’expression :

w® =3 xtqes) 3 U:L] An—mn—m(t,q) [";m} -,

0<k<n 0<m<n—k
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Pour démontrer que I'on a W,¥ = W' (donnée en (4.1)), on voit qu’il
suffit d’établir, pour 0 < k < n, la formule de récurrence :

(42)  Awlt= Y [”_k] Aot @) 4™ (1= )™,

m
0<m<n—k

Cette formule peut également étre démontrée par la méthode itérative
illustrée dans le paragraphe précédent. Si une permutation d’ordre n se
termine par un terme au plus égal a (n — k), on peut considérer son
plus long facteur droit croissant (p.l.f.d.c.); il est de longueur strictement
positive. Si la permutation se termine par un terme supérieur ou égal a
(n — k4 1), on convient que son p.l.f.d.c. est de longueur nulle.

Pour m = 0,1,...,n — k, désignons par F,, la fonction génératrice
de ces permutations dont le p.l.f.d.c est de longueur m et posons G,, =
E,+ -+ F, . Alors u,, = [”;Lk]q Ap—mn—m(t,q) g™ est la fonction
génératrice des permutations dont le p.l.f.d.c. est de longueur au moins
égale a m, si 'on convient d’ajouter une descente supplémentaire lorsque
le p.l.f.d.c. est de longueur supérieure ou égale a (m + 1). On a donc
I'identité :

Um = Fm +tGm+la
d’ou
(4.3) G =t + (1 — )G 1.

Comme A, 1(t,q) = Go et que G, = A k(t, q) ¢ Rk on en déduit la
formule de récurrence (4.2) en itérant la formule (4.3) a partir de Gy.
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