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RESUME. — La correspondance de Robinson-Schensted envoie une
permutation sur une paire de tableaux standard de Young de méme
forme. La forme de ces deux tableaux est aussi appellée forme de la
permutation. Récemment, a 'aide de la théorie de Kazhdan-Luszitg,
Hohlweg a caractérisé les permutations ayant le nombre d’inversions
minimal sur I’ensemble des permutations de forme fixée. Dans cette Note
on montre, par un argument combinatoire, que cette caractérisation est
une conséquence de l'algorithme géométrique que Viennot avait construit
pour la correspondance de Robinson-Schensted.

Note on the minimal permutations

ABSTRACT. — The Robinson-Schensted correspondence maps a per-
mutation onto a pair of standard Young tableaux of the same shape. The
shape of the two tableaux is referred to as the shape of the permutation.
By using the theory of Kazhdan-Luszitg, Hohlweg has recently character-
ized the permutations with a fixed shape and a minimal inversion number.
The present Note provides a combinatorial proof of this result by using
Viennot’s geometric algorithm of the Robinson-Schensted correspondence.

1. Introduction

La correspondance de Robinson-Schensted entre permutations et paires
de tableaux standard de Young de méme forme, se réalise par une suite
d’insertions. On trouve des descriptions détaillées de cet algorithme dans
de nombreux manuels classiques (voir, par exemple, [Kn, p.48-52], [Sa,
p.97-100], [St, p.316-319]). Une des plus importantes propriétés de cette
correspondance est la propriété de symétrie : Si la permutation o corre-
spond & la paire de tableaux (P, @), alors la permutation inverse o ~* corre-
spond a la paire de tableaux (@, P). Pour lever cette propriété mystérieuse,
Viennot a imaginé une version “géométrique” de la correspondance de
Robinson-Schensted [Vi], et c’est justement cette approche géométrique
de Viennot qui fournit "outil combinatoire utilisé dans cette Note.

On appelle forme d’une permutation la forme des tableaux associés
par la correspondance de Robinson-Schensted. Les permutations ayant le
nombre d’inversions minimal sur I’ensemble des permutations de méme
forme sont dites minimales. Le but de cette Note est de caractériser les
permutations minimales. Comme il est de coutume, on appelle composition



de lentier n toute suite ¢ = (¢, ¢a, . . ., ;) d’entiers strictement positifs de
somme n. Lorsque la suite est décroissante ¢; > ¢ > --- ¢, on parle plus
volontiers de partition de n. En particulier, la forme d’un tableau standard,
qu’on représente par un diagramme de Ferres, peut étre identifiée a une
partition, donc a une composition particuliere.

A toute composition ¢ = (¢1, ¢, ...,c;) de n, on associe une permuta-
tion 0. = 0.(1)0.(2) - - - 0.(n), de longueur n, définie comme le produit de
juxtaposition o, = wiws ... wg avec

w; = Uj<Uj — 1)...(Uj_1 —|—2)<Uj_1 -+ 1) ou uj; = C1 + Co —|—"'Cj.

Par exemple, on a 0(329) = 321 - 54 - 76 = 3215476. On vérifie bien que
0., vue comme 'application i — o0.(7) (1 <i < n), est une involution.

THEOREME 1. —  Soient X\ une partition et X' = (N[, N5, ..., \}) sa

transposition. Alors l’ensemble des permutations minimales de forme \

est l’ensemble de toutes les involutions o, ou c est un réarrangement de
t __ / / /
A — ( 1, 2, v ey Ak).

Par exemple, pour A = 331, on a \' = 322. Les trois réarrangements
de M\ sont 322,232,223. L’ensemble des permutations minimales de
forme 331 est donc {3215476,2154376,2143765}. Le théoreme 1 est da
a Hohlweg [Ho], qui ’a démontré en utilisant la théorie de Kazhdan-
Luszitg [KL, Lu]. La démonstration combinatoire de ce résultat donnée
ci-apres s’inspire directement de 1’algorithme géométrique de Viennot de
la correspondance de Robinson-Schensted. On sait qu’il est facile de lire,
a partir des tableaux associés, l'indice majeur de la permutation [FS];
cependant il est difficile de reconnaitre le nombre d’inversions de cette
maniere. Néanmoins, l'algorithme de Viennot permet d’établir une rela-
tion d’inégalité entre le nombre d’inversions et la forme d’une permutation,
ce qui permet de résoudre le probleme facilement.

2. Démonstration du Théoréme 1

Pour simplifier la présentation, on ne reproduit pas la description
complete de Dalgorithme de Viennot [Vi]. On utilise, cependant, les
mémes notations que lui, y compris son propre exemple illustratif. Pour la
permutation o = 3641725 (voir [Vi, Exemple 3.2]), les squelettes successifs
de o apparaissent dans la figure 1.

Les nombres de points dans chaque ligne forment un mot de Ya-
manouchi a(o) = (1,1,2,2,1,3,2). Celui-ci correspond au tableau stan-
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dard de Young P de fagon classique [St, p.312-313] :

~Tw]=]
~J

P =

Naturellement, la multiplicité du mot «(o) est égale a la forme de la
permutation o. Dans cet exemple, a(o) contient 3 fois la lettre 1, 3 fois
la lettre 2 et une fois la lettre 3, sa multiplicité est alors la partition 331.
Rappelons que la fonction n(A) est définie pour toute partition A par (voir
par exemple [Ma, p.3])

!
n(\) = Z ();‘) olt (A}, Ny, ...) = Al est la transposée de .

Notons SB(o) ’ensemble des points blancs dans la figure 1, c’est-a-dire
1'union de tous les squelettes Sq" (o) (k = 1,2,...). Le résultat suivant est
alors évident.

LEMME 2. —  Soit X\ la forme de la permutation o. Alors n(\) est
égal au cardinal de SB(0).

Dans la figure 2 suivante, notons Rot(o) ’ensemble des points blancs.
Ce sont les points (x,y) tels qu’il existe deux autres points (x',y) et (x,y’)
de la permutation o avec les conditions z/ < = et y > 3. La figure 2
est appelée diagramme de Rothe (voir [Vi]). Une propriété tout a fait
élémentaire du diagramme de Rothe est que le nombre d’inversions de la
permutation est égal au cardinal de Rot(o).

Il est clair que SB(o) est un sous-ensemble de Rot(o) comme on peut
le voir en comparant les figures 1 et 2; on en déduit le lemme suivant.
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Fig. 2. Le diagramme de
® Rothe d’une permutation
et le nombre d’inversions
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LEMME 3. —  Soit A\ la forme de la permutation o. Alors on a
inv(o) > n(A).

Pour tout réarrangement ¢ de \f, on vérifie que o, est de forme \ et
que inv(o.) = n(A). D’apres le Lemme 3, 0. est une permutation minimale
de forme A. Montrons que toutes les permutations minimales sont de ce
type. Un point (z,y) de la permutation o est dit saillant s’il n’y a pas de
point (7, j) de la permutation tel que i < z et j < y. Deux points saillants
(z1,y1) et (z2,y2) sont dits consécutifs s’il n’y a pas de point saillant (i, j)
de la permutation tel que 7 est compris entre x; et xo.

LEMME 4. —  Soit o une permutation telle que inv(c) = n(\). Si
a = (Zq,Ya) €t b= (zp,yp) sont deux points saillants consécutifs de o tels
que xp < Ty, alors xp, = x4 — 1 et yp = yq + 1.

Démonstration. — Si la conclusion du lemme est fausse, il existe un
point de la permutation ¢ = (z., y.) tel que x, < z. < z,. Prenons pour y.
la plus petite valeur satisfaisant y. > y, comme illustré dans la figure 3.
On constate que le point d = (z,,y.) appartient a Rot(c) mais pas a
SB(o), i.e., on aurait inv(c) > n(\). []

Soit o une permutation telle que inv(o) = n(\). D’apres le Lemme 4,
on sait que ’ensemble des points saillants de la permutation o est formé
comme dans la figure 4. On vérifie que les régions b ne contiennent pas de
point de la permutation, car o est une permutation; la région ¢ non plus,
car sinon la région a ne pourrait pas contenir les points saillants; il en
est de méme pour les régions d, car autrement il y aurait d’autres points
saillants dans ces régions. Autrement dit, tous les points non-saillants de la
permutation sont dans la région e. En itérant ce raisonnement aux points
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Fig. 3. Comparaison Fig. 4. Analyse des
entre SB(o) et Rot(o) points non-saillants

de la région e, on démontre le Théoreme 1.
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