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AVANT-PROPOS

Ces Notes de Cours ont été rédigées a la fin des années 1990, lorsque
les deux auteurs assuraient le cours d’algebre et combinatoire, qui faisait
partie a I’époque du cursus de la maitrise de mathématiques discretes. Le
mot “Principes” aurait pu étre remplacé par “Eléments,” suivant I’exemple
d’une collection célebre, pour mieux indiquer que ces Notes recouvrent
une tres faible partie de ce que 'on pourrait enseigner au niveau de la
maitrise dans le domaine des mathématiques tournées vers les problemes
de nature combinatoire. On ne trouvera donc que quatre chapitres, de
longueur tres inégale, de choix tres arbitraire, dont la liste apparait ci-
dessous. Les exercices proposés dans les trois premiers chapitres sont
presque tous donnés avec solutions. Pas de solutions, en revanche, pour les
exercices du chapitre 4. On espere cependant que les indications données
sont suffisantes.

Les auteurs ont par ailleurs rédigé une premiere version du mémoire
“The g-series in Combinatorics; Permutation Statistics”, qui utilise les
éléments des présentes Notes et pensent que la version finale dument
actualisée sera prochainement disponible.

Chapitre 1. Séries génératrices ordinaires et exponentielles
Chapitre 2. Les g-séries génératrices

Chapitre 3. Séries génératrices des suites de nombres classiques
Chapitre 4. L’anneau des fonctions symétriques

D. Foata et G.-N Han Strasbourg, 8 octobre 2008
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CHAPITRE PREMIER

SERIES GENERATRICES ORDINAIRES ET
EXPONENTIELLES

Sommaire

L’algebre des séries formelles

Familles de séries formelles

Substitution dans les séries formelles

Dérivée et intégrale d’une série formelle

La réversion des séries

Séries de Laurent formelles

La formule de réversion de Lagrange-Biirmann
Les fonctions hypergéométriques

Polynomes générateurs

L’identité de Pfaff-Saalschiitz

. Transformations de Laplace formelles
. Les matrices de Seidel

L’exponentielle d'une série formelle

. Produits et composés partitionnels
. Le composé partitionnel des permutations
. Les polynomes Eulériens

Le composé partitionnel des endofonctions

. Partitions d’entiers

. Familles multipliables

. Le triple produit de Jacobi
. Une combinatoire pour la formule de réversion de Lagrange-Biirmann

Avant de manipuler les séries génératrices, il importe de maitriser
I’algebre des séries formelles. Le but de ce chapitre est de décrire cette
algebre (on se limite aux séries d’une variable), qu’'on enrichit par I’étude
des opérations complémentaires que sont la substitution, le calcul de la

dérivée ou de l'intégrale, la réversion.

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun
cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :

foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.

1



CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

Muni de ce bagage, on peut alors entrer dans I’étude des fonctions hy-
pergéométriques. On se limite ici a une breve introduction en s’efforcant
de démontrer certaines identités fondamentales comme celles de Chu-
Vandermonde et de Pfaff-Saalschiitz, par des arguments de nature pure-
ment combinatoire.

On trouve également un apercu sur l'algebre des matrices de Seidel,
un outil commode pour la manipulation de plusieurs suites classiques
de nombres, puis un traitement du composé partitionnel qui fournit un
cadre global pour I’étude de nombreuses identités combinatoires faisant
intervenir la fonction exponentielle. On explique également pourquoi les
composés partitionnels des permutations et des endofonctions rendent
compte de la structure de plusieurs polynomes orthogonaux classiques.

On trouve enfin une étude sommaire sur les partitions et une ouverture
vers le triple produit de Jacobi, apres avoir donné auparavant le matériel
nécessaire sur les familles multipliables, en vue d’un traitement rigoureux
de lalgebre des produits infinis dans le cadre formel.

1. L’algebre des séries formelles

On peut définir ’algebre des séries formelles en un ensemble quelconque
de variables, fini ou infini et le passage d’un ensemble fini & un ensemble
infini se fait sans difficulté. Cependant, beaucoup de questions abordées
dans cet ouvrage pouvant étre traitées a 1’aide de l’algebre des séries
formelles a une seule variable, il a paru intéressant de commencer 1’étude
de ces seules séries, quitte a donner plus tard des indications dans le
cas ou l'ensemble des variables n’est plus un singleton. Toutefois, les
coefficients des séries a une variable que nous considérons peuvent étre
pris dans n’importe quel anneau, par exemple, un anneau de polynomes a
une nfinité de variables.

Soit 2 un anneau commutatif, ayant un élément unité. On appelle série
formelle, & coefficients dans 2 et en une indéterminée (ou variable) u, toute
suite a = (a(n)) (n > 0) d’éléments de Q2. La variable u ne joue aucun role
dans cette définition, mais pour des exigences qui apparaitront naturelles
dans la suite, on adopte la notation :

a= Za(n) u" oubien a= Zu” a(n),

n>0 n>0
ou meéme encore

a=a(0)+a(l)u+a(2)u®+---

On dit que a(n) est le coefficient de u™ dans a (n > 0). Le coefficient a(0)
est dit terme constant de la série formelle a. Si a(0) = 0, on dit aussi que a
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1. ’ALGEBRE DES SERIES FORMELLES

est sans terme constant et 'on écrit a sous la forme :

a= Z a(n)u™.

n>1

Plus généralement, soit M un sous-ensemble quelconque de N; si tous
les coefficients a(n) sont nuls, lorsque n n’est pas dans M, on adopte la

notation :
a= Z a(n)u™.
neM
Si M = {n}, on écrit simplement : a = a(n)u", en faisant disparaitre le
signe sigma.
Remarque. — Lorsque les coefficients a(n) ont une forme explicite,
comme par exemple 1/n! (n = 0,1,...), il est commode et souvent utile

de faire apparaitre la variable v dans la notation de la série formelle. On
pose ainsi

(1.1) exp(u) = Z %u”;

(1.2) 1F0<f;u) ::1+Za(a+1)...(a+n—1)un

n! ’

ou « appartient a €. De plus, dans ces deux définitions, on suppose que
I'anneau € contient le corps des rationnels. Dans la formule (1.2) on
reconnait la notation de la fonction hypergéométrique, qui sera explicitée
dans le paragraphe 8.

L’addition et la multiplication de deux séries formelles a, b sont définies
de la méme facon que pour les polynéomes. On pose :

(1.3) a+b= Za(n) u" + Z b(n)u" := Z c(n)u™ =c,

n>0 n>0 n>0

ou pour tout n > 0 le coefficient ¢(n) est défini par : ¢(n) := a(n) + b(n).
De méme, le produit d = a - b des deux séries a, b est défini par

(14) a-b= <Z a(n) u”) : <Z b(n) u”) = Z d(n)u" =d,
n>0 n>0

ou, pour tout n ;6, on pose :
(1.5) d(n) := a(0)b(n) + a(1)b(n — 1) + - - - + a(n)b(0).

En regle générale, le produit de deux séries sera matérialisé par un point et
le produit dans ’anneau €2 par une simple juxtaposition. On s’affranchira,
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CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

a plusieurs occasions, de cette regle lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur
le type de produit. On écrira, par exemple, a”™ pour a a la puissance n.
Enfin, la multiplication par un scalaire est définie par

w Z a(n)u" = Z (wa(n)) u™.

n>0 n>0

L’ensemble de toutes les séries formelles a coefficients dans €2 et en une
variable u est noté Q[[u]]. On vérifie, sans aucune difficulté, que Q[[u]] muni
de ’addition et de la multiplication est un anneau commutatif admettant
un élément unité. Ce dernier est la série formelle

1, sin=0;

1= Za(n) u", oua(n):= {07 sin>1

n>0

Le zéro de Q[[u]] est la série formelle qui a tous ses coefficients nuls.
Lorsqu’on munit aussi Q[[u]] de 'opération de la précédente multiplication
par un scalaire, on obtient une algebre commutative, en ce sens que les
identités suivantes sont satisfaites pour tout w, w’ € Q et a, b € Q[[u]] :

w(a-b) = (wa)-b;
wla+b) =wa+ wb;
(w+wha=wa+uw a;

(ww'a = w(w'a);

la=a;

I'unité dans la derniere relation étant 1’élément unité de €.

L’algebre des polynomes a coefficients dans §2 et a une variable u est le
sous-ensemble Q[u] formé de toutes les séries formelles a = ) -, a(n)u™,
ou tous les a(n) sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. I’ensemble [u]
est une sous-algébre de Q[[ul].

Revenons a la définition du produit de deux séries formelles introduit
en (1.4) et (1.5). La série-produit a? = a - a est donnée par

aQZZaQ(n)u”, avec a’(n) = Z a(i)a(j).

n>0 0<4,0<35
1+i=n

De meéme, pour tout entier m > 2, le coefficient de u"™ dans la série-
puissance a”" est égal a

(1.6) a™n)= Y a(i) - a(in).



2. FAMILLES DE SERIES FORMELLES

La lecture du matériel sous le signe sigma devient difficile! On voit qu’il
est utile d’introduire de nouvelles notations. Considérons I’ensemble N"* de
toutes les suites de m entiers s = (i,...,4,). A chaque s € N on associe
son poids ||s|| :== i1 + -+ 4+ im € N et son a-poids a(s) := a(iy) - a(ip).
Au lieu d’écrire

(1.7) a™ = Zu” Z a(s),

n20  |sll=n
on veut pouvoir écrire :

(1.8) a™ = Z ul*l a(s).

seN™

On dit que a™ est la fonction génératrice des suites finies d’entiers de
longueur m par le a-poids. Ce langage sera de plus en plus présent dans
les paragraphes ultérieurs (cf. Exemple 1 dans le prochain paragraphe).

2. Familles de séries formelles

Nous introduisons la topologie des séries formelles a ’aide de la notion
de famille sommable. Rappelons qu’étant donné un ensemble S quelconque
(fini ou infini), on appelle famille de séries formelles une application s — as
de S dans Q[[u]]. On a coutume de la noter (as) (s € S). Etant donnée
une telle famille, on se propose de donner un sens a la somme

E aS7

seS

c’est-a-dire d’imposer des conditions pour que cette expression soit effec-
tivement une série formelle.

Définition. — Une famille (as) (s € S) de séries formelles est dite

sommable, si pour tout n > 0, on a as(n) # 0 seulement pour un nombre
fini de s dans S.

Si (as) (s € S) est une famille sommable, on pose, pour tout n > 0,
a(n) := Z as(n),
s€S

ou la sommation est faite dans €2 et ne fait intervenir qu'un ensemble
fini d’éléments. La série formelle ) ., a(n)u™ est donc bien définie. On
I'appelle somme de la famille (as) (s € S) et on la note :

a= E as.

seS
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CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

Remarque. — Soit Y -, a(n)u™ une série formelle. Pour tout n > 0,
on pose b, = a(n)u™; en d’autres termes, b, est la série formelle

by, = Z by, (m) u™,

m>0

ou
_Ja(n), sim=n;
bn(m) = { 0, autrement.
Pour tout m > 0 il n’y a qu’un nombre fini de séries formelles b,, (au plus
une!) telles que b, (m) # 0. La famille (b,) (n > 0) est donc sommable,

de somme :
a= an = Za(n)u”.

n>0 n>0

Toute série formelle a est donc la somme de la famille constituée par ses
différents termes a(n) u™.

Les deux prochaines propriétés sont données sans démonstrations (il
est aisé de les reconstruire). On démontre, en fait, que les propriétés
d’associativité et de commutativité de la somme sont préservées pour des
sommes infinies. Par partition {S; : t € T} d’un ensemble S, on entend
une famille de sous-ensembles S; de S, disjoints deux a deux, de réunion S.
Les sous-ensembles Sy, tout comme ’ensemble 7' des indices, peuvent étre
finis ou infinis.

PROPOSITION 2.1. (Associativité ou sommation par paquets). — Soit
{S; : t € T'} une partition de ’ensemble S. On suppose que la famille (as)
(s € S) est sommable. Alors toute sous-famille (as) (s € St) est sommable
et si, pour tout t dans T, on pose by = ) g as, la famille (b;) (t € T)
est également sommable et l'on a :

th :Zas.

teT ses

ProPOSITION 2.2. (Distributivité). —  Soient (as) (s € S) et (by)
(t € T) deux familles sommables. Alors la famille (as-bs) ((s,t) € S xT)
est sommable et l'on a :

> aehi=(Ta) (Tn)

(s,t)ESXT s€S teT

Comme cas particulier de la derniere proposition, on a la propriété de

distributivité généralisée
I S

teT teT



2. FAMILLES DE SERIES FORMELLES

lorsque la famille (b;) (¢t € T') est sommable.

Ezemple 1. — Considérons la famille (a(s)ull*l) (s € N™), de séries
réduites a un seul terme, introduite en (1.7) et (1.8). Pour tout entier
n > 0 il n'y a qu'un nombre fini de s € N tels que ||s|| = n, donc de
séries a(s) ull*l ayant un coefficient de 4™ non nul. La famille (a(s) ull*!)
(s € N™) est donc sommable. Considérons la partition {7}, : n € N} de
N™ définie pour chaque entier n > 0 par T, := {s € N™ : [|s| = n}.
D’apres la Proposition 2.1 on peut écrire :

Z Z a(s)ullsll = Z a(s) ullsl.

n>0 ||s||=n seNm

Par conséquent

a™ = Zu” Z a(s) = Z Z a(s) ullsll = Z a(s) ullsl.

n>0  ||s|=n n>0 ||s|=n seNm

L’écriture de (1.8) est donc bien justifiée.

Définition. — L’ordre d’une série formelle @ non nulle est le plus
petit entier n > 0 pour lequel a(n) # 0. On note o(a) 'ordre de a. Par
convention, l'ordre de la série formelle nulle est supposé égal a +oc.

PROPOSITION 2.3. — Soient a et b deux séries formelles. Alors
(2.1) o(a-b) > o(a) + o(b).
Si Q est inteégre (i.e., ne contient pas de diviseurs de zéro), alors
(2.2) o(a-b) =o(a)+ o(b).

De plus, Q[[u]] est integre.

Démonstration. — Les deux relations (2.1) et (2.2) sont triviales lorsque
I'une au moins des deux séries est nulle. Supposons o(a) = p et o(b) = ¢,
avec p, ¢ finis. Posons, d’autre part, ¢ = a - b. Tous les produits a(n)b(m)
sont nuls si n < p—1oum < g — 1. Par conséquent, ¢(p + q) = a(p) b(q)
et ¢(n) =0 pour n < p+ ¢ — 1. L’inégalité (2.1) est donc vérifiée.

Si € est integre, ¢(p + ¢) est non nul et par conséquent I'ordre de ¢ est
exactement égal & (p+¢q). De la, 'hypothese a # 0 et b # 0 entraine ¢ # 0,
ce qui montre que Q[[u]] est integre. []

Remarques.
(i) Toute famille (as) (s € S) de séries formelles, o S est fini, est
évidemment sommable.



CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

(ii) Lorsque S = N et que la famille (as) (s € S) est sommable, la
somme a = ), ¢, peut étre écrite a = Y - a,. On dit aussi que la
série Y a, de séries formelles converge vers a.

(iii) Lorsque S = N, la propriété de sommabilité de la famille (as)
(s € S) peut étre visualisée comme suit. On écrit dans un tableau
(infini!) le coefficient a,(n) de u" dans la série as, dans la s ligne
et la n'*™° colonne, si as(n) # 0. Si ay(n) = 0, on n’écrit rien dans cet
emplacement.

Dire que la famille (as) (s € S) est sommable revient a dire que
lorsqu’on fait ’addition des termes de la n'*™ colonne, on ne trouve qu’un
nombre fini de termes pour tout n > 0. La somme de ces termes non nuls
est alors le coefficient a(n).

PROPOSITION 2.4. — Soit (as) une famille de séries formelles telle
que S = N. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la famille (as) (s € S) est sommable ;

(2) lordre o(as) de as tend vers linfini lorsque s tend vers linfini.
Soit a la somme de la famille. Pour tout n € N, il existe un entier t(n)
tel que pour tout t > t(n), on a : ag(n) +ar(n) + -+ ar(n) = a(n).

Démonstration. — Pour tout n € N notons S(n) I’ensemble de tous les
s € N tels que as(n) # 0. Si la condition (1) est vérifiée, alors S(n) est fini.
On peut poser : t(n) := max S(n) et T'(n) := max S(0)US(1)U---US(n).
Pour tout ¢ > 1+ T'(n), on a a;(0) = a;(1) = --- = a4(n) = 0 et donc
o(at) > n + 1. Par conséquent, (2) est vérifiée.

Réciproquement, si la condition (2) est satisfaite, pour tout entier n, il
n’y a qu'un nombre fini d’entiers s tels que o(as) < n, donc un ensemble
fini d’entiers s tels que as(n) # 0 et la condition (1) est vérifie.

Le coefficient a(n) étant défini comme la somme de tous les coefficients
as(n) tels que s € S(n), on a a;(n) = 0 pour tout ¢t > t(n) + 1 et ainsi
ag(n) +ai(n) + -+ a;(n) = a(n) pour tout ¢t > t(n). []

Remarque. — Dans la topologie des séries numériques, le fait que a,
tende vers 0 est une condition nécessaire pour que la série numérique de
terme général a,, soit convergente. Pour la topologie des séries formelles,
la propriété (1) de la proposition précédente est une condition nécessaire
et suffisante pour que la série > a,, de séries formelles soit convergente.

3. Substitution dans les séries formelles

La relation (2.1) entraine que, pour tout entier m > 0, on a :
(3.1) o(b™) > mol(b).

Par conséquent, lorsque b est sans terme constant, (i.e., o(b) > 1), la famille
(a(m)b™) (m > 0) est sommable pour toute suite (a(m)) de scalaires. La
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3. SUBSTITUTION DANS LES SERIES FORMELLES

série formelle

Z a(m)b™,

m>0

qui est la somme de la famille (a(m)b™) (m > 0), est dite étre obtenue par
substitution de b dans la sériea =3 ~qa(m)u™. On pose :

(3.2) aob:= Y a(m)b™.

m>0

Comme b est sans terme constant, le coefficient de u™ dans la série b est
nul si m > n+ 1. Par conséquent, le coefficient de u™ dans aob est égal au
coefficient de u™ dans la somme finie a(0)b°+a(1)b +---+a(n)b™ (n > 0).
En d’autres termes, si o(b) > 1 et si on désigne par b™(n) le coefficient
de u™ dans la série puissance b, on a :

(3.3) (aob)(n)= Y a(mp™n)  (n>0).

0<m<n

Remarque. — 1l ne faut pas confondre le coefficient b™(n) de u™ dans
la série puissance b™ avec la puissance m'*™® du coefficient b(n), qu’on
notera plus volontiers (b(n))™ pour qu’il n’y ait aucune confusion.

PROPOSITION 3.1. — Soit b une série sans terme constant. L’applica-
tion a — aob est un homomorphisme de Q[[u]] dans lui-méme. En d’autres
termes, on a :

(34) (al—l—ag)ob:alob—l—agob;
(3.5) (a1 -az)ob=(a;ob)- (azob);
et donc

a"ob=(aob)” (n>1).

De plus,
Démonstration. — Les relations (3.4) et (3.6) sont immédiates. Pour

(3.5), on peut écrire :

(a1 0b)- (agob) = (Z al(n)b”) : (Z ag(m)bm>,

n>0 m>0
soit, d’apres la Proposition 2.2,

(a10b)-(agob) = Y ai(n)ag(m)b"* ™.

n,m>0
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CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

Comme on peut sommer par paquets, on obtient :

(a1 0b)-(azo0b) = Zb” Z ai(j)az(n —j) = (a1 -az)ob. []

n>0 0<j<n

En fait, la substitution a — a o b est un homomorphisme continu, dans
le sens donné dans la proposition ci-apres.

PROPOSITION 3.2. —  Pour toute famille sommable (as) (s € S) et
toute série b sans terme constant, la famille (asob) (s € S) est sommable.
On a, de plus,

(3.7) (Z a5> ob= Z(aS ob).

seS seS

Démonstration. — Considérons la famille (u"(as0b)(n)) ((s,n) € SxN)
et pour m fixé, notons S(m) lensemble fini des s dans S tels que
as(m) # 0. Si s n'appartient pas & l'ensemble T'(n) = Uy<,,<,, S(M),
les quantités b™(n)as(m) (0 < m < n) sont nulles. D’apres (3.3), on
obtient donc (as o b)(n) = 0. Par conséquent, si (s, m) n’appartient pas a
I'ensemble fini T'(n) x {n }, la valeur de u"(as o b)(n) en (s, m) est nulle.
La famille (u™(as o b)(n)) ((s,n) € S x N) est donc sommable. D’apres la
Proposition 2.1, la famille

(Z u"(as o b)(n)) (s€89),
n>0
c’est-a-dire (as 0 b) (s € S) est sommable. Il en est de méme de la famille

(Z u™(as 0 b)(n)) (n>0).

seSs
On en déduit :

ZZU (asob)(n ZZU (asob)(n

s€Sn>0 n>0seS

Cette identité peut étre récrite :

Zasob—z Zasob Zu Z (asob)(n)

sES n>0  seS n>0  seT(n)
= Z u”(( Z as) o b) (n) [par (3.4)]
n>0 SET(n)
= Z u” ((Z as> o b) (n) [par définition de T'(n)]
n>0 s€S
(5o o
ses
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3. SUBSTITUTION DANS LES SERIES FORMELLES

PROPOSITION 3.3. — Si b et ¢ sont deuz séries formelles sans terme
constant, on a :
(3.8) (aob)oc=ao(boc).

Autrement dit, si 'on substitue b dans la série a, puis la série ¢ dans la
série obtenue, on obtient le méme résultat en substituant d’abord ¢ dans b,
puis la série ainsi formée dans a.

Démonstration. — D’abord o(bo ¢) > 1. Les deux membres de (3.8)
ont donc un sens. On peut donc écrire : (aob)oc = (3,5,b"a(n)) oc.
Comme la famille (b™a(n)) (n > 0) est sommable et que ¢ est sans terme
constant, on a d’apres (3.7) et (3.5) :

(aob)oc="3" (1" oc)a(n) = Y (bo)"a(n) = ao (boe). [

n>0 n>0
Définition. — Une série a dans Q[[u]] est dite inversible s'il existe une
série b satisfaisant a -b =b-a = 1. On dit alors que b est ’inverse de a.

Terminons ce paragraphe par 1’énoncé d’une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une série formelle soit inversible dans Q[[u]].

LEMME 3.4. — La série >, u™ a un inverse dans Q[[u]] donné par
(1—u). n20
Démonstration. — En effet, posons
l—u= Zu”a(n) et Zu”c(n) = (1—u)~Zu”.
n>0 n>0 n>0

On a ¢(0) =1 et pour tout n > 1 les relations : ¢(n) = a(0)-1+a(1) -1 =
1—-1=0.Dou (1—wu)- Y u"=1. []
n>0

PROPOSITION 3.5. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
la série a ait un inverse dans Q[[u]] est que a(0) soit inversible dans €.

Démonstration. — Sil’on a a-b = 1, nécessairement a(0)b(0) = 1. Le
coefficient a(0) est donc inversible dans €.

Réciproquement, supposons cette derniere condition vérifiée. Alors la
série formelle b = 1 — a(0) 'a est sans terme constant. On peut donc
substituer b dans I'identité

(1—u)-Zu”:1,

n>0

(1-b)-> b =1lob=1

n>0

et ’on obtient :

Il en résulte que 1 — b = a(0)"!a a un inverse et il en est de méme de

a(0)a(0)™ta=a. []
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CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

4. Dérivée et intégrale en 0 d’une série formelle

4.1. La factorielle montante. — Pour tout élément w d’un anneau
(commutatif ayant un élément unité) € et tout entier n > 0, on définit la
factorielle montante (w),,, comme étant 1’expression :

1, sin=0;
(@)n = ww+1l)...(w+n—-1), sin>1

Les propriétés de cette factorielle montante qui sont constamment utilisées
sont les suivantes :
(W)n—Fm = (W)n (w + n)m;
(W) =(=1"(1 —=n —w)y;
(1), = n!

On note encore la relation qui la lie au coefficient binomial (‘;L’) :

4.2. Dérivée. — Par définition, la dérivée d’une série formelle
a= E u"a(n)
n>0

est donnée par :

a = Z nu""ta(n) (: Z(n + 1) u"a(n+ 1))

n>1 n>0

On utilise aussi la notation Da. On a immédiatement :

(4.1) (a+b) =d +1;
et pour tout scalaire w
(4.2) (wa) = wad'.

L’application a — a’ est donc linéaire.
Par récurrence sur m, on obtient :

(4.3) D"a = Z(n-{— 1) u™ a(n + m)

n>0

Soit (as) (s € S) une famille sommable de somme a. Alors
(4.4) o =Y,

12



4. DERIVEE ET INTEGRALE

Ceci provient du fait que la famille (nu" tas(n)) ((s,n) € S x N) est
sommable et que I'on peut sommer par paquets (démonstration analogue
a celle de la proposition 3.2). En particulier, dans une série de séries
formelles, on peut dériver terme a terme.

On a encore la formule habituelle

(4.5) (a-b)=d b+a-l,
qui se vérifie comme suit :

(@ b= > (n+mu" la(n)b(m)

n+m>1

= Z u" T na(n)b(m) + Z u" ™ g (n) mb(m)
n>1,m>0 n>0,m>1

=d -b+a-l.

Par récurrence, on a pour tout entier n > 1 :
(4.6) (a™) =na" - d.
Enfin, supposons la série b sans terme constant. D’apres (4.4), la dérivée

deaob=73" -,b"a(n) est égale & :

(aob) = (b") a(n)

n>0
= Z nb" - ba(n) [d’apres (4.6)]

n>1

= (Z nb”_la(n)) b,

soit

(4.7) (aob) = (a'ob)-b.

Ezemple. — Considérons de nouveau la série exp u définie en (1.1) :

n

u
expu = Z —.
n!

n>0

On a immédiatement (expu)’ = expu. Si b est sans terme constant, on a,
en faisant la substitution u < b, la formule

(4.8) (expb) =expb-b'.

13



CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

4.3. Le développement du binome. — Supposons que {2 soit un corps ou
un anneau de polynémes a coefficients dans un corps. Pour tout m > 0, on
note (1 —u)~™ la série formelle ((1 —u)~1)™. Par dérivation de I'identité

(= w)™ (1 =)™ = 1,
on obtient :

m(l—u)™ 1 (1)1 —u) ™™+ (1 —uw)™ D1 —u)""=0.
D’ou
D(1—u)"™=m(l—u)"™"1,

soit en particulier

D(1—u)~t = (1 —u)"?;
de méme

D?*(1—u)'=D(1 —u)2=2(1—-u)"3,

et par récurrence

(4.9) D™ 11 —wu)t=(m—-1)11—u)""™
On en tire, d’apres le Lemme 3.4, 'identité valable dans Q[[u]] :
1
1— —mziDm—l( n)
(1 =) (m—1)! Z “
n>0
Comme n!(n + 1)y—1 = (m — 1)1 (m),, la formule (4.3) fournit alors
I'identité :
(4.10) (L-u) ™™= (m), = (m=>0),
n>0

qui est la formule usuelle du bindéme, lorsque m est un entier positif. Avec
les notations de (1.2), on a donc

(1—u)™™= 1F0(m;u) .
En revanche, lorsque a n’est pas entier, la formule
(4.11) (1— )= 1F0(a;u)

ne peut étre qu'une définition. Le membre de gauche de (4.11) suggere la
propriété

(4.12) 1F0(ai_6;u>:1F0(f;u).1F0(€;u>,

mais il faut la démontrer, par exemple a l'aide de l'identité de Chu-
Vandermonde (voir § 8).
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4. DERIVEE ET INTEGRALE

4.4. L’intégrale en 0. — Supposons que ’anneau de base {2 contient
le corps Q des rationnels. On peut alors définir I’intégrale en 0 de la série
formelle a = )", ., u"™ a(n) comme étant la série

(4.13) Intga := Z u m.

n+1

n>0 T

Naturellement, si a est une série sans terme constant, on a :
Intg Da = D Inty a.

Ezemple. — A T'aide de la formule (4.11) avec @ = % et la substitution
u < u?, on définit la série formelle

1/2 1\ 1
_ /2 ._ _ oan (1) L
A=ty =i (Do) = 3w (3) o
n>0
On définit ensuite la série “Arcsinus” par
Arcsinu := Into(1 — u?)~1/2,

Par conséquent,

(4.14) Arcsinu := Z wn ! (1> ( !

= 2/n (2n+ 1) n!
. Z o2n+1 2n 1
2n |
o 2 n n+1
_ ont1 1 (2n -1) 1
u—l—;u —(2n) 2n+1

On verra dans le paragraphe 8 une autre manieére d’exprimer Arcsin(u)
comme une série hypergéométrique a trois parametres o F}.

Remarque 1. — On définit également les séries sinu et cosu par leurs
développements habituels, ainsi que tgu := sinu/ cosu, secu := 1/ cosu
(voir chap. 3, §13) et les séries hyperboliques shu := —i siniu, chu :=
cosiu, thu := —i tgiu, Argshu := —i Arcsiniu, Argthu := —i Arctgiu.
Le nombre imaginaire 7 est ici une commodité d’écriture. Il disparait
lorsque les coefficients de la série sont effectivement écrits. Par exemple,

Argshu = —i Arcsiniu
1-3---(2n—1) 1
= —iiu+ 3 () 3:--(n—1) )

= 2:4---(2n) 2n+1

(4.15) =u+» (—1) !

n>1

1-3---(2n—1) 1
2.4 (2n) 2n+1
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CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

Remarque 2. — Pour déterminer les coefficients d’une série formelle,
on peut étre amené a combiner les opérateurs D et Inty. Par exemple,
pour obtenir les coefficients a(n) de la série a = ) o a(n)u” =
Arcsinu - (1 — u?)71/2, on dérive cette équation pour obtenir : @’ =
(1 —u?)™' 4 Arcsinu - (1 —u?)™32yu; dott 1 = (1 —u?) -a’ —ua.

On en tire : 1 = a(1) + 2a(2)u + > (na(n) — (n — )a(n — 2))u""1L.

n>3
D’ott a(1) =1 et pour n > 1, on a successivement a(2n) =0, a(2n+1) =
2n 2 1) 2-4...2n ¢ ainsi
a@n—1)=-..= et ainsi :
2n+1 3-5---(2n+1)
2.4...9
(4.16) Arcsinu - (1 —u?)™Y2 = u + Zu2”+13 ‘ 5”.(2711 -

n>1
Comme D (Arcsinu)? = 2 Arcsinu - (1 —u?)~'/2, on en déduit :

2-4..-2n 1
3:-5--2n+1)n+1

(4.17) (Arcsinu)? = u? + Z w2
n>1
qu’on écrit encore sous la forme :
1 1 (k)2
. 2
(4.18) (Arcsinu)® = 5 é =

()] (2u)?*.

5. La réversion des séries

(1))

On a vu dans la Proposition 3.3 que 'opération “o” était une opération
associative dans l’ensemble des séries formelles sans terme constant.
D’autre part, si a est une telle série, on a

(5.1) aou=uoa=a.

Ainsi, la série u se comporte comme élément neutre par rapport a “o”. Le
probléeme naturel qu’on peut se poser est de savoir si toute série a sans
terme constant admet un inverse pour cette opération et, si oui, comment
on peut calculer ses coefficients. Pour éviter toute confusion, on parle de
série “réverse.”

Désignons par S le sous-ensemble de Q[[u]] formé des séries a sans terme
constant mais telles que a(1) # 0 (ou encore des séries d’ordre égal a 1).

THEOREME 5.1. — Si l'anneau de base Q est un corps, ’ensemble S

muni de ['opération “o” est un groupe.

Démonstration. — Nous savons déja que I'opération “o” est associative
et que u est I’élément unité. Il s’agit donc de prouver que tout a dans S
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admet une série réverse b dans S. D’apres (3.3), en permutant les roles
de a et b, on a boa = u si et seulement si

(boa)(n) = Z am(n)b(m):{(l): :iZi(lj,;Q,B,...

0<m<n

ou encore si et seulement si
(1) a®(0)b(0) =0
(2) a®(1)b(0) + a(1)b(1) = 1;
(3) a®(n)b(0) + a'(n)b(1)---+ a™(n)b(n) =0 pour n =2,3,...

Le précédent systeme est encore équivalent a

(1) b(0) = 0 [puisque a®(0) = 1];

(2") a(1)b(1) =1 [en utilisant (1) et a'(1) = a(1)];

(3") a(n)b(1) +---+a™(n)b(n) =0 pour n =2,3,...

Comme a™(n) = (a(1))™ # 0 pour n = 1,2,3, ..., la récurrence ci-dessus
a une solution unique (b(1),b(2),...) telle que b(1) # 0, c’est-a-dire une
série b € S.

Cette série b réverse de a étant définie, on peut trouver, de méme, une
série unique ¢ € S telle que cob = u. De 14, coboa = (cob)oa = uoa = a,
mais aussi coboa =co(boa)=cou = ¢, dou ¢ = a. Ainsi, pour tout
a € § il existe une série b € S unique telle que 'on ait boa = u et aob = u.
Tout élément a € S a donc un élément réverse & gauche et & droite. []

Définition. — Soit a une série sans terme constant telle que a(1) # 0.
On appelle série réverse de a I'unique série sans terme constant, notée
al=Y satisfaisant

(5.2) aoal ™ =a"oa=u.

Pour tout n = 1,2,..., on écrit aussi al™ =aoao---o0a (n fois).

Donnons encore un résultat reliant la dérivée, la réversion et I'inversion.

THEOREME 5.2. — Sia€ S et b=al"1, alors
V = (a' ob)™ L.
Démonstration. — Par simple dérivation de l'identité a o b = u, on

obtient (a’ob) - =1, d’ou (a' o b)_l =v. [J

COROLLAIRE 5.3. — On conserve les mémes notations que dans le
précédent théoréeme. Si de plus il existe une série formelle c telle que
a =coa, alors a1 = Intge 1.

Démonstration. — En effet, b’ = (a’ob)™ = (coaob)™! = ¢! et donc
a=" =Intget. []
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6. Séries de Laurent formelles

Pour déterminer la série réverse al=") d’une série a (sans terme constant
et telle que a(1) # 0), nous recourons a une technique matricielle tres
commode, permettant de transférer le calcul des séries en un calcul de
produit de matrices. Soit a une série sans terme constant. On lui associe
la suite (a*) (k =1,2,...) de toutes les puissances de a, puis & 1'aide des
coefficients a*(n) de u™ dans les séries puissances

at = Z u™ a”(n),

n>k
on forme la matrice infinie triangulaire supérieure :

al(1) a(2) a'(3)

0 a?(2) a?(3)

a—1 o 0 d3(3)
0 0 0

Naturellement, I'application a +— A est une injection de I’ensemble des
séries formelles a sans terme constant et telles que a(1) # 0 dans I’ensemble
des matrices infinies triangulaires supérieures a coefficients dans €2, dont
les coefficients diagonaux sont non nuls. Si A est une telle matrice, elle
admet un inverse A~! dont les coefficients peuvent étre calculés de proche
en proche.

LEMME 6.1. — Siaw— A et b— B (pour l'injection précédente), alors
aocb— A-B.
Démonstration. — Lorsque | < n, le coefficient en (I, n) dans la matrice

produit A - B (nécessairement triangulaire supérieure) est égal a
(A-B)ip = al(bi(n) + a1+ )b (n) + - - - + al(n)d™(n)
= > d(m)b"(n),

I<m<n

qui est donc, d’apres (3.3) le coefficient de u™ de la série a' o b, donc de la
série (aob)!, d’apres (3.5). Enfin, le coefficient de u" dans la série (a o b)!
est précisément le coefficient en (I,n) de la matrice C telle que a o b+— C
dans 'injection précédente. []

Puisque uw +— I (matrice identité) pour linjection précédente, le
Lemme 6.1 entraine que si a — A et al=! — B, la relation aoal~! =«
entraine A - B = I. Donc

ars A+ al U A1
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Définition. — Une série de Laurent formelle est une série formelle de
la forme > u™a(n), telle que tous les coefficients a(n) avec n négatif sont
neEZ

nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Toute série de Laurent formelle non nulle s’écrit donc
a=vuFa(k) +u T ra(k 4+ 1) +---

ouk € Zet a(k) #0.

Il n’y a aucune difficulté a étendre la définition de ’addition et de
la multiplication de deux séries formelles au cas des séries de Laurent
formelles. Naturellement, Q[[u]] est un sous-anneau de I’anneau des séries
de Laurent formelles, anneau que 1’on note Laurent(£2, u). Dans le prochain
théoreme, on voit que si €2 est un corps, Laurent(£2, u) joue le role du corps
des fractions de Q[u]].

THEOREME 6.2. — Si Q est un corps, alors Laurent(2,u) est aussi
un corps.
Démonstration. — Dans Laurent(Q,u), on a u-u~! = 1. La série u

a donc un inverse. De méme, pour tout k € Z, la série u* admet

inverse u~*. Soit maintenant a = u*a(k) + u**ta(k + 1) + - - - une série
de Laurent formelle avec k € Z et a(k) # 0. Alors la série formelle
b = a(k) + uwa(k + 1) + --- appartient a Q[[u]] et comme a(k) # 0, elle
admet un inverse dans cet anneau d’apres la Proposition 3.5. Soit b1 cet
inverse. Ona: (b~1-u=%)-a=b"1t-u % .u¥.b=1 Donc b= -u="* est un
inverse pour a.

Comme décrit dans la précédente démonstration, il est commode de
noter la formule suivante : si a = ufa(k) +u**La(k +1) + - est une série
de Laurent avec a(k) # 0, alors son inverse est donné par

6.1) o t=u"-(a(k) +alk+u+alk+2u’+---)" "

La notion de dérivée se prolonge aussi a tout Laurent (2, u). Les regles
de la somme et du produit sont aussi conservées.

Définition. — Soit a = > u"a(n) une série de Laurent formelle. Le
nez
coefficient a(—1) est appelé le résidu de a et noté

res(a) := a(—1).

THEOREME 6.3. — Une série de Laurent formelle est une dérivée si
et seulement si son résidu est nul.
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Démonstration. — Soit a une série de Laurent formelle. Le coefficient
de u~! dans a’ est nul. Réciproquement, si b = > u"b(n) est une série
de Laurent formelle telle que res(b) = b(—1) = 0 et si 'on pose

1 .
a(n) = ﬁb(n—l), sin#0;

coefficient arbitraire a(0), sin =0;
alors b = a’ avec a =Y. u"a(n). []

7. La formule de réversion de Lagrange-Biirmann

Cette formule est plus connue sous le nom de formule d’inversion. Elle
a regu de multiples démonstrations dans des contextes divers, théorie des
fonctions analytiques, combinatoire des mots de Lukasiewicz. Nous nous
placons ici dans 'algebre des séries formelles en utilisant les techniques
matricielles introduites dans le paragraphe précédent.

Soit a une série formelle sans terme constant et telle que a(1) # 0.
La formule de réversion de Lagrange-Biirmann explicite les différentes
puissances b™ (m > 1) de la série réverse b = al~1! & I’aide des puissances
a* (k € Z) de la série a.

En écrivant a = a(1)u(1 + a(1)"ta(2)u + ---) = a(l)uc, ol ¢ est une
série formelle de terme constant égal a 1, on voit que pour tout r € Z,
ona:a =a(l)uc,doua"(r)=(a(l))".

On note encore que, sin >m > 1l,onaa™" =), a~"(—n+k)u""tF
et um g =30, a7 (—n+k)u "t Le résidu de cette derniere
série est le coefficient de a="(—n + k), avec —n +k+m — 1 = —1, soit
k=mn—m. Ainsi res(u™ ta™") = a " (-n+n—m) = a " (—m).

De méme, comme la dérivée a’ est de terme constant non-nul, en posant
a’-a""1 =d, on peut écrire : @’ -a" "1 = > k>0 d(—n—1+k)u=""1* et
uma o =3 gd(—n— 1+ k)uT TR Dol res(ua’ oY) =
d(—n—14+n—-m) = d(—m—1) et res(u™a’-a"""1) = (a’-a""" 1) (—m—1).
Ces trois remarques sont utilisées dans ’énoncé et la démonstration qui
suivent.

THEOREME 7.1. — Soit a une série formelle appartenant a S (c’est-
a-dire une série sans terme constant et telle que a(1) # 0). Soit b = al=]
la série réverse de a. Alors pour tout entier m > 1 et tout entier n > m,
on a :

(7.1) b™(n) = % a "(—m) = % res(u™ ta™");

ou bien encore :

(7.1) b"(n) = (a'-a ") (-m —1) =res(u™a - a7 1),
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Démonstration. — Formons la matrice infinie D = (d,, ) dont les
coefficients sont donnés par

0, sin <m;
m .
—a "(—m), sin>m.
n

dm,n -

On rappelle que si 'on a a — A et b — B pour l'injection définie au
paragraphe 6, alors B = A~!. Par ailleurs, les coefficients de la mieme ligne
de B (a partir de la diagonale) sont les coefficients 0" (n) (n = m, m+1,...)
de la série puissance b".

Pour prouver le théoreme, il suffit de démontrer que 'on a B = D
ou encore que A - D est la matrice unité. Posons C' := A-D = (¢, 5).
D’abord ¢, s = 0 pour r > s, les deux matrices A et D étant triangulaires
supérieures. De plus, d’apres (6.1),

Reste a montrer que ¢, s =0 pour r < s. Sir < s, on a
Crs = ia’"(k}) k a *(—k) = ! ikar(k) a *(—k)
o k=r 5 - 5 k=r .

Or la derniére somme est égale au coefficient de u~! dans le produit de la
dérivée de

a" =u"a"(r) +u"a " (r +1) + - -
par la série de Laurent formelle

o =ua"(=s)+u e (—s+ 1)+

Par conséquent, sc, s = res((a”) -a=*). Or (a") -a™% =ra"} s

. a/ a” =
ra" 5 1.a’ = (r/(r—s))(a"*)". Ainsi sc, s est égal & (r/(r —s)) multiplié
par le résidu d’une dérivée. Il est donc nul. L’identité (7.1) est donc
prouvée.

Maintenant, par un simple calcul de dérivation, on obtient :

(um a—n)/ + um a—n—l . CL/.

3
SRS

m
D’apres le Théoreme 6.3, on a donc res(—um_la_”> = res(u™a " d),
o . . / n
ce qui implique (7.1’). []

On exprime la formule de réversion sous deux autres formes exprimées
dans les identités (7.2) et (7.3) suivantes.
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THEOREME 7.2 (second énoncé de la formule de réversion). — Soient
a € S (une série formelle sans terme constant et dont le coefficient de u
est non nul) et ¢ une série formelle arbitraire. Alors

1
2 [_1] = n_ /T i
(7.2) coa c(0) + g u® — res(c’ -a™")

n>1

Démonstration. — Posons b = al= et cob = d = d(0) + ud(1) + - - -
D’abord, d(0) = ¢(0); ensuite, pour n > 1, on a

n

d(n) = 3 c(m) 4™ (n),

m=1

puisqu’alors b°(n) = 0. D’apres le Théoréme 7.1, on en déduit

d(n) = % Z me(m)a™"(—m).

¢ = c(1) + 2¢(2)u + 3c(3)u® + - - -,
a " =u"(a(l)+a2u+---)
—u "0 " (—n)+u " e T (—n + 1)+ -,

n

de sorte que

res(c' -a™") = Z mc(m)a="(k)

et donc

On peut aussi prendre la dérivée de (7.2) pour obtenir

(¢ o=y (al71) = Z u” res(c’ -a”"h).

Comme la série ¢ est arbitraire, la série dérivée ¢’ I’est aussi. En faisant la
substitution ¢ < ¢’ dans la formule précédente, on obtient

(coa=) . (al7y = Z u” res(c-a”"71).

n>0
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Comme (&’ o al=) - (al=1)" = 1 par dérivation de I'identité a o al=" = u,
on peut encore présenter la derniere formule sous la forme :

(7.3) (coal™) (a'oal"t)™ = Z u” res(c-a "1,

qui constitue la troisieme expression de la formule de réversion.

Il existe d’autres manieres de décrire la formule de réversion, ou la
série réverse al~1 de a n’apparait pas explicitement comme telle. Soit f
une série formelle de terme constant non nul, de sorte que son inverse
f~1 existe dans Q[[u]] (2 corps). Pour tout b € S, on a u - (f ob) =
(b= 0b) - (fob) = (bI7Y- f) o b, d’apres la Proposition 3.1.

L’équation (en b) u - (f o b) = b se récrit (b= . f)ob = b ou
(b= fobobl=1 = bobl=U, d’apres la Proposition 3.3, soit b1 f = w.
Donc (u- f~ 1)1 est Punique solution dans S de I'équation u- (fob) = b.

Posons a = u- f . Pour tout n > 1,onaa™" = u~ " f7, de sorte que le
résidu de ¢’ -a~™ est encore égal au coefficient de u”~! dans la série ¢’ - f™.
Ce coefficient peut encore s’exprimer par (1/(n—1)!) [D"~ (- f™)], = o-
On remplace ’énoncé du Théoreme 7.2 par le suivant.

Soit f une série formelle de terme constant non nul et soit b 'unique
solution de I’équation u - (f o b) = b. Si ¢ est une série formelle, on a
I’identité

(7.2a) cob=c(0)+ Z %T ([D”_l(c’ My = 0).

n>1

On peut aussi donner la seconde forme suivante a (7.2a).

Soit f une série formelle de terme constant non nul et soit b I'unique
solution de I’équation u - (f ob) = b. Si d est une série formelle quelconque,
on a l'identité

n

(7.2b) = S (Dl = o).

n>0

Pour démontrer (7.2b), on dérive (7.2a) et on pose ¢’- f = d. On obtient :
n—1

(¢ 0b)t = (dob) - (/7 o) = >0 s (10" )y — )

Pour obtenir (7.2b), il suffit d’établir I'identité

1

(o) ¥ = oy
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Or ceci résulte de l'identité b = w - (f o b) puisque, par dérivation, il vient
b = (fob)+u-(f ob)-b, soit par multiplication par f~! o b des deux
membres, l'identité (f~1ob) -0 =1+wu-(f~1ob)-(f ob) ¥, soit en effet
(f~tob)-b-(1—u-(fob)=1. []

Il existe encore une troisieme forme pour la formule de réversion qu’on
peut obtenir de la facon suivante. Dérivons la formule (7.2a) :

un n n

(7.4) (ob) -t =3 (1D )]y = ).

n>0

Soit toujours b 'unique solution de b = u - (f o b). Posons h := u - f 1.

Par substitution de b, on trouve hob =b-fLlob=b-(fob) ! =u,
d’ott (hob) = 1. Posons ¢ = g-h’ dans (7.4). On obtient : (¢’ 0ob) - b =
(g:-h')ob)-b/ = (gob)-(W'ob)-/ = (gob)-(hob) = gobet ¢'- 1+l = goh frt1,
On en déduit I'identité

un n n
(7.2¢) gob=3" 1 (ID"(g k' "Ny = ).

n>0

8. Les fonctions hypergéométriques

Dans la définition qui suit, on utilise la notation de la factorielle
montante («), introduite au paragraphe 4.1. Soient p, g des entiers positifs
et (aq,...,ap) et (B1,...,Hy) deux suites de nombres réels. Si aucun des 3;
n’est un entier négatif ou nul, on définit la fonction hypergéométrique avec
p et ¢ parametres, comme étant la série :

a1y ...,0p o (al)n"'(ap)nu_
qu<517"'7Bq’u> _nz>0 (ﬁl)n"'(ﬁq)n n' '

On note que si I'un des parametres a; du numérateur est un entier négatif
ou nul, disons —m, avec m € N, la série hypergéométrique est un polynome
en u de degré au plus égal a m, tous les termes (—m),, étant nuls pour
n>m+ 1.

La plupart des fonctions élémentaires s’expriment a 1’aide des fonctions
hypergéométriques. On ne trouve, en effet, dans leurs développements
en série, que des coeflicients rationnels. Il est ainsi facile d’obtenir les
parametres des fonctions hypergéométriques correspondantes. On a déja
introduit la série exponentielle

— u
expu = 0F0<_;u) = Zm,

n>0
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et les séries binomiales :

(8.1) 1F0<i;u) = Z(a)n%;.

n>0
On définit encore :

_ _ u2 o2
sinw = w0l (3 i =) = 2D Gy
n>0
2 2n

s o7 ) = L oy

log(1+u): = u2F1(1’ 1; —u) = Z(—l)n_l% ;

2
n>1
1/2,1 TRl
retgu @ = uoky 3/2 u nzzo( >2n+1
1/2,1/2
Arcsinu::u2F1( /2,1/ ;u2>
3/2

1.3-5---(2n — 1) u20+!
=u+ ), 2.4-6---2n on+1

n>1

L’identité de Chu-Vandermonde. — Cette identité permet de sommer
la série o F7 en u = 1, lorsque 'un des parametres du numérateur est un
entier négatif et que la série est en fait un polynome :

(3.2) 1T ) - % g N,

Pour établir (8.2), on part de I'identité

9 ()= = (G)0)

k>0,1>0

Cette identité est vraie lorsque « et 8 sont deux entiers positifs. En effet, le
membre de gauche compte les sous-ensembles de cardinal n d’un ensemble
contenant a éléments disons de type 1 et 8 éléments disons de type 2. Le
membre de droite est une sommation sur les couples (k,1) (k+1 = n).
Pour (k,1) fix¢, le produit des binomiaux () (? ) est le nombre de ces
sous-ensembles ayant exactement k éléments de type 1 et [ éléments de
type 2.

Maintenant, 'identité (8.3) est vraie lorsque « est une variable et 5 un

entier positif. En effet, la différence des deux membres est un polynoéme
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en « de degré au plus égal a n. Or ce polyndome, d’apres ce qui précede, a
une infinité de solutions, a savoir les entiers positifs. Il est donc nul.

Enfin, si on considére (8.3) comme une identité dans l'anneau des
polynomes en la variable §, a coefficients dans ’anneau des polynomes
Q[a], on voit que la différence des deux membres est un polynoéme ayant
encore une infinité de racines. Il est donc nul. Ainsi, (8.3) est valable pour
tout « et tout 5.

Comme le coefficient binomial peut s’exprimer comme

(8.4) (O‘) ale—1)--- (e —=n+1) (1) (—a)n

n

n! nl

on peut récrire (8.3) sous la forme

n! E!'(n —k)!
0<k<n
A T’aide de ’algebre des factorielles montantes (cf. §4.1) on en déduit

(a+B)n (@r(n—k+1) (@) (=n)k
B Oggn Bin Bk~ 2= (-3 A

:2F1< @ ;1)7
n

0<k<n

ou encore

(8.6) 0= _ 2F1(_7:Ly7a; 1), v € —N,

une identité qu’on a coutume d’appeler identité de Chu-Vandermonde.
De celle-ci, on établit la plupart des autres identités sur les fonctions
hypergéométriques.

L’identité (8.5) est équivalente a l'identité (4.12). Celle-ci est donc
établie; elle se spécialise elle-méme en :

(8.7) 1F0<f;u).1F0(_a;u) =1.

9. Polynémes générateurs

Les techniques combinatoires présentées dans ce paragraphe servent
d’une part dans les problemes d’énumération proprement dits, d’autre
part, dans les démonstrations de plusieurs identités sur les séries hy-
pergéométriques, notamment la tres célebre identité de Pfaff-Saalschiitz
(voir §10). Dans le présent paragraphe, nous donnons quelques résultats
d’énumération concernant le groupe des permutations et certains de ses
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sous-ensembles. Ces résultats seront exploités dans le paragraphe suivant
pour ’étude des séries hypergéométriques.

Par statistique sur un ensemble fini S, on entend une application de S
dans N. Si z est une variable, le polynome

(9.1) P(z):=) 2/

seS

est appelé polynome générateur de S par la statistique f. Par poids sur S,
on entend une application w de S dans un anneau de polynoémes a une ou
plusieurs variables. Le polynome ) __sw(s) est alors appelé polynome
générateur de S par le poids w. L’exemple d’un tel poids est donné
dans (9.1) avec w(s) = x/(®). Par abus de langage, on utilise aussi le
vocable fonction génératrice a la place de polynome générateur.

9.1. Le groupe des permutations. — Le groupe des permutations de
I'ensemble [n] = {1,2,...,n} est noté &,, (n > 1). On sait que toute
permutation o € &,, se décompose, de facon unique, en un produit (com-
mutatif) de cycles. Notons cyc o le nombre de cycles de la permutation o.
Le polynéme ) _ cs, @Y7 est donc le polynome générateur de &,, par le
nombre de cycles. Pour n = 0, on convient que ce polynome est égal a 1.

ProOPOSITION 9.1. — Pour tout n > 0, on a l’identité
(9.2) (), = Z a®eo,
ces,

ot (a)y, est la factorielle montante.

Démonstration. — La proposition est vraie pour n = 1, puisque « est
simplement le polynéme générateur du point fixe 1. Pour n > 2, I’ensemble
des permutations &,, se compose des permutations admettant le point
fixe n, dont le polynéme générateur est, par récurrence, (a),_1c et des
permutations o n est a 'intérieur d’un cycle de longueur au moins égale
a 2. Une telle permutation o peut étre caractérisée par le couple (o', k) ol

(i) k=o0""(n);

(ii) o’ est la permutation de [n — 1] définie par ¢’(i) = (i) pour tout
i€[n—1]\{k} et o/'(k) = o(n).

L’entier k compris entre 1 et (n—1) et ¢’ est une permutation de [n—1]
telle que cyco’ = cyco. La fonction génératrice de cette seconde sorte de
permutation est donnée par («),—1(n —1). Le polynéme générateur total
vaud donc (a)p_1a+ (@)p—1 (n—1) = (a)n. []

Lorsqu’on pose a = 1 dans (9.2), on obtient : (1),, = n! = card G,,. 1l
y a, en effet, n! permutations de I’ensemble [n]. Lorsqu’une permutation
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o € 6, ne contient qu'un seul cycle (forcément de longueur n), on dit
que la permutation est circulaire. Pour obtenir le nombre de permutations
circulaires dans &,,, il suffit, par exemple, de déterminer le coefficient de «
dans le polynome générateur (a),. Le coefficient de « est égal a (n — 1)!,
qui est précisément le nombre de permutations circulaires dans &,,.

Rappelons que, pour tout «, on a donné un sens a ’expression (1 —u) ™
en la posant égale a

(9.3) Fo( Fiu) =Y (@

n>0

et que l'identité de Chu-Vandermonde justifiait cette notation puisqu’elle
impliquait
(1—u)Q—u)P=(1-u)">"

On réinterprete l'identité (9.3) en disant que la fonction génératrice
exponentielle de la suite (a), (n > 0) est égale & (1 —u)™“ et au vu de la
Proposition 9.1, on dit également que la fonction génératrice exponentielle
de la suite des groupes &, (n > 0) par nombre de cycles est égale a

1—wuw)™ %, soit
( )~
> X e = (-
n

n>0 = o€ES,

9.2. Les involutions. — Soit Z,, 'ensemble des involutions de ’ensemble
[n], c’est-a-dire I'ensemble des permutations o de [n] telles que o2 = Id
ou encore des permutations dont la décomposition en cycles ne comporte
que des points fixes et des transpositions. On note fixo (resp. transo)
le nombre de points fizes (resp. de transpositions) de I'involution o et on
forme le polynome générateur, que nous notons H,(z,y), de Z, par le
poids w défini par w(o) = 21X 7ytranso soit

Hn(x,y) _ Z xﬁxaytransa (n > 1).
oc€l,

Par convention, Hy(z,y) := 1.

Donnons la liste des involutions de [n] pour n = 1,2,3,4, écrites
chacune comme un produit de points fixes et de transpositions :
n=1:

(1);

n=2: (1)(2); (1,2);

n=3: (1)(2)3); (1,2)(3); (1,3)(2); (2,3)(1);

n=4: (1)(2)(3)(4); (1)(2)(3,4); (1)(3)(2,4); (1)(4)(2,3); (2)(3)(1,4);
(2)<4)(173); (3)<4)(172); (172)(374)5 (17 3)<274)? (174)(27 3)'
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On en déduit : Hy(z,y) =x; Ha(z,y)=2%+1y; Hs(z,y)=2>+ 3zy;
Hy(z,y) = z* 4 627y + 3y°.

Notons que H,,(0,y) est le polynome générateur de I’ensemble des invo-
lutions sans point fixe par le nombre de transpositions et que H,, (0, 1) est
le nombre de ces involutions. On a évidemment H,,(0,1) = 0 si n est impair
et Hy(0,1) = 1. Pour n = 2m et m > 2, il y a par récurrence Ha,,_2(0, 1)
involutions sans point fixe contenant la transposition (2m,k) pour tout
k=1,2,...,(2m —1). On a donc Hs,,(0,1) = (2m — 1)Ha,,—2(0,1), d’ou
Hs,,(0,1) = (2m — 1) x (2m — 3) x -+ x 3 X 1, que nous posons égal a
(2m — 1)1, qui vaut également (2m)!/(2™ m!) ou encore (3)., 2.

Maintenant, pour ¢+ 25 = n, soit Z; ; I’ensemble des involutions o € Z,,
ayant ¢ points fixes et j transpositions. Pour obtenir une telle involution,
il suffit d’extraire de [n] exactement ¢ éléments pour en faire des points
fixes et avec les 25 éléments restant de faire une involution sans point fixe.
Par conséquent, le cardinal de Z; ; vaut (") (2j)!/(27 j!) = n!/(i!27 j!). On

peut donc écrire
n! o
— v ,,]
Hn(x,y)—‘ g Z,!ij!x Y.
1+2j=n

Les polynomes d’Hermite classiques sont obtenus en faisant les substitu-
tions x < 2x, y < —2. On dit qu’on a de la sorte interprété combinatoire-
ment ces polynomes.

Considérons les fonctions génératrices exponentielles a, b, ¢ des trois
suites de polynomes (H,(z,0)), (H,(0,y)), (H,(x,y)), soit

TL

a::Z%TH Z%HnOy C—Z !H(xy)

n>0 n>0 n>0

Comme H,(z,0) = 2", on a immédiatement a = exp(uz). Ensuite, pour
n > 0, on a Hoy(0,y) = ((2n)!/(2"n!)) y™ et Hapny1(0,y) = 0, d’ou
b = exp(u®y/2). D’autre part, le coefficient de u™/n! dans le produit
a-bestégala > (n!/(i!274!)2'y’ = H,(x,y). On a donc a - b = c,

i+2j=n
soit
u’I’L
(9.4 S Ho(w,y) = expluz +u?y/2),
n>0

pourvu que I'on sache démontrer I'identité exp(uz + u?y/2) = exp(uz) -
exp(u®y/2), qui est vraie (cf. § 13). Ainsi, exp(uz +u?y/2) est la fonction
génératrice exponentielle de la suite (Z,,) des involutions par nombre de
points fixes et nombre de transpositions.
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9.3. Les paires d’involutions. — Le produit Hs,(0,y) H2,(0,7) est
le polyndéme générateur d’une structure combinatoire bien définie (cf.
Exercice 30). Nous nous proposons seulement ici de calculer la fonction
génératrice exponentielle de la suite (Ha,(0,y) H2,(0,1)) (n >0). On a :

u?n u?" (2n)! 1
A Hy (0, 5) Hyp(0,17) = ”(—) 9
7;)(271)! 20(0y) Hzn (0,1) 7;)(271)!2%!3/ 2)n"
1 /1 .
SIORIE
o v n
= (1—ynu?)~2

La fonction génératrice exponentielle des produits H,(z,y) H,(&,7n) a
également une forme close (c’est la célebre formule bilinéaire de Mehler,
voir Exercice 30), mais son obtention nécessite des techniques qui seront
seulement développées dans les paragraphes suivants.

9.4. Bipermutations.

Définition. — Soient r > 1 un entier et (Iy, Io, ..., I,) une suite de r
sous-ensembles (éventuellement vides) d’un ensemble I. On dit que cette
suite est une partition ordonnée de I, si les sous-ensembles I; (appelés
encore blocs de la partition ordonnée) sont disjoints deux a deux et ont
pour réunion 1.

Une partition d’'un ensemble I est définie comme une collection (non
ordonnée) {I1,ls,...,I.} (r > 1) de sous-ensembles non vides de I,
disjoints deux a deux et de réunion I. Il sera commode de dire que
I + I + - - - + I, est une partition de I.

On appelle bipermutation de I'ensemble [n] tout triplet (A, B, o), ou
(A, B) est une partition ordonnée de [n | en deux blocs disjoints (I'un d’eux
pouvant étre vide) et o une permutation de [n ] ayant la propriété que les
restrictions o4 et op de o aux sous-ensembles A et B, respectivement,
sont elles-mémes des permutations de A et B.

On définit le poids wq,g(A, B, o) de la bipermutation (A4, B, o) comme
étant le monome qY°74 Y5

PROPOSITION 9.2. — On a lVidentité
(a + B)Tb - Z 'wa’g(A, B? U)?
(A,B,G')

ot la somme est sur toutes les bipermutations de [n].

Démonstration. — Par récurrence sur n. C’est banal pour n = 1. Pour
n > 2, les bipermutations admettant le point fixe n se répartissent entre
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les bipermutations (A, B, o) telles que n € A et celles telles que n € B. Par
récurrence, leur fonction génératrice est (a+f),—1(a+ ). Comme dans la
précédente démonstration, toute bipermutation de [n — 1] donne naissance
a exactement (n — 1) bipermutations de [n] dans lesquelles n n’est pas
point fixe. Leur fonction génératrice est donc (a+ 8)p_1(n —1). []

La formule de Chu-Vandermonde est alors un simple corollaire des
Propositions 9.1 et 9.2. En effet, dans 'identité de cette derniére propo-
sition, faisons une premiere sommation par rapport a k > 0, puis par
rapport a tous les sous-ensembles A dans les triplets (A, B, o) qui sont de
cardinal k. On obtient

(@+B)n=>_Y Y waps(4 B,o).

k=0 card A=k (A,B,0)

La derniére sommation est égale, d’apres la Proposition 9.1, & (@) (8)n—k
puisque les restrictions de chaque o aux sous-ensembles A et B sont elles-
mémes des permutations de A et B, respectivement. L’identité (8.5) est
donc établie, donc aussi I'identité de Chu-Vandermonde (8.2).

9.5. Injections. — Soit A + B une partition de [n ] en deux blocs tels
que card A = i, card B = j (1,5 > 0, i + 7 = n). Si 7 est une injection
de A dans [n] = A 4+ B, on désigne par C' le sous-ensemble de A formé

de tous les éléments x tels que tous les itérés 7%(z) (K > 0) sont dans A.
Soit z € C. Si 7(z) # x, désignons par k le plus petit entier positif tel que
7%(z) = 7!(x) pour un certain [ > k+1. On peut choisir également I’entier |
de sorte que les itérés 7%(z), 781 (x), ... , 7'71(x) soient tous distincts.
Si 1 <k, & cause du choix de k et [, on ne peut avoir 7°~1(z) = 7/~ (z).
Comme 7 est injectif, on ne peut avoir non plus 7(7%~1(z)) = 7(r'~(x)).
Par conséquent, k = 0 et la suite z + 7(x) > 72(2) > - = 7F71(z) est
un cycle. La restriction de 7 a C' est ainsi une permutation de C. On note
cyc T le nombre de cycles de cette restriction.

Les éléments de A\ C appartiennent alors a des chemins de la forme
r = 7(x) = 7%(x) = -+ = 7™(x), ot * n’a pas d’antécédent, ot tous
les termes sont distincts et ou 7™ (x) € B. En convenant que les éléments
de B qui n’ont pas d’antécédent sous 7 forment des chemins de longueur

nulle, réduits a un seul sommet, le nombre total de chemins est égal au
cardinal de B.

PROPOSITION 9.3. — Soit (A, B) une partition ordonnée de [n] en
deux blocs tels que card A =i, card B =j (i,7 > 0, i +j = n). Alors, la

fonction génératrice > a®°7 des injections T de A dans A+ B par nombre

de cycles est égale a :  (a+j);.
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Démonstration. — La proposition est déja démontrée lorsque 7 = 0
dans la Proposition 9.1. Soit ¢ = max A. L’ensemble des injections 7
de A dans A + B se compose des injections admettant a comme point
fixe — leur fonction génératrice vaut (o + j);—1 o — puis des injections
ou a est a l'intérieur d’'un cycle de longueur au moins égale a 2 ou a
Iintérieur du chemin z — 7(z) — 72(x) — -+ + 7F(z). En retirant a
du cycle ou d’un chemin, on retrouve une injection 7/ d’un ensemble de
cardinal (i — 1) dans un ensemble de cardinal (i — 1 + j). D’autre part, 7
est compleétement caractérisée par la donnée du couple (7/,7(a)). Or 7(a)
peut prendre (i — 1 + j) valeurs. La fonction génératrice de ces derniéres
injections est donc égale a (av+j);—1 (i —1+ 7). La fonction génératrice de
toutes les injections est donc égale & (a+j);—1 (a+i—1+7) = (a+75);- [

10. L’identité de Pfaff-Saalschiitz

Nous nous proposons d’utiliser les techniques combinatoires développées
dans le paragraphe précédent pour établir cette identité fondamentale
de la théorie des séries hypergéométriques. Introduisons tout d’abord la
notion de bipermutation (I, J)-conflictuelle, puis calculons son polynéme
générateur.

Soit I + J = [n] une partition ordonnée fixée telle que card I = i,
cardJ = j (i 4+ 7 = n). On dit qu'une bipermutation (A, B,o) de [n]
est (I, J)-conflictuelle si aucun cycle de o n’est contenu (en entier) dans
BnNJ.

Dans la partie supérieure de la Figure 1, on a représenté le graphe
d’une bipermutation (I, J)-conflictuelle : dans le bloc A, il n’y a aucune
contrainte sur les cycles, les cycles sont soit contenus dans I, soit dans J
ou ont des sommets dans les deux blocs I, J. En revanche, les cycles de B
sont ou bien tous contenus dans I, ou bien ont une intersection non vide
avec J et I (un seul cycle est dans ce cas).

Toute bipermutation est évidemment ([ n |, §)-conflictuelle. Lorsque J =
[n], les seules bipermutations (A, B, o) qui sont (0, [ n])-conflictuelles sont
les bipermutations de la forme ([n],0,0), oi o parcourt tout S,,. Dans le
premier cas, leur fonction génératrice est (o + [3),, dans le second («),.

ProrosiTiON 10.1. —  La fonction génératrice des bipermutations
(I, J)-conflictuelles est donnée par

> wap(A B,o)=(a+1i); (a+B)i.
(A,B,o0)

Démonstration. — Dans la derniere expression, on voit apparaitre le

facteur (a+1); qui est un polynome générateur d’une classe d’injections. La
démonstration de la proposition va ainsi reposer sur une transformation
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A B

e T
/\ |
|

Fig. 1

envoyant chaque bipermutation (I, J)-conflictuelle sur un couple formé
par une injection et une bipermutation. Cette transformation est décrite
dans la figure 1, ol l'on a représenté, dans sa partie supérieure, une
bipermutation (I, J)-conflictuelle par son graphe.

Chaque fois qu'une fleche a son origine, disons v, dans I et son but
dans J, elle est supprimée et remplacée par une fleche de méme origine
dont le but est le premier itéré de v (dans le cycle contenant v) qui soit de
nouveau dans I. Le fait important est que cette transformation préserve
le nombre de cycles et qu’elle est réversible. On obtient le graphe d’une
injection f de J dans I + J dont les seuls cycles sont dans A et une
bipermutation (AN I, BNI,7) de 'ensemble I.

Par conséquent, wy 5(A, B,o) = a®¥fw, s(ANI,BNI,T). Dapres
la Proposition 9.3, >, a%¥e/ = (a +14); et d’apres la Proposition 9.2
Swap(ANIL,BNI,T)=(a+ )i []

L’identité de Pfaff-Saalschiitz se démontre alors comme suit. D’apres
la Proposition 9.2, le produit (o + ), (7 + 0)n, o0 «, B, 7, § sont des
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variables qui commutent, s’exprime encore par

(@4 B)n (v +0)n = Y wa,5(A, B,o) wy,5(C, D, 7),

ou la somme est étendue a tous les couples (A, B,o),(C, D, ) de biper-
mutations de [n].

Notons K (7) la réunion de tous les cycles de 7 qui sont entiérement

contenus dans BN D, puis 7’ la restriction de 7 & ’ensemble K (1) — c’est
une permutation de K(7) — enfin 7" la restriction de 7 & C'+ (D \ K(7)).
Le triplet (C, D\ K(7),7") est une bipermutation de C' + (D \ K(7)) et
elle est (A, B\ K(7))-conflictuelle. De plus
(10.1) wy 5(C, D, 7) = 8% w, 5(C, D\ K(r),7").
Considérons un triplet d’entiers positifs (i, j, k) tels que i+ j +k = n, puis
une partition ordonnée (I, J, K) de [n] telle que card I = i, card J = j,
card K = k, enfin I'ensemble des paires de bipermutations (A, B, o),
(C,D,T) telles que A = I, B\ K(r) = J, K(r) = K. La sommation
par rapport a ces seules paires de bipermutations donne, d’apres (10.1) et
la Proposition 10.1,

Z Wa,3(A, B,0)wy s(C, D, T)
(A,B,0),(C,D,7)
A=I,B=J+K,K(1)=K = (a); (B )]+k (6 waya (C,D\ K, T)

= ()i (B)j4x Ok (v +1)5 (v + 0)i-
En sommant ensuite sur tous les triplets (I, J, K), on obtient
@G- > (7 )<a>z< )i (O (7 )3 (7 )

i+j+k=n

\_/\_/

D’ou, lorsque v = a,

@Bt o= 3 (7))@ (80 O tat iy ot 0)

= X (o) @ B O lat o),

x:i:(”;k)(ﬁmn i (0t 0);
=3 (1)@ OOt 54548
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Posons maintenant v = o + 8 + § dans la derniere identité. On obtient

(=80 (=8 =3 () (= 8= 01k @ (B (1 + K

k=0

_ —~ (n (=¥ (6)x (B
= lr=0=6)n ) (1) s

soit donc l'identité de Pfafl-Saalschiitz

(’7_5)71 (’Y—B)n _ _n7675 .
(M (y =0 = B)n _3F2<7,1+5+5—7—n’1>'

11. Transformations de Laplace formelles

Soient a, b deux séries formelles. On appelle produit de Hadamard de a
par b, la série formelle donnée par :

(11.1) aHb := Zu”a(n)b(n).

n>0

On peut vérifier, sans difficulté, que I’ensemble Q[[u|] muni de I'addition
des séries formelles et du produit d’Hadamard est un anneau. La mention
d’un tel produit n’est donnée ici que pour permettre d’introduire la
définition suivante.

Définition. — On appelle fonction génératrice de la suite (a(n)) (n > 0)
par rapport a la suite (b(n)) (n > 0), la série formelle a Hb définie en (11.1).
Lorsque b = Z u”, la série aHb = a = ano u"a(n) est appelée fonction

n>0
génératrice de la suite (a(n)) (n > 0) ou méme fonction génératrice
ordinaire de cette suite.
u / . ’ .
Lorsque b = Z o la série aHb =}, -, u"a(n)/n! est appelée fonction
n>0
génératrice exponentielle de la suite (a(n)) (n > 0).

La transformation de Laplace inverse L~ que 'on définit sur I’algebre
des séries formelles a pour effet d’envoyer toute fonction génératrice
ordinaire sur la fonction génératrice exponentielle correspondante. En
d’autres termes, on définit :

(11.2) £t (Z a(n)u”) = Za(n)%—?
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On a en particulier, pour tout scalaire w, la relation :

L1 (Z w”u”) = Z w”qub—?.

n>0 n>0
D’ou :
1
11.3 e )= e
( ) 1 —wu
Remarque. — C’est cette derniere formule qui a suggéré le nom de

transformation de Laplace inverse (formelle), puisque classiquement la
transformation de Laplace d'une fonction f est définie par :

+oo
C(f) = / e (1) dt

et que I'on a en particulier £(e%) = , formule qu’on peut comparer

avec (11.3). s—a
PROPRIETE 11.1. — Soit 7 > 0 un entier. Alors
—1(,j —j—1 uuj
(11.4) L7 (1—uw) ) =e i
Démonstration. — En effet,
‘ o . Wtk
(1) = G
k>0
d’ou :
) ) ul Ttk
LA =) ) =) G+ Vg
( ) k:Z>O E'(j+ k)!
I
B g1 k! ]
k>0

La transformation £~ ! est évidemment linéaire :
(11.5) L wa +w'b) =wl ™ a) + W' L7(D).

Cette propriété de linéarité se prolonge au cas des sommes (infinies) de
séries formelles. En effet, si (as) (s € S) est une famille sommable de séries
formelles et si (ws) (s € S) est une famille de scalaires, on a :

(11.6) £_1<Zwsas> = Zwsﬁ_l(as).

seS seS
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La vérification en est immédiate. Elle résulte du fait que la famille
(wsas(n)u™/n!) (s € S, n € N) est aussi sommable et que 'on peut sommer
cette famille par paquets, soit d’abord par rapport a s, puis par rapport
a n, soit dans 'ordre inverse.

De (11.4) et (11.6), on déduit alors la formule :

(11.7) £t (Z a(j)u’ (1 — u)_j_l) =e" - L7 (a).

7320

12. Les matrices de Seidel

Nous reprenons dans ce paragraphe la réactualisation de certains calculs
aux différences finies. On part d’une suite d’éléments (a(n)) (n > 0)
appartenant a un anneau ) et l'on construit une suite double (a(i,j))
(i, > 0) de nouveaux éléments de €2 en posant :

a(0, ) = a(j) (5 >0);
(12.1) a(i,j)=a(i—1,j)+ali—1,j+1) (i>1,5>0).

On adopte la convention des matrices,

a(0,0) a(0,1) a(0,2) ... suite initiale
a(1,0) a(1,1) a(1,2)
a(2,0) a(2,1) a(2,2)

( )

suite
finale

de sorte que (a(0,7)) (j > 0) est la premiere ligne d’une matrice infinie.
C’est la suite initiale. La suite (a(i,0)) (i > 0) est la premieére colonne de
cette matrice. C’est la suite finale.

L’itération de (12.1), qui est facile, conduit aux identités :

(12:2) aliv) = 3 (Z)a(O,jJrk);

0<k<i

(12.3) a(i,j)= > (—1)k<‘;)a(i+j—k,0).

0<k<j

La proposition suivante remonte a Euler.

PropoOSITION 12.1. —  Soit a(0,%) = Zj>0a(0,j)uj la fonction
génératrice ordinaire de la suite initiale. Alors la fonction génératrice

37



CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

ordinaire a(*,0) de la suite finale est donnée par
=2l on’ = (1w (a0, 0 (52
a(x,0) ; a(i,0)u’ = (1 — u) a(0, %) o -

(12.4) => a(0,j)w(1—u) "

320

Démonstration. — D’apres (12.2) et (4.10), on a :

> ali, 0t =) > () (0, j)u’ —Za(o,j)zc)ui

>0 120 0<5<s 720 127
N j+k o uk
SICCHTD I A TS SN DRSS
j>0 k>0 Y j>0 k>0
= a0, )’ (1 —w) =[]
320
PROPOSITION 12.2. — Soit A(0, *) (resp. A(x,0)) la fonction généra-

trice exponentielle de la suite initiale (resp. suite finale). Alors
(12.5) A(*,0) = e" A(0, *).

Démonstration. — Cette proposition résulte de la proposition précé-
dente en utilisant les formules sur la transformation de Laplace inverse. []

La matrice infinie (a(i,7)) (¢ > 0,7 > 0) obtenue par itération des
formules (12.1) est appelée matrice de Seidel associée a la suite (a(n))
(n > 0). Sa fonction génératrice exponentielle définie par

(12.6) Al = Y a(z‘,j)u,—.f.

i>0,j>0

a une expression simple en fonction de la fonction génératrice exponentielle
A(0, %) de la suite initiale, comme indiqué dans la proposition suivante.

Notons que la définition de la fonction génératrice double donnée en
(12.6) ne présente aucune difficulté. Le fait qu’il y ait deux variables u et v
indique clairement comment les opérations d’addition et de multiplication
doivent étre définies. On a, par exemple,

(Zb(i,j)uz’m> : (Z o(i, ) uva) Zd (i, )i,

38
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ou, pour tout ¢ > 0, 7 > 0, on définit :

d(i,j)= > bk Deli—k,j—1).

0<k<i,0<I<]

On peut également substituer a une série a une variable une série
formelle a deux variables, a condition que cette derniere soit sans terme
constant. Prenons, par exemple, la série (sans terme constant) réduite a
la simple somme (u + v) et substituons-la a la variable u dans la fonction
génératrice exponentielle A(0, ) = Zj>0(a(0,j)uj/j! ) de la suite initiale.
On obtient :

A0, %) o (u+v) = Za(O,j)w%v)]
5>0

320 0<k<j
( )uk vi—k
= a
| (7 —
== k(G — k)
u® vl
(12.7) A0,%) o (u+v) =3 a(0,j+ k) R
k>0 j>0
PROPOSITION 12.3. — La fonction génératrice exponentielle (12.6) de
la matrice de Seidel associée a la suite (a(n)) (n > 0) est donnée par :
(12.8) A(*, %) = e" A0, %) o (u +v).
Démonstration. — La démonstration de cette proposition est tout a

fait semblable a celle de la Proposition 12.1. En effet,

A0 =Y ali Z?j Y2 % <) 0g+k)“—%

i>0,5>0 i>0 _7>O 0<k<i

DI 3D MW ECFETEED 9Ed 9 oW LR EEE:

j>0 120 0<k<s ]>0 k>01i>k

= U—Z (0,7 +k) ’“Z( ) u '
3>0 77 k>0 1>0 +k)!

l k ,j

:ZU_Z Oj+k)%2%:e“22a(0,j+k)%%,
3>0 7" k>0 1>0 k>0 >0

ce qui établit (12.8) en se reportant a la formule (12.7). []
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13. L’exponentielle d’une série formelle

La série exponentielle est définie comme

n

U
expu = Z —,
n!

n>0

dans toute algebre Q[[u]], ot 2 est un corps ou un anneau de polynoémes
a coefficients dans un corps. Si b est une série sans terme constant, la
substitution de b dans exp u définit 1’exponentielle de b, a savoir

expb = Z%

n>0

13.1. La formule fondamentale de l’exponentielle. — Le coefficient de
u™ dans exp b est en fait égal au coefficient de u™ dans la somme finie
1 b o >0
+ﬁ+---+m (n>0).
En particulier, si a et b sont sans terme constant, le coefficient ¢(n) de u™
dans la série exp a - exp b est égal au coefficient de u™ dans le produit

(1+ ¥ +an)(1+b+ +bn)
1! n! 1! nl/’

Or ce produit peut s’écrire

b a® ab b2 a™ a1 ab" 1 b"
1'—|— +—+=4-- + —1—74—-4-7%— —H‘n,

1
Tt T PR TEY I (n—1)

1!

ou r, est une série formelle d’ordre supérieur a n. Par la formule du
bindéme, ce produit est donc égal a :

b b)? b)"
atb, (@+b?  (a+D)

L TR nl

+ Ty

Le coefficient ¢(n) est donc égal au coefficient de u™ dans exp(a + b) pour
tout n > 0. On a ainsi établi la formule fondamentale de ’exponentielle :

(13.1) exp(a +b) = expa - exphb.

13.2. La bijection exp. — Le but est maintenant d’établir des conditions
pour que la fonction génératrice exponentielle d’une suite (a(n)) (n > 0)
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soit 'exponentielle d’une fonction génératrice exponentielle d’'une suite
(b(n)) (n >0 (avec b(0) = 0). En d’autres termes, si 'on a

a:Za(n)%, b:Zb(n)% et a =expb,

n>0 ’ n>0

le probleme est d’établir des identités qui relient les coefficients a(n) aux
coefficients b(n). On a d’abord a(0) = 1. Exprimons les autres coefficients
a(n) (n > 1) en fonction des b(n). Pour tout n > 1, notons b,, le polynéme

T-
1<G<n

Comme la série b — b, = > ;5,14 b(j)u’ /§! est d’ordre supérieur a n, la
série exp(b— b,,) — 1 est aussi d’ordre supérieur a n et a fortiori le produit

exp by, - (exp(b—b,) — 1).

D’apres (13.1), ce dernier produit est égal a exp b—exp b,,. Par conséquent,
le coefficient de u™ dans les deux séries expb et expb,, est le méme. Or,
comme la série b,, ne comporte qu'un nombre fini de termes, on a d’apres

(13.1)

exp by, _exp< Z b(j uj) H exp<b(j>%)

1<5<n ‘7' 1<j<n
1 ‘
[T 5 5005 = T X 550w
1<j<nm>0 1<j<nm>0

D’apres la propriété de distributivité des séries formelles, on a :

expb, = Z H ( )mj uimi

.My >0 1<]<n

Le coefficient de u™ dans expb,, (donc aussi dans exp b) est donc égal a

(13.2) => 11 o ,( i )mg,

1<j5<n

ol la sommation est étendue a toutes les suites (mq, ma, ..., m,) d’entiers
positifs tels que

1-mi+2-meo+---+n-m, =n.
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THEOREME 13.1. —  L’exponentielle est une bijection de l’ensemble
des séries formelles sans terme constant sur l’ensemble des séries de terme
constant égal a 1. Soient a et b les séries formelles

azl-l—Za(n)% et b:Zb(n)%.
n>1 ) n>1 )

Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(13.3) a=-expb;
a(n) 1 /b(j)\™
(134) = I G0 w2y
1<j<n
ot la sommation est étendue a l'ensemble des suites (my, ma, ..., mMy,)

d’entiers positifs tels que 1.mq +2.mgo + -+ +n.m,, =n;

(13.5) a(n) =bn)+ > (” N 1)a(i)b(n —4) (n>1).

‘ 2
1<i<n—1

Démonstration. — Soit a = 1+ > -, a(n)u”/n! une série de terme
constant égal & 1. Pour que a soit lexponentielle d’une sériec b =
Y ns1 b(n)u™/nl, il faut et il suffit que la relation (13.2) soit vérifiée pour
tout n > 1, c’est-a-dire, que l'on ait a(1) = b(1) et pour tout n > 2

I’identité

a(n)  b(n) 1 /b(j)\™

e o550

1<j<n—-1""
ou la derniere sommation est étendue a l’ensemble de toutes les suites
(my, ma,...,my,_1) d’entiers positifs tels que 1.my + 2.mg + -+ + (n —
1).my,—1 = n. Les relations précédentes entrainent que, si la suite (a(n))
(n > 1) est donnée, la suite (b(n)) (n > 1) est déterminée de fagon unique
par récurrence sur n. Il existe donc une et une seule série b telle que
a = expb. Ceci prouve la premiere partie du théoreme et ’équivalence de
(13.3) et de (13.4).
D’autre part, par dérivation de I’équation (13.3), on obtient o/ =

expb-b =a-b, soit

;a(n)% = (1 + ;a(z)%) (; b(j)%).

En prenant le coefficient de u (n > 1) dans les deux membres, on

trouve
(na(—ni)!:(nb(—mm+ 2 (ag))((jb@m)’

itj—1=n—1
i>1,5>1

soit en posant k= j — 1
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n—1 )
a(n) = b(n) + Z < ; )a(z)b(k +1).
i+k=n—1
i>1,k>0
D’ou (13.3) implique (13.4). Réciproquement, si la suite (a(n)) (n > 1) est
donnée, la relation (13.5) détermine par récurrence sur n la suite (b(n))
(n > 1) de fagon unique.

13.3. La fonction logarithmique. — L’application inverse de I’exponen-
tielle est appelée fonction logarithmique, encore notée “log”. Elle envoie
donc les séries formelles de terme constant égal a 1 sur les séries formelles
sans terme constant. Si a; et as sont des séries de terme constant égal
al,il existe deux séries b; et by sans terme constant telles que a; = e
et as = €. D’aprés (13.1) on a donc : log(a; - az) = log(e® - e*2) =
log(e b1+b2) = by + by = loga; + logas. On retrouve la formule

(13.6) log(a; - az) =logay + log as,

valable pour les séries de terme constant égal a 1. Une telle série est
inversible. En remplacant as par al_l et en notant que logl = 0, on
obtient :

(13.7) loga;' = —loga;.

Pour obtenir le développement de la série log(1 + u), il suffit d’utiliser
la formule (13.5). En effet, log(1 + u) = b si et seulement si 1 +u = €°.
Avec a(0) = a(l) = 1 et a(n) = 0, la formule (13.5) entraine b(1) =
a(l) = 1 et pour n > 2 I’équation : 0 = b(n) + (n — 1)b(n — 1). D’ou

b(n) = (=1)""!(n — 1)! pour n > 1. On obtient donc le développement

(13.8) log(1 +u) = Z(—1)”—1%

n>1
et en utilisant (13.7) le développement :

(13.9) log((1 — ) Z —

n>1

13.4. Les polynomes exponentiels. — Une maniere d’exprimer plusieurs
énoncés de comptage est de faire appel aux polynomes exponentiels. On
les introduit comme suit. Soit €2 'anneau des polyndomes a coefficients
rationnels et en une infinité dénombrable d’indéterminées notées ti, ts,

. L’exponentielle de la série formelle > -, t,u™/n! s’écrit :

1+ZYnZ—T: :epotnu—T

n>1 ) n>1
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Les polynémes Y,, (n > 1) définis par cette relation s’appellent polynémes
exponentiels. D’apres le précédent théoreme, on a :

n! .
Y, = - t.” >1).
Z [T Jj'mimy! 1<1j_'[<n I (n21)
1<j<n o

1.mi+-+n.my=n

Le polynome Y,, ne dépend donc que des n variables ¢y, to, ... , t,.
D’autre part, le coefficient n!/[[,<;<, j!™7m;! est égal au nombre de
partitions de l’ensemble [n] en my + - -+ + m,, sous-ensembles non vides
parmi lesquels m; sont de cardinal 1, ... , m, de cardinal n. Les
polynomes Y,, = Y, (t1,ta,...,t,) sont donc a coefficients entiers positifs.
Les premieres valeurs sont données par :

Yy =t Yo =12 4ty Y3 =3 4 3tito + t3;
Yy =t} + 6tTts + 3t3 + dt1ts + L.

Remarque. — La propriété de I’exponentielle (13.1) sert souvent dans
les calculs, méme sous la simple forme e" - e™* = 1, comme dans
I’évaluation suivante. Dans ’algebre des polynomes en x, le monoéme z"
s’écrit, de fagon unique, dans la base des polynémes x(x—1)---(x —k+1)

(0 <k <n).On adonc :
(13.10) 2" = > S(n,k)x(z—1) - (x—k+1) ZkSnk()
0<k<n 0<k<n

pour des coefficients bien déterminés S(n, k), appelés nombre de Stirling
de seconde espéce (cf. chap. 3, §2). Remplacons z par un certain entier
4 > 0, multiplions I'identité par u’/j! et sommons par rapport & j. Nous
obtenons :

'_Z - Zk'Snk() Zk'Snk‘Z(k)uj
7>0 J: >0 7" 0<k< k>0 >k J
—ZSnk kz uj =e¢ ZSnk

k>0 ]>k k>0
5 N (_1)l jn
D’ou e™ Z] — ZSnk et donc S(n,k) = Z TR
7>0 k>0 I+j=Fk
Soit
[k
(13.11) KS(nk)y= > (—1)’“_3(.)j”.
0<j<k J

On obtient ainsi, pour les nombres de Stirling S(n, k), la formule inverse
de (13.10).
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14. Produits et composés partitionnels

Le probleme posé dans ce paragraphe est le suivant : sachant qu’une
série a est la fonction génératrice d’une suite de polynomes générateurs
d’ensembles A,, (n > 0) par un poids donné w, trouver ou caractériser la
suite d’ensembles (B,,) et le poids w’ pour que la série foa soit la fonction
génératrice de la suite des polyndémes générateurs des B, par le poids w'.
Nous nous limiterons aux cas ot f(u) est 'une des trois séries (1 —u)~!,

expu, log(1 —u)~L.

14.1. Familles cardinal-compatibles. — Soit F(N) I’ensemble des parties
finies de N et soit S = (S7) (I € F(N)) une famille d’ensembles finis.
On suppose que, pour tout I € F(N), chaque élément s € S; est muni
d'un poids w(s) ayant la propriété suivante : si card I = 1, il existe une
bijection ¢r : S; — S| telle que w = w o ¢;. Ceci implique que S et
S ont méme cardinal et que les polynomes générateurs ) o w(s) et
Zsesm w(s) sont identiques. On dit que la famille S = (S7) est munie d'un

poids cardinal-compatible ou encore que le couple (S, w) est une famille
cardinal-compatible.
La donnée de la suite des polynomes générateurs

a(n) := Z w(s) (n>0)

$E€S[n]

suffit & connaitre tous les autres polynoémes générateurs »_ w(s). La série
formelle (n) SEST
o n a(n
aim Y 20
n>0
est appelée fonction génératrice exponentielle de la famille S par le poids w
ou encore fonction génératrice exponentielle de (S, w).

14.2. Somme de familles cardinal-compatibles. — Supposons données
deux familles S = (Sy) et S = (S}), munies respectivement de deux poids
cardinal-compatibles w et w’ prenant leurs valeurs dans le méme anneau.
Soient a, b leurs fonctions génératrices exponentielles respectives. Il est
évident que la somme a + b des deux séries a, b est la fonction génératrice
exponentielle de la famille S” = (S7), munie du poids cardinal-compatible
w”, ou ST et w” sont ainsi définis :

(1) pour tout I € F(N) le symbole S} est la somme disjointe Sp+ S} ;

"oy . w(S//>7 sis” € St

@ v ={ueh SLEe
La famille (S”,w"”) est appelée somme des familles (S, w) et (S’,w’). On
écrit

(14.1) S":=8+8" etaussi (S”,w"):=(S,w)+ (5, w).
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Ezemple. — Pour tout I € F(N), notons Sy ’ensemble des permuta-
tions circulaires de I et pour tout s € Sy, posons w(s) := (. Par conven-
tion, posons Sy = (). Pour n > 1, on a a(n) = Eses[n] w(s) =B (n—1),
de sorte que la famille cardinal-compatible ((Sy),w) a pour fonction géné-
ratrice exponentielle a = > u™a(n)/n! =8 > u™/n = B log(l —u)~ .

n>1 n>1
Notons maintenant S} I’ensemble des ordres linéaires sur I, ¢’est-a-dire
des suites (i,...,%7) des [I| éléments de I. Il y a évidemment [I]! tels

ordres linéaires. Par convention, posons Sé) = (). Donnons & tout ordre
linéaire s’ le poids w’(s’) := Y. La fonction génératrice exponentielle b de
la famille compatible ((S7),w’) est égalea b=Y > w" =Yu (1l —u)"L
n>1

On dit qu’une injection d’un ensemble fini dans un sur-ensemble fini est
connexe, si le graphe de cette injection ne comporte qu'une composante
connexe. Cette composante ne peut étre qu’un cycle ou un chemin linéaire,
qu’on peut identifier a un ordre linéaire. La somme des familles cardinal-
compatibles ((S7),w) et ((S7),w’) n’est ainsi que la famille de toutes
les injections conneres d’ensembles finis dans des sur-ensembles finis. Sa
fonction génératrice exponentielle est égale & 8 log(1—u) ' +Yu (1—u)~ !,

14.3. Produit partitionnel. — Le produit partitionnel de deux familles
cardinal-compatibles (S,w) et (S’,w’) est défini comme étant le couple
(S”,w"), ou 8" = (57) et w” sont définis comme suit :

(1) pour tout I € F(N), le symbole S} désigne I’ensemble de tous les
quadruplets (J, K, s, s’) tels que (J, K) est une partition ordonnée de I et
tels que s € Sy, s’ € Si.

(2) w'(J,K,s,s") :=w(s)w'(s).

On vérifie que la famille (S”,w") ainsi définie est elle aussi cardinal-
compatible. On écrit

(14.2) S":=8x 8 etaussi (S”,w"):=(S,w)x (S, ).

PROPOSITION 14.1. — Soient (S,w) et (S’,w") deuzx familles cardinal-
compatibles, de fonctions génératrices exponentielles a et b, respective-
ment. Alors le produit partitionnel des deux familles a pour fonction
génératrice exponentielle le produit a - b des deux séries.

Démonstration. — Notons ¢ = Y u" ¢(n)/n! la fonction génératrice

n>0
exponentielle du produit partitionnel (S”, w”) des deux familles. Alors

Sy =1{(J,K,s,s"): J+ K =[n], s€ Sy, s’ € Sk},
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d’ou

c(n) = Z w”(J,K,s,8") = Z Z w(s)w'(s")

(J,K,s,s’) J+K=[n] s€S;,s'€S,
— Z Z (Z w(s))( Z w'(s'))
jtk=n |J|=j,|K|=k s€S; s'€S,
J+K=[n]
— Z Z (Z w(s))( Z w'(s'))
jtk=n |J|=4,|K|=k s€S| s'€5 0,
J+K=[n]
= % (%)etoom,
Jjt+k=n J

qui est bien le coefficient de w™/n! dans le produit des deux séries
ijoa(j)uj/j!7Ekzob(k)uk/k! ]

Ezemple. — Une involution d’un ensemble fini I est caractérisée par
un quadruplet (J, K, s,s’), ou J 4+ K est une partition ordonnée de I et
ou s est 'application identique de J (un ensemble de |J| points fixes) et s’
une involution de K sans point fixe. Formons la famille ((Sy), w), ou, pour
tout I, 'ensemble S; ne contient que ’application identique s de I sur lui-
méme et ot 'on définit w(s) := z!!l. Formons également ((S}),w’), ot S}
se compose des involutions sans point fixe de I et ou, lorsque I est pair
et s’ € S}, on désigne par transs’ le nombre de transpositions de s’ (qui

vaut |I]/2) et 'on pose w'(s') = y™#55" Lorsque I est vide, on convient
que S} est réduit a un élément de poids 1.
Or lorsque |I| = 2n, un simple comptage donne : |S7| = (2n—1)!! = 1 x

3x--+x(2n—1) = (2n)!/(2™n!), de sorte que la fonction génératrice expo-
nentielle de ((S7),w’) est égale a b= > (yu?)™ ((2n)!/(2"n!))(1/(2n)!) =

;O(ytﬂ)" /(27 nl) = exp(yu?/2). "0

Comme la fonction génératrice exponentielle de ((S7),w) est égale a
a = exp xu, on voit que le produit partitionnel des familles ((S;),w) et
((S}),w’) a pour fonction génératrice exponentielle exp(zu + yu?/2). Le
coefficient de u™ de cette série produit n’est autre que le polynome

fix o, trans o
Hy(z,y) = Y _ 2™y :
oc€L,

ou 7, désigne 'ensemble des involutions de [n] et ou fixo désigne le
nombre de points fixes de I'involution o (cf. Exercice 16).

On peut naturellement considérer le produit de r familles cardinal-
compatibles pour > 2. On peut également prendre le produit de r copies
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de la méme famille cardinal-compatible (S, w), de fonction génératrice
exponentielle a. Notons (S,w)” un tel produit. Sa fonction génératrice
exponentielle est évidemment a”.

14.4. Les coefficients multinomiaur. — Avant de parler de composés
partitionnels, il est bon de rappeler quelques dénombrements concernant
les coefficients multinomiaux. Supposons donnés deux entiers n et r tels
que 1 <r < n, ainsi qu’une suite d’entiers (nj, no, ..., n,) satisfaisant a :

(14.3) ni>0,n>0,...,n.>0 et ny+ng+---+n,. =n.

. . . n!
Un coefficient multinomial est un nombre de la forme : ——— . On
n ni!lng! ... n,!
le note : ( . Lorsque r = 2, on a ny +ny = n et on retrouve
ny,na, ..., Ny <n n'

naturellement le coefficient binomial =
ny ny! (n —mnq)!

PROPOSITION 14.2. — Le nombre de suites de longueur n, contenant
ny fois 1, ng fois 2, ..., n, fois r, les n; satisfaisant les relations (14.3),
est égal au coefficient multinomial ( " )

N1,M2,. Ny
Démonstration. —  Notons C(n1,ne,...,n,) l'ensemble des suites
contenant exactement nq fois 1,..., n, fois r, puis considérons la suite

a = (11,12,...,1n1,21,22,...,2n2,...,Tl,Tg,...,an),

de longueur ny 4+ ny + - - - + n,. = n et désignons par A ’ensemble des n!
réarrangements (permutations) de a.

Prenons un réarrangement b de la suite a et lisons les termes de
ce réarrangement b de la gauche vers la droite en écrivant d’abord les
indices iy des lettres 1;, . On obtient une permutation o1 = (i1, 42, ..., i, ),
de longueur n;. De méme, la lecture des indices des lettres 2;,, de la
gauche vers la droite, fournit une permutation oo = (j1,42,---,Jn,), de
longueur no, et ainsi de suite... Prenons note de ces r permutations oy,
o9, ... , 0 et effacons tous les indices dans la suite b. On obtient une suite
¢ de l'ensemble C(nq,...,n,). Il est clair que I'application qui envoie b
sur (¢; 01,09, ...,0,) est bijective. En fait, (¢;01,09,...,0,) est un simple
codage de la suite b. Or le nombre des suites (¢;01,09,...,0,) est égal a
|IC(n1,...,n:)| nilng! ... n,! Comme |A| = n!, on obtient bien la formule
annonceée.

Définition. — Soient r, n deux entiers positifs satisfaisant 0 < r < n et
(mq,ma,...,my) une suite d’entiers positifs satisfaisant my +mgo + -+ - +
my, = r et 1L.m; +2.mo + -+ n.m, = n. On dit qu’une partition non
ordonnée {Iy, Io,..., I} (resp. une partition ordonnée (I, Is,...,1I,.)) de
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I’ensemble [n] est de type (my1,ma, ..., my), si elle est formée de r blocs,
dont m; sont de cardinal 1, mo de cardinal 2, ... , m,, de cardinal n.

PrOPOSITION 14.3. — Le nombre de partitions ordonnées de [’en-
semble [n] de type (my,ma,...,my,) est égal a

r n
my,Ma,....,my /) \1,...;1,2,...02,....n,...,n

rin!
my!lma! - -my! (1) (20)m2 ... (nl)mn
le nombre de partitions non ordonnées a :
1 n
mylmeo! .. omy'\1,. .., 1,2,...,2,...,n,....n
n!
mylma! - omy! (1™ (20)m2 - (pl)me

Démonstration. — Considérons les » = mq + ma + - -+ + m,, lettres
distinctes 11, 1o, ... , Ly, 21, 22, oo, 290y, oov , M1, N2, oo Ny, €L
Iensemble C'(1™1,2™2 ... n™n) de toutes les suites, de longueur 1.m; +
2.mgy + --- 4+ n.m, = n, contenant une fois chaque lettre de la forme 1;,
deux fois chaque lettre de la forme 2;, ... , n fois chaque lettre de la
forme n;.

D’apres la précédente Proposition, le cardinal de C'(1™*,2™2, ... n™")
est égal au coefficient multinomial (17”.’172’”.7’12’.”7”’...’”). De méme, I’en-
semble C(my, ma, ..., m,) de toutes les suites contenant m; fois la lettre 1,
myo fois la lettre 2, ... , m,, fois la lettre n, a pour cardinal (ml’m;m’mn).

Soit P(my,ma,...,my) Pensemble des partitions ordonnées de type
(my,ma,...,my). On définit une bijection (Iy,...,1.) — (a,b) de
P(my, mao,...,my,) sur C(1™1 2™2 . n™n) x C(my,ma,...,m,) de la
fagon suivante : d’abord a := |L|,|l2|,...,|I|; ensuite, si I’élément
i € [n] se trouve dans le 5™ bloc de taille k, on pose b; := k;.

Le second dénombrement est évident, puisque partant d’une partition
non ordonnée ayant r blocs, on peut construire exactement r! partitions

ordonnées en permutant les r blocs. []

14.5. Les composés partitionnels. — Supposons que la famille S = (S7)
est telle que Sy = (). La fonction génératrice exponentielle a du couple
(S,w) a donc un terme constant nul. Nous introduisons trois composés
partitionnels : le composé partitionnel non abélien noté (S, w)), le
composé partitionnel abélien noté (S w(+)) et le composé partitionnel
circulaire noté (S, w(®)).

Si {Il,1Is,...,I.} est une partition (non ordonnée) de l’ensemble I €
F(N) en blocs non vides, alors pour toute suite (s1, S2,...,s,) telle que
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s1 € Sr,, s2 € Sppy .., Sp € S1,., les r couples (I1,s1), (I2,s2), ... ,
(I, s,) sont distincts. A I’ensemble formé par ces r couples, on peut donc
faire correspondre r! suites ordonnées ((I;,, Si, ), (Liy, i), - (Li, 8i.))-
Lorsque 'on convient que (I;,, $;,) est aussi le successeur de (I, s;_ ) dans
la suite précédente, on définit un collier. A tout collier de longueur r
correspondent donc exactement r suites ordonnées.

On appelle composé partitionnel non abélien (resp. abélien, resp. cir-
culaire) de la famille cardinal-compatible (S,w) la famille (S, w))
(resp. (S, w(H), resp. (S, w()) on S}X) (resp. S, resp. S°)) et le
poids w) (resp. w), resp. w(®)) sont ainsi définis :

(1) pour tout I € F(N), le symbole S}X) (resp. S}H, resp. S}O))
désigne l'ensemble de tous les couples (r,0) pour lesquels r > 1 et 0
est une suite ordonnée (resp. un ensemble, resp. un collier) de r couples
(forcément distincts) (s1,11), (s2,12), ... , (Sr, 1) tels que {11, Io,..., I}
est une partition de I et sy € Sp,, s2 € S,, ... , s € S1..;

(2) wO)(r,0) := wH) (r,0) := w(r,0) ;== w(s))w(ss) - w(s,);

(3) pour I = (), on convient que S}X) (resp. S}H) contient un seul

élément dont le poids est 1 et que S}o) est vide.

Pour tout n > 1, posons

b(n) := Z w) (r, 0);

u”
=D o b
n!

n2>0

(r, e)es(x)
c(n) = Z w ) (r, 0); = Z u_
n!
(r,e)esf:]) n=0
d(n) := Z w® (r,0); d:= u_' d(n).
n!
(r0)es) n=>0
PROPOSITION 14.4. — On a les identités :
(14.4) b=(1-a)" Y
(14.5) c=expa;
(14.6) d=1log(l —a)~t.
Démonstration. — Pour r,n > 1, considérons la somme
Tr)m Y wls) - (s

(117“'7I7“)
816511 7---75'r€SIT

= > allhl)---a(L])

(In,..., )
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faite sur les partitions ordonnées (I1,. .., I,) telles que Iy +-- -+ I, = [n].
On peut la récrire

T(rn)= Y > all)---a(lL),

(ma,...,my) (I1,--,Ir)
mi+-Fmp=r I1+-+I1,=[n]
ou la premiere sommation est sur les suites d’entiers positifs (my,...,m,)
telles que mqy +---4+m, = r et L.my + --- + n.m, = n. Or les suites
(I1 ..., I) dans la seconde sommation contiennent exactement m; blocs de
cardinal 1, ... , m, blocs de cardinal n. Comme w est cardinal-compatible,
on a encore

T = > ST a)meatm™,

(miymn) (I dr)
mi+-4mp=r ]1_|_..._|_[T:[n]

soit, d’apres la Proposition 14.3,
rin!
= mi .. My
I(r,n) = Z mal -yl (1) - (nl)mn a(1) a(n)™",
(m1,...,my)

mi+-+mp=r

ou encore

=X () (am)

(ml,...,mn)
mi+-+my=r

n n\r b
qui est le coefficient de Y dans (a(l)2 +-F a(n)u—) . Donc bin) =
n! 1! n! n!

T n

Z T(rn) est le coefficient de —— dans (1—a) L
n! n!
r>1
De méme,

@:%Z%T(r,n)

n!
r>1
1 1 my 1 1 My
(:Z () s (em)
MMy yeees My

qui d’apreés le Théoreme 13.1 (formule 13.4) montre que 'on a bien
¢ = expa.

17T n 1 T
Enfin, 17(rn) est le coefficient de — dans ~ (a(l)g—i—- : -+a(n)u—> .
a( r) n! L () n! r nl! 1n!
r.mn U
Donc n—? = ; ;T" est le coefficient de s dans ; ;ar =

log(l1—a)~t. []
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COROLLAIRE 14.5. — On a lidentité
—1
(+) wP
1n Y5 Y r0) = (25 X whme).
n>0 (7, Q)ESH_) n>0 (r, 9)65’[(;5)
Démonstration. — En prenant le poids —w au lieu de w, le poids d’un

couple (r,0) € S() devient (—1)" w(r,d) et la fonction génératrice expo-
nentielle du composé partitionnel de (S, —w) vaut exp(—a) = (expa)~! =

c o]

Plusieurs exemples de composés partitionnels sont donnés dans les deux
paragraphes suivants avec les composés partitionnels des permutations et
des endofonctions.

15. Le composé partitionnel des permutations

Pour tout I € F(N) non vide, on note &7 I’ensemble des permutations
de I et naturellement seulement &,, lorsque I = [n]. Soit ¢ € &;. On
dit que deux éléments x, y de I appartiennent a la méme orbite de o si
'on a y = o¥(z) pour un certain entier k > 0. Soient Iy, I, ... , I, les
orbites de 0. La collection {3, I5, ..., I} est une partition de I. Pour tout
Jj=1,2,...,r larestriction de o au bloc I; est une permutation circulaire
de I;, ce qui signifie que si |[;| = n; et si = € I;, les éléments z, o(x),
o?(x), ... , o™ ~!(z) sont tous distincts. Notons 7; la restriction de o & I;
et aussi 7; la permutation de I égale & 7; sur I; et a 'identité sur I\ I;.
On dit que 7; est un cycle de la permutation o et que sa longueur est
égale a n; (j =1,2,...,r). La permutation o est alors égale au produit
(de composition) de ses r cycles pris dans un ordre quelconque.

Pour tout I € F(N) non vide, notons maintenant €; ’ensemble des
permutations circulaires de I. Si w est un poids cardinal-compatible défini
pour chaque permutation circulaire, la propriété de la décomposition en
cycles disjoints décrite dans le paragraphe précédent entraine que la famille
((&1), w™)) est le composé partitionnel de la famille ((€;), w).

15.1. Le poids-unité. — Comme poids cardinal-compatible, on peut
d’abord prendre w(7) = 1 pour toute permutation circulaire 7. La fonction
génératrice exponentielle de la famille ((¢;), w) s’écrit alors

un
- = — l N -
Z card €, = Z(n 1) Z
n>1 n>1 n>1
Comme card &,, = n!, la Proposition 14.4 entraine 'identité

u™ u™
DI i
n! n

n>0 n>1
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soit
(15.1) (1—u)™? :expzu—.

n
n>1

Comme expliqué dans le paragraphe 13.4, le logarithme “log” est la
fonction inverse de “exp”. En appliquant “log” aux deux membres de
I'identité pécédente, on retrouve le développement obtenu en (13.8), &
savoir

=S
(15.2) log((1—u)™) =) —.
n>1
On déduit aussi le développement
n—lu_n

(15.3) log(1+u) = (1) ,

n
n>1
par les manipulations habituelles sur le logarithme.

Prenons maintenant le poids w(r) = 0 si 7 est I'unique élément
de €; lorsque |I| = 1 et w(r) = 1 autrement. Les permutations de
poids w™) non nul sont alors les permutations sans point fize, appelées
encore dérangements. Pour tout n > 0, soit d,, le nombre de dérangements
dans &,,. Par convention dy = 1 et de facon évidente d; = 0, do = 1. La
Proposition 14.4 entraine alors, en utilisant (15.1),

(15.4) Z dp % = exp Z %

n>0 n>2

= exp(—u) - (1 —u)~t.

Enfin, prenons un entier m > 1 et cherchons dans tout groupe de
permutations G,, le nombre de solutions de ’équation

(15.5) o™ = Id.

Une permutation o est solution de (15.5) si et seulement si m est un
multiple des longueurs de tous les cycles de o. Il faut se rappeler, en effet,
que si 7 est une permutation circulaire d’un ensemble de cardinal 7, les
seuls entiers j satisfaisant 77 = Id sont les multiples de 3.

On est donc amené a considérer le poids w défini par w(7) = 1siT € €;
et |I] divise m et 0 autrement. Pour tout n > 1, soit m(n) le nombre de
solutions de (15.5) dans &,,. On a alors I'identité

u” u”
(15.6) 1+ ;m(n) o7 = eXDp z|: ot
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15.2. Les longueurs de cycles. — Prenons le poids w(7) = « pour
toute permutation circulaire 7. Si ¢ est une permutation ayant r cycles
(ou orbites), son poids vaut alors w(*)(c) = a”. On sait, par ailleurs, que
(), est le polynome générateur de &,, par nombre de cycles. On en déduit

donc l'identité
u” U
> (@ =esp(a 3 ).

n>0 n>1
soit aussi

(15.7) (1 —u)"* = exp(a log(1 —u)™1).

Soit maintenant (¢,) (n > 1) une suite infinie d’indéterminées. Pour
toute permutation circulaire 7, posons w(7) :=t,, si T est la permutation
d’un ensemble I de cardinal n. Pour toute permutation o, on a alors

w ) (o) =ty

si 0 a exactement m; orbites de cardinal j (ou encore m; cycles de
longueur j) pour tout j = 1,2,...,n. En utilisant les polynémes expo-
nentiels Y;,, on voit que Y, (¢1,1!t9,2!t5,..., (n — 1)!t,) est le polynéme
générateur de G,, sutvant les longueurs de cycles et qu’on a I'identité

un u’l’L
| | —1)! - = I
(15.8) D Yt 11,25, ..., (n— 1)!ty) = exp ) tn —.

n>0 n>1

Remarque. — Dans tous les exemples précédents, la bijection ¢; de €;
sur ;) satisfaisant w = w o ¢y n’a pas été explicitée, car elle était banale
a définir. Dans les exemples plus élaborés, comme dans le paragraphe ci-
apres, la bijection dépend de l'ordre naturel sur chaque sous-ensemble 1
de N. Elle est aussi aisée a définir si ’on fait appel a la bijection “red”
(“réduction”) ainsi définie :

sill|=d,i>1et]={x; <xo<---<ux;}, alors

(15.9) red(z;) :=j, pourtout j=1,2,...,4

16. Les polynomes Eulériens

Ces polynomes, qui interviennent dans de nombreux calculs combina-
toires, peuvent étre définis comme les polynomes générateurs des groupes
de permutations par différentes statistiques. Les techniques développées
dans les paragraphes précédents s’appliquent tout a fait bien pour obtenir
les différentes relations les concernant.
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16.1. Ezcédances et descentes. — On dit qu’'une permutation o € G
a une excédance en j (1 < j < |I]) si o(j) > j. On note exco le nombre
d’excédances de o. Posons |I| = i. Pour 0 € &, on définit ¢;(0) comme
étant la permutation de [i] qui pour tout = € I envoie I’élément red(x)
de [i] sur red(o(z)). On a évidemment exc ¢;(0) = exco, de sorte que le
poids w défini par w(o) = t**°? est cardinal-compatible.
123456789
351826947
exco = 4 excédances indiquées en caracteres gras.

Dans le tableau de la Figure 2, on trouve calculé pour chaque permu-
tation o € &,, (n = 1,2, 3) et pour chaque o € €4 le nombre d’excédances
exco.

Par exemple, la permutation ¢ = < ) a exactement

o |exco|o € G3lexco| o€ & |exco

1 0 1,2,3 0 4,1,2,3| 1

1,21 0 1,3,2 1 13,4,2,1| 2

2,1 1 2,1,3 1 (3,1,4,2] 2
2,31 2 12,3,4,1| 3
3,1,2 1 14,3,1,2| 2
3,2,1 1 12,4,1,3| 2

Fig. 2

Le polynéme générateur de &,, par le poids w, c’est-a-dire par le nombre
d’excédances, est appelé polynome eulérien d’ordre n. Il est noté A,,(t). Les
premieres valeurs sont données par Ag(t) = 1 (par convention), A;(t) = 1,
Ag(t) =1+4t, A3(t) = 1+ 4t + 12, Ag(t) = 1 + 11t + 112 4 3,

Notons Ag¢, (t) le polynéme générateur de €, par le nombre d’excé-
dances. La Proposition 14.4 (formule (14.5)) entraine alors l'identité

(16.1) > At %T =exp »  Ae, () %T

n>0 ) n>1

Définition. — On dit que la permutation o € &; a une descente en j
sil<j<|I|-1eto(ij) > o(ij41). Le nombre de descentes de o est noté
deso.

Pour mieux visualiser les descentes dans une permutation o € Gy, il
est commode d’identifier o au mot linéaire, qu'on écrit comme un mot
usuel o(i1)o(iz)...o(i|7)), ou encore comme o (i1),0(i2),...,0(i|7) (avec
des virgules pour séparer les lettres), la suite iy < iy < --- <47 étant la
suite croissante des éléments de I.
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34689
86934
o = 8,6,9,3,4. Le nombre de descentes, deso, de la permutation o =
8,6,9,3,4 est ainsi égal a 2.

Par exemple, la permutation o = ( ) est identifiée au mot

Considérons maintenant une permutation circulaire o € €,,. En général,
on écrit o sous la forme o = (i, 0(i), 0%(i),...,0"1(i)), ol i est un élément
quelconque de [n]. Notons que le cycle renversé

(" 7M@), .., 0(3), 0 (3), 1)
est I'unique cycle de la permutation inverse o ! de o. On peut aussi I’écrire
(n,o7'(n), 0 %(n),..., a_(”_l)(n)).

On note & le mot & := n,o0-'(n),c72(n),...,c"D(n) et ¢(c) le mot
(o) :== o7 (n),072(n),..., 0" (n), déduit de & par suppression de
la premiere lettre n.

PROPOSITION 16.1. — Lorsque n > 2, l'application ¢ est une bijection
de €, sur &,,_1 satisfaisant exco =1+ des ¢(o).

Démonstration. — Le caractere bijectif est évident. Maintenant, on a
n > o(j) > j si et seulement s’il existe un entier k tel que 1 < k < (n —2)
et 0(j) = o7%(n) > o=+t (n) = j. Enfin, la succession des deux
lettres n > o~ (n) qui forme une excédance de o n’apparait pas dans

le mot ¢(c). []

Notons A%°s(¢) le polynome générateur de &,, par nombre de descentes.
On déduit de la précédente proposition l'identité

(16.2) Ag, (t) =t ASS (1) (n>2).

Soient n > 2 et 0 € G,, une permutation, qu’on écrit comme le mot
linéaire 0 = o(1)o(2)...0(n). On peut lui associer, de fagon bijective,
le triplet (1,01, 02) ainsi défini. D’abord, o(j) = n pour un certain j tel
que 1 < j < n. On pose I = {o(1),0(2),...,0(5 — 1)} (qui est vide si
j =1). Le mot linéaire o(1)o(2)...0(j — 1) s’identifie & une permutation
o1 € 61 et le mot linéaire o(j + 1)o(j + 2)...0(n) & une permutation
o2 € &p,—1)\1- Naturellement, deso = deso; +1+desoz,si1 < j<n—1
et desoc = desoy si j = n. On en déduit

Z tdes o _ Z Z Z tdes o1+1+des oo + Z tdes o1

ceS, 1<j<n—1|I|=j—1 o01€6; 01€6,_1
02€S [ _1\1
n—1
_ z : ( 1) z : tdes01+1+des02+ § : tdesal,
1<j<n—1 j 0'166]'_1 01€6, 1
UzEGn—j
soit
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A= Y (77‘1)A§iﬁ<t>tA2€fj<t>+A2€fl<t>

1
1<j<n—1

i) =+ Y ("7 )aroa o amo.

1<i<n—2

Comme par ailleurs A{5(¢) = 1, on voit, d’apres le Théoréme 13.1, formule
(13.5), que la derniere identité équivaut a la formule :

(16.3) ZAdeS() —exp<u—|—ZtAdeS —).

n>0 n>2

Puisque Ag¢, (t) = 1, la conjonction des formules (16.1), (16.2) et (16.3)
entraine

(16.4) AL (t) = An(t)

pour tout n > 0. Autrement dit, les polynomes générateurs de S,, par le
nombre de descentes d’une part et par le nombre d’excédances d’autre part
sont identiques.

16.2. La transformation fondamentale. — Pour n > 1, notons &,
I'ensemble des permutations o telles que o(1) = n ou telles que le mot
correspondant s’écrit o = n,o(2),...,0(n). D’apres la Proposition 15.1,
lapplication o — & est une bijection de €, sur &/ satisfaisant

(16.5) exco = desd

et d’apres (16.4), il existe une bijection — appelons-la aussi o — & — de
S, sur lui-méme satisfaisant (16.5). Le probleme est donc de prolonger
o+ 7 atout G,,.

Soit 0 € &, soit {I,...,I.} I'ensemble de ses orbites et pour tout
Jj =1,...,r soit o; la restriction de o a I;. D’apres la Proposition 16.1,
I’application

(16.6) oj = & :=maxI;, o Y(maxL;),..., J_(Hf'_l)(maxlj)

est une bijection de &€, sur I'ensemble G’Ij des permutations de I; débutant
par max [;, satisfaisant exco; = des ;. Supposons que 'on a numéroté
les orbites de o de fagon que les inégalités

(16.7) max [; < maxIy < --- < maxI,
soient satisfaites. En définissant ¢ comme étant le produit de juxtaposition
(168) 0= 6’1,... 75'7“7
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on ne crée pas de nouvelles descentes entre la derniere lettre d'un facteur ;
et la premiere lettre du facteur suivant &;4;. On obtient bien ainsi :
eXCo = excoy + -+ exco, =desd; +---+desd, = desas.

Cette application est bien bijective, car la premiere lettre de tout
facteur 6; dans le mot & a la propriété d’étre saillante, c’est-a-dire d’étre
supérieure strictement a chaque lettre de & située sur sa gauche. Pour
définir la bijection inverse, il suffit donc de couper le mot & dont on part
avant chaque lettre saillante. Les facteurs du mot que 'on définit ainsi
permettent de reconstituer les permutations circulaires o; en utilisant
(16.6) et donc la permutation originale o.

123456789
351962487
exco = 4 excédances indiquées en caracteres gras. Elle se décompose en
cycles disjoints comme o = (1,3)(2,5,6)(4,9,7)(8), quon récrit comme
o=(1,3)(2,5,6)(8)(4,9,7), pour que les inégalités (16.7) soient satisfaites.
On a ensuite

Exemple. — La permutation o = < ) a exactement

o1:=3,1, 62:=6,5,2, d3:=8, 074:=9,4,7,
d’ou
6:=3,1,6,5,2,8,9,4,7.

On a bien desd = 4 et les lettres 3, 6, 8 et 9 sont bien saillantes et
permettent bien de reconstituer o a partir de la seule donnée de &.

17. Le composé partitionnel des endofonctions

Pour tout n > 1, on désigne par End, 1’ensemble de toutes les
applications de [n] = {1,2,...,n} dans lui-méme. De telles applications
sont appelées endofonctions. Il y en a exactement n™. Parmi celles-ci, on
trouve naturellement les n! permutations de [n]. Notre premier but est de
préciser leurs structures.

17.1. Structures des endofonctions. — Si f est dans End,, et  dans
[n], on pose fO(z) =z et f¥(z) = f(f*(z)) pour tout k > 1. Un cycle
de f est une suite d’éléments distincts de la forme (z, f(z), ..., f77(z)) o
j > 1let f/(z) = z. On dit que I'élément x de [n ] est récurrent pour f s’il
existe un entier k > 1 tel que f*(x) = x. Si z est récurrent, I’élément f(x)
est aussi, puisque f*(f(x)) = f(f*(z)) = f(z). L’ensemble des éléments
récurrents pour f est noté Ry.

Par convention, Endgy est un singleton. L’ensemble End; est aussi un
singleton et l'entier 1 est récurrent pour 'unique élément de End;. Sup-
posons n > 2 et, pour z € [n], considérons la suite des (n+ 1) ter-
mes (z, f(x),..., f"(x)). Cette suite contient nécessairement deux termes
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égaux, disons fi(x) et fH(x) (0<i<i+j<n). Commen—1—1i>0
et j>1,ona:

P He) = T @) = N () = T )

L’élément f"~!(z) est donc toujours récurrent.

Réciproquement, si x est récurrent, c’est-a-dire si f¥(z) = z pour
k > 1, on peut écrire n — 1 = gk +r avec 0 < r < k — 1. Alors
P (2)) = f9*F(z) = 2. 1l existe donc un élément y = f*~7(z) tel
que f"~1(y) = x. Par conséquent,

(17.1) i ((n]) = Ry

En particulier, Ry n’est jamais vide. D’autre part, si x est récurrent,
a savoir f¥(zr) = z pour k > 1, posons y = fF~1(x). Alors fF(y) =
fEL(fE(x)) = f*Yx) = y. L'élément y est aussi récurrent et vérifie
f(y) = f*(z) = x. Ceci montre que la restriction de f & Ry est surjective.
Comme R est fini, cette restriction, que nous noterons désormais 7, est
une permutation de Ry. Les orbites de 7y, au sens de la théorie élémentaire
du groupe des permutations, sont disjointes ou confondues.

On dit quun cycle (z, f(xz),..., f771(x)) est isolé, si toute relation

(17.2) fy) = fFx) avec k>1

entraine y = f*~!(z). En d’autres termes, le cycle (z, f(z),..., f/~1(z))
est isolé, si la relation (17.2) implique que y est élément du cycle.

Réciproquement, le cycle (z, f(z),..., f771(x)) est non isolé, si la
relation (17.2) est vraie pour un élément n’appartenant pas au cycle.
Cet élément y est alors nécessairement non récurrent car on aurait
alors f'(y) = y pour i > 1, donc y = f(f(y)) = f*"(z) et y
appartiendrait au cycle.

L’ensemble [n ]\ f([n]) des valeurs non prises est noté Zy. On a toujours
Zy N Ry = 0. Si Zy est vide, f est une permutation de [n]. Dans la
prochaine proposition, on montre qu’en dehors des éléments des cycles
isolés, on peut atteindre tous les éléments de [n] en partant de ceux de
Zy et en itérant f un nombre suffisant de fois.

PROPOSITION 17.1. — Soientn>1, x € [n] et f € End,,. Si x n'est
pas élément d’un cycle isolé de f, alors f™(z) = x pour un certain m > 0
et un certain z € Zy.

Démonstration. — Supposons d’abord x non récurrent. S’il n’est pas
dans Zy, il existe z; # x tel que f(x;) = x. De plus, comme z est
non récurrent, x; est aussi non récurrent. Par ce procédé, on peut donc
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construire une suite (xg,x1,T2,...) d’éléments non récurrents tels que
xo = x et f(z;) = x;—1 pour i > 1. Ces éléments étant tous distincts,
la suite est nécessairement finie. Il existe donc un indice m > 0 tel que
f(y) # xy, pour tout y € [n], c’est-a-dire x,, € Zy et f™(z,,) = xo.

Supposons ensuite z récurrent. Soit (z, f(x), ..., f7~1(x)) le cycle con-
tenant x supposé non isolé. Il existe donc x(, non récurrent, n’appartenant
pas & ce cycle, satisfaisant & f(zg) = f*(x) avec 1 < k < j. Comme
x = fI=F*+1(x4), on est ramené au cas précédent. []

17.2. Interprétation en termes de graphes. — Passons d’abord en revue
certains sous-ensembles remarquables :

S, ={f €End, : Rf =[n]} = {f € End, : 7y = f}, c’est le groupe
des permutations de [n];

¢, = {f € End,, : Ry = [n], 7y circulaire}, c’est 'ensemble des
permutations circulaires de [n];

Acyc, = {f € End,, : f* = f" 1}, cest I'ensemble des fonctions
acycliques;

Arbor, = {f € End,, : f* = f"!, card Ry = 1}, c’est 'ensemble des
arborescences;

Indec,, = {f € End,, : 7y circulaire}, c’est I’ensemble des fonctions
indécomposables.

Si I est un sous-ensemble fini de N, on définit de fagon évidente les
ensembles End;, Acycy, ... , puis les familles & := (&), € := (&),
Acyc := (Acyc;), Arbor := (Arbory), Indec := (Indecy), ou I € F(N).

Les fonctions acycliques sont encore appelées ultimement idempotentes.
Si f est acyclique, la propriété (17.1) entraine que tous ses éléments
récurrents x sont des points fixes : f(z) = z. Une arborescence est donc
une fonction acyclique qui n’a qu’un point fixe.

End,,

G, m Acyc,,
lml

¢, Arbor,,
Fig. 3

Dans le diagramme de la Figure 3, une fleche “—” allant de A vers B
indique que B est inclus dans A. Le diagramme montre les relations
d’inclusion entre les six ensembles d’endofonctions décrits précédemment.
Notons encore que l'on a : G,, NIndec,, = €, et Acyc,, NIndec,, = Arbor,,
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et qu’enfin ces six ensembles sont confondus pour n = 1 et tous distincts
des que n > 2.

A tout élément f € End,, on peut associer un graphe linéaire, orienté,
ayant n sommets numérotés de 1 a n de la fagon suivante. A un point fixe
f(x) = x correspond une boucle autour du sommet z. Au couple (z,y) tel
que z # y et f(x) = y correspond un arc joignant x a y. Le graphe a donc n
arcs ou boucles. Le sous-graphe restreint aux sommets appartenant a Ry
se compose des boucles et cycles disjoints deux a deux. La relation (17.1)
montre que de tout sommet x on peut atteindre un élément récurrent,
c’est-a-dire un élément d’un cycle ou d’une boucle. Le graphe est donc
formé d’un ou de plusieurs sous-graphes connexes ayant chacun un cycle
de longueur supérieure a 1 ou une boucle.

Ezemple. — Considérons ’application :

r =12 345678910111213141516 171819 20
f(x)=1318206109137410 2 1 16 7 181419 5 7 1

qui envoie {1,2,...,20} dans lui-méme. Le graphe associé est donné dans
la Figure 4. La restriction 74 de f a ’ensemble Ry des éléments récurrents
467910131416)

pourfestdonnépafﬁf:<6 9 13 4 10 16 7 14

3

12 l 20 1
\1/ 17 QL 15
13 i»\T l19 \1§l/ 9
16 \/ e lfo A

14 ) 46

Fig. 4

En termes de graphe, un élément f € &,, est un ensemble de cycles
disjoints. Il n’y a qu’un seul cycle si f appartient a €,,. Si f est une fonction
acyclique, le graphe de 7y ne contient que des cycles de longueur égale a
un. On dit que c’est une forét enracinée. Le graphe d’une arborescence
est un arbre enraciné. Enfin, le graphe d’une fonction indécomposable est
conneze.

Le graphe de la Figure 4 comporte trois sous-graphes connexes, qui
sont des graphes de fonctions indécomposables. Le second graphe est celui
d’une arborescence, le troisieme celui d’'une permutation circulaire.
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17.3. Les composés partitionnels des applications d’ensembles finis.
Soit f € End,. Les orbites de m;, qui sont disjointes ou confondues,
forment une partition de I’ensemble Ry des éléments récurrents pour f.
D’apres la propriété (17.1), la définition suivante a un sens : deux éléments
x, y de [n] appartiennent & la méme orbite de f si f*~H(x) et 7 1(y)
sont dans la méme orbite de 7. La restriction de f a une de ses orbites
est alors une fonction indécomposable de cette orbite dans elle-méme. (La
Fig. 4 montre par exemple que la fonction f a trois orbites.)

Soit {I1,...,1I.} 'ensemble des orbites d’une endofonction f et pour
tout j = 1,...,r soit g; la restriction de f a l'orbite I;, qui est
donc une fonction indécomposable. L’ensemble {(g1, 1), ..., (gr, 1)} car-

actérise completement ’endofonction f. Si donc w est un poids cardinal-
compatible défini pour toute fonction indécomposable, le composé parti-
tionnel de la famille Indec des fonctions indécomposables n’est autre que
la famille End des endofonctions muni du poids correspondant w(*).

Utilisant la méme construction, on voit que la famille S (resp. la famille
Acyc) des permutations (resp. des fonctions acycliques) est le composé
partitionnel de la famille € (resp. de la famille Arbor) des permutations
circulaires (resp. des fonctions arborescentes). Notant a(S,w) la fonction
génératrice exponentielle de la famille cardinal-compatible (S, w) et util-
isant les notations du paragraphe 14, on a ainsi :

(17.3) End = Indec™; a(End, w™)) = exp a(Indec, w);
(17.4) & =), a(S,w)) = expa(€,w);
(17.5) Acyc = Arbor(*); a(Acyc, wt)) = exp a(Arbor, w).

Montrons qu’on a également :

(17.6) End = Arbor; a(End, w™)) = (1 — a(Arbor, w))™;
(17.7) Indec = Arbor(®); a(Indec, w(®)) = log(1 — a(Arbor, w)) ™.

Pour établir (17.6), il suffit de prouver que toute endofonction f € End,

est caractérisée par une suite ((hi,J1),...,(hm,Jm)) (et non plus un
ensemble), ou {Jy,...,Jy,} est toujours une partition de [n], mais hq,
., hy, sont des arborescences de Ji, ... , J,,, respectivement. Cette

bijection qui fait passer de f a ((h1,J1),..., (hm, Jm)) est illustrée par la
transformation qui fait passer du graphe décrit dans la Figure 4 au graphe
décrit dans la Figure 5.
On considere d’abord la décomposition {(g1, 1), ..., (gr, 1)} en fonc-
tions indécomposables comme décrit précédemment, les ensembles I,
, I, étant les orbites de f. La restriction de f a l'ensemble Rj
des éléments récurrents est une permutation de Ry, qu’on a notée .
Désignons par (i1 < ia < -+ < 1i,,) la suite croissante des éléments
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de Ry et par (ji,j2,...,Jm) la suite de leurs images par 7y, c’est-a-
dire (m¢(i1), m¢(i2),. .., 7f(im)). Pour tout kK =1,2,...,m notons Jj I'en-
semble de tous les éléments x € [n] tels que f!(x) = i, pour un certain
entier [ > 0, augmenté de i lui-méme; puis pour tout x € Ji définissons
hi(z) par

hi(z) = { f(@), siz#ix;

x, sl x = ik.

Autrement dit, tous les éléments récurrents deviennent des points fixes,
mais on ne modifie pas les images des autres éléments. Les ensembles Jp,

Ja, ..., Jn, forment une partition de [n ] dont la numérotation a été fizée
par my. Enfin, les fonctions hi, ha, ... , hy, sont des arborescences.
3

12 l20 1
\1/ 17 2l 15
134 8 4 N 9
. O | 18l5 3
(47

4 4 6
D14 R

46 79101314 16
691341016 7 14

Fig. 5

Au niveau de la représentation en termes de graphe, le passage de
la Figure 4 a la Figure 5 est accompli en enracinant chaque arbre
sur son sommet récurrent et en remplagant les liaisons entre éléments
récurrents disjoints par des enracinements en chacun des sommets. Enfin,
la numérotation des arborescences ainsi formées est fixée par la renumé-
rotation de leurs racines.

Partant de ((hy,J1), ..., (Am, Jm)), on reconstruit ’endofonction f par
une construction évidente.

La méme construction permet d’établir les identités (17.7), la seule
différence étant que la permutation 7 est alors circulaire.

17.4. La transformation fondamentale pour les endofonctions. — Soit
v = T1,%2,...,ZTy un mot non vide dont les lettres sont des entiers (non
nécessairement distincts). On appelle contenu de v 'ensemble, noté Cont v,
des lettres distinctes apparaissant dans ce mot. Une lettre x; est dite
précédée dans v si ¢ = 1, ou si ¢ > 2 et s’il existe un indice j tel que
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1<j<i—1letx; = Soit ig < i1 < --- <1y, la suite des indices i; tels
que x;; soit une lettre précédée dans v. Alors la suite des facteurs

Vo = Tigs Lig41s -3 Lig—15 V1 1= Ligy Lig41y -y Lig—13
Vp = .’Bip,.fCip+1, ey Ly
du mot v est appelée la Z-factorisation du mot. Les mots vg, v1, ... , vp

sont évidemment sans répétition de lettres. On dit encore qu’ils sont
multilinéaires.

Soient f une endofonction appartenant a End; et i1 < iy < --- <y
la suite croissante des éléments de I. Il est commode aussi d’identifier f
au mot linéaire f(i1), f(i2),..., f(47]), qu’'on écrira aussi sans virgule :
f(i1) f(i2) ... f(47). Si f appartient a End,, (n > 1) et si (vo,v1,...,vp)
est sa Z-factorisation, il est immédiat que 1’on a

(17.8) card([n]\ Contv) = p.

Autrement dit, il y a exactement p entiers de [n] qui n’apparaissent pas
comme des lettres de v.

Ezemple. — La Z-factorisation du mot

v=29,6,4,10,16,13,7,14,13,1,20,7,10,5,18,2,1,18,7,19
est donnée par
9,6,4,10,16,13,7,14; 13,1,20; 7; 10,5,18,2; 1; 18; 7,19.

La Z-factorisation de v contient p+1 = 7 facteurs; il y a 7 lettres précédées
et p = 6 entiers de [20] n’apparaissant pas comme lettres dans v, & savoir
3,8, 11, 12, 15 et 17.

La transformation fondamentale pour les endofonctions est encore
notée f — f, car elle est le prolongement & End, de la transformation
fondamentale décrite pour les permutations dans le paragraphe 16.2. Si f
est dans End,, \&,, (n > 1), I'ensemble Z; des valeurs non prises par f
n’est pas vide. On désigne par (21, 22,..., %) la suite croissante de ses
éléments. D’autre part, la restriction de f a I’ensemble Ry des éléments
récurrents pour f est une permutation de Ry, que l'on a notée m¢. On
définit tout d’abord vy comme étant le mot (cf. §16.2)

(17.9) vy 1= Ty

On définit ensuite par récurrence une suite de p mots v, va, ... , vp
(p = card Z) de la facon suivante : supposons définis les mots vg, vy, ... ,
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vip—1 pour un certain k tel que 1 < k < p. Soit my le plus petit entier
m > 1 tel que f™(zx) soit égal a une lettre du produit de juxtaposition
VU1 . .. g—1. Cette définition a bien un sens car f"~!(z;) appartient & Ry
d’apres (17.1), donc est égal a une lettre du facteur vg. On pose alors

(17.10) v o= f™(z) [ ) e fz)
et on définit f comme étant le produit de juxtaposition :
(17.11) fi=wvovr ... v
Ezemple. — Reprenons les deux exemples décrits dans §§17.2, 17.4.

On a obtenu 7y = 9, 6,4, 10, 16, 13, 7, 14. Ensuite Z; = {3, 8,11, 12,15,17}
et donc p = card Zy = 6. On a successivement :

vo="7y et v9=29,6,4,10,16,13,7,14;
my =3 et v = f3(3),f2(3), f(3) = 13,1, 20;
mo=1 et vy =7T;
m3=4 et wv3=10,5,18,2;
mg=1 et vy =1;
ms =1 et wv5=18;
mg=3 et vg=7,19.
Ainsi  f =9,6,4,10,16,13,7,14,13,1,20,7,10,5,18,2,1,18,7, 19;

et (vo,v1,...,vp) est la Z-factorisation de f.

PROPOSITION 17.2. —  Soit f déduit d’une endofonction f € End,
par le procédé décrit en (17.9)—(17.11). Alors f est un réarrangement du
mot f(1) £(2) ... f(n) et (vo,v1,...,vp) est la Z-factorisation de f.

Démonstration. — Par définition des facteurs vy, la lettre f"*(zy) est
précédée dans f et il n’y a pas de lettre du mot vovy ... vg_1 qui soit
égale & une lettre de f™~1(z;) ... f(zx). Si Von avait fi(zx) = f7(2x)
pour my, > > j > 1, 'élément f7(z;) serait récurrent, donc apparaitrait
aussi dans le mot vg, contrairement a la définition de my. Par conséquent,
f™(z1) est la seule lettre du mot v a étre précédée dans f. Ainsi

(vo,v1,...,vp) est la Z-factorisation de f.
Considérons le mot v, = f™ 1(z) f™2(z) ... f(2) 2k, puis le
produit de juxtaposition vy v} ... v}g. Ce produit de juxtaposition est

un mot multilinéaire d’apres ce que 'on vient de voir. D’autre part, si
x est une valeur prise par f et est non récurrent, il existe d’apres la
Proposition 17.1 un élément z, tel que le mot f*~(zy) f"2(2x) ... f(zk)
contienne z. Si on prend le plus petit zx ayant cette propriété, alors x est
nécessairement une lettre de f™*~1(zg) f™"2(2g) ... f(2x) 2k = v},. Le
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mot vg v} vy ... v, étant multilinéaire et contenant tous les éléments de [n |
est un réarrangement du mot 1,2, ..., n. Par conséquent, vg vy v2 ... vp est
un réarrangement de f(1) f(2) ... f(n). []

PROPOSITION 17.3. — L’application f — f est une bijection de End,
sur lui-méme.

Démonstration. — Nous donnons la construction de la bijection inverse
f + f. Partons d’un mot v de longueur n dont les lettres sont dans [n] et
soit (vo,v1,...,vp) sa Z-factorisation. On sait qu’il y a alors exactement p
éléments de [n] qui ne sont pas des lettres de v. Soit (21, 22,...,2p) la
suite croissante de ces éléments. Posons

/
Vg = T 1Tk,2- - - LThom, €6 UL 1= TkoTrs.. Thmue2e (1 <k <p).

Le mot vov1vz...v, est un réarrangement de 1,2,...,n. Soit o 'inverse
par la transformation fondamentale pour les permutations de vg, c¢’est-a-
dire & := vg. Alors o est une permutation du contenu Cont vy du mot vy.
On définit ensuite

fzr2) =xp1, [f(@r3) =Tk2, 5 -y  [(Thme) = Thome_ 1>
f(zk> = Tk,my (1 < k < p)'

Enfin, on définit la restriction de f a Cont vy comme étant o. On obtient
bien ainsi une application de [n] dans [n] pour laquelle f(1)f(2)...f(n)
est un réarrangement de v. Il reste & voir que f est bien égal & v.

En effet, pour k=1, ..., p le mot v, peut s’écrire vy = f™* (2) ... f(zx).
Comme (vg, v1,...,vp,) est la Z-factorisation de v, il suffit de voir que les
lettres de vy sont les seuls éléments récurrents pour f. En d’autres termes,
il suffit de montrer que pour 0 < j < my — 1 et 1 < k < p tous les itérés
de la lettre f7(zx) sont contenus dans wvovy ...ve_1f™(2x) ... fAT(2x),
ce mot ne contenant aucune lettre égale & f7(z;). Or comme f™*(z;) est
précédée dans v, on peut définir ¢ comme étant le plus petit indice pour
lequel 0 < i < k —1 et le facteur v; contient une lettre égale a f™*(zy).
Si ¢ = 0, tous les itérés de f™*(zx) sont des lettres de wvy. Par suite,
tous les itérés de f7(zx) sont dans vgf™* (zx)... 71 (zx). Sii > 1, on a
™ (z) = () pour 1 < j < m; — 1. Par récurrence sur k, tous les
itérés de f"(z;) sont dans vovy ... v;_1f™(2;) ... f*T1(2), par suite tous
les itérés de f7(z;) sont dans vovy ... vk_1f™(2x) ... fFT (2). [

Plusieurs propriétés de la transformation fondamentale pour les endo-
fonctions sont données dans les exercices, en particulier pour des comp-
tages de sous-ensembles d’endofonctions.
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18. Partitions d’entiers

En parlant de partitions d’entiers, on entre dans un immense domaine
des mathématiques, qui a pris naissance avec Euler et qui reste encore tres
vivace aujourd’hui, empruntant ses techniques dans plusieurs disciplines.
Les énoncés sont souvent de nature tres concrete ou combinatoire et les
démonstrations tres analytiques. Nous nous contentons dans ce paragraphe
de donner les premieres définitions, réservant les paragraphes suivants pour
discuter des techniques de calcul reposant sur les produits infinis.

Il est aisé de vérifier que le nombre de partitions ordonnées de 'entier n

en p parts, c’est-a-dire le nombre de suites (n1,n2,...,n,), de longueur p,
. . R L 1S (n—1
d’entiers au moins égaux a 1, tels que nq+ng+- - -+n, = n, est égal a (2_1) ;

si 'on s’autorise des parts n; nulles, ce nombre vaut (”+z _1). Lorsque
I’ordre des parts n’est plus imposé, ou, ce qui revient au méme, lorsque 'on
s'impose seulement des suites décroissantes d’entiers, on parle de partitions
de V'entier n. Certains auteurs disent partages, mais ce substantif ne s’est
pas imposé de fagon universelle. L’évaluation du nombre de ces partitions,

satisfaisant ou non des conditions particulieres, est beaucoup plus difficile.

Définition. — Une partition de entier n est une suite décroissante (au
sens large) d’entiers A = (A1, Ag, ..., Ap) tels que A\ > Ag > --- > X, > 1
et )\1—|—)\2—|—-~-—|—)\p:n.

Les entiers A1, Ao, ... , A, sont les parts de la partition et p est le
nombre de parts. On dit encore que n est le poids de la partition et p sa
longueur. On écrit alors : | A|| = n et I[(A) = p.

A toute partition A = (A, A2,...,Ay) de n correspond, de facon
bijective, une suite (mi,ma,...,m,) d’entiers positifs tels que 1.m; +
2.mg + - -+ + n.m, = n. Il suffit, en effet, pour tout £k = 1,2,...,n, de
prendre pour my le nombre de parts de la partition qui sont égales a k.
On présente donc aussi chaque partition (A1, Ag, ..., A,) de n sous sa forme

dite multiplicative
1meamez | op™mn,

On associe aussi a la partition A = (A1, A2, ..., A,) de n son diagramme
de Ferrers F', qui n’est autre qu’un ensemble de n points du plan ayant les
coordonnées (i, j) entieres, tels que (7,j) € F si et seulement si 1 < j <p

Ezemple. — La partition A = (8,6,5,5,1,1,1) de n = 27 a pour
notation multiplicative

172939495261 79819° . . 277
et pour diagramme de Ferrers celui représenté dans la Figure 6.
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Fig. 6

En faisant pivoter de 180° le diagramme de Ferrers d’une partition A
de n autour de ’axe i = j, on obtient le diagramme de Ferrers d’une
partition, notée X, appelée partition conjuguée de \. En fait, la partition
conjuguée A a pour notation multiplicative

1P A22%e s (g 1)1 Aephe,

En reprenant le précédent exemple, le diagramme de Ferrers de A ala
forme donnée dans la Figure 7 et sa notation multiplicative est bien

18—626—535—545—151—161—171 — 12213044506071.

Fig. 7

L’application A X est évidemment une bijection de I'ensemble des
partitions de l’entier n sur lui-méme et permet ainsi d’établir le résultat
suivant.

Le nombre de partitions de I’entier n en p parts (resp. en au plus p
parts) est égal au nombre de partitions de n dont la plus grande part est p

(resp. au plus p).

Il existe encore une autre description des partitions a l'aide du dit
codage de Frobenius. Supposons que la bissectrice ¢ = j dans le diagramme
de Ferrers F' d’une partition A\ contienne exactement r points de F
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(par exemple r = 4 dans les deux précédents diagrammes). Numérotons
les lignes (resp. les colonnes) de F' de bas en haut (resp. de gauche a

droite). Enfin, notons i1, ig, ... , i (vesp. ji, j2, ... , jr) le nombre de
points du diagramme F' situés sur la premiere, seconde, ... , '™ ligne
(resp. premiere, seconde, ... , r'“"® colonne), strictement a droite (resp.

strictement au-dessus) de cette bissectrice. La matrice a deux lignes

(18.1) (2’1 io ... 2)
JioJ2 oo Jr

est appelée le codage de Frobenius de la partition A.

On a évidemment i3 > 19 > -+ >4, >0, 71 > joa > -+ > 7, > 0
etn =r+i+is+---+4 + 71+ Jo + -+ jr. Réciproquement, a
toute matrice a deux lignes de la forme (18.1) satisfaisant ces dernieres
propriétés correspond une et une seule partition A de n.

Dans le précédent exemple, le codage de Frobenius de A est la matrice

7T 4 2 1

6 2 1 0)°
Le codage de Frobenius de la transposée A est évidemment la matrice qui
se déduit de celle-ci par transposition des deux lignes.

On note p(n) le nombre de partitions de l'entier n. Par convention,
p(0) =1 et p(n) = 0 pour n < —1. Il n’y a pas de formule close pour p(n);
on peut, en revanche, trouver une formule pour la fonction génératrice de
la suite (p(n)), reposant sur des techniques de produit infini développées
ci-apres.

19. Familles multipliables

La plupart des identités sur les partitions d’entiers implique la manip-
ulation de produits infinis de séries formelles. Une des méthodes pour le
traitement de ces produits infinis est de faire appel a la notion de famille
multipliable.

Définition. — Soient S un ensemble non vide et (as) (s € S) une
famille de séries formelles. On dit que cette famille est multipliable, si les
deux conditions suivantes sont réalisées :

(i) as(0) # 1 seulement pour un nombre fini de s dans S;

(ii) pour tout n > 1, on a as(n) # 0 seulement pour un nombre fini
de s dans S.

Si la famille (as) (s € S) est multipliable, pour tout n > 0, on définit
le sous-ensemble S(n) de S par :
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(x) s € S(n) si et seulement si as(0) # 1 ous’il existe k tel que 1 <k <n
et as(k) # 0.

L’ensemble S(n) est fini. On définit a(n) comme étant le coefficient
de u" dans le produit [] cg(,) as- On a encore a(n) égal au coefficient
de u™ dans tout produit [] g as, ot S’ est un sous-ensemble fini de S
contenant S(n). Cette remarque s’averera tres utile dans la démonstration
de la Proposition 19.1. La série formelle a = > . u™a(n) est appelée
produit de la famille multipliable (as) (s € S) et notée a =[], g as-

Si S est fini, la définition de a(n) donnée ci-dessus coincide bien avec
la définition de a(n) dans le produit fini [] g as.

Notation. — Si a est une série formelle, il devient coutumier de noter
[u"] a le coefficient a(n) de u™ dans la série a. Cette notation est utilisée
ci-dessous.

PROPOSITION 19.1.
(a) Sias =1 pour tout s € S, la famille (as) (s € S) est multipliable

et son produit est égal a 1, soit [[ 1 =1.
seS
(b) Soit S = T + U wune partition de l’ensemble S en deux sous-

ensembles disjoints. Si la famille (as) (s € S) est multipliable, alors les
deuzx sous-familles (as) (s € T) et (as) (s € U) le sont aussi et l'on a :

[T o= Te TTe
seT+U seT seU

(c) Soient (as) (s € S) et (bs) (s € S) deux familles multipliables
indicées par le méme ensemble S. Alors la famille (as - bs) (s € ) est

multipliable et l'on a :
HCLS . Hbs = H(as - bg).

seSs seS seS

(d) Soit (as) (s € S) une famille multipliable telle que chaque série a
admet un inverse a;t. Alors la famille (a;') (s € S) est multipliable et

lon a : .
H a;l = (H as> .
ses seSs
Démonstration. — La démonstration de (a) est évidente. Pour la pro-

priété (b), on constate d’abord que les deux sous-familles (as) (s € T)
et (as) (s € U) sont multipliables. Soient b et ¢ leurs produits respectifs.
Reprenons par ailleurs la notation S(n) pour I'ensemble défini en (x). On a

a(n) = [u"] H Qs

seS(n)
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:[u”]( H as - H as)

seS(n)NT seS(n)NU

=2 (W TT a) (W) IT e

k+l=n seS(n)NT seS(n)NU
= S b(k)el) =[] (b ).
k+l=n

Etablissons maintenant la propriété (c). Pour tout s € S, posons d’abord
¢s 1= as - bs. Ensuite, pour tout n > 0, notons S(n) (resp. S’(n), resp.
S”(n)) le sous-ensemble des s € S tels que as(0) # 1 (resp. bs(0) # 1,
resp. ¢s(0) # 1) ou tels qu'il existe k satisfaisant 1 < k < n et as(k) # 0
(xesp. bs(K) # 0, resp. co(k) £ 0).

Pour tout n > 0, si s € (S(n) U S (n))¢, on a cs(0) = as(0)bs(0) =1 et
pour tout entier k tel que 1 <k <n,on acs(k) = > as(l)bs(m)=0.

l+m=k

"(n) est contenu dans S(n) U S’(n). 11 est
5)

est ainsi multipliable. Soit ¢ son produit.

Par conséquent, ’ensemble S
donc fini. La famille (¢;) (s €
On a alors

c(n) = [u"]c = [u"] H cs = [u"] H as - bs.

s€ES(n) s€S(n)US’(n)

Posons S(n) U S’ (n) = {s1,...,Sm}. Alors

c(n) = Z (as, = bsy) (k1) -+ (as,, - bs,, ) (km)

ki+-+kn=n
= Z < Z Us,y (il)bs1 (]1)> e < Z aSm(im)bSm (]m))
kit +km=n i1+j1=k1 Im+Jm=km

= > an(i)ba () as, ()b, (i)

= Z ( Z as, (1) - - - as,, (im) )( Z bs, (J1) sm(Jm>)

k+l=n i14++im=k JitFim=l
= > (@ II e)(w1  II o)

k+l=n s€S(n)US’(n) s€S(n)US’(n)
= > a(k)b() = (a-b)(n). [

k+l=n

Pour la propriété (d), supposons pour simplifier que chaque série a s’écrit

as = 1 — bs avec bs(0) = 0. Alors a;! = 1+ Y ™, que nous posons
m>1
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égal a 1 + ¢, de sorte que o(cs) > o(bs) > 1. En reprenant la notation
S(n) définie en (x), on voit que pour n > 1, la relation s ¢ S(n) entraine
bs(1) = -+ = bs(n) = 0, d’olt o(cs) > o(bs) > n+ 1 et donc a;*(n) = 0.
La famille (a;1) (s € S) est donc multipliable.

Or, pour n > 1, le coefficient de u™ dans le produit

Ha;l-Has

sES sES
est égal a
> () IT ) (1) TT a).
k-+l=n seS(n) seS(n)
soit
S (A T a) ) (W) IT e =1 @

k+l=n seS(n) seS(n)

La démonstration de la proposition suivante est immédiate. Nous ne la
donnons pas.

PROPOSITION 19.2. — Soit (bs) (s € N) une suite de séries formelles,
toutes sans terme constant. Alors la suite (1 + bs) (s € N) de séries
formelles est multipliable si et seulement si la suite (bs) (s € N) est
sommable (c’est-a-dire si et seulement si l'ordre de bs tend vers 4oo
avec s).

Pour tout s > 1, le polynéome (1 —u®) a un inverse (1 —u®)~!. D’autre
part, la famille ((1 — u®)) (s > 1) est évidemment multipliable. Il en est
de méme de la famille ((1 — u®)~1) (s > 1). Considérons les produits :

E(u):H (1 —u?) Zu e(n etP(u):H1—u Zup

s>1 n>0 s>1 n>0

D’apres la Proposition 19.1 (d), on a P(u).E(u) = 1 ou encore

[[a-w)'= (H(1 . u5)>_1.

s>1 s>1

Ces deux séries ont des interprétations combinatoires remarquables. Don-
nons d’abord celle de P(u). Pour tout entier s > 1 posons

s 1= Zusn, dott (1 —u)"' =140,
n>1
et
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bzl—l—Zu”b(n)

n>1

le produit de la famille (1 + bs) (s > 1). Utilisant la notation donnée
en (), on a ici S(0) = (. Par ailleurs, S(n) = {1,2,...,n} pour n > 1.
Le coefficient b(n) de u™ dans la série b est donc égal au coefficient de u™
dans le produit

H (14+b5) = H (Zu”)

1<s<n 1<s<n j>0
ou encore dans le produit fini des polynomes
(1+u+u2+_‘_+un>(1+u2x1+u2><2_|_‘_‘_|_u2><n)
X oo X (T4 u™ 2 ),

Ainsi b(n) est égal au nombre de suites (mq, ma, ..., m,) d’entiers positifs
satisfaisant
1lmi +2me+---+n.m, =n,

ou encore au nombre de partitions de ’entier n dont la notation multi-
plicative est 1™12™2 .. .n™n. Par conséquent, b(n) = p(n), le nombre de
partitions de Uentier n. []

La fonction génératrice de la suite (p(n)) est ainsi donnée par le produit
infini J] (1 — «®)~1. Le calcul explicite de chaque coefficient e(n) dans
s>1
le développement du produit infini F(u) peut s’obtenir a l'aide d’un
argument combinatoire (cf. la construction de Franklin traitée en exercice)
ou bien comme une simple conséquence de 'identité dite du triple produit
de Jacobi, que nous établissons dans le paragraphe suivant.

20. Le triple produit de Jacobi

Dans ce qui suit « et 7! sont deux variables commutatives satisfaisant
l'identité zz=! = 1. Il est commode de supposer que I’anneau de base
est I'anneau Q[x,r7!] des polynéomes en les deux variables z et x7!,
a coefficients dans un anneau donné (). Naturellement, avec l'identité
xx~! = 1, tout polyndme en les variables x, ! se réduira en une somme
finie de monomes de la forme z* ou ! (k>0,1>0).

Notons S le produit cartésien {—1,+1} x N auquel on a retiré le
singleton {(+1,0)}. A tout couple (i,j) € S faisons correspondre la
série formelle (réduite au polynéme) a;,; = 1+ z'u?, en la variable u,
a coefficients dans Q[z,z~']. La famille (a; ;) ((¢,7) € S) est évidemment
multipliable. Avec les notations du paragraphe précédent, on a S(0) =
{(—1,0)} et pour n > 1 'ensemble S(n) est formé de tous les couples
(,7) tels que, ou bien it = =1 et 0 < j<n,oubieni=1et 1 <j <n.
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Notons a le produit de cette famille multipliable :

a= H aij=0+z Y1 +a ). . (1+a ). ..
(i,5)€S
X (14 zu)(14+zu?) ... (14 zu™). ..
C’est une série formelle de terme constant 1+ 2! telle que pour n > 1
le coefficient de u™ est le coefficient de u™ dans le produit fin:

b= ] @i=0+2z HA+2 u).. (1+2 " u")

i,j)€S(n
(4,5)€S(n) x (14 zu)(1 4+ zu?) ... (1 4+ zu™).

Il faut noter que ce coefficient de u™ est en réalité un polynome de degré
au plus égal & n en z et au plus égal & (n+1) en z~1. On peut donc écrire :

a = Zu” Z xia(i,n);

n>0 —(n+1)<i<n
b,, = Z ul Z xt bn(i,7);
0<j<n(n+1) -+ <i<;
Aj
2n
n
n—1 —1 o n g
Fig. 8

En fait, les coefficients b, (i, j) sont nuls en dehors de 1'hexagone H,,
de sommets (0,0), (n,n), (0,2n), (=1,2n), (—n — 1,n), (—=1,0) et les
coefficients a(i, j) sont nuls en tous les points (7, j) & coordonnées entieres
non contenus dans 'angle infini A tourné vers le haut et délimité par les
droites i + j = —1, i = j. Ainsi a(i, j) et b(i, j) coincident pour les points
(,4) communs a H,, et A, situés sur la droite j = n (cf. Fig. 8). Ou encore,
pour tout n > 0, on a :

(20.1) > dla(in)= Y 2'bu(i,n).

—(n+1)<i<n —(n+1)<i<n
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D’autre part, 'identité b, 1 = b, X (1 +x tu""1)(1+ zu""1) montre que
si 0 < 7 <n, on a forcément pour tout ¢ € Z

(20.2) bn-l—l(i?j) = bn(%])

De (20.1) et (20.2) on déduit, pour —(n + 1) < i < n, l'identité
by (i,n) = a(i,n), puis pour —n < i < (n — 1) lidentité b, (i,n — 1) =
bp—1(i,n—1) = a(i,n—1), de sorte que pour 0 < j <met —(j+1) <7 < j,
c’est-a-dire pour 0 < j <net (i,j) € ANH,, on a

(20.3) bn(i,j) = a(i, j).

Récrivons a sous la forme

a= Zmia(i,*),
1€Z
ou
> ali, ), sii>0;
Jj=i
Y wa(ig), sii<-1;

j=lil—1

a(i,*) :=

et chaque b,, sous la forme
b, = Z x' by, (i, %),
—(n+1)<i<n
ou
> wlba(i ), sii>0;
1<j<2n—i

> w by (iyj), sii<—1.

il 1<) <2n+1—]3|

by (i, %) ==

L’identité (20.3) entraine alors que pour n > i > 0 et pour i < —1,
n > |i| — 1 la série a(i, %) — by, (7, %) est d’ordre en w au moins égal a (n+1),
un résultat qu’on exprime par

(20.4) bn(i,*) = a(i,*) (mod u™T1).
Dans

by =bp(z L zju) =1+ A4+ ) - (1427 ™)
x (14 zu)(1 4 zu?) - (1 + 2u™),
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L x=1 « 27, de sorte que

faisons la substitution x < zu~

bo(z tu,zu u) = (1427 )1+ 27 u?) - (1 + 2~ Tt

x (1+2)(14+zu) - (1 4+ zu™ ).
On a immédiatement la relation
(14 zu™) by (z  u, 2wt u) = 2 b, (278 25 u),

puisque trivialement (1 + x~!) = (1 + ). On en tire

(1+ zu™) Z ot u by, (i, %) = Z b, (i, %).

—(n+1)<i<n —(n+1)<i<n

En comparant les coefficients de z? on en déduit, lorsque 1 < i < n, la
formule : w ™% by, (4, %) + u" T 1b, (i — 1,%) = b, (i — 1,%), soit

bu(i, %) —u' by(i—1,%) =0 (mod u"Th).

Par récurrence sur ¢ on en déduit que pour 1 <7 <non a

(20.5) b (i, %) = w2, (0,%)  (mod u"*t).
De méme,
b (0, %) 4+ u™ b, (=1, %) = by (—1,%),
soit
b(—1,%) = u’b(0,%) (mod u™t1),

puis

Wby (—1,%) + u"2b, (=2, %) = by (—2,%),
soit

b(—2,%) = u' b(—=1,%x) = ub(0,%) (mod u"*),

encore

u? by (=2, %) 4+ u"3b, (=3, %) = b, (=3, %),
soit

b(—3,%) = u?b(—2,%) = u' T2 b(0,*) (mod u"T),
d’ou par récurrence sur ¢ on a pour ¢ < —1, n > |i| —1
(20.6) b(—i,*) = v~ D250, %) (mod u"1).
On déduit de (20.4), (20.5), (20.6) que pour 0 < i <neti < —1, |i| <n+1

on a »
a(i,*) = u'tD/24(0,%)  (mod u™tt)

et par conséquent, pour tout ¢ € Z, 'identité
ai,*) = w240, %),
ou encore
a = a(0,*) Zw”‘ u' /2,
i€z
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Pour évaluer la série a tout revient a évaluer la série a(0,x). Or

= Z u" a(0,n),

n>0
ott a(0,n) est le coefficient de 2% u™ dans le produit fini
14+ YA +z7 ). . (1+ 27 ™) x (1 +2u)(1 + 2u?) ... (1+ zu™).

Par conséquent, pour n > 1, le coefficient a(0,n) est égal au nombre de
suites (41,42, ..., %k, j1,J2,- - -, k) telles que

(i) 1 <k <m;

(i) 0<ig <ig < - <ip<n, 1 <j; <jo< - <jp<m

(iii) 41 +d2 + - +ik + 1t J2 + -+ Jk =N

Dans une telle suite, on ne peut jamais avoir i, = n, car la condition (iii)
ne pourrait étre satisfaite. On peut donc remplacer les conditions (ii) et
(iii) par

(i) 0 < i, <¢2< < <n—1,0<j1 <jo<---<jp<n—1;

(iii) 41 +dg + -+ i + J1 + Jo + - +jk —n—k.

U ... 12101

Or une matrice a deux lignes . ) satisfaisant les conditions

Jk - J21
(i), (ii)’, (iii)" n’est autre que le Codage de Frobenius d’une partition
de V'entier n, de rang k. Par conséquent, a(0,n) = p(n), le nombre de
partitions de n et a(0,*) = P(u).
On en déduit I'identité suivante, connue sous le nom du triple produit
de Jacol;(i) : .

H(l-l—x_l D1 4 zu™) = Hl—ul Z ok D2

n=1 k=—o0

qu’on écrit plus volontiers comme un “triple prodult”

H(l-l—x_lu”_l)(l-l—xu (1 —u™) Z P FEED/2 ]
n=1 k=—o0

L’évaluation de la série F/(u) est une simple conséquence de cette identité.
Dans l'identité précédente, remplacons, en effet, u par u3. On obtient

[e.9] oo
H(l + 271+ 2u®) (1 — uB) = Z 2k Bk +3k)/2.
n=1 k=—oc0

Remplacons alors z par —u~!. Il vient

[e%e] —+o00

H (1 o u3n—2>(1 o u3n—1>(1 o u3n> _ Z (_1)k u(3k2—|—k)/2
n=1 k=—o0
et donc too
E(u) _ Z (_1)k: u(3k2+k)/2.
k=—00
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32. Une combinatoire pour la formule de réversion

de Lagrange-Biirmann

Cette formule reste un outil privilégié pour l'inversion de certaines
séries. Elle est récemment sortie de son cadre traditionnel analytique
pour étre absorbée dans les mémoires d’analyse combinatoire, ou l'on
peut trouver plusieurs interprétations, des extensions a plusieurs variables,
ou encore des g-extensions. Le but de ce chapitre est de présenter une
démonstration combinatoire de cette formule, inspirée par Raney, Good,
Schiitzenberger. Nous débutons par I’étude d’une certaine classe de mots,
dit langage, qui intervient également dans la théorie des fluctuations de
variables aléatoires.

Partons d’un ensemble dénombrable X = {zg,x1,...} et formons le
monoide libre X* engendré par cet ensemble, c’est-a-dire, ’ensemble de
tous les mots finis dont les lettres sont des éléments de X. On suppose
donné un homomorphisme de monoide o de X dans le groupe additif Z,
défini par

olx;))=1i—1 (i €7Z),

de sorte que I'image d’'un mot w = y1ys . . .y, par '’homomorphisme o est
donné par :

o(w) =o(y1) +o(y2) + -+ (yn)

Il faut noter que la lettre xg est le seul élément de X dont I'image par o
estt (strictement) négative (égale a —1).

On note L le sous-ensemble de X* formé par tous les mots w tels que
o(w) = —1, dont tous les facteurs gauches propres w’ ont une image
positive sous o. En d’autres termes, on a w € L, ssi o(w) = —1, et si pour
toute factorisation (w’, w”) de w telle que w” est non vide, on a o(w’) > 0.
Cette définition implique donc que tous les mots de L se terminent par xg

Il est commode de représenter les mots w = y1ys . . . y,, de X* comme des
lignes polygonales dans le plan joignant les points du plan (0,0), (1,0(y1)),
(2,0(y192)); --- , (n,o(w)). Naturellement, cette représentation n’est pas
biunivoque, car o n’est pas forcément injectif, mais toutes les propriétés
de L qui sont énoncées ci-dessous ont une démonstration tres parlante
dans cette représentation géométrique. Ainsi les mots de L sont les mots
w dont la ligne polygonale aboutit a un point d’ordonnée —1 et qui est
entierement située au-dessus de la corde (0,0)-(|w|,—1) (cf. Fig.1).

PROPOSITION 21.1.
(i) Tout mot non-vide w de X* a au plus un facteur gauche dans L.
(ii) 1l en a exactement un si o(w) < —1.
(iii) I appartient a L* (k > 1), ssi o(w') > o(w) = —k, pour tout
facteur gauche propre w' de w.
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A

(67 _1>
Fig. 1

On peut simplement dire que cette proposition découle de ’analogue
discret du theéoréme sur la valeur intermédiaire. []

ProPOSITION 21.2. —  Le langage L est défini par l’équation non-
ambigué :
L=) L'
i>0

De facon équivalente, soit yy la premiere lettre d’un mot w de L. Alors w
a une factorisation unique Yy, wo w3 ... W;, 0U Wi, Wa, ... , w; sont des
mots de L.

De nouveau, on peut invoquer cet analogue discret du théoreme sur la
valeur intermédiaire, en notant une nouvelle fois que la ligne polygonale
associée & un mot ne peut décroitre a chaque étape que d’une unité (lorsque
la lettre correspondante est égale & xg). []

ProrosiTiON 21.3. —  Chaque mot w d’image par o égale a —k
(k > 1) admet exactement k factorisations distinctes w = wjwj (j =
1,2,...,k) dont le réarrangement circulaire wj w} appartienne a LF.

Pour la démonstration, il suffit de considérer le mot w’ qui est le plus
court facteur gauche de w, tel que o(w’) < o(v’) pour tout facteur gauche
v’ de w. Posant w = w'w”, on voit alors que le réarrangement circulaire
w”w’ appartient bien a L* (cf. Fig. 2). []

On forme maintenant 'algebre large A sur un corps K du monoide
abélien libre engendré par l'ensemble {u} U X. En d’autres termes, on
considere l'algebre de toutes les séries formelles a coefficients dans K dont
les variables (commutatives) sont prises dans I’ensemble {u} U X. On peut
définir sur A la dérivation partielle 0 telle que

n—1

ou™ = nu pour tout entier n > 1.
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1 1

Fig. 2

On note également o '’homomorphisme canonique du monoide libre X*
sur le monoide abélien libre X . Cet homomorphisme envoie tout mot
W= T4, T, ... z;, de X* sur le monome (commutatif)

ou pour tout £ > 0 I'entier n, est le nombre d’indices i telsque 1 < j <n
et 7; = k. On prolonge naturellement la définition de a aux sous-ensembles
de X*. Par exemple, a(X™ N L") désigne ’ensemble de tous les monomes
commutatifs qui sont des images de mots de longueur m et qui sont aussi
des produits (de juxtaposition) de r mots de L.

ProrosiTIiON 21.4. —  Considérons la série formelle appartenant a
Ualgebre A (a variables commutatives)

F=F(u)= szul

i>0

Alors pour tout m > 0 et tout r >0 on a :

1 m—1 r—1 om _ m r
(21.1) %[a (rur 1 F )}UZO_Q(X ALY,
Démonstration. — Le membre de gauche de (21.1) est égal a
1
— 1)
!(m HIrG,

ou G est le coefficient de u™ ! dans u”~' F™. Il est donc nul pour r > m+1
et pour r < m il est égal a (1/m)rG, ou G est le coefficient de u™~" dans
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F™. Or F™ peut s’écrire :

i1senyim

= Z a(w)u @l = Zu" Z a(w).

weXm n>0 weXxX™
o(w)+m=n

Par conséquent :
G= Z a(w) =a(X"No (-r)).

weXx™
o(w)+m=m—r

Dans cette derniere expression, on peut déja faire une premiere sommation
suivant les classes de mots conjugués, c’est-a-dire, suivant les classes de
mots qui sont égaux a un réarrangement circulaire pres. Si C' est une
telle classe de mots appartenant & X™ N o~ 1(—r), on sait, d’apres la
proposition 1.3, que parmi les m éléments de C' il y a exactement r mots
appartenant a L. Comme tous ces mots on la méme image abélienne, on
peut écrire pour tout w € C :

ra(C) = rma(w) =ma(CNL").
Par conséquent :
ra(X™No ' (—=r)) = ma(X™ NL").

On en déduit :

1 m— r— m r m _
— ot ru = F )L:O:EG: (X" oY (=r))
_rm,

(X™nL"). [

SI=3]=

r

On est maintenant armé pour énoncer et démontrer la formule de réver-
sion de Lagrange-Bilirmann :

THEOREME 21.5. — Soit H(u) = Y _,5, hiu' une série formelle en la
variable u & coefficients dans un corps K. Soit, d’autre part, z la série
formelle solution de :

z=uF(z).
Alors
H(Z) = ho + Z % |:8m—1(FmaH(u))]

u=0
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Démonstration. — Notons 7 ’homomorphisme allant de X* dans le
monoide abélien libre ({u} U X)* tel que :

T(z;) = uzy pour tout 7 > 0.
D’apres la proposition 21.2, on a
T(L) = ZT(xi)T(Li> = UZCL’Z (T(L))Z,
i>0 i>0
soit

T(L) = ’LLF(T(L))
Par ailleurs

T(L") = T(Z (X™ N L’")) -y A(xmAL)

m>1 m>1

(2.2) => ;ma(xm NL").

La proposition 21.4 entraine alors :

H(r(L)) =ho+» ht(L") =ho+ > he > u™a(X™NL")

r>1 r>1 m>1
=h + hr ﬁ 8m—1 r—lFm
0 ; n; m! [ (Tu )}u =0
= ho + Z % [87"_1 (Z rhrur_lFmﬂu _0
m>1 r>1
—ho+ Y % omom@E™)] D
m>1 )

En prenant H(u) = u, on obtient I’énoncé suivant :

COROLLAIRE 21.6. — Si z est solution de z = uF(z), ou F =
> iso ziu', alors z est donné par :

=3l

m>1
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Notes

Ce chapitre qui devait étre initialement réduit a un appendice, a pris
trop d’importance pour rester dans cet état. Il fallait bien rappeler les
principes de base de l’algebre et de la topologie des séries formelles et
ils sont nombreux : sommabilité, multipliabilité, dérivation, intégration,
réversion, transformation de Laplace, exponentiation. Il nous a paru im-
portant d’inclure aussi des techniques combinatoires, d’expliquer comment
certains problemes d’énumération trouvent leur solution naturelle dans
une série génératrice bien choisie. On trouve ainsi dans ce chapitre un ex-
posé sur le modele des composés partitionnels, qui permet de traiter com-
modément plusieurs problemes d’énumération. Ce modele a été algébrisé
de fagon élégante par 1’école montréalaise (voir Bergeron, Labelle et Ler-
oux [Be94]), a I'aide de la théorie des espéces.

On peut trouver un bon exposé sur la topologie des séries formelles
dans les manuels de Cartan [Ca62] et de Henrici [He74]. On trouve aussi
dans ce dernier ouvrage un exposé solide sur les séries hypergéométriques
dans le cadre formel.

Certains des exercices de ce chapitre sont originaux; d’autres sont tres
classiques; d’autres, enfin, reprennent des résultats tirés d’articles divers.

Beaucoup de livres traitent de fonctions génératrices. Le grand classique
du début du siecle est le traité de MacMahon [Macl5], qui reste toujours
d’actualité. Un autre grand classique est 'ouvrage de Riordan [Ri58]
encore tres attaché au calcul symbolique ou ombral remis en faveur par
Rota et son école (voir [Ro75]). On doit & Comtet ([Co70] et [CoT4]
pour la traduction anglaise du méme livre) d’avoir réuni dans un ouvrage
concis beaucoup de résultats divers. L’ouvrage de Goulden et Jackson
[GoJa83] est beaucoup plus ambitieux. C’est une tentative de théorisation
de beaucoup de techniques d’énumération, tout comme le traité de Stanley
[St86], plus orienté vers ce que l'on appelle aujourd’hui la combinatoire
algébrique. Graham, Knuth et Patashnik [Gr88] englobent un traitement
des fonctions génératrices dans une théorie des mathématiques “concretes”
tres séduisante a la fois pour les informaticiens et les mathématiciens.
Enfin, on trouve dans le manuel de Wilf [Wi90] une introduction facile et
élégante a I’étude des fonctions génératrices.
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Exercices et compléments

1. — Dans Z[[u]] la famille (as)sen définie par ag = > su™ n’est pas
sommable. n20
2. — Pour tout s € N\ {0}, soit as la série formelle a coefficients entiers
as = Z u"®.
n>1

La famille (as) est sommable et la somme de cette famille peut étre
déterminée.

3. — Soit S =N\ {0} et (as)ses la famille définie par

a = Zu” et Qs = Z u" (s >2).

n>1 n>s+1
pged(s,n)=1

Cette famille est sommable et sa somme est égale aa =) -, u"p(n), ot
©(n) est la fonction d’Euler, égale au nombre des entiers inférieurs & n et
premiers avec celui-ci.

4. — La série formelle 1 — u — u? + u? est inversible dans Q[[u]]. On
pose

Z u"a(n) = (1 —u—u? +u®)" L.

Pour n > 1 le coefficient a(n) est égal au nombre de suites (n1, ne) d’entiers
positifs satisfaisant a n; + 2ny = n.

5. — Soit Zg anneau des entiers modulo 6. Dans ’algebre Zg[[u]], on
considere les séries formelles

a= Z(Z’m)u” b= Z(2n)u”.

n>1 n>1

Quel est I'ordre de la série a o b?

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun
cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :
foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.
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6. — Soient (as) et (bs) (s € N\ {0}) deux familles de séries formelles

définies par :

S S

sSUu
as—l_us) s —

u
(1 —wus)?

Les familles (as) et (bs) sont sommables et 'on a: Y as = Y bs. (%)
s>1 s>1

7. — Soient (as) et (bs) (s € N\ {0}) deux familles de séries formelles
définies par :

S 1 S
as=7u ; bs:U82 —|—u.
1—wus 1—ws
Les familles (as) et (bs) sont sommables et 'ona: > as = > bs.
s>1 s>1

8. — Soient (as) et (bs) (s € N\ {0}) deux familles de séries formelles
définies par :

2s5—1 25—1

o s—1 U
by = (—1)"

u

Ay = —————;
1 +u4s—2’

Les familles (as) et (bs) sont sommables et leurs sommes respectives a et
b sont égales.

9. La formule binomiale par récurrence. — Pour tout entier m > 1 on
pose a,, = (1 —u)™™. On a les relations : a;(n) =1 (n > 0); a,,(0) =1
(m>1)etann)=ann—1)+an-1(n) (n > 1, m > 2). On en déduit
'identité binomiale, c’est-a-dire a,,(n) = (”+7s—1) = (m),/n!

10. Les nombres de Fibonacci. — La suite des nombres de Fibonacci
(F(n)) (n = 0,1,...) est définie par la relation de récurrence F'(n) =
F(n—1)+F(n—2) (n > 2), avec les conditions initiales F'(0) = F(1) = 1.
On pose F'= > F(n)u™.

n>0

1
a)Ona: F =

1—u—u?

b) On pose a; = (u+u?)*. Alors F = > ., a, et en calculant as(n) on
en déduit une expression du coefficient F'(n) comme somme de coefficients
binomiaux.

11. — On définit par récurrence :

. su
1+ su

ap = 1; as as—1 (s>1).

(%) Les exercices 6, 7, 8, 11, 12 et 13 nous ont été aimablement fournis par Dominique
Dumont.
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a) La famille (as) (s € N) est sommable.

b) Ona:a1+%+-~-—l—%:u(l—as),d’oﬁl’ontire: > % _ .
2 S s>1 S

c¢) On pose h = u(1 — u)~t. On montre que asoh = sua,_1 (s > 1),

d’ott 'on peut déduire la valeur de ) as.
s>0

12. — Soit k£ un entier positif fixé. On considere ’équation différentielle :
y =ky, y(0) =1, dans l'algebre Q[[u]] .

a) Cette équation posseéde une solution unique donnée par y = exp(ku).

b) On en déduit 1'égalité : (expu)* = exp(ku).

13. — On considere I’équation différentielle : 3’ = y3; y(0) = 1.

a) On a y™ = a,y*"*™! (n > 0), ol (a,) est une suite d’entiers &
a
déterminer. On en déduit y(n) = a,,/n! (n > 0), c’est-a~direy = > —Tu”.
n>0 .
b) Soit z = y2. Il est aisé de trouver une équation différentielle satisfaite
par z et d’en déduire la valeur de z(n) (n > 0). On établit ainsi I'identité :

i (Z)ak Ap—f — 2™ n!
k=0

14. Nombres de Catalan et réversion de Lagrange. — On considere la
récurrence :

C)=1 Ch+1)= ic*(k;) Cln+1—k) (n>1).
k=1

Les coefficients C'(2) = 1, C(3) = 2, ... sont dits nombres de Catalan. On
pose C = > C(n)u™.
n>1
a)Ona:aoC =u,ota=u—u’
b) On en déduit une expression pour C(n) par la formule de réversion
de Lagrange.

15. — Soit a = u —u® et ¢ = al~ 1.

a) Le premier énoncé sur la formule de réversion de Lagrange permet
d’obtenir la valeur des coefficients ¢ (n) de la série puissance ¢™.

b) Soient p et g deux séries formelles d’ordre un telles que p = g o a.

Alors
s = 3 (L e ez,
n/2<k<n
¢) On en déduit : ng(n) = Z <2nn—_kk— 1>kzp(k) (n>1).

1<k<n
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16. Involutions et polynémes d’Hermite. — Soit I,, ’ensemble des in-
volutions de I'ensemble [n ], c’est-a-dire I'ensemble des permutations o de
[n] telles que 02 = Id ou encore des permutations dont la décomposition
en cycles ne comporte que des points fixes et des transpositions. On note
fix o (resp. trans o) le nombre de points fixes (resp. de transpositions) de
I'involution o et on forme le polynéme

Hn(x,y) _ Z xﬁxaytransa (’I’L > 0)
oel,

a) On a Hy(x,y) = 1, Hi(z,y) = = et pour n > 2 la relation de
récurrence : H,(z,y) =x H,—1(z,y) + (n — 1)y H,_2(z,y).
b) Par le Théoreme 13.1, on obtient :

u™ u?
> Holw,y)—r = eXp(xu - y;)-

n>0

c) Pour n > 0, on a : H,(z,y) = > (n!/(i!274!)z'y’. Les
i+2j=n
coefficients peuvent s’obtenir a partir de la formule obtenue en b) en
utilisant la formule (13.4) ou par un simple argument de comptage.
d) Le nombre d’involutions sans point fixe sur [2n], soit Ha,(0,1), est
donné par (2n —1)!! =1x3x5x---x (2n—1). Les polynoémes d’Hermite
classiques sont obtenus en faisant les substitutions x < 2z, y < —2.

17. (%) Fonctions sinus et Arcsinus. — On définit
. g2t 2
sinwu := Z(—l) m; cosu = Z(—l) (2n)!;
n>0 n>0

et on a défini Arcsin(u) comme étant lintégrale en 0 de la série
1F0(1£2;u2>. Si 'anneau de base est le corps des complexes, on peut

exprimer sinu et coswu par les formules habituelles en fonction des expo-
nentielles exp(iu) et exp(—iu) et établir facilement : sin® u + cos?u = 1.
Les deux séries sinu et Arcsin(u) sont sans terme constant et leurs
coefficients de u ne sont pas nuls. Ces deux séries sont réverses 1'une
de lautre : Arcsin(sinu) = wu; sin(Arcsin(u)) = w. Il suffit d’établir
la premiere de ces formules, en prouvant d’abord que 'on a : cosu =

1F0(_1_/2;sin2 )

(%) Cet exercice nous a été aimablement proposé par Jean-Pierre Jouanolou.
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18. — Faisant usage du Corollaire 5.3, on établit directement que
Arcsinu est la série réverse de sinu. On peut définir tgu comme
sinu/ cos u. D’autre part, arctg u, telle que la série est définie dans le para-
graphe 8, est aussi l'intégrale en 0 de (1 + u?)~!. Par la méme technique,
on établit que la série réverse de tgu est arctgu.

19. — Déterminer la fonction génératrice ordinaire de la suite a(n) =
n™ (m entier strictement positif donné), ainsi que la fonction génératrice
ordinaire de la suite a(n) = P(n), ou P est un polynéme donné de degré m.

20. — Soit f(u) (resp. F(u)) la fonction génératrice ordinaire (resp.
exponentielle) de la suite (a(n)) (n > 0). Exprimer en fonction de f(u)
(resp. de F'(u)) la fonction génératrice ordinaire (resp. exponentielle) de la
suite (aa(n+2)+ fa(n+1)+~va(n)) (n > 0), o a, B, v sont des scalaires
donnés.

21. — La suite (a(n)) (n > 0) satisfait a la relation de récurrence
an+2) =2a(n+1) —a(n) (n >0, a(0) =0, a(l) = 1). Trouver la
fonction génératrice ordinaire f(u) (resp. exponentielle F'(u)) de la suite

(a(n)).

(
/
22. — Pour chaque entier n > 0, on note B, le ni¥m¢ nombre de

Bell, c’est-a-dire, le nombre de partitions (en sous-ensembles disjoints) de
I'intervalle [n]. [Par convention : By = 1.] Etablir la récurrence :

anz<";1)3k (n>1).

k

Montrer que la fonction génératrice exponentielle des nombres de Bell B,,
(n > 0) est donnée par : exp(exp(u) — 1). (Utiliser le Théoreme 13.1.)

23. — Soit (Ji,J2, ..., Jp) une suite de p parties non vides de N. On
note P(n,p;J) le sous-ensemble des partitions ordonnées (ni,no,...,np)
de n satisfaisant aux conditions : ny € Ji, ng € Ja, ... , ny € Jp,.

(a) Montrer que la fonction génératrice ordinaire de la suite
(card P(n,p;J)) (n > 0) est donnée par :

() () ()

neJy neJo nedp

(b) Evaluer directement P(n,p;J) lorsque J; = Jo = --- = J, = N,
pour retrouver le développement de (3,5 u™)P.
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(c) Evaluer directement P(n,p;j) lorsque J; = Jy = --- = J, = N\ {0},
pour trouver le développement de (3 -, u™)P.

(d) Supposons que nous ayons 18 “instructions”, qu’on ne peut dis-
tinguer, a répartir dans 4 mémoires, chaque mémoire devant recevoir
nécessairement un nombre pair non nul d’instructions. Combien y a-t-il
de facons de remplir ces quatre mémoires ?

24. — Soit (Ji,J2,...,Jp) une suite de p parties non vides de N.
On note F(n,p;J) le sous-ensemble des applications f de [n] dans [p]
satisfaisant aux conditions suivantes :

card f~1(1) € Jy, card f~1(2) € Jo, ... card f1(p) € J,.

(a) Montrer que ’on a :

u" u" u" u"
chardF(n,p;J) = (Z F)(Z ﬁ) (Z F)
n>0 neJy neJs nedp
(b) Pour J; = J; = --- = J, = N\ {0} quels sont les nombres qui
apparaissent dans l'identité précédente ? Ecrire I’identité obtenue.
(c) Trouver le nombre de mots de longueur n, dans ’alphabet {a, b, ¢, d},
contenant un nombre pair de a et au moins une fois la lettre b.

25. — Soit a la série en la variable u définie par a = ue™".

(a) Trouver sa série réverse.

Soit b la série formelle en la variable u solution de I’équation ue® = b.
En déduire :

(b) b= > u"n""1/n!

(c) e®b =1+ gl u™ afa+n)" 1 /n!
(d) e®?/(1—b) =1+ 3 u” (a+n)"/n!

n>1
26. — On a l'identité
Z %[D”(l 4+ u+ 1)y = (1 — 2u — 3u?)~1/2,

n>0
27. — Le développement en série de la fraction continue formelle
U
b(“) = U
1+ u

14+ —

peut s’obtenir a partir de la formule de réversion de Lagrange. Les
coefficients de cette série sont les nombres de Catalan signés.
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28. — Soit (a(i,j)) les coefficients d’une matrice de Seidel (cf. §12),
définis a partir d’une suite initiale a(0,j) (j = 0,1,...). On rappelle que
a(i,j)=a(i —1,j)+a(i—1,7+1) (i > 1, 7 > 0). Pour i,5 > 0, on note
T;oa (resp. Ty ;a) (T pour “transversale”) la fonction génératrice de la
diagonale issue du point (7,0) (resp. de la diagonale issue du point (0, 7)),
de la matrice de Seidel (a(i,j)). Autrement dit,

Tioa=Y a(i+j,j)u'; Toja=Y ali,i+j)u.

>0 i>0

Ces fonctions génératrices s’expriment en fonction de la fonction généra-
trice a(0, %) de la suite initiale (a(0,7)). On a :

b? 1+b v

(a) T¢70a0<1+2b) = 5 (1H67) a(0.%) o b:
B2\ 1+b, .

(b) T()’]CLO <1+b) = mb a(O,*)Ob,

ot la série b satisfait b2 = u(1 + b). Les identités s’obtiennent a 'aide de
la formule de réversion de Lagrange.

29. Les polynoémes de Laguerre. — Soit S un ensemble fini. Une
configuration de Laguerre sur S est définie comme un triplet (A, B, 1),
ou (A, B) est une partition ordonnée de S et 7 une injection de A dans
A+ B. Dans le paragraphe 9, on a vu qu’une telle injection était composée
de cycles entierement contenus dans A et de chemins ayant leur but
dans B. Parmi ces derniers il y a ceux de longueur non nulle qui ont
leur origine dans A et ceux de longueur nulle réduits a un seul sommet
de B. Le nombre de chemins est donc égal au cardinal de B. Si X et
Y sont deux variables, on définit le poids de la configuration (A, B,7)
par wg(A, B, T) = pever XIALYIBl on cycr est le nombre de cycles de 7
(cf. §9) et |A|, |B| désignent les cardinaux de A et B.

(a) La fonction génératrice de toutes les configurations de Laguerre
sur un ensemble S de cardinal n par le poids wg est donnée par

n .
L = 1) X'Y7.
n(8,X,Y) = > (Z) B+ XY
i+j=n
(b) La fonction génératrice exponentielle des polynomes ) o BV

un
(n =2 0), cest-a-dire 5 — > BY°?, est donnée par 1F0<f;u> =
(1 )_ﬁ n>0 ' cea,
—u) P,

(c) Une partition linéarisée d'un ensemble fini S est définie comme une
partition m = {A1,..., Ax} de S en blocs A; non vides et pour chaque A;
d’un ordre total (ou linéaire) sur A;. L’entier k est le nombre de blocs
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de 7, que l'on note blocw. On désigne par P, l’ensemble des partitions
linéarisées sur [n]. La fonction génératrice exponentielle des polynomes
an(Y) :Z:WGPNYMOC7T (n > 0) est donnée par

n

) e (25).

n>0

(d) On a:
3 %ﬁn(ﬁ,x, V)= (1-uX)Pexp(

n>0

Yu )
1—uX/

Le polynome de Laguerre classique L%O‘)(x) se déduit du polynome
L,(B8,X,Y) par multiplication par n! et en posant § = a+1, X =1
et Y = —x.

30. Graphes bicoloriés. — Dans cet exercice, on utilise la terminolo-
gie usuelle des graphes. Un graphe est dit étiqueté si on a donné des
“étiquettes” a ses sommets. Il est dit non orienté si les arétes joignant
deux sommets ne sont pas orientées. On dit qu'un graphe étiqueté, non
orienté, défini sur un ensemble S est bicolorié si de tout sommet de S
partent exactement une aréte coloriée bleue et une aréte coloriée rouge,
ces arétes pouvant étre des boucles joignant le sommet a lui-méme.

(a) Tout graphe bicolorié sur un ensemble S fini de sommets a des
composantes connexes de la forme indiquée dans la figure 3, ou le trait
continu (resp. pointillé) représente la couleur bleue (resp. rouge) et ou les
sommets sont représentés par des points

(A) e---- o oe----o

(B) B.————O .____.E

(©) e e e

(D) :_i. . - - o .____.J]
Fig. 3

(b) Le nombre de graphes bicoloriés ayant un nombre pair 2n de
sommets et seulement des composantes connexes de type (A) est égal a
(1x3x5x---x(2n—1))2, quon note encore ((2n — 1)!!)2.

(c) Soient z,y, &, n des variables. On appelle biaréte une aréte joignant
deux sommets distincts ou, si I’on veut, une aréte qui n’est pas une boucle.
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On donne le poids x (resp. y, resp. &, resp. 7) a une boucle bleue (resp.
a une biaréte bleue, resp. a une boucle rouge, resp. a une biaréte rouge).
Le poids d’un graphe est défini comme le produit des poids de ses boucles
et biarétes. La fonction génératrice exponentielle des graphes bicoloriés
n’ayant que des composantes connexes de type (A) par leur poids est
égale & : (1 —ynu?)~1/2,

(d) La fonction génératrice exponentielle des graphes bicoloriés n’ayant
que des composantes connexes de type (B) (resp. de type (C), resp. de
type (D)) par leur poids est égale a :

(1/2) 2° nu® (1/2) 2y u? z&u
expﬁ, expﬁ, expﬁ,
ynu ynu ynu
respectivement.

(e) Les polynoémes d’Hermite H, (x,y) tels qu’ils ont été définis dans
I’exercice 16 sont les polynomes générateurs des involutions par nombre
de points fixes et nombre de transpositions. On a la formule bilinéaire
suivante

}:fixx,ywﬂﬁ@}n)g%==(1—yn1f)‘”26xp((

22 + €y’ +20gu)
n )
n>0

2(1 — ynu?)

qui, avec la normalisation habituelle x < 2z, y < —2, £ + 2¢, n < —2,
conduit a la traditionnelle formule de Mehler :

n

Ut 4 2y—1/2 —4(x2+§2)u2+2x§u>
D Hale) Hal€) (= (1= 4?) 2 exp(—— >
n>0
31. Dérangements et matrices de Seidel. — Une permutation sans point

fixe est appelée dérangement. Soit a(n) le nombre de dérangements d’ordre
n (on pose a(0) = 1).

(a) Calculer les valeurs a(1),a(2),a(3) et a(4).

(b) On a la relation de récurrence suivante

an)=Mm-1)(a(n—2)+a(n—-1)) (n>2).

(c) La fonction génératrice exponentielle de la suite (a(n)) (n > 0) est

égale a
u? e

Ax) =) alj)— =

T — .
= ! 1—u

(d) On construit la matrice de Seidel en prenant la suite (a(n)) comme
suite initiale. Donner les éléments a(i,j) de la matrice de Seidel pour
i+7 <5
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(e) La suite finale de cette matrice est (n!) (n > 0), qui est la suite des
nombres de toutes les permutations.

32. Involutions et matrices de Seidel. — Une permutation o est
dite involutive si 0> = Id (cf. Exercice 16). Soit a(n) le nombre des
dérangements involutifs d’ordre n, c’est-a-dire des involutions sans point
fixe. Leur dénombrement a déja été obtenu dans I’Exercice 16 : a(2n) =
(2n—1)!'et a(2n—1) = 0 (n > 1); par convention a(0) = 1. Leur fonction
génératrice exponentielle a aussi été calculée et vaut exp(u?/2).

(a) Soit A,, 'ensemble des involutions sans point fixe d’ordre n. Retrou-
ver la formule a(2n) = (2n — !, a(2n — 1) = 0, en construisant une
bijection de A,, sur [n — 1] x A,_»

(b) On construit la matrice de Seidel en prenant la suite (a(n)) comme
suite initiale. Donner les éléments a(i,j) de la matrice de Seidel pour
1+ <5

(c) Trouver la fonction génératrice exponentielle de la suite finale de
cette matrice.

(d) Le coefficient a(i,0) est le nombre de permutations involutives
d’ordre i.

33. La fonction génératrice exponentielle des polynémes Eulériens.

(a) Pour n > 1 on considere la matrice B, = b(i,j5) (1 < i,j < n)
dont les coefficients au-dessus de la diagonale sont tous égaux a t (¢ une
variable) et & 1 sur et au-dessous de la diagonale. Alors det B,, = (1—t)""1,

(b) Pour 0 € G, on a:t*? =b(1,0(1))b(2,0(2)) --- b(n,o(n)). (Voir
§ 15.3 pour la définition de “exc.”) Le polynéme Eulérien A, (t) est donc
égal a ’expression

An(t) = Y b(1,0(1))b(2,0(2)) --- bn, a(n)),
ce6G,
appelée permanent de la matrice B,, et notée Per B,,, alors que
det B, = > (o) b(1,0(1))b(2,0(2)) - - b(n,(n)),
ce6G,

ou (o) désigne la signature de la permutation o, est le développement du
déterminant de B,,.

(c) Si o appartient & &,, et a r orbites, sa signature (o) est égale a
(~1y

(d) On considere la famille & des permutations munie du poids cardinal-
compatible w(*) (r, o) = t*°¢?. L’entier r désigne ici le nombre d’orbites
de 0. Avec les notations du Corollaire 14.5, on a

> (1) w M (r,0) = (—1)" det B,.
(r,e)esf:])
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(e) L’identité (14.7) et I’évaluation faite en (a) donne :

S AL 1t

= n!  —t+exp(u(t—1))

34. Autre calcul pour obtenir la fonction génératrice exponentielle des
polynoémes Eulériens. — Pour toute permutation o € &,, (n > 1), posons
desg o := 14+des o en convenant qu’il y a toujours une descente en derniere
position, de sorte que t A,,(t) est le polynéme générateur de &,, par desy.
En classant les permutations dans &,, suivant la position de n, on trouve
pour n > 1 la récurrence

AL =t A+ Y (” - 1)tAi<t>tAn_1_i<t>,

. 1
1<i<n—1

1+ A1) %L = exp(ZtAn_l(t) Z—T)

n>1 n>1

d’ou

Le systeme des deux équations composé de (16.3) et de cette derniere
équation permet de calculer la fonction génératrice exponentielle obtenue
dans I'exercice 33 et aussi la formule :

1+> tA (t)ﬁ— -t
= "l 1 —texp(u(l —t))
35. Excédances et descentes pour les endofonctions. — Une endofonc-

tion f € End,, (n > 1) a une excédance en z si f(x) > x et si x est une
valeur prise par f. Trouver une définition satisfaisante pour le nombre de
descentes, des f, d’'une endofonction f pour que la transformation fonda-
mentale pour les endofonctions f — f (c¢f. Proposition 17.2) satisfasse la
propriété déja connue pour les permutations, & savoir : exc f = des f.

36. Comptages de fonctions. — Pour 1 < k < n soit End,, ; (resp.
Acyc,, i, resp. Indecy, i) I'ensemble des endofonctions (resp. de fonctions
acycliques, resp. de fonctions indécomposables) de [n] ayant k éléments

récurrents. Trouver 'image de chacun de ces trois ensembles, ainsi que de
Arbor,, sous la transformation fondamentale f +— f. En déduire :

card End,, , = <Z)k' kn”_l_k;
card Acyc,, ,, = (Z) knn ik,

95



CHAPITRE PREMIER : SERIES ORDINAIRES ET EXPONENTIELLES

n

k
card Arbor,, = n" "1

card Acyc,, = (n +1)" 1.

card Indec,, , = ( ) (k— D) kn" 1%,

37. Une version combinatoire de I'exercice 25. — On utilise les identités
(16.3)—(16.7) et I'exercice 36.
(a) La série formelle a = 1+ > (n + 1)" "1 u™/n! est 'unique solution
n>1
dans Q[[u]] de I’équation de a = exp(ua).
(b) De méme, b = > n" !t u"/n! est 'unique solution de b = u expb.

n>1
On a aussi exp(ab) =1+ Y ala+n)""tu™/nl.
n>1
(c) Ona:e*®/(1-b)= 3 (a+mn)"u"/n!. [Utiliser conjointement les

n>0
identités (16.5) et (16.6) en prenant le produit partitionnel des familles
Acyc et End avec des poids appropriés et faire une légere modification de
la transformation fondamentale.]

38. — On a lidentité : (1 —u)~t = JJ(1+u®)).
i>0

39. — Soit A la partition A = (7,6,6,4,4,4,4,2). Ecrire sa forme
multiplicative, calculer son poids |)|, sa longueur I(\); déterminer la
partition conjuguée .

40. — Soient k un entier positif et A(¥) la partition (2k — 1,2k —
2,2k —3,...,k+1,k). Calculer son poids |A\(*)|. Dessiner son diagramme
de Ferrers pour k£ = 3.

41. — Dans cet exercice, les partitions doivent étre exprimées comme
des suites décroissantes d’entiers.

(a) Ecrire toutes les partitions d’ordre 6.

(b) Ecrire toutes les partitions d’ordre 10 dont toutes les parts sont
distinctes.

(c) Ecrire toutes les partitions d’ordre 10 dont toutes les parts sont
impaires.

42. — Pour l'ordre lexicographique écrire les deux partitions qui sont
voisines de la partition A\ = (7,6,6,4,4,4,4,2).

43. Programmation. — Ecrire un programme NextPart (\) qui, pour
toute partition A\, donne la partition suivante dans 1’ordre lexicographique.
A T’aide de ce programme, vérifier les résultats des exercices 41 et 42.

96



EXERCICES ET COMPLEMENTS

44. — Le nombre de partitions d’ordre n dont toutes les parts sont
distinctes est égal au nombre de partitions d’ordre n dont toutes les parts
sont impaires. Donner une démonstration combinatoire de cette propriété.

45. — FEtablir I'identité suivante :

(1= w1 = a1 = u?) o = D (=) D,

A

ou la sommation est faite sur ’ensemble des partitions dont toutes les
parts sont distinctes.

46. — A toute partition A, on associe les deux statistiques s(A) et o(A)

définies par :
s(A) = M),
o(A) =max{j: \; =\ —j+1}.

Interpréter ces deux statistiques dans le diagramme de Ferrers de .
Calculer leurs valeurs pour les partitions (6,5,3,2,1), (7,6,3) et (2k —
1,2k — 2,2k —3,---,k+ 1, k), respectivement.

47. — Donner une démonstration combinatoire du théoreme pentago-
nal :
(1—u)(1—u*)(1—-u?)-- = Z enu”,
n>0
avec
. — { (—1)*, sl existe k tel que n = (3k? £ k)/2;
" 0, sinon.

[Utiliser d’abord ’exercice 45 en partitionnant les partitions dont toutes
les parts sont distinctes en deux sous-ensembles, suivant que le diagramme
de Ferrers est un trapeze ou non. Dans le second cas, distinguer quatre
sous-cas, par comparaison des statistiques s(\) et o(\) définies dans
I'exercice 46. Noter encore que l'on a (3k% — k)/2 = (3k™ — k')/2 si et
seulement si k = £’.]

48. — Calculer p(n), le nombres de partitions d’ordre n, pour n < 10
a ’aide du théoreme pentagonal.

49. Un calcul de déterminant. — Pour chaque permutation o d’ordre r
on définit f(o) =>""_, i(i —o(4)). Alors
(1) f(id) =0,

(2) flo)=floo(i,i4+1)=0(i+1)—o(i).
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Evaluer

4R 8
“HEH GG o
O b 0 O

puis montrer que ’on a : det((z + j)) =1.
0<4,5<n

Un chemin de Dyck de longueur 2n est une suite d’entiers positifs
(S0, 81,82, --,52,) tel que sg = s9, = 0 et |s;41 — s;| = 1 pour tout
0 <7< 2n—1. On note ¢, le nombre des chemins de Dyck de longueur 2n.
Vérifier que la suite (012321210101210) est un chemin de Dyck de longueur
14. Calculer c¢g, c1, co et c3 en écrivant tous les chemins de Dyck possibles.

Etablir 'identité
1 2n
C g
" n+1\n

On Qr (5 ©n
Oz G Gn G
(s (G G5 (B
G s (s (D)7

Enfin, établir 'identité

1 (i 4 i
det | —— <(Z+j)) =1.
A AN 0<i,j<
<i,j<n
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Solutions des exercices du Chapitre 1

1.

Pour tout n > 0 et tout s > 0, on a as(n) = s. Par conséquent,
I’ensemble des indices s pour lesquels le coefficient de u" dans a,
est strictement positif est I’ensemble (infini) N\ {0} = {1,2,...}. La
famille n’est donc pas sommable.

Pour tout n > 1 et tout s > 1 on a as(n) = 1 si s est un diviseur
de n et 0 autrement. Comme le nombre de diviseurs de n est fini, la
famille est donc sommable. Soit d(n) le nombre de diviseurs de n.

On a donc
ZGS = ZZU”S = Zd(n) u™.
s>1 s>1n>1 n>1

Le calcul de d(n) se fait de la facon suivante. Si la décomposition
de n en facteurs premiers est p"¢®...,onad(n)=(r+1)(s+1)---

Le coefficient de u™ dans as est 1 sip.g.c.d.(s,n) =1letn <s+1;et
0 sinon. Les seuls indices s pour lesquels as(n) # 0 sont au plus égaux
a (n—1). Il y en donc un nombre fini. La famille est donc sommable.
Posons ¢(n) égal au nombre d’entiers s <n—1 et p.g.c.d.(s,n) = 1.

Alors
Z as = Z u" @(n).

s>1 n>1

Comment calcule-t-on ¢(n)? Si la décomposition de n en facteurs

1 1

premiers est p"¢° ..., alors p(n) = n(l — —) (1 — —) -+, un résultat
p q

qu’on démontre de la fagon suivante. D’abord si n est une puissance

d’un nombre premier p”, l’ensemble des nombres inférieurs a n

et qui ont un diviseur en commun avec n est formé des nombres
1

p,2p,3p,...,p" " Ip. On a donc p(p") = p" —p" ! = p”(l — —).

p
Enfin, ¢ est multiplicative, c’est-a-dire si (m,n) = 1, on a p(mn) =

w(m)e(n), car par un raisonnement d’inclusion-exclusion, on peut
écrire en posant f(n) =n — ¢(n) (le nombre d’entiers inférieurs a n
et qui ne sont pas premiers avec n),

p(mn) =mn — f(mn) =mn—mf(n) —nf(m)+ f(m)f(n)
= (m — f(m))(n = f(n)) = p(m)e(n),

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun

cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :
foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.
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soit la relation cherchée pour ¢.

Le coefficient constant de 1 —u — u? + u® étant égal a 1, la série est
inversible dans Q[[u]]. Ensuite 1 —u —u? +u3 = (1 —u)(1 —u?), d’ott

1 - 1 1 _ m)( 2n2>
1—u—u2+u3_1—u1—u2_(zu Z“

n12>0 n2>0
— § : un1—|—2n2 — 2 :un a(n),
n1,m2>0 n=0

avec a(n) égal au nombre de couples d’entiers positifs (n1,n2) tels
que ny + 2ng = n, soit évidemment [n/2] + 1. On peut encore écrire

(Z u” a(n))(l —u—u?+ud) =1,

n>0

d'ott a(n)+a(n—3) =a(n—1)4+a(n—2) pour n > 3, avec a(0) = 1,
a(l) =1, a(2) = 2. 1l faudrait résoudre cette équation de récurrence
a quatre termes, mais ici, on peut simplement essayer de deviner la
solution et 'on trouve a(n) = [n/2] + 1.

On peut écrire b = 2V, avec b’ = > nu"™. Comme cette série b
n>1
est sans terme constant, on peut la substituer dans a. On obtient :

aob= 3 (3n)(2)" = Y (3-2)m(¥)" = 3 (62" H)n(b)" =0,

n>1 n>1 n>1
puisque les coefficients sont des entiers modulo 6. L’ordre de aob est

donc +o0.

Pour s > 1, on a o(as) = o(bs) = s; les deux familles sont donc
sommables, d’apres la remarque (iv) du paragraphe 2. Soient a et b
leurs sommes respectives. D’abord as(n) = s ou 0, suivant que s|n

ou s+ n; dott a(n) = > s. Comme u(l —u)™2 = > nu", on
s|n n>1
a bs(n) = n/s ou 0, suivant que s|n ou s+ n. Par conséquent,
b(n)=> n/s= > s =a(n) et donca=0b.
s|n s'|n

Les ordres de a, et de by sont s et s?, respectivement; les deux
familles sont donc sommables; soient a et b leurs sommes. Ici

as(n) = 1 ou 0, suivant que s divise n ou non et comme by =
w142 ur) =u® +2 Y ws+P) | on obtient
p=1 p=1
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2, sis|nets<yn;
bs(n) =< 1, sis=+/n (s entier);

0, sinon.
Donc a(n) et b(n) sont tous deux égaux au nombre des diviseurs
de n; pour b(n) le comptage est fait une fois suivant que le diviseur
est inférieur, égal ou supérieur & \/n.

Les ordres de a, et de bs sont égaux a 2s — 1; les deux familles sont
donc sommables. Pour tout entier impair m = 2¢—1, on pose x(m) =
(—1)(m=1)/2 = (~1)*~1, ou encore x(m) = 1 ou —1 suivant que m est
congru & 1 ou & —1 modulo 4. Alors a, = > w5~ D=1y (2k — 1)

k>1
et a(n) est égal & > x(d) ou a 0 suivant que n est impair ou pair.
d|n
De méme, by = (—1)571 3 w257 DEk=1) e coefficient b,(n) est égal

k>1
a x(s) si s|n et n impair et il est égal a 0, si n est pair ou si s 4 n.
De la b(n) est égal & > x(s) ou a 0 suivant que n est impair ou non.
D’olt a = b. s|m

Pour m > 2, on a a, = (1 —u) ta,_1, doll a,;,(0) = a,,_1(0) =

- =a1(0) = 1 et apn(n) = > am—1(k). Par suite, a,,(n) =
0<k<n
1(n). Cette récurrence, avec les conditions aux
(n > 0) et a,n(0) = 1 (m > 1), caractérise la
n)) (n > 0,m > 1). Or by,(n) = ("Jr:bn_l) =
("2 4+ (2) = bl — 1) 4 b (n) et bu(n) = (7) =
(n > 0), b,(0) = (mo_l) =1 (m > 1). Donc ap(n) = by(n) =
(TH—T:—l) — (m)n/n'
Ona:F =14u+ > Fn)u" =1+u+ Y u"F(n—-1)+
n>2 n>2
SurF(n— 2)=14u+u(F—1)+u?F,soit F=(1—u—u?)"1
n>2
Comme (u+u?)*= Y w*()= Y u"(,”,),ona:as(n)=
0<k<s s<n<2s
(,°,) sis <n<2setas(n) =0 autrement. La série G = Y a, a
s>0
un sens puisque o(as) = s et satisfait '’équation G = 1 + (u + u?)G,
dott G = (1 —u—-u?>)"t = Fet Fln)=G((n)= > as(n) =
s>0

()

fn/2]<s<n

— |

am(n — 1) + am
limites a1(n) =
suite double (a,

—~

|
— |

Comme o(as) = o(as—1) + 1, on a o(as) = s; la famille (as) est donc
sommable.
Comme a;/s = u(as—1 —as) (s > 1), on déduit a; + (az/2) + -+ +

(as/s) = u(ap—as) = u(l—as). Or o(uas) = s+1,donc > as/s = u.
s>1
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D’abord ay oh = (u/(1—u))/(1+ (u(1 —u)™1)) = u = uag. Ensuite,
o h) (as—10h) =

par récurrence sur s, on a : ag o h =

1+ su
su s—1)u _
m(s_l)“as—Q = Suﬁas—z = suas_1. Par suite,
(as/s)oh:uas_l et Z UAg_1 = Z(as/3>0h:u0h:u/(l—u),
s>1 s>1
dott 3 as = (1 —u)"L.
s>0

Avec y = > u"y(n), équation différentielle peut s’exprimer par la
n>1

récurrence : y(n+1) = (k/(n+ 1)) y(n), y(0) = 1. Cette récurrence
définit une suite y(n) unique : y(n) = k™ /n!. D’ou y = exp(ku).
Avec z = (expu)®, ona: 2’ = k(expu)*(expu)’ =k (expu)¥, d’on
2/ =kz z(0)=1et donc z = y = exp(ku).

Par dérivations successives : y(©) =y, v/ = y?, v = 3y%y’ = 3¢°,
o y™ =1-3.5---(2n—1)y**!. Comme y™ (0) = n!y(n), on en
déduit : y =1+ S w"(1-3-5---(2n— 1))/nl.
n>1
Par dérivation : z = g2, 2/ = 2yy = 2y* = 222, soit 2/ =
222, 2(0) = 1. Dot 2" = 4z2' = 823, 2/ = 24222 = 4824,
, 2 = (2-4-6---(2n))2"L. Dont z(n) = 2". L’identité

ar Gy
Sk _Yn—k _ 2™ est la traduction de y2 = Z.

| — |
0itn k! (n —k)!
La récurrence est équivalente & lidentité : C? = C — u. Dol
u=C— C? etu:aoC’aveca:u—ug. Donc C = al~1.
Ici C(n) = +res(a™) = Tres(u™"(1 — u)™™). Comme (1 —u)™

> (n)k uk/k‘!, le coefficient de u™~! vaut (n),_1/(n —1)! = (2n 2)
k>0

Dou C(n) =+ (2"_2).

n\n—1

Pour déterminer ¢™(n) = (m/n)a="(—m), on calcule d’abord le
coefficient de =" dans (u(1 —u))~", qui est égal au coefficient de

u"~™ dans (1 —u)™", soit (2”7::‘”_1). D’ou ¢™(n) = %(2”7::‘71_1).

En effet, p = 3 (u—u®)rqk) = X (2 ()(1)"a k) =

E>1 E>1 0<i<k
St (D)) ak).
n>1 n/2<k<n

Onaq: qou = qoaocCc = poc = chp(k) D’ou q(n) =
k>1

> Fmypk)= > R (k).

1<k<n 1<k<n

Il n’y a qu’une involution dans I; et elle ne contient qu’'un seul point
fixe. Si, dans une involution o appartenant a I,, (n > 2), I’élément n

102



17.

18.

19.

20.

SOLUTIONS DES EXERCICES

est point fixe, la restriction de o a [n — 1] appartient & I,,_;. Donc
xH, 1(x,y) = > piixoytranse Qait [ (i) 1’ensemble des

c€l,,o0(n)=n
involutions o dans I,, contenant la transposition (i,n) (1 <i < n—1).
Alors y H,,_1(z,y) = Y. zXoyanso On en déduit la relation de

o€l (i)
récurrence annoncée en faisant varier ¢ dans {1,2,...,n — 1}.
En posant a(n) = H,(z,y) pour n > 1 et b(1l) = z, b(2) = v,
b(n) = 0 pour n > 3, on voit que la relation de récurrence établie
dans a) n’est autre que l'identité (13.5). En écrivant la formule (13.3)
correspondante, on en déduit la formule a prouver.
On a : exp(zu + yu?/2) = exp(zu)exp(yu?/2) = (3, z'u’/il) x
(Zj(ijQj)/(ij!)). Le coefficient de u™ dans ce produit, qui doit
étre égal & H,(z,y)/n! vaut bien > x'y?/(i!27 j!). On vérifie
i+2j=n

aussi directement que n!/(i! 27 j!) est bien le nombre de permutations
de 1,2,...,n composé exactement de ¢ points fixes et de j transpo-
sitions.
En effet, Hy,(0,1) = (2n)!/(2" n!) = (2n — 1)

2

. -1 . N N
20 =1—sin’u= 1F0( ~ 5 sin u) (a cause du parametre

On a : cos

—1 tous les coefficients de la série sont nuls & partir du second terme).
2
Cette derniere expression vaut <1F0 ( _1_/2 - sin? u)) d’apres (4.12).

D’oucosu = £1Fp ( _1_/2 :sin? u) . Il faut choisir le signe plus puisque
le terme constant de la série cosu est 1. Maintenant, Arcsin(sinu) =

u entraine D(Arcsin(sinu)) = 1, soit 1F0(1£2;Sin2 u) cosu = 1,

soit encore d’apres (8.6) cosu = 1F0(_1_/2; sin? u), qui vient d’étre
établie.

On a (sinu)’ = cosu = 1F0(_1_/2

- sin? u), comme établi dans I’exer-
. , ;d . d, N 1 s. , d . _|_1/2 A
cice précédent ; d’ou la série réverse de sinw est Intg 1 Fo| "/ 7;u” ) =

Arcsinu. De méme, (tgu)’ = 1+ (tgu)? et la série réverse de (tgu)
est Intg (1 +u?)~t = Arctgu.

On a: Y nmu” = (uD) > n™ tu® = (uD)?> Y n™m2y" =

- = (u%)m go u" = (uD)Z”‘i(l/(l —u)). Ensuite,ngO P(n)u™ =

P(uD)(1 —u)™1L.

Simples manipulations. On trouve :

au”?(f(u) = a(0) — a(L)u) + fu™! (f(u) — a(0)) + v/ (u);
aD? F(u)+ 8D F(u) +v F(u).
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Simples manipulations. On trouve : f(u) = u(1—u)"2 et F(u) = ue".

Pour construire une partition de [n], il suffit de se donner un sous-
ensemble de [n — 1] et de faire de ce sous-ensemble un bloc en lui
rajoutant n. Si ce bloc ainsi formé est de cardinal (n — k), on lui
rajoute une partition de I’ensemble restant. Il y a ainsi By, partitions
possibles qu’on peut associer a ce bloc.

En posant a(n) = B,, puis b(n) = 1 pour n > 1, on voit que la
formule (13.5) n’est autre que la formule de récurrence des nombres
de Bell prouvée. La formule (13.3) récrite avec ces parametres donne

ainsi exp Y (u"/n!) = exp(exp(u) — 1) comme fonction génératrice
n>1
exponentielle des nombres de Bell.

Le développement du produit donne Y u™tm2H 47 o la somme
est sur les suites d’entiers (n,ng, ..., n,) telles que ny € Ji, ng € Ja,

, np € Jp. On fait une premicre sommation pour ces suites
d’entiers qui sont de somme n et ’on obtient »_ u"card P(n,p, J).

n>0

On peut envoyer, de fagon bijective, toute suite d’entiers positifs
(n1,n2...,np_1,np) de somme n sur une suite strictement croissante
(I<m+l<n4+ne+2<---<ni+---+n,_1+p—1<n+p—1)de

longueur (p —1). Le nombre de telles suites est donc (”;f ). Do

>ooum (p+”_1) = ( > u”)p, qui n’est autre que l'identité binomiale.

n>0 p-1 n>0
Lorsque J; = --- = J, = N\ {0}, on peut envoyer, toujours de
facon bijective, toute suite (n1,ng,...,n,) de P(n,p;J) sur la suite

strictement croissante (1 <nj <nj+ng <---<ny+---+ Np—1 <
n—1) de longueur (p—1). Le nombre de telles suites est (z:}) D’ou
>t (p) = (X un)”.

nzp n>1

Il s’agit de trouver le nombre de suites (n1,nq,ns,ng) telles que
ny + no + ng + ng = 18 et tous les n; pairs et non nuls, ou
encore de trouver le coefficient de u'® dans le développement de
(> u2”)4 = > u (”gl). Le nombre cherché est donc (951) = 56.

n>1 n>4

Le membre de droite de l'identité vaut > u"™> (1/n4!)---(1/ny!),
n>0

ou la seconde sommation est sur toutes les suites appartenant a

Iensemble P(n,p;J) décrit dans l'exercice 23. Ce second mem-

bre peut encore s’écrire Y u™/n!) n!/(nqy!---ny!). Or le coef-
n>0
ficient multinomial n!/(ni!--- n,!) est le cardinal de l’ensemble

A(ni,...,np) des suites (Aq,...,A,) de parties de [n] telles que
A;NA; = 0 pour i # j et card4; = n; pour i = 1,...,p.
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Soit F(n,p;ni,...,n,) I'ensemble des applications f de [n] dans
[p] telles que card f~(i) = n; (i = 1,...,p). Il est clair que
fe=(f741),..., /7 (p)) est une bijection de F(n,p;ny,...,n,) sur

A(ni,...,np). En sommant sur les suites (nq,...,n,) de P(n p;J),
on obtient bien Y n!/(ni!---ny!) = anrdF(n Ping, ..., Np) =
card F'(n,p; J).

Lorsque J; = --- = J, = N\ {0}, 'ensemble F(n,p;.JJ) ne con-

tient que des surjections de [n] sur [p]. Donc card F'(n,p;J) =
p! S(n,p),ou S(n,p) est le nombre de Stirling de seconde espéce. D’ou

> (/) p! S(n,p) = (X (u"/nh)" = (expu—~1)” (p 2 1). En

n>p n>1
sommant enfin par rapport a n, on retrouve la fonction génératrice

des nombres de Bell (¢f. Exercice 23) : 1+ Y (u™/n!) > S(n,p) =
n>1 1<p<n
1+ > (u"/n!)B, = exp(expu — 1).
n>1
Ici p =4, J1 = 2N, Jo = N\ {0}, J3 = J4 = N. Le nombre a(n) en

question est donné par

e = (S ) (S (S )
_ %( + e (e — 1)e?
:%fob_ mo3n g2t 1),

Dot a(n) = (4" —3" +2" —1)/2.

On utilise la toute premiere formule de réversion de Lagrange
(Théoreme 7.1). Pour tout n > 1 le coefficient b(n) de u™ dans cette
série réverse b est égal & b(n) = (1/n)al"™(=1). Or a™" = u~"e™
et le coefficient de u~! dans ™™ est égal au coefficientde u”~! dans
e™ soit n"~1/(n —1)!. On a donc b(n) = n""1/n! (n >1).

On utilise la formule (7.2a) avec f(u) = e" et c(u) = wu. Alors
[l)n_l(CAfn”u:OZZ [l)n—l(enu)]u:O ::nn—l.
On utilise la formule (7.2a) avec f(u) = e" et c(u) = e**. Alors

HII

(u
(D" f")lumo = [D"Hael T )]yg = a(a +n)"~
On utilise la formule (7.2b) avec f(u) = e* et d(u) = e**. Alors
(D (£ )] = (DM ()] = (0 )" (n > 0) ot dob/(1 -
u.f' ob) =e/(1 —u.e’) = e /(1 -b).
On utilise la formule (7.2b) avec f(u) = 1+u+u? et d(u) = 1 et best
une série qui satisfait ’équation u(1+b+b?) = bouu=t = b+1+b"1.
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Orl—u.flob=1—u(142b) = u(b~'—b) = (u2((b~1+b)2—4))1/2 =
(u?((u=' =1)2—4)"2 = (1 —2u—3u?)"/2. Dot 1/(1 — 2u — 3u?)*/?
est la formule close pour le développement demandé.

On a b(u) = %b(u) = u.(f ob) avec f(u) = H-% On utilise
(7.2a) avec ¢ = u. On trouve (1/(n — 1))[D" 1(f™)]u=0 = (12/(712—
DDID™ (1 4+u) " u=o = (=1)" H(0)n—r/(n—1)! = (=1)" 1 (T7).

Dottb(u) = > u™ (=1)" 1 (") /n = u—u? 4 2u® — 5ut + 14u® —
n>1

4208 + - -

Dans les deux cas on se reporte a la formule donnant a(i,j) en
fonction des coefficients a(0, k).

Dans T;a, le coefficient a(i + j,j) de u/ est égal au coefficient
de u*2?7 dans (1 + u)"™7 a(0,*), soit au coefficient de u’ dans
(1 +u1) (14 u 1) a(0,x), soit encore & (1/5)[D7 f7 d],—o avec
f=14utletd=(1+u1)a(0,%). Dapres (7.2a), T, 0a =
(dob)/(1 —u.f'ob) = ((1+b"1%a(0,%)ob)/(1+ ub=2) avec b =
u(fob) =u(1+b71). D'otiu = b2/(1+b) et 1+ub=? = (2+b)/(1+b).
b? 1+0b e
1—|—b) = 2+b(1+b )" a(0, %) o b.
Dans Ty ja, le coefficient a(i,i + j) de u’ est égal au coefficient
de u?"7 dans (1 + u)®a(0,*), soit au coefficient de u’ dans (1 +
w1 u=7 a(0, *), soit encore & (1/i!)[D? f'd],—o avec f =1+ u~?
et d = w7 a(0,x). D’apres (7.2a), Toja = (dob)/(1 —u.f' ob) =
(b=7a(0,%) o b)/(1 +ub=2) avec b = u(f ob) = u(l +b~1). Don
u="0*/(1+b)et 1+ub?=(2+0b)/(1+0b). On en tire
T Py Leby, b
0,54 ° <1+b> = a5l 0)eb
Pour A fixé, de cardinal i et B = S\ A de cardinal j, la fonction
génératrice des injections de A dans A + B par le poids wg est
donnée par (8 + j); X* Y7 par la Proposition 9.3. 1l suffit donc de
sommer par rapport a tous les sous-ensembles A de cardinal i, puis
par rapport a 1.

L’identité résulte de la Proposition 9.1 et de (4.11).

On en tire Tjpa o (

) On fait appel au Théoreme 13.1. L’identité & démontrer est équiva-

lente & I'identité a,(Y)=n!Y+ 3 (") a;(Y) (n—9)!Y (n>1).
1<i<n—1

Or la fonction génératrice des partitions linéarisées ne comportant

qu’un bloc est évidemment n! Y. Dans les autres partitions linéarisées

le bloc contenant n est de cardinal (n — ) avec 1 < i < n — 1.

Le poids de ce bloc est donc (n — i)!Y. En le retirant, il reste
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une partition linéarisée sur un ensemble de cardinal ¢ de fonction
génératrice a;(Y). Ces ensembles ne contiennent pas n. Leur nombre

est donc égal a (”;1)

L’identité découle de la description du graphe d’une injection décrite
au paragraphe 9. Une configuration de Laguerre (A, B, 7) sur S est
ainsi composée d’'une permutation o sur un sous-ensemble C' de A et
d’une partition linéarisée 7 sur I'ensemble S\ C. De plus, si S = [n],
on a : wg(A,B,T) — chcr X|A| Y|B| — /chCO'Xn—bIOCﬂ' yblocm pgr
conséquent, L£,(8,X,Y) = X" Y BYce S (X ly)bleer
(C,o) TeP([n]\C)
ou P([n]\C) désigne ’ensemble des partitions linéarisées sur [n |\ C.

Soit encore L£,(8,X,Y) = X" 3 ()3 fYer 3 (X ly)bloem =
0<k<n o0€e6g TEPn_k

> () XFB)k X" Fan_k(XY). Ainsi £,(8, X,Y) est le coeffi-
0<k<n
cient de u™ /n! dans le produit de la fonction génératrice exponentielle
des polynémes X*(3); (k > 0) par la fonction génératrice exponen-
tielle des polynomes X7 a;(X 1Y) (j > 0), soit donc le produit de
(1 —uX)"? par exp(X 'Y uX/(1 —uX)) = exp(Y u/(1 —uX)).

Soit v un sommet. Si deux boucles sont incidentes a v, ce sommet
appartient a une composante connexe de type (D) n’ayant aucune
aréte. Si de v ne part qu’une seule boucle et que cette boucle est de
couleur rouge (pointillée), il y part également une aréte de couleur
bleue. Cette aréte est incidente & un sommet v # v, d’ou part
ou bien une boucle de couleur rouge — et la composante connexe
contenant v et v’ est de type (C) — ou bien une aréte de couleur
rouge incidente & un sommet v différent de v et de v'. Comme le
graphe est fini, la composante connexe contenant ces sommets sera
alors nécessairement de type (C) ou (D). De la méme facon, si d'un
sommet v ne part qu'une seule boucle de couleur bleue, on voit que
la composante connexe contenant v est de type (B) ou (D).

Tout sommet appartenant a 'une des composantes connexes de
type (B), (C) ou (D) est forcément relié a un sommet d’ott part une
boucle. Dans le cas contraire, la finitude du graphe et ’alternance des
couleurs des arétes imposent que la composante connexe contenant
ce sommet est un cycle de type (A), qui contient donc un nombre
pair d’arétes, autant d’arétes bleues que d’arétes rouges.

L’énoncé est vrai pour n = 1. Pour n > 2, le nombre de graphes
bicoloriés tels que le sommet étiqueté 2n se trouve dans un cycle de
deux sommets est égal & ((2n—3)!!)% (2n—1). Si le sommet étiqueté 2n
se trouve dans un cycle d’au moins quatre sommets, désignons par
v,v" (v < V') les deux sommets adjacents au sommet 2n. De ce
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cycle, retirons 2n, les deux arétes bleue et rouge qui partent de celui-
ci, ainsi que v' et relions aréte devenue sans but au sommet v.
Soit ¢ la couleur de cette aréte. Le graphe de départ peut étre
caractérisé par le triplet (v,v’,c¢). Ainsi le nombre de graphes ou
le sommet 2n est dans un cycle d’au moins quatre sommets est égal
a ((2n — 3)1)2 (2" 1) 2 =((2n —3)!2%(2n — 2)(2n — 1). Le nombre
total vaut donc ((2n — 3)!1)2 (2n — 1)? = ((2n — 1)!)2. Une maniere
encore plus directe d’obtenir ce dénombrement est de dire qu’il y a
autant de graphes bicoloriés sur [n]| n’ayant que des composantes
connexes de type (A) que de couples d’involutions de [n ] sans point
fixe.

Comme ((2n — 1)11)2/(2n)! = (

ratrice exponentielle vaut > (
n>0

) /n!, on voit que la fonction géné-
), (yn)™ u /nl = (1 = ynu?) =12,

La fraction rationnelle dans la premiere exponentielle écrite se
développe comme

1
2
1
2

2n

(11/3 gnzg _ sz n1m (91 (;n)',
n>1

qui n’est autre que la fonction génératrice exponentielle des graphes
bicoloriés constitués par une seule composante connexe de type (B).
Or tout graphe bicolorié ayant 2n sommets et n’ayant que des
composantes connexes de type (B) est compléetement caractérisé par
une collection {(I1,v1),..., (Ir,v)},ou{ly,..., .} est une partition
de [2n] et ou pour chaque k = 1,...,r le symbole ~; désigne un
graphe bicolorié connexe de type (B) sur I’ensemble Ij,. Pour obtenir
la fonction génératrice exponentielle de la suite de tous les graphes
bicoloriés n’ayant que des composantes connexes de type (B), il suffit
donc de prendre ’exponentielle de la précédente fraction rationnelle.
Les deux autres fonctions génératrices s’établissent de la méme fagon.

Le produit H,(x,y) H,(£,n) n’est autre que la fonction génératrice
des graphes bicoloriés de n sommets. L’ensemble des graphes bi-
coloriés n’est autre que le produit partitionnel (au sens du para-
graphe 14) des quatre familles de graphes bicoloriés n’ayant que
des composantes de type (A), (B), (C) et (D), respectivement. La
fonction génératrice exponentielle des graphes bicoloriés est donc
égale au produit des quatre fonctions génératrices exponentielles
précédemment calculées.

a(l) =0,a(2) =1,a(3) =2,a(4) =9.
Notons A,, I'ensemble des dérangements d’ordre n. On construit une
bijection ¢ de A, sur [n — 1] X A,,_2 + [n — 1] X A,,_1 de la facon
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suivante. Soit 0 € A,. Si o(n) = k et o(k) = n, on pose ¢(o) =
(k,7) € [n— 1] x Ay,—2 avec 7(i) = o(i) pour i # n,k. Si o(n) =k,
o(k) =1+# n et o(j) = n, on pose ¢(o (k,7) € [n—1] x A1
avec 7(i) = ()pourz;zénjet T(j) =
(c) D’apres (b), a(n) — na(n — 1) = (=1)(a(n — 1) — (n — 1)a(n —
2) = -+ = (=1D)"2(a(2) — 2a(1)) = (~1)". Par conséquent,
(I-w)A(x) = (1-u) 3 a(j) v /j! = §< a(j)—ja(j=1))w /j!+1=

) =
k.

3>0
S 1yl = e,
320
(d)
1 o 1 2 9 44
1 1 3 11 53
2 4 14 64
6 18 78
24 96
120
(e) A(x,0) = e“A(0,%) =e%e " /(1—u) =1/(1—u) = > jlu//j!. D'ou
a(j,0) = jl. 7>0
32. (a) Soit ¢ € A,. Si o(n) = k, on a o(k) = n. On envoie o sur le
couple (k,7) € [n — 1] x A,—2 avec 7(i) = o(i) pour i # n,k. Le
caractere bijectif est évident. On en tire a(n) = (n—1)a(n — ) d’out

a(2n) = (2n —1)(2n —3)---1-a(0) = (2n)!/(2"n!) et a(2n + 1) =
2n(2n —2)---2-a(1) = 0.

1 0 1 0 3 0
11 1 3 3
2 2 4 6
4 6 10

10 16

26

(c A(* 0)=e A(O x) = e exp(u?/2) = exp(u + u?/2).

)

)

. (a) et (b) : calcul facile.

) Soit even(o) (resp. odd(o)) le nombre de cycles de longueur paire
(resp. impaire) de la permutation o. D’abord e(¢) = even(o)
(mod 2); ensuite odd(c) = n (mod 2). D’ou r + n = even(o) +
odd(c) +n=even(o) =¢(o) (mod 2).

(d) Découle de (b) et (c).

(e) Une simple manipulation de la série exponentielle.

34. Dans la formule de récurrence, le facteur t A,,_1(t) = A,—1(t) t Ao(t)
est le polynome générateur des permutations par desgy, finissant
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par n. On compare la formule de récurrence obtenue avec (13.5)
pour établir immédiatement la seconde formule. Enfin, le systeme
linéaire & deux équations et aux deux inconnues », -, A, (t) u"/n!
et > .~ tAp(t)u"/n! est facile a résoudre.

On dit que z est une descente pour f si le mot f(1)f(2)...f(n)
contient une lettre égale & z, si I'on a f(i) > f(i + 1) = = pour un
certain i > 1 et si  n’apparait pas dans le facteur f(1)£(2)...f().
Soit (vo,v1,...,v,) la Z-factorisation de f (cf Proposition 16.2).
On sait que vy = 7¢. D’out 2 est une descente de vy, donc une valeur
prise, si et seulement si f(z) > x, d’apres (15.13). Sil'on a f(z) > z,
x non-récurrent, mais valeur prise par f, alors x apparait dans le
mot f. Désignons par k le plus petit entier pour lequel le mot vy,
contient une lettre égale & z. Par construction de f, la lettre x est
non précédée dans vgvy...vp_1 et le mot v, contient le facteur de
deux lettres f(z) z. Donc x est une descente pour f. Réciproquement,
si z est une descente pour f et n’apparait pas dans v, la lettre non-
précédée égale a x ne peut étre premiere lettre d’un facteur vy. Par
définition de f , 'image de x par f est donc un entier supérieur a zx,
donc z est une excédance pour f.

Soit (vg,v1,...,vp) la Z-factorisation de f (cf Proposition 16.2).
Alors vg = 7. Les propriétés de la transformation fondamentale
pour les permutations développées dans §14.4 entrainent que si
f est dans End,j (resp. dans Acyc, ;, resp. dans Indec, ), le
facteur vy est de longueur k et est un mot multilinéaire (i.e. sans
répétition) (resp. un mot multilinéaire strictement croissant, resp.
un mot multilinéaire débutant par sa plus grande lettre). De plus, la
premiere lettre de vy doit étre égale a une lettre de vy. Les (n—1—k)
autres lettres du mot f sont arbitrairement prises dans [n]. Le
nombre de facteurs vy possibles est donc égal a (Z) k! (resp. (Z), resp.
(%) (k — 1)!). Si f est dans Arbor,, alors les deux premieres lettres

k
de f sont égales, les autres arbitraires, d’ott card Arbor,, = n - n" 2.
Enfin, en sommant card Acyc,,, de & = 1 a k = n, on trouve

bien (n + 1)"~! pour le cardinal de Acyc,,. Ce comptage peut étre
trouvé directement : on envoie bijectivement tout f € Acyc,, sur une
arborescence g de [0,n] dans lui-méme, de point fixe 0, en posant
g(z) = 0 ou f(x), suivant que = est ou non un point fixe de f et
g(0) = 0. L’image d’un tel g par la transformation fondamentale
est alors un mot ¢ débutant par deux lettres égales a 0, suivies par
(n — 1) lettres arbitrairement prises dans [0,n]. Le nombre de tels
mots § est bien égal & (n + 1)"~ 1.

37. (a) Dans l'identité (17.5) prenons comme poids w le poids-unité, soit
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w(f) = 1 pour toute arborescence et donc aussi pour toute fonction
n

u u”
acyclique. On obtient |Acycn \ — = exp( > | Arbor, | —‘) Or
n>0 n>1 n:
| Arbor,, | = n™~1 —n n-n""%=n| Acycn_1 | pour n > 1. En posant
= > |Acyc, | , on a donc l'identité a = exp(ua). De méme, en
n>0 n
posant b:= > | Arborn | u—', on peut récrire la toute premiere iden-
n>1 n. n
tité comme Arbor —
Zo Ao | Gy

puisque | Arbor; | = 1, on obtient : b = u expb.

= exp b. En multipliant par u,

Prenons comme fonction-poids w(g) = a pour toute arborescence g,

de sorte que w(H)(f) = a” si la fonction acyclique f a r points fixes

(ou orbites) L’ 1dent1te (17.5) donne : 1+ 3 wt)(Acyc, >u =
n!

n>1 .
exp( Y anmt D). Or wH(Acye,) = 5 ar () ranr]
n>1 n! 1<r<n
a(a+n)""1 dot exp(lab) =1+ > a(a+n)" ! u_'
n

n>1

D’apres (17.5) et (17.6), la série e*®/(1—b) est la fonction génératrice
du produit partitionnel des familles Acyc et End, munies des poids
suivants : w(g) = oF, si la fonction acyclique g a k points fixes et
le poids-unité pour toute endofonction. Le produit partitionnel de
Acyc et End est la famille des endofonctions f dont certains points
fixes (s’ils existent) sont marqués. Le poids w’'(f) de ’endofonction
est alors a”, ol k est le nombre de ses points fixes marqués.
Réordonnons les éléments récurrents de cette endofonction f de
facon que ces k points soient les plus petits éléments récurrents.
Alors f débute par ces k lettres marquées, en ordre croissant,
suivies par (n — k) lettres quelconques prises dans [n]. Le polynéme
générateur des endofonctions de End,, ayant ces k£ points marqués
est donc o n"*. Le polynéme générateur des endofonctions ayant k
points fixes marqués par le poids w’ est alors : (Z) aFn"=k D’ou
w'(End,) = > (})aPn"F = (a+n)"

0<k<n

Posons a; = 1 —wu, a; = 1 pour tout s > 2 et pour n > 1
fixé by = J[ (1+u®)), puis byrs = (1 +u@)) pour s > 1.
0<i<n
Par récurrence sur n, on a immédiatement a; - by = 1 — u®,
La Proposition 19.1 (c¢) entraine [] as - [] bs = (a1 - b1) [] bs =
s>1 s>1 .522
(1— u(2n+1)) -JIT (1 +u(2n+s)). La série (1 —u)- [J (1 +u®)) —1 est
s>1 120
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donc d’ordre supérieur ou égal & 2"+, Comme n est arbitraire, elle
est donc égale a 1.

A =102130944506271 |\ =37, [(\) =8 et A = (8,8,7,7,3,3,1).
On a AP = k2 + k(k —1)/2 = (3k> — k)/2 et pour k = 3 le

diagramme de Ferrers se présente comme :

Les partitions d’ordre 6 sont : (6), (5,1), (4,2), (4,1,1), (3,3),
(3,2,1), (3,13), (2%), (22,1%), (2,1%), (1°).

Les partitions d’ordre 10 ayant des parts distinctes sont (10), (9,1),
(8,2), (7,3), (7,2,1), (6,4), (6,3,1), (5,4,1), (5,3,2), (4,3,2,1).
Les partitions d’ordre 10 n’ayant que des parts impaires sont (9,1),
(7,3), (7,1%), (5%), (5,3,1%), (5,1°), (3%,1), (3%,1%), (3,17), (117).

Ce sont (7,62,5,113) et (7,62,4%,12).

On représente la partition A = (A1, Ag, ..., A;) par une suite d’entiers
p = (po,p1,P2,--.,p1) en posant pg = l et p; = A; pour tout 1 < i < [.
On illustre le programme dans le langage C :

void NextPart(int p[]) /* p = partition,
pl0] = la longueur, pl[1] !'=1 %/

{

int j, q, r, n, i=p[0] ;

/* calcul n = (le nombre de 1 dans la partition) + 1 */
while(p[i]l==1) i-- ;
n=p[0]-i+1 ;

/* calcul q, r le quotient et le reste */
g=n/(plil-1) ;
r=n%(plil-1) ;

/* construire la nouvelle partition */

plil--

for (j=i+l ; j<=i+q ; j++) pljl=plil ;
pl0]l=i+q ;

if (r>0) pl[++p[0]l]=r ;

}

On construit une bijection qui envoie une partition A dont toutes
les parts sont distinctes sur une partition p dont toutes les parts
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sont impaires. S’il y a une part paire (2r) dans A, on obtient une
nouvelle partition en remplagant cette part par deux parts égales
(r,r). On itere cette procédure jusqu’a obtenir une partition dont
toutes les parts sont impaires. Par exemple, pour A = (6,4), on a
(6,4) — (6,22) — (6,2,12) — (6,1*) — (3%2,1*) = u. On peut
vérifier que cette construction est bien bijective.

Le coefficient de u*** "+ dans le membre de droite, ot iy, ... , i,
sont des entiers distincts n’est autre que (—1)% ™+ +ir,

La statistique s() est le nombre de points dans la ligne la plus haute
et o(\) est le nombre de points dans la ligne oblique a 135°, située
a droite, sur le bord du diagramme de Ferrers, comme indiqué dans
la figure suivante :

s S S8

* ok k%

* ok k% o

* ok ok % ¥ O
* ok ok % ¥ %k 0O

Onas(6,5,3,2,1)=1,0(6,5,3,2,1) =2, 5(7,6,3) =3,0(7,6,3) =2
et s(2k—1,2k—2,2k—3,-- - k+1,k) = 0(2k—1,2k—2,2k—3,-- -, k+
1, k) =k.

On utilise ’exercice 45. Notons Pp ’ensemble des partitions ayant

des parts toutes distinctes. On partage cet ensemble en 3 sous-
ensembles : Pp = P; + P2 + P3, ou

Pr={X|s(A) <o(N), A n’est pas un trapeze}
+{A ]| s(A\) <o(A) —1, X est un trapeze},
Py ={A]|s(A\) >0c(N)+1, A n’est pas un trapeze}
+{\|s(A) >0(A)+2, X estun trapeze},
Ps={A|o<s(\)>0c(A)+1, X est un trapeze}.

Pour tout A € P, on déplace la ligne la plus haute en la posant
a coté de la ligne oblique la plus a droite; on obtient une partition
i € Py comme indiqué dans la figure suivante :

5SS
* ok % %

A= | %% %% % %0 ==
%k ok ok ok %k k kO

% % ok ok
x %k k kkx %0 S
* %k kk kX ¥x %k 0§

X %k % %k X% %k kx X% % g 8
)k %k %k 3k %k %k Xk % kx O
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Il est clair (—1)!MN g = —(—1){mzlrl On peut vérifier que cette
construction est bijective. D’ou

I-a2)(1—a®)(1—a®) = Y (-1)Wall = 3" (=1)!Nazl.

, AEPD AEP3
D’autre part

Ps={(2k—-1,2k—2,2k—-3,---,k+ 1,k)}
+{(2k,2k — 1,2k — 2,-- -,k + 1)}.
D’apres 'exercice 40 et 'indication donnée, on a :

Z (=1 Mgl = Zenx”.

AEP3 n>0

On calcule d’abord le tableau

k = 012 3 4
(Bk*—k)/2 = 0 1 5 12 22
Bk*+Kk)/2 = 0 2 7 15 26

puis on écrit 'identité du théoreme pentagonal

d pn)a =1-z—a?+a°+a7 -2 -2+ ..
n

Avec la convention p(i) = 0 pour 7 < 0, on obtient :
p(n)—p(n—1)—p(n—2)+p(n—5)+p(n—7) =0 pour tout n < 10.
A partir de p(0) = 1, on calcule

n =012345 6 7 8 9 10
pn) = 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

Les indications devraient suffire.
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La transformation de Laplace inverse permet d’associer a une série
formelle a une variable une autre série formelle dont le coefficient d’ordre n
est mormalisé par le facteur n! Cette normalisation a de nombreux avan-
tages : la dérivée d’une série ainsi normalisée — on parle alors de série
génératrice exponentielle — s’obtient par simple décalage des coefficients
les formules qui lient les coefficients de I’exponentielle d’une série formelle a
aux coefficients de la série a elle-méme ont une forme élégante; enfin, on
peut obtenir une expression close pour les séries génératrices exponentielles
de plusieurs polynomes classiques.

L’algebre des séries génératrices exponentielles n’est pas la panacée
universelle. On ne peut calculer dans cette algebre la série génératrice
de plusieurs autres suites de polynomes. D’autres normalisations sont
apparues, d’horizons divers. Des le milieu du dix-neuvieme siecle, on a
vu apparaitre, avec Heine, des séries ou le facteur n! était remplacé par un
polynome de degré n en une autre variable, des séries ou le mondéme u" est

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun
cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :
foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.
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normalisé par le polynéme noté (¢; q),, en une autre variable ¢ et défini
par

1, sin=0;
(0.1) (¢ @) ::{(1_q)<1_q2)...(1_q”), sin>1.

L’algebre de ces séries a été puissamment développée au début du siecle par
Jackson, est tombée en désuétude, puis a repris de la vigueur récemment
dans plusieurs domaines des mathématiques, notamment dans I’étude des
groupes quantiques et dans de nombreux problemes de nature combina-
toire.

On a appelé les séries ainsi normalisées des g-séries. Du point de vue
des séries formelles, ce ne sont que des séries formelles en deux variables,
disons u et g, ou la seconde variable ¢, utilisée pour la normalisation,
joue un role privilégié. Quelques éléments de base sur l'algebre des séries
formelles en deux variables ont été donnés a propos de 1’étude des matrices
de Seidel (cf. chap. 1, §12). Notons Q[[u, g]] 'algebre des séries formelles
en deux variables u et ¢, a coefficients dans ’anneau 2. Comme ’on a vu,
tout élément de cette algebre s’exprime comme une série

(0.2) a= Z a(n,m)u" q™,

n>0,m>0

ol, pour tout couple (n,m), le symbole a(n,m) est un élément de €.
Une telle série peut encore étre vue comme une série en une variable u, a
coefficients dans ’anneau des séries 2[[¢]] en une variable ¢. On écrit alors

(0.3) a= Z u”( Z a(n,m) qm>.

n>0 m>0

Pour tout entier n > 0, ’expression (¢; q),, est un polynéme en g, inversible
dans Q[[q]], puisque son coefficient constant est 1. On peut donc récrire la

série a comme
n

(0.4) a=>) (?LW b(n; q),

n>0
o b(n; q) est la série formelle en la variable ¢

(0.5) b(n; q) := (¢ @n - ( > aln,m) qm>~

m>0

Toute série formelle a écrite sous la forme (0.4) est dite g¢-série. Le
coefficient de u"/(q; q), est alors une série formelle en 1'unique variable q.
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Ce chapitre est entierement consacré a 1’étude de ces séries. Il importe
de donner, d’abord, 1’'outil de base, qui permet pratiquement d’établir
toutes les identités sur les g-séries; cet outil est le théoréeme q-binomial,
dont I’étude est faite dans le premier paragraphe. Il convient, ensuite, de
passer en revue les modeles combinatoires connus, ou le polynéme (g; q)y,
défini plus haut, apparait comme un polynoéme générateur. On est ainsi
conduit vers I’étude des statistiques dites mahoniennes faite au deuxieme
paragraphe. Aux coefficients binomiaux traditionnels correspondent les
coefficients g-binomiaux ou polynomes gaussiens. Nous donnons plusieurs
environnements combinatoires ot ces polynémes apparaissent (voir § 3).

Le Verfahren de MacMahon est un premier outil qui permet de tran-
scrire dans 'algebre des g¢-séries les propriétés de certaines statistiques
sur le groupe symétrique ou sur des classes de réarrangements (voir §4).
L’indice majeur et le nombre d’inversions sont les deux statistiques ma-
honiennes fondamentales. Nous donnons, au paragraphe 5, la construction
d’une transformation qui permet de passer de I'une a 'autre.

Les séries trigonométriques classiques ont un g¢-analogue étudié au
paragraphe 6. Les polynomes Eulériens, abordés au chap. 1, § 16, ont deux
g-analogues distincts, dont les définitions et les propriétés sont données
dans les paragraphes 7 et 8.

1. Le théoréme ¢-binomial

Reprenons les notations (0.3)—(0.5). Lorsque, pour chaque n > 0, le
rapport b(n + 1;q)/b(n;q) est une fraction rationnelle en ¢", égale a 1
pour ¢ = 0 et telle que b(0;¢) = 1, on obtient ce qu’on appelle une série
hypergéométrique basique. Dans ’expression analytique d’une telle série,
on adopte la notation suivante qui prolonge la notation (0.1) : pour tout
élément w de 'anneau, on définit la g-factorielle montante en w par

1, sin=20;
(1.1) (@ @)n = { 1-w)(1-wq) ... 1—wg"t), sin>1;

dans sa version finie et

(12) (w3 q@)oo = limp (w3 )y = [ (1 —wq");
n>0
dans sa version infinie.
Si ’anneau de base () est le corps des complexes, la fraction rationnelle
b(n + 1;q)/b(n; q) peut étre mise sous la forme :

b(n+1;q) (1—a1¢")...(1—a.q")

b(niq)  (1—pig")...(1—Bsq")’

ounay, ..., B, ..., Bssont des complexes. Par itération, on en déduit

v b(nig) b(2;q) b(1;q)
blms @) = b(n—1iq)  b(1;9) b(0;q)
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(1—a1¢g" ... (1—aq" 1)
=B )-.(1— B )
oy mag). (A —arg) (I—0n)... (1= o)
(1_51(])<1_5SQ) (1—51)...(1_55),
soit
(1.3) b(n:q) = (O<1§Q)n-~-(ozr.; Dn_

Pour un anneau de base €2 quelconque, on prend l’expression de b(n;q)
donnée en (1.3) comme définition. Comme chaque g-factorielle montante
(Bi;@)n & un coefficient constant égal a 1, elle est toujours inversible dans
Q[[q]], de sorte que 'expression b(n; q) donnée en (1.3) a toujours un sens.
On appelle donc série hypergéométrique basique toute g-série de la forme

n

Ly ey Qe N a5 (05 q)n w
(14) Tws(ﬂl,.-~,ﬁs ’q’u> ' nzzo (Br;Dn - Bs; On (G @)n

Cette série peut donc étre définie dans toute algebre Q[u, q]] de séries
formelles a deux variables u et ¢, quel que soit I’anneau de base 2. Lorsque
r = 0 (resp. s = 0, resp. 7 = 0 et s = 0), on adopte les notations

a1,...,0p S
osos( ;q,U) (resp. rcpo( ;q,U>, resp. 0%0(7;61,“))-
Bi,. ..y Bs o

Le théoreme q-binomial donne, en fait, un moyen d’exprimer la série
1900( *:q, u) comme un produit infini.

THEOREME 1.1 (théoréme g-binomial). — On a lidentité :

n

 (0u;q)e H l—aug”

(1.5) 3 (@5 q)n—

= (D) (W@  op T—ug®’
ou encore ;
e (@ u; @)oo
(1.6) 1900( ;q,U) = .
- (45 @)oo

Avant de donner la démonstration de ce théoreme, il importe de faire
plusieurs remarques.

(a) L'ordre o(a) d’une série formelle a = >~ ,.5qa(n,m)u™ ¢™ est
défini comme le plus petit entier £ > 0 tel que le polynome

Z a(n,m)u" q™,

n+m==k
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dit polynome homogéne de degré k de a (en u et ¢) ne soit pas nul.
Considérons une famille (as) (s > 0) de séries formelles & deux variables.
Comme pour les séries formelles en une variable, on vérifie que si ’ordre
de a, tend vers l'infini avec s, alors le produit infini [[,.,(1 — as) est
bien une série formelle. Dans le produit infini (ou; q)eo, lorsque o # 0, le
terme au ¢" est une série (réduite & un monéme) d’ordre (n+ 1). Comme
o(auq™) tend vers I'infini avec n, le produit infini (v u; ) est bien défini.
11 en est de méme du produit infini (u; ¢)so apparaissant au dénominateur.

(b) Dans le coefficient («;q),/(q;q)n, de u™ dans la formule (1.5),
faisons la substitution a <— ¢®. On obtient (¢“; ¢)n/(q; ¢)n ; faisons ensuite
tendre ¢ vers 1. On obtient (a),/n!. On dit que (¢%;q)n/(q; ¢)n est le ¢-
analogue de la factorielle montante («),/n! Or la série > -, u" (a),/n!
est la série hypergéométrique 1F0(f;u). Au chap. 1, §4, on a vu que
I’identité

(1.7) 1Fo(Ciu) = (1—u)®

permettait de donner un sens a l'expression (1 —u)~“ lorsque « n’est pas
entier (positif ou négatif). L’identité (1.6) est dite le g-analogue de (1.7).

La différence importante entre ces deux formules est la suivante :
lorsqu’on se place dans l'algebre des séries formelles, la formule (1.7) est
une définition de (1 —u)~“ lorsque « n’est pas entier, alors que (1.4) est
une identité. Au chap. 1, § 15, nous avons encore exprimé (1 —u)~% comme
étant la série exp(alog(l —u)~1), ott “log” est la bijection qui envoie les
séries dont le terme constant est égal a 1 sur les séries sans terme constant.

En revanche, lorsque 1’on considere les séries 1 Fy ( * u) et 1g00(f 1 q, u)
comme des séries de puissances des variables complexes u et ¢, les deux
formules (1.6) et (1.7) sont des identités, pourvu que les modules de u
et ¢ soient inférieurs a 1. La premiere démonstration que nous donnons ci-
dessous de (1.6) s’inspire d’ailleurs de la démonstration classique de (1.7)
dans le cas analytique. Cependant, la fin de la démonstration fait appel a
un argument de topologie de séries formelles et non pas a un argument de
nature analytique.

(c) Pour les besoins de la démonstration du Théoreme 1.1, citons
I'identité suivante, facile a établir :

(1.8) (@)n — (@ 0)n = (@g; Qn-1a(¢" = 1) (n>1).

Il existe de nombreuses relations sur les g-factorielles montantes. Parmi
celles qui sont fréquemment utilisées dans les calculs, citons la propriété
d’associativité (immédiate a établir)

(1.9) (% @Q)ntr = (5 @)n (ag™; @)k
et de renversement des indices
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(1.10) (@ ¢ ™ @) = (@1 q)n (—a” )" g D/2,

pour lequel on peut donner la démonstration suivante : par définition, on
a,pour n >1:

(1-a)1-ag)---(1—-ag"™")

(—a)(1—a N (—ag)(1—a g7l (—ag" (1 —atg )
— (_a)nqn(n—l)/Q(l a_l)(l o Oé_lq_l) . (1 - Oé_lql_n)
(_a)nqn(n—l)/Z(a—lql—n;q)n,

une formule qui est encore valable pour n = 0.
Enfin, notons que la relation

(25 9) s
(1.11) (@ q)n = 7
(g™ q) oo
permet de définir la g-factorielle montante («; q),, pour tout nombre réel n.
(d) Si on récrit I'identité (1.5) avec a = ¢V, on trouve

A > @5 @

12 (13 q)os = (@)

Or, si 'on considere u et ¢ comme des variables complexes de module
strictement inférieur a 1 et si ’on fait tendre ¢ vers 1, on obtient I'identité

(1—u)™ =3 (V) =,

n>0

c’est-a-dire I'identité binomiale usuelle.

Premiere démonstration du Théoreme 1.1. — Partons de la série
1g00(f;q,u) = > u" (;9)n/(q; q)n et évaluons la g-différence
n>0

1¢o(f;q,u) — 1<P0(f;q,qu) — Z (Oé;CI)nun(l ) = Z ((a;iq)nun

= @) =1 (@G @)n
—(1-a)u <1+Z QQn1n1>
n>2 q q n—1
aq
(1.13) = (1—uipo( " 5qu).
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D’autre part, en utilisant (1.8), on a :

1@0(i7q7u) - 1900(a_q;q7u) = Z (Oé’Q)n _ (aq;Q)nun

= (¢ On
(g @n-1 4,
= —« u
; (¢ @)n—1
o
(1.14) = —aulgpo( _q;q,u).
De (1.13) et (1.14), on tire
« 1—au «
1o _ia,u) == 100( 5q,qu),
—_ —_ u —_
et par itération
a au;q a "
(1.15) 190 5q,u) = (026 1po(3¢,4™u)  (m>0).

(u; @) m

Si 'on considérait 1pg ( *:q, u) comme une série analytique de la variable
complexe u, il suffirait de dire que 1¢q ( *:q, u) est continu a I'intérieur du
disque unité et comme cette série est égale a 1 pour u = 0, I'identité (1.6)
découle de (1.15) en faisant tendre m vers l'infini.

Tenons-nous en a la seule topologie des séries formelles et considérons
un couple d’entiers positifs (7, j) tels que i +j > 1. Dés que m > j + 1 les
coefficients de u’ ¢’ dans

(@wg)o 0 (AUQYm
(U5 @) oo (U5 @)m

sont égaux. Or, 1gpo(f;q,qm u) est de la forme 1 4+ ¢ ua, ou a est une
série formelle en les deux variables u et ¢. Par conséquent, quel que soit 7,
les coefficients de u’ ¢’ dans

(au; q)m o

(u; @)m
~———=—— et dans 7(1+qmua):1<ﬁ0 4, U
(45 @) m (Liaw)

(u; @) m

sont les mémes. Ce qui établit I'identité (1.6). []

Seconde démonstration du Théoreme 1.1. — Le membre de droite de
'identité (1.6) est une série formelle que nous pouvons noter

b(u,q) =Y cnlq) u™,

n>0
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ou, pour tout m > 0, le coefficient ¢,(q) est une série formelle en la
variable ¢g. Or

l1—au (1-—auqq™) 1-—au
bu,q = = bUQ7Q7
(u,4) 1—unl;[o(1—uqq”) 1—u ( )
d’ou
ou encore

(1—au) > calq) "u™ = (1 —u) Y ealq)u™

n>0 n>0

Cherchons le coefficient de ! dans chacun des membres. On trouve :

" —aq” en(q) = cng1(q) — cnlq);

cn+1(q)q
d’ou
1—aq”
cnt1(q) = Cn(Q)il gt

Comme ¢((q) = 1, on trouve, par récurrence sur n, ’expression souhaitée,
a savoir :

Cn(Q>:(_ i

En posant a = 0 dans (1.6), il vient :

(1.16) Z(“n _

S (@dn (4d)e

Considérons le produit infini (—u;q)s et reprenons le méme argu-
ment développé dans la seconde démonstration ci-dessus. Si l'on pose

(—u;9)00 = D cn(q) u™, on trouve ¢, 41(q)¢" ™ +¢n(q)q™ = cny1(q), Aot

n>0
. q"cn(q)
cnt1(q) = (1— g1y
Comme c¢y(q) = 1, on obtient
(n+1)n/2
Cat1(q) = T
(¢ @n+1
soit donc l'identité
uTL
1.17 "I = (—u; @)oo
17 2 (¢ @)n (Fuig)

n>0

Les deux séries apparaissant en (1.16) et en (1.17) sont respectivement
notées eq(u) et Eq(u). On les appelle premiére et seconde q-exponentielle.
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2. Statistiques mahoniennes

Supposons donné, pour chaque entier n > 0, un ensemble S}, de
cardinal n! (par exemple, le groupe des permutations &,,) et supposons
que pour chaque n > 0 soit défini une statistique f : Sp,,; — N telle que le
polynome générateur

a(n) = Z g’

SGS[n]
soit égal a
(¢ )n
2.1 a(n)=-—"— (n>0).
(21) ) = g2 (>0

On dit alors que f est une statistique mahonienne sur la famille (S|,)
(n > 0). La série

(2.2) a:= Z u" a(Z))n

= (@

est appelée g-fonction génératrice de la suite des polynémes (a(n)) (n > 0).
Il est souvent commode d’associer a tout entier positif n son g-analogue
défini par

(2.3) [n]q == 11__qqn =14+q+¢+ - +¢" !
et la g-factorielle de n
(2.4) [n]q! == [n]q [n —1]q -+ [2]q [1]
_(1-¢)(A-¢"") (1-¢)(1-gq)
(I1-¢) (-9 (1-¢9) (1-9q)
_ (@9
(1—qm

Le polynome générateur défini en (2.2) est donc égal a la g-factorielle de n.
La g-fonction génératrice définie en (2.2) a ainsi la forme tres simple
suivante :

(2.5) a:Zu” L g4 :<1— “ >_1.

= (@9 (1= 1—q

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’introduire plusieurs statis-
tiques mahoniennes, qui interviennent de facon naturelle dans 1’étude des
g-séries et d’en étudier leurs propriétés.
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La premiere de ces statistiques, que nous appelons “tot” pour “total”,
est banale, mais est d’une grande commodité pour les calculs. Pour
chaque n > 0 désignons par SE,, 'ensemble des suites sous-excédantes
x = (x1,x2,...,2,). On entend par la des suites de longueur n d’entiers z;
satisfaisant les inégalités 0 < z; < ¢ — 1 pour tout ¢« = 1,2,...,n.
Le cardinal de SFE, est naturellement égal a n! Pour toute suite x =
(x1,22,...,2,) € SE,, on définit

(2.6) totrx :=x1 +z2+ -+ xp.

PrROPOSITION 2.1. — La statistique “tot” sur SE,, est mahonienne,
c’est-a-dire pour tout n > 1, le polynome générateur de SE, par la
statistique “tot” est donné par :

(27> Z qtotx: (q;Q)n

veSE, (1 — q)n

Démonstration. — Le résultat est banal pour n = 1. Ensuite, par
récurrence sur n, on a :

Z qtot T _ Z qtot x’ Z qmn

reSE, ' €SE,_1 0<z,<n-—1
(@) n—1 _
_ 690 g
(1—q)

Les trois autres statistiques mahoniennes que nous introduisons sont
définies sur le groupe des permutations &,, ; ce sont le nombre d’inversions
“inv”, "indice majeur “maj” et la statistique de Denert “den”.

Soit ¢ = (1) ...0(n) une permutation, écrite comme un mot linéaire.
Classiquement, on définit le nombre d’inversions, invo, de la permu-
tation o comme étant le nombre de couples d’entiers (i,j) tels que
1<i<j<neto(i)>o(j).

L’indice majeur majo de o est la somme des positions i pour lesquelles
on a une descente o(i) > o(i + 1). Utilisons la notation x{A} = 1 ou 0,
suivant que I’énoncé A est vrai ou faux. Alors, I'indice majeur de o est
défini par

(2.8) majo = Y ix{o(i)>a(i+1)}

1<i<n—1
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La définition de “den” repose sur la notion d’intervalle cyclique. Soient
1,7 deux entiers stictement positifs; on définit 1’intervalle cyclique ﬂi,jﬂ
par

ﬂi ]ﬂ .:{]273]7 Siigj;
AL L ]+ i ool sid >

La statistique de Denert, den o, de la permutation o est définie comme

le nombre de couples (i, j) tels que 1 <i < j <n et o(i) € [[o(j), 5]

Pour démontrer que les trois statistiques qui viennent d’étre définies
sont mahoniennes sur &,,, nous construisons trois bijections o — x de &,
sur SF),, satisfaisant respectivement.

inve =totz, majo =totz, deno = totzx.

La construction de ces trois bijections fait appel a trois différents codages
des permutations. L’image x de o par chacune de ces bijections est appelée
le inv-codage, le maj-codage et le den-codage de o, respectivement

2.1. Le inv-codage. — On l’appelle encore codage de Lehmer. Soit
o = o(1)...0(n) une permutation. Pour tout ¢ = 1,...,n, on définit z;
comme étant égal au nombre de termes o(j) qui sont situés a la gauche
de (i) et qui sont plus grands que lui, soit

X = Z x(o(j) > o(3)).

1<j<i—1

La suite x := (x1,...,2,) ainsi définie est évidemment sous-excédante et
la correspondance o — x bien bijective. De plus, la somme tot x des x; est
précisément égale au nombre d’inversions inv o de la permutation o.

Dans I’exemple suivant, on a écrit sous chaque élément o (i) I’élément
correspondant x; du inv-codage.

_(123456789)
715492638
= 011204251

En particulier, inv o = tot z = 16.

Pour reconstruire ¢ a partir de son inv-codage x, on définit d’abord
o(n) = n — x,. Les éléments o(k + 1), ..., o(n) ayant été obtenus, on
élimine tous les termes de la suite (n,n—1,...,2,1) qui sont égaux a I'un
des o(l) pour un certain I > k + 1. Alors, o(k) est égal au (zj + 1)™°
terme de la suite (n,n — 1,...,2,1), lorsque celle-ci est lue de la gauche
vers la droite.
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Par exemple, partons de la suite sous-excédante x =(0,1,1,2,0,4,2,5,1)
de longueur n = 9; on a d’abord ¢(9) :=n —z, =9 — 1 = 8. On forme,
ensuite, la suite (9,7,6,5,4,3,2,1), ou 'on a supprimé 8. Alors o(8) est
égal au (xg + 1) = (54 1) = 6°°™° terme de cette suite, soit o(8) = 3.
La suite courante devient (9,7,6,5,4,2,1), dont le (x7 +1) = (2+1) =
31 torme est 6; d’oit 0(7) = 6. On considere alors (9,7,5,4,2,1) dont le
(z6+1) = (4 +1) = 57 terme est 2; d’ott 0(6) = 2. Et ainsi de suite.

2.2. Le maj-codage. — Partant d’une permutation ¢’ € &,,_1, écrite
comme un mot o’(1)...0'(n — 1), on peut engendrer n permutations
o € 6, en insérant la lettre n tout en début de mot, ou bien entre les
lettres o’(i) et ¢’(i + 1) pour 1 < i < n — 2, ou encore juste a la fin du
mot ; disons, respectivement, en positioni = 0,1,2,...,(n—1). Ainsi, toute
permutation o € &,, est caractérisée par un couple (¢/,i) ou o’ € &,,_1 et
0 <i < n—1. La surjection ¢ : o — ¢’ de &,, sur &,,_; consiste a enlever
la lettre n du mot 0 = o(1)0(2)...0(n).

Pour décrire le maj-codage, on renumérote les n positions possibles ou
I'on peut insérer n dans ¢’ = o’(1)...0'(n — 1) de la fagon suivante : on
donne d’abord la numérotation j = 0 si n est inséré a la droite de o’ (n—1);
supposons que o’ ait d descentes, c’est-a-dire d positions o’(i)o’(i+1) telles
que o'(i) > ¢’(i + 1). On numérote celles-ci de j =1 a j = d de la droite
vers la gauche; on donne ensuite la numérotation j = d+1 pour l'insertion
en début de mot et les numérotations j =d+2,d+3,...,n — 1 pour les
(n — 2 — d) insertions dans les autres positions lorsqu’on lit le mot o’ de
la gauche vers la droite. Si la lettre n dans la permutation originale o est
en position j dans la renumérotation des positions juste décrite, on pose
On—1:=0" =(0), z, := j et on note

(29) [Un—laxn]

cette nouvelle maniere de décrire la permutation o,, := o.

De méme, & 0,1 correspond un couple [o,_2,x,_1] et par itération,
on obtient une suite de couples [oy,—3,ZTn—2], ... , [00,21], OU 0 est la
permutation vide et z; = 0. On obtient ainsi une suite (forcément) sous-
excédante = = (x1,x2,...,T,), qu'on appelle le maj-codage de o.

Ezemple. — Soit la permutation 0 = 7154926 38. Les permutations
01, 02, ... , 08, 0g sont simplement les sous-mots réduits a la lettre 1, puis
aux lettres 1,2, ... , aux lettres 1, 2,...,8, enfin aux lettres 1,2,...,9.

On a ainsi successivement :

cr=1et x;1 =0;

o9 = 12 et comme les emplacements d’insertion dans o7 sont numérotés
(en indice) 11p, on a : zo = 0;

o3 = 123 et comme les emplacements d’insertion dans o, sont
numérotés 1152p, on a : x3 =0;
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o4 = 1423 et comme les emplacements d’insertion dans o3 sont
numérotés 112233p, on a : x4 = 2;

o5 = 15423 et comme les emplacements d’insertion dans o4 sont
numérotés 013412439, on a x5 = 3;

06 = 154263 et comme les emplacements d’insertion dans o5 sont
numérotés 31452412530, on a : g = 5;

o7 = 7154263 et comme les emplacements d’insertion dans og sont
numérotés 4155342266130, on a : x7 = 4;

0g =71542638 et comme les emplacements d’insertion dans o7 sont
numérotés 574165342276130, on a: rg = 0;

09 =7154926 38 et comme les emplacements d’insertion dans og sont
numérotés g8 = 57416534227613880, on a: xg = 2.

Le maj-codage de o vaut donc = = (0,0,0,2,3,5,4,0,2). On remarque
que majo = totx = 16.

Pour reconstruire la permutation o a partir d’une suite sous-excédante

x = (x1,%9,...,2,), on part de oy := 1, puis on obtient oy := [0, T2]
(dans les notations de (2.9)), ... , jusqu’a obtenir o := o, = [0p,—1, Zy].
PROPOSITION 2.2. — Soit ¢ : 0 — o’ la surjection de &, sur &, _1

qui consiste a enlever la lettre n du mot o(1)...0(n). Pour n > 2 et pour
toute permutation o’ € &,,_1, le polynome générateur de la classe 1~ (o")
par l'indice majeur est donné par :

(2.10) oM =gm T (1 g+ P+ "
ceyp—1(c’)

En utilisant la notation (2.9), on a encore

(2.11) maj[o,—1,%,| = majo,_1 +

et si x = (r1,T2,...,T,) est le maj-codage de o,

(2.12) majo =x1 + s +---+x, = totx.

Démonstration. — Les identités (2.10) et (2.12) découlent de (2.11),
que nous démontrons. Lorsque n est inséré a la fin du mot o’ = o,,_1, ¢’est-
a~dire dans la position numérotée 0, on a bien maj[o’, 0] = majo’. Si n est
inséré dans la x,,"*™° descente (1 < z,, < d = deso’) (numérotée de droite
a gauche), les xz,, descentes situées les plus a droite sont décalées d’un cran
vers la droite; les autres ne sont pas modifiées, d’ou (2.11) est vérifiée. De
méme, (2.11) est vérifiée pour z,, = d + 1, puisque cette numérotation
correspond & une insertion de n en début de mot. Maintenant, si o’(i) <
o'(i + 1) est la k'™ non-descente lorsqu’on lit ¢/ de la gauche vers
la droite (1 < k < n —d — 2), le facteur gauche o'(1)0’(2)...0'(3)
contient i — k descentes et le facteur droit o/(i + 1)o’(i +2)...0'(n — 1)
exactement d — i + k descentes. L’insertion de n entre ¢’(i) et ¢’(i + 1),
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donc dans une position numérotée d + k + 1, augmente l'indice majeur de
(i+1)+(d—1i+ k) =d+ k+ 1, puisqu'une nouvelle descente est créée
entre o’(i) et o’(i + 1) et que les (d — i + k) descentes du facteur droit
o'(i+1)0’(i+2)...0'(n — 1) sont décalées d’'un cran vers la droite. []

2.3. Le den-codage. — La statistique de Denert, den o, d’'une permu-
tation o € G,, peut se calculer a ’aide de son den-codage que ’on définit
comme suit. Pour chaque entier j (1 < j <n), on définit x; comme étant
le nombre d’entiers 7 tels que

(2.13) 1<i<j—1 et o(i)€]o(4),i]

On pose alors deno := x1 + 2o + -+ + x,. Cette définition est tout a
fait conforme a la définition globale donnée ci-dessus. Elle a ’avantage
de fournir immédiatement la définition du den-codage comme étant la
suite x = (x1,22,...,2,). 1l est évident que x est sous-excédante et
que l'application o — x est injective et donc bijective. Illustrons par un
exemple la détermination du den-codage.

Dans I’exemple ci-dessous, la premiere ligne donne la liste des entiers j
de 1 &9, la seconde la valeur correspondante de o(j), la troisieme la valeur
de I'intervalle cyclique ]] (), j ]] , la quatrieme la valeur de ;, comme étant
la nombre d’entiers i satisfaisant 1 <i < j — 1 et o (i) € [o(4), 5]

J 2 3 1 5 6 7 8 9
a(j) 7 1 5 4 9 2 6 3 8
ﬂg(j),jﬂ {1,8,9}{2}{6,7,8,9,1,2,3} 0 {1,2,3,4,5} {3,4,5,6} {7} {4,5,6,7,8} {9}

2 0 0 2 0 3 2 1 4 1

Le den-codage de o est donc x = (0,0,2,0,3,2,1,4,1). En particulier,
deno = 13.

Pour retrouver o & partir de x, on définit d’abord o(n) = n — x,.
Supposons que o(j + 1), ..., o(n) ont été déterminés a partir de z;41,
, Tn. On écrit alors la suite

J,hG=1),...,2,1,n,(n—=1),...,(j +1),

et on retire de cette liste tous les éléments qui sont égaux & o(I) pour un
certain [ > j+ 1. Alors o(j) est la (x; +1)"" lettre dans la suite lorsque
celle-ci est lue de gauche a droite.

Il résulte des propriétés des trois bijections de &,, sur SE,, précédem-
(134 7 13

ment construites que les trois statistiques “inv,” “maj” et “den” sont
mahoniennes. De plus, en composant ces différentes bijections avec leurs
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inverses, on peut construire des bijections de G,, sur lui-méme, qui envoient
“inv” sur “maj”, “inv” sur “den” et “maj” sur “den.”

3. L’algebre des coefficients g-binomiaux

Considérons le produit ¢ = a - b de deux séries formelles en u écrites
sous la forme

ut w o
azzﬁa(z) et b:Zﬁb(J)‘
i>0 7>0
Si 'on veut exprimer la série produit ¢ encore sous la forme

c= Z%c(n),

n>0
on voit que, pour tout n > 0, on est conduit a I'identité

= 3 (Z)au) ),
et

ou n) est naturellement le coefficient binomial - n —.
i il (n—1)!

Si 'on remplace maintenant les factorielles 4!, j!, n! apparaissant au
dénominateur par leurs g-analogues (q¢;q)i, (¢;9);, (¢;q)n, tels qu’ils ont
été définis en (0.1) et si les coefficients a(i), b(j), c(n) sont remplacés par
des séries formelles a(i,q), b(4,q), c(n,q) en la variable ¢, on voit qu’on

obtient 'identité

)= X |2]etiaiia

i>0, >0
N 1,—|—]:n
ou
n (q;q)n ,
3.1 o= 0<1<n).
(31) H (:0)i (¢ Qn—i ( )

On peut encore écrire :

{n} _ (@5 q)ni _ (" "5 q)s
i (6D n—i (9

(3.2)

n
L’expression [] est appelée coefficient q-binomial ou polynome gaussien.
i

Il est tout a fait remarquable que ce coefficient soit un polynéme en g,
a coefficients entiers positifs, une propriété que l'on établit de facon
algébrique.
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Dans la définition (3.1) convenons que le coefficient g-binomial [] est

nul lorsque la condition 0 <7 < n n’ est pas satisfaite. Par définition, on
a tout d’abord

(3.3) " = "] = 1;

3

(3.4) o= ni J .

On trouve, ensuite, deux formules du triangle de Pascal, a savoir

(3.5) n| _ _n—l} —l-qn_iln_l]‘
] T i—1]

(3.6) _n_:_n—l}_‘_ql{n—l]
i T -1 i ]

qu’on établit, en calquant le calcul traditionnel sur les coefficients bino-
miaux :

[ tio-m-a-e

(G Dn-1¢"""(1—¢")
(25 9)i (¢ @)n—i
TG D1 [n - 1}
(6 9)i—1 (45 Qs i—1|

P I e ] I
SN

n n .
Enfin, le passage a la limite lim | | = [ . | est immédiat.
qg—1 |17 ?

La relation (3.3) et I'une des relations (3.5), (3.6) montrent que le
coefficient g-binomial [ﬂ est un polynome en g, a coefficients positifs, de
degré i(n — 7). Il est beaucoup plus difficile de montrer que ce polynéme
est unimodal.

Les premieres valeurs des coefficients ¢-binomiaux m sont les sui-
vantes : [ = [ =1 [ =[] =15 [[] =1+a; []=[]=1
L =Dl =t1+a+d®s [ =0l =1 [J=[]=1+a+e+d%
L) = 1ta+2’+¢*+a*; [0 =[] =15 [}] =[] = 1+a+a®+¢*+a";
Bl =[] =1+a+2¢+2¢° +2¢* + ¢° + ¢°.
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Dans les formules (1.16) et (1.17), nous avons obtenu deux formules
pour chacune des deux g-exponentielles e,(u) et E,(u), d’abord comme
des produits infinis, puis comme des g-séries completement explicitées, a
savoir :

(3.7) eglt) = —— =Y

(U @)oo =4 (6:0)n

uTL
(3.8) Eq(u) = =y "
= (@ @n

Les coefficients g-binomiaux permettent d’obtenir des expressions pour
les produits finis 1/(u;q)n et (—u;q)n (N entier positif). Démontrons
que l'on a les identités :

(3.9) '1 :Z [N+:—1} "

(u7Q)N n>0
N
. _ n(n—1)/2 ,n
(3.10) (—wn= Y [n]q u”.
0<n<N

Pour établir (3.9) reportons-nous a (1.12). On a :

n

NU' Uu
SR ) > @)

(way (e S (¢ D
(¢ Q)N+n 1 {N +n— 1]
=1+, =2 u”
= (@G- ( =
Pour établir (3.10) reportons-nous au théoréme g-binomial. Il vient
(cusq)y = oo _ (¢ (—ug™); @)
’ (—ug™;q)oo (—ug™;q)oo
N\n
_ —uq _ —ug
_Z N n >> = Z(q N;Q)n((_))
n>0 q 9)n 0<n<N q;4)n

La sommation est, en effet, finie puisque (¢~;q), est nul dés que
n > N + 1. En utilisant la formule (1.10) pour a = ¢~ %, & savoir

(qN+1_”;q)n — <q—N; q)n (_qN)n —n(n—l)/Q,

on obtient

q
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N ni(n— un
(—wn= Y. (@ """ ——
0N (4 Dn

— Z |:N:| qn(n—l)/Q un7
n
0<n<N
d’apres (3.2) avec les substitutions n < N et i <+ n. []

Une autre fagon d’établir (3.9) et (3.10) est de procéder par récurrence
sur N et d’utiliser les formules du triangle de Pascal (3.5) et (3.6).

4. Structures ¢g-binomiales

Pour permettre d’entrer dans l’algebre des g¢-coefficients binomiaux,
il importe de décrire les structures combinatoires les plus courantes, les

admettant comme polynomes générateurs. Comme lini [N:”} = (N:”),
q—
il s’agit de trouver, pour tout couple d’entiers (IN,n), un ensemble A de
cardinal (N :”) et une statistique f sur cet ensemble satisfaisant
N +n
4.1 Hla) = :
(4.1) > g "

acA

Nous donnons quatre de ces structures : les classes de partitions
d’entiers, les suites croissantes d’entiers, les mots binaires, les partitions
ordonnées en deux blocs. Chacune de ces structures a une géométrie propre
qui permet de donner une définition naturelle a la statistique sous-jacente.

4.1. Partitions d’entiers. — D’apres (3.9), on a :

1 - N—I—nun
(42) <1—u><1—uq>---<1—qu>‘Z[ n } |

n>0

Or le membre de gauche de cette équation s’exprime comme une série
formelle en les deux variables g et u

Zun Z p(m,n,N) q”,

n>0 m>0

ou p(m,n, N) est égal au nombre de suites (mg, my, ma, ..., my) d’entiers
positifs tels que

(4.3) mo+mi+---+my=n et lm;+2mgo+---+ Nmy =m,

ou encore au nombre de partitions de m dont la notation multiplicative
est 1122 NN et le nombre de parts est au plus égal a n (a cause de
la présence du coefficient mg). Par conséquent,
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4. STRUCTURES ¢-BINOMIALES

p(m,n, N) est égal au nombre de partitions de m en au plus n parts,
toutes au plus égales a N.

Notons que p(m,n, N) = 0 des que m > nN + 1. Soit P(n,N) 'en-
semble des partitions en au plus n parts, toutes au plus égales & N (leur
diagramme de Ferrers est donc contenu dans un rectangle de base N et
de hauteur n). Désignons par ||7|| le poids d'une partition 7 € P(n,N),
c’est-a-dire ||7|| = m si 7 est une partition de m. On a donc

(4.4) [NJF"}: S opmn,Nygm = S g7l

n
0<m<nN w€P(n,N)

Pour établir (4.4), on peut aussi procéder par récurrence sur N + n,
cette formule étant naturellement banale pour N +n = 1. On utilise, par
exemple, (3.6), qui se récrit

[N-ﬁ-n} {N-l—(n—l)} n[(N—l)-l—n}
n n—1 n

Dans le membre de droite, le facteur [Ntl(fl_ 1)} est le polynome générateur
des partitions en au plus (n—1) parts, toutes au plus égales a N. Appelons-
les de premiére espéce. Le facteur [(N _;H'”] est le polynéme générateur
des partitions 7 dont le diagramme de Ferrers est contenu dans le rectangle
(N — 1) x n. Ajoutons a la gauche du diagramme de Ferrers de chaque 7
une colonne de hauteur n. On obtient le diagramme de Ferrers d’une
partition 7’ ayant exactement n parts, toutes au plus égales & N. Disons
que ces partitions 7’ sont de seconde espéce. Leur polynéme générateur est
égal a ¢" [(N_;H"} par récurrence. Or, toute partition en au plus n parts,

toutes au plus égales a N, est soit de premiere espece, soit de seconde
espece (voir Fig. 1). []

N N
premiere espece seconde espece

Fig. 1
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4.2. Suites croissantes d’entiers. — Ce modele s’averera tres commode,
car beaucoup d’objets combinatoires peuvent se coder facilement par
des suites d’entiers. Pour tout couple d’entiers (N,n), notons SC(N,n)
(resp. SSC(N,n)) l'ensemble des suites croissantes (resp. strictement
croissantes) d’entiers postifs b = (by,bs,...,by) satisfaisant 0 < b <
by < -+ < by <mn(resp. 0 < by < by < -+ < by <n). Posons, comme
précédemment, totb = by + by + - - - + by.

PROPOSITION 4.1. —  Pour tout couple d’entiers (N,n), on a :
N+n
4. — tot b — tot b,
(45) R ED SRV DR
beSC(N,n) beSC(n,N)
N(N-1)/2 [P T 1| _ tot B
(46> q |: N - Z q )
BESSC(N,n)
Démonstration. — On note la symétrie de la formule (4.5) en N et

n, symétrie qui disparait pour (4.6). Pour établir (4.5) on construit une
bijection m +— b de P(n,N) sur SC(n,N) telle que ||7|| = totb. Soit
m = (m >my >--->m, > 0) une partition en au plus n parts, toutes au
plus égales a IN. La bijection est simplement donnée par

T (Tn,..., T2, m) = b.

Supposons n > N — 1. Pour démontrer (4.6), on utilise la bijection
traditionnelle B +— b qui fait passer d’une suite strictement croissante
B € SSC(N,n) en une suite croissante b € SC(N,n — N + 1), a savoir

(OSBl<BQ<"'<BN§’I”L>>—)(0§Z)1Sbgg---SbNS’n—N-i-l),

Oflbl Z:Bl,bg Z:Bg—l, b3 Z:Bg—Q, ,bN §:BN—N+1. On en
déduit tot B = YU tot b et

Z qtotB:qN(N—l)/Q Z qtotb

BeSSC(N,n) beSC(N,n—N+1)
_ N2 N+m-N+1)| _ V-2 n+1 i
N N |
4.3. Mots binaires. — Notons M B(N,n) l'ensemble des mots de

longueur (N + n) contenant exactement N fois 1 et n fois 0. Si x =
T1T3 ...TN+p €St un tel mot, on peut définir le nombre dinversions, inv x,
du mot x comme étant le nombre de lettres 1 qui sont a la gauche de
lettres 0.
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4. STRUCTURES ¢-BINOMIALES

Ezemple. — Dans le mot ci-dessous, on écrit, sous chaque lettre égale
a 0, le nombre de 1 situés sur sa gauche. On obtient :

r=100101001
011020330

Douvinve=1+1+2+3+3=10.

PROPOSITION 4.2. —  Pour tout couple d’entiers (N,n), on a :

(4.17) {NJF"}: S g

n
x€EMB(N,n)

Démonstration. — De nouveau, on construit une bijection 7 — =
de P(N,n) sur MB(N,n) satisfaisant ||7|| = invaz. Toute partition
m € P(N,n) peut étre, dans sa version multiplicative, décrite comme
un monodme i7tig% . it oun 0 < iy < dp < -0 < 4 < N, mg > 1,
ne>1,... ,n,>1etnyg +ng+---+n, =n. Sile nombre de parts [(m)
de 7 est strictement inférieur a n, on pose n; = n —I(7) et i1 = 0. La
partition m n’a donc que des parts égales a 4o, ... , i, répétées no, ... ,
n,, respectivement. Si [(w) = n, alors 1 < i; et m a des parts égales a i1,

., i, Tépétées nq, ... , n, fois, respectivement.

A la partition 7, on fait alors correspondre le mot = défini par

e S U Kt (S K VS L K VS R

Le mot x a bien il—F(ig—il)+<i3—i2)+'"+<ir—ir_1)+<N—iT) =N
lettres égales a 1 et ny +ng +ng+ -+ +n,_1 + n, = n lettres égales a 0.
De phlS ||7T|| = il.nl +i2.n2 —+ - -l—z'r.nr == il.nl + (21 + (22 —i1)>.n2 4+ 4
(i1 + (ia — 1) + -+ + (4p — ip—1)).n, = invz. Enfin, Papplication 7 +— x
est évidemment injective, donc bijective. []

Remarque. — Une maniere géométrique de voir la bijection 7w — x
décrite dans la précédente démonstration est de dessiner le diagramme
de Ferrers de la partition 7, a l'intérieur d’un triangle de base N et
de hauteur n. Le bord (“rim”) du diagramme de Ferrers est une ligne
polygonale, composée de pas verticaux et horizontaux de longueur 1,
partant du point en haut a gauche, de coordonnées (0,n), pour arriver au
point en bas a droite, de coordonnées (N, 0). Ce bord a donc exactement n
pas verticaux et N pas horizontaux. On lit alors le bord de 7 de haut en bas
et de gauche a droite en attribuant une étiquette 0 a chaque pas vertical et
une étiquette 1 a chaque pas horizontal. Le mot x ainsi lu est précisément
le mot binaire décrit dans la précédente bijection.
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n="710
1110
0
1110
0
110
110
N =6
Fig. 2

Ezemple. — Considérons la partition m = (6,5, 4,4, 2,2) appartenant
a P(6,7). Dans sa version multiplicative, elle peut étre décrite comme le
mondme 0'22425'6!. Le mot z qui correspond & ce mondme est le mot
z = 1°00112-90214-20215-40'16-50'16-6 = 0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,
qui est précisément le mot qu’on lit le long du bord de son diagramme
de Ferrers, de haut en bas et de droite a gauche avec I'étiquetage indiqué
dans la remarque.

4.4. Partitions ordonnées en deuxr blocs. — Considérons ’ensemble
[N 4+ n| des (N + n) entiers 1,2,..., N + n. Si (A4, B) est une partition
ordonnée de [N + n] en deux blocs, on note v(A) et v(B) les mots
croissants formés par les éléments de A et de B, respectivement. Il n’y
a aucune inversion de lettres dans chacun des mots y(A), v(B); le nombre
d’inversions inv y(A)~y(B) du produit de juxtaposition v(A)~(B) est alors
égal au nombre de couples (a,b) tels que a € A, b € B et a > b.

PROPOSITION 4.3. — Pour tout couple d’entiers (N,n), on a :
|:N+7’L:| _ Z qinv'y(A)’y(B)
n )
(A,B)

ot la somme est sur toutes les partitions ordonnées (A, B) de [N +n] en
deuz blocs tels que |A| = N et |B| =n.

Démonstration. — D’apres la Proposition 4.2, le coefficient g-binomial
[NHL} est la fonction génératrice des mots binaires ¢ = z122...TN1n
contenant N lettres égales a 1 et n lettres égales a 0, par nombre
d’inversions. A un tel mot binaire x, faisons correspondre une partition
ordonnée (A, B) de [N + n], en posant : i € A ou ¢ € B suivant que
xz; = 0 ou x; = 1. Ainsi, l'inversion z; = 1, z;; = 0, j < j’, dans le
mot x, correspond a l'inversion j' > j entre I’élément j' € A et ’élément
jeB. []
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5. Les coefficients ¢-multinomiaux

Ils forment une g-extension naturelle des coefficients multinomiaux et
sont introduits comme suit. Pour tout entier » > 1 et toute suite d’entiers
positifs (my,ma, ..., m,), posons

mi+mg+ -+ my (@G Dy tmattm,

5.1 = .
5-1) mi,ma, ..My |0 (G Dm (G Dms - (G D,

Pour simplifier ’écriture, on supprime 'indice ¢ s’il n’y a pas d’ambiguité.
Dans le cas » = 2, on retrouve l’expression du polynome gaussien
étudié dans le paragraphe précédent. Que le coefficient g-multinomial
soit un polynome en ¢ a coeflicients entiers résulte des interprétations
combinatoires données par la suite.

Lorsque ¢ tend vers 1, le coefficient g-multinomial défini en (5.1)
tend vers le coefficient multinomial (m;;n;ij?), comme on peut le
vérifier immédiatement. Il faut donc s’attendre a ce que le coefficient
g-multinomial soit un polynéme générateur d’un ensemble de cardinal
(mrlntnr;‘f;'”';m’") par une certaine statistique.

Les déﬁxrinterprétations combinatoires du coefficient g-binomial en
termes de classes de partitions et de suites croissantes se prolongent mal au
cas multinomial. En revanche, lorsqu’on passe des mots binaires, étudiés
dans le paragraphe précédent, aux mots dont les lettres appartiennent a
un alphabet de cardinal r (r > 2) et qu’on prolonge la définition de la
statistique “inv” a ces classes de mots, le coefficient ¢g-multinomial a une
interprétation aisée.

Pour r > 1 et pour toute suite m = (my, mo, ..., m,) d’entiers positifs,
notons R(m) la classe de tous les mots de longueur m = m; + mo +
-+ 4+ m, qui sont des réarrangements du mot croissant 17*12™2 . pr™r,

Le nombre de tels réarrangements est bien égal au coefficient multinomial
(m1+m2+"'+mr)

m1,M2,...,Myp
Soit w = x122 ... T, un mot appartenant a la classe R(m). Le nombre

d’inversions de w est défini comme le nombre de couples (i,7) tels que
1 <i<j<metz; > x;. Comme pour les mots binaires, on le note
invw.

Il est commode pour tout mot w = z1x5...2, de déterminer, pour
chaque j = 1,...,m, le nombre z; de lettres x; situées a la gauche de x;
telles que x; > x;. On a alors invw = 21 + -+ - + zp,.

Dans I'exemple suivant, le nombre d’inversions de w est déterminé a
partir des nombres z;

w= 313412543
z= 010033013

et 'onabien:invw=totz=1+3+3+1+3=11.
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THEOREME 5.1. — Le coefficient g-multinomial [™ ™24 e ot e

my,mz,..., My
polynome générateur de ’ensemble R(m) par le nombre d’inversions.
En d’autres termes, on a :

mi1+mo+ -+ my in
my, M2, ..., My
wER(m)
Démonstration. — La relation (5.2) est banale pour » = 1 et elle
est aussi vraie pour r = 2 d’apres la Proposition 4.2. Considérons la
factorisation

[ml +mg+ -+ mr+1:| . (% Dmatmattmeia
mi,ma, .. Meg1 | (G Qmy (G ODmg - - (G Dy
(¢ Dy tmottmog (% Dmatmattm,
(@ Dmatmat-tme (G Dmeis (G Dma (G Dms -+ - (G Dim,
B mi+mo+ -+ Mypgq my +mg+ -+ My
N {ml +m2+-~-+m7a,mr+1} [

My, M2, ..., My

et prenons un mot w = x1xs...T, de 'ensemble R(mi,ma,...,myy1),
de sorte que sa longueur est m =m;+mg+ -+ my,41. Les inversions
x; > x; (1 < j) de w se répartissent en deux catégories : (i) celles de la
forme z; =r+1 > s = x;, ou s est I'un des entiers 1, 2, ... , r; (ii) celles
de la forme x; = s >t =x;,oulonar>s>¢t>1.

Notons w; le mot de longueur m’ obtenu de w en remplacant toutes les
lettres inférieures ou égales a r par 1 et toutes les lettres égales a (r + 1)
par 2. De méme, notons ws le sous-mot de longueur m = my+mo+- - -+m,
déduit de w en supprimant toutes les lettres égales a (r + 1).

L’application w — (wq,ws) est, de facon évidente, une bijection de

R(mi,ma,...,mpq1) sur R(mi+mao+- - -+my, mpp1)xR(mi, ma,...,m.).
De plus,
(5.3) invw = inv w; + inv ws.

Or, par récurrence sur r, on a :

e B
— mi+ma + o+ My, Megr]

Zqinvwg _ [m1+m2++mr:|
my, M2, ...,Mp
wa

L’identité (5.2) est alors une conséquence de ces deux identités et de

(5.3). []
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6. Le Verfahren de MacMahon

Le mot allemand “Verfahren” signifie procédé, maniere de faire, ... Ce
terme s’applique a cette méthode de réarrangement de suites de nombres,
imaginée par MacMahon pour le traitement de certaines g-séries.

11 est immédiat que 1/(q; q).m est la fonction génératrice des partitions
d’entiers en au plus m parts. Si on écrit une telle partition sous la
forme classique 7 = (m > m > .-+ > 7w, > 0), alors la suite
b= (bi,....,bm-1,bm) := (T, ..., m2,m) forme une suite croissante de
m entiers positifs. En abrégé, on écrit : b € SC(m). On peut donc écrire

1
(6.1) = )

(@ @m St

outotb=1"by + -+ by,.
On dit qu'une statistique “stat” est mahonienne, si sur chaque classe
R(m), elle satisfait I'identité

1
(@ Dmytetm,

1
(G Dmy (G Dm,

stat w

q g
w€E R(m)

(6.2)

Le Théoreme 5.1 ne dit rien d’autre que le nombre d’inversions “inv” est
une statistique mahonienne. Or, en utilisant (6.1), on peut récrire (6.2)
sous la forme

1) ... (r)
(63) Z qtotb+statw: Z qtotb +---+tot b ,

beSC(m), weR(m) b ... b(r)

ott b € SC(my), ... , ") € SC(m,). On peut donc dire qu'une statis-
tique “stat” est mahonienne si a tout couple (b,w) € SC(m) x R(m)
correspond une suite unique (b,... b(") € SC(my) x --- x SC(m,)
telle que 1’on ait

(6.4) tot b + statw = tot bV + - - - + tot b,

Le but de ce paragraphe est d’utiliser cette définition, disons constructive,
pour faire apparaitre 'indice majeur, comme une statistique mahonienne,
non seulement sur les permutations, mais sur les réarrangements de mots
quelconques.

A toute suite (b(l), ceny b(r)) correspond, de fagon unique, une matrice
a deux lignes
1 1 2 2 T T
(6.5) S N A S S IS NN A
1 ...1 2 ...2 ...r ...r )
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ol, dans la premiere ligne, on a écrit successivement les composantes des
suites b, b3 .. b chaque fois en ordre décroissant (en partant du
plus grand terme).

L’idée du Verfahren de MacMahon est de réarranger les colonnes de
cette matrice de fagon a obtenir une premiere ligne décroissante et ceci
de fagon biunivoque. Pour la seconde ligne de la matrice, on passe alors
du mot 1™12™2 . r™r & un réarrangement bien défini de celui-ci. Pour
réaliser ce réarrangement des colonnes, on utilise la regle de commutation

suivante :
/

(6.6) deux colonnes (fl) et <ccl’) commutent si et seulement si ¢ # .

Moyennant cette regle de commutation, & toute matrice du type (6.5)
correspond, de fagon bijective, une matrice

(6.7) <y1 L ym),

1 I2 B 7% %

dont la premiere ligne est décroissante et si 'on a yr = yiy1, alors
xr < Tk+1, ou, de facon équivalente,

(6.8) T > Thal — Yk > Yk+1-

Autrement dit, s’il y a descente dans la seconde ligne, il y a aussi descente
dans la premiere ligne, I'inverse n’étant pas nécessairement vrai.

Par exemple, prenons r = 3, m; = 6, mg = 2, mg = 4, b =
(0,0,1,1,5,6), b = (1,3), b®) = (1,1,4,5), de sorte que m = m; +
my + mg = 12. La matrice de type (6.5) s’écrit :

651100315411
1111112233337

qui, apres réarrangement des colonnes, utilisant la régle (6.6), donne la
matrice de type (6.7) ayant la propriété (6.8) :

655431111100
113321123311 )/°

Les termes de la seconde ligne qui sont supérieurs a leurs successeurs sont
en gras. On voit que les termes correspondants de la premiere ligne sont
aussi supérieurs a leurs successeurs (propriété (6.8)).

Revenons au cas général et appelons v := y1ys ...y, le mot constitué
par les coefficients de la premiere ligne de la matrice (6.7). Par construc-
tion méme, il est 'unique réarrangement décroissant du produit de juxta-
position b(1) .. (). De méme soit w := 2125 . ..Z, le mot formé par les
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coefficients de la seconde ligne de la matrice (6.7). C’est donc un mot bien
défini appartenant a R(m).

Pour £k =1,2,...,m, notons zx le nombre de descentes dans le facteur
droit xxTg41 . . . Ty de w, c’est-a-dire le nombre d’indices j tels que k£ < j <
m—1et x; > 41, puis posons by, ==y — 2 (1 <k <m). Sizp > Tpy,
alors zx = zr41 + 1 par définition de zj, mais encore yi > yi11+ 1 d’apres
(6.8). Il en résulte by, = yp— 2k > Yg+1+1—(2k+1+1) = bgt1. En revanche,
si 2 < Tp41, ON A toujours yr > Y41, puisque v est décroissant, mais
aussi zx = 2i+1, d’ou encore by, = Yy — 2k > Yk+1 — Zkt1 = bpt1-

On en conclut que la suite b définie par b := (b, ..., bs, by) satisfait
les relations 0 < b, < -+ < by < by, soit b € SC(m). Enfin, on a, en
désignant par z(w) la suite (21, 22,...,2m),

tot b + -+ tot b =y + Yo+ - + Y
= (b1 +21) + (b2 + 22) + -+ + (b + 2m)
(6.9) = tot b + tot z(w).

Comparant cette derniere identité avec (6.4), on voit donc que tot z(w) est
une nouvelle statistique mahonienne, s’il est bien vérifié que 'application
(bW, b)) = (b,w) est bijective. Or la construction qui vient d’étre
faite est parfaitement réversible : si 'on part d’'un mot w € R(m) et
d’une suite b = (b, ..., b2,b1) € SC(m), on détermine d’abord la suite
z(w) = (21, .., 2m). On sait alors que le mot v = Y1 ... Ym—_1Ym défini par
yi = b;+2z; (1 < i< m) est décroissant. On forme alors la matrice a deux
lignes (3)) et en appliquant la regle de commutation (6.6), on définit les

suites b™), ... | b(") par (6.5) et naturellement (6.9) est bien vérifié.

Reprenons 'exemple traité ci-dessus; on avait obtenu
v (655431111100
w) \113321123311)"

v =655431111100
w =113321123311
2(w)=333321111100
b =322110000000

On en déduit :

On a bien :
tot b 4+ tot b = (64+5+1+1) + (3 +1)+ (B +4+14+1) =28
=totb+totz(w) =B3+2+2+1+1)+(12+2+45) =28.

Revenant au cas général, peut-on mieux caractériser cette nouvelle
statistique mahonienne “tot z(w)” qui vient d’étre trouvée? Oui, c’est en
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fait la statistique 1’indice majeur, “maj”, déja introduite au paragraphe 2
pour les seules permutations et dont la définition est prolongée aux mots
quelconques.

Définition. — Soit w = x1x2 ... 2, un mot dont les lettres sont prises
dans I'alphabet {1,2,...,r}. L’indice majeur, “majw”, du mot w est défini
par
(6.10) majw := Z ix(z; > migq).

1<i<m—1

Autrement dit, pour calculer I'indice majeur d’un mot, on détermine
ses descentes et leurs positions. L’indice majeur est alors la somme des
positions de ces descentes.

PROPOSITION 6.2. — Pour tout mot w, on a : majw = tot z(w).

Démonstration. — Si w = z122...T, et 1 < i < m, on a défini z;
comme étant le nombre de descentes dans le facteur droit x;x;41 ... Zn,
puis défini z(w) comme étant la suite des z;. Si w est de longueur 1, on

a évidemment majw = totz(w) = 0. Si w est de longueur supérieure
ou égale a deux, posons w’' := x1T2...Tm_1 et 2(w') = (21,...,2,,_1)-
Si Zm_1 < T, alors majw = majw'zr, = majw’ = totz(w’)

tot z(w'xy,) = tot z(w). Si Tp—1 > Xy, alors majw = majw’ + (m — 1),
puisqu’il y a une descente en position (m — 1). Par ailleurs, on a :
z(w) = ((z4 +1),...,(2,,_1+1)); dotu tot 2(w) = tot z(w') + (m —1). []

Résumons dans le théoréme suivant les résultats démontrés concernant
I'indice majeur.

THEOREME 6.3. — L’indice majeur est une statistique q-multinomiale,
ou encore pour toute classe de réarrangements R(m), on a l'identité :

(611) m1+m2—|—-..—l—mr}: Z qmajw.

1, 1762, y by wER(m)

7. Un raffinement du Verfahren de MacMahon

Réexaminons la bijection inverse de la bijection
(7.1) W, = (b, w)
de SC(my) x --- x SC(m,) sur SC(m) x R(m), qui avait permis de
démontrer que la statistique “maj” satisfaisait 'identité (6.3) lorsqu’on

remplagait “stat” par “maj”’. Chaque terme z; de la suite z(w) =
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(21, 22,...,2m) compte le nombre de descentes dans le facteur droit
Ti%it1 ... Ty du mot w. Par conséquent,

(7.2) 21 = desw.

Comme y; = b,,, + 21 et que y; est le terme maximum de tous les termes
des suites b, ..., b(") on a aussi :

(7.3) bV < by, +desw, ... b < by, + desw.

Prenons un entier positif s’, puis une suite croissante b telle que 0 < by <
<o < by, < 8, clest-a-dire, dans les notations du précédent paragraphe,
be SC(m,s’), enfin un mot w € R(m) et posons

(7.4) s: =5 +desw.
Les inégalités (7.3) entrainent alors
(7.5) b € SC(my,s),...,b") € SC(m,, s).

La bijection décrite tout au long du précédent paragraphe a donc aussi la
propriété donnée dans la proposition suivante.

PropPOSITION 7.1. — A tout triplet (s',b,w) tel que s* > 0,
b € SC(m,s") et w € R(m) correspond de fagon bijective une suite
(5,01, .... b)), ot s = ' + desw et ou bV € SC(my,s), ... , b €

SC(my, s), ayant la propriété :

tot b 4+ - + tot b = tot b + majw.

Notons maintenant Ay, (¢, ¢) le polynome générateur de la classe R(m)
par la bistatistique (des, maj), c’est-a-dire

(7.6) Am(t.q)= ) ti=vgmeiv,
wE R(m)
Alors
1 m+ s
——— At q) = t° [ }Am t,q d’apres (3.9
o Amt ) = " 0 [ Antia) (s 09

— Z s Z ¢t Am(t, q) [d’apres (4.5)]

8’20 beSC(m,s")

— § : 2fs'—|—des wqtot b+majw

s'>0,beSC(m,s"),
w€E R(m)
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— Z 15 Z qtot b+majw

$20  5'>0,b€SC(m,s'),
wER(m), s’ +des w=s

_ tot b1 ... 4tot (™
=Xt > :

520 b(l)GSC’(ml,s),...,
b(Mesc(m,,s)

[d’apres la Proposition 7.1]

soit

(7.7) =3¢ {mlj 8} . {mT + S} [’apres (4.5)].

(t; q)m—l—l $>0 S

La formule (7.7) peut aussi s’exprimer comme une identité entre
séries formelles, non plus entre g-séries, mais dans une algebre de séries
normalisées par des dénominateurs de la forme (¢;¢)m+1, en r vari-

I+ A «— mi, M2 m 3
ables u1,us, ..., u,. Par commodité, posons u™ := wuy 'uy * ... uw"", puis

(15 q)s41:= (u1;q)s11 - (ur;q)sy1 et rappelons que m = my + - -+ m,..
Multiplions (7.7) par u™ et sommons les deux membres par rapport a

toutes les suites m = (myq, ..., m,) de r entiers positifs. Alors
my + s my + s
At t5
O e LD U A B A
mi + 8 My + 8
—zts(z a5 (S )
s>0 mi

soit, en utilisant une nouvelle fois I'identité (3.9),

(7.8) ZA (t,q) :Z

1+m s—l—l

Remarque. — L’identité (6.11) peut se récrire, en utilisant le théoreme
g-binomial (Théoreme 1.1) comme

9 Y Amlt= Lo = :

(@ Dm (U13@) o0 - - (Ur; @)oo

L’identité (7.8) apparait comme une “t-extension” de cette identité. An-
alytiquement, on peut donc passer de (7.7) a (7.8) en posant t = 1, en
établissant un lemme adéquat sur les séries formelles. Le Verfahren de
MacMahon permet de s’en dispenser.
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8. Les polynémes Euler-Mahoniens

Partant de la définition combinatoire des polynomes A, (%, q), donnée

n (7.6), nous avons fait apparaitre ces polynémes, dans la formule (7.7),

comme les numérateurs d’une fraction rationnelle dont le développement

en série de puissances de t a une forme explicite. Cette formule (7.7) n’est

elle-méme que la lecture de la (¢, ¢)-fonction génératrice de ces polynomes
obtenue en (7.8).

La question naturelle qui se pose est de savoir si, de I'une de ces deux
formules, on peut obtenir une relation de récurrence sur ces polynomes,
permettant, par exemple, leur calcul explicite. Notre propos est de montrer
qu'un calcul aux q-différences partielles fournit la récurrence cherchée.

Pour chaque multi-indice m = (mq, ma, ..., m,_1,m,), il est commode
de poser |m| :=mj +mg + -+ m,_1 +m, (une quantité qui a aussi été
notée précédemment m) et m+ 1, := (my,ma,...,m,_1,m, +1). Notons
(8.1) At,qgyu) = At gy ur, - s ur Am(t,q)

Z (t; Q)1+\m|

la (t,q)-fonction génératrice des polyndémes Ap,(t,q) et formons la ¢-
différence finie appliquée a la seule variable u,. :

Dur = A(t7Q7 ut, - - '7“7’) - A(t7q;u17 < '7ur—17u7’Q)'

Utilisant le membre de gauche de (7.8), on obtient :

ul™ L ou T (ueg)™r
Am(t, q)——— A o1
; (t; @) 14m| % m( (t; @) 14 m|
my2>1 my2>1
m+1r
= Am+1 t q
Z (£ @)24)m|
u u,q (upg) ™t
Z (t; @) 24 m|
soit
+1 m+1,
(8.2) = —q"" ) Am+1,(tq)
(t7Q>2+\m|

Utilisons maintenant le membre de droite de (7.8) :

D=yt

5>0 (ula Q)s+1 ce (Ur, Q)s+1 >0 (Ul’ Q)s+1 cee (Urq; Q)s+1
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ts 1—u, }

= 1—
S5 (W a)sa [ 1—upgstt

tS |: +1 1 - u?"
=y e [ g
' ;) G 1—upgst?

= Uy (A(ta q;ui, - .. 7u7“> - qA(tQ7 q; Uty ..., Ur-1, u?"Q))
D’ou la relation :
(8.3) A(t,q;ury...,up) — Alt,q;ug, .oy Up—1,Urq)
= up (A(t, g un, - up) — QA(LG, G ua, - - U1, Upq)).

Récrivons chacun des termes du second membre de cette derniere relation
a l'aide des polynémes Ay, (t, q). Il vient

(g = Y Am(tg) 2
u, A(t,q;u) = Am(t, q
— (5 @) 14 |m|
(8.4 (1=t 1) Ay (1, @)
8.4 = 1—tqg ™) An(t, q .
— (t; @) 24 m|

De méme,

ugnl o um:f1 (u q)mr-i-l
urq Atq, g;u, - .., urq) = Z Am(tg, q) (tqr' Q)1+] rl
m ’ "

m+1,

(8.5) = q™ (1= 1) Aml(tg, Q)m-

Tenant compte de (8.2)—(8.5), on en tire la relation de récurrence :

(8.6) (1—¢™ ™) Amy1,(t,q)
= (1 —tg""™N) A (t,q) — ¢ (1 — t) Aml(tg, q).

Ecrivons Am(t,q) = 3 t*Am.s(q), de sorte que Am (q) est la fonction
s>0

génératrice des mots w € R(m) tels que desw = s par 'indice majeur et

calculons le coefficient de ¢* dans (8.6). On trouve :

(1= ¢™ ) Amy1,.5(q)
- Am,s(Q) - q1+|m‘Am,s—1(q) - qmr+1+sAm,s(q) +qmr+1+(5_1)Am,s—1(q)7

soit en divisant par (1 — ¢) et en utilisant la notation [0], = 0 et
mlg =1+q+---+¢ """ (m=1),

(87) [mr + 1]q Am—l—lr,s(Q)
= [my + 1+ slg Am,s(q) + ¢ [L+ [m] — s — 1m0 ]g Am,s—1(9)-
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Les relations ((8.6) et (8.7) permettent un calcul aisé des tables des
premieres valeurs des polynomes Ay, (¢, q).

Table des polyndémes Ay, (t,q) :

Agy=1; Agny =1+t Apy=1; Auia) =1+t2q+2¢°)+°¢%);
Aoy =1+tlg+q%); Ag) =1

Ay =1+t(3¢+5¢* +3¢%) + t2(3¢> + 5¢* + 3¢°) + 3¢,

A1y = 1+ 4(2g+3¢% +2¢°) + (4> + 2¢" + ¢°);

Aoy =1+t(g+2¢* +¢*) +t2¢";  Apny=1+tlg+*+¢°); Aw =1

Définition. — Une suite (Am(t,q)) de polynomes de deux variables t
et ¢, indicée par un multi-indice m = (mq,...,m,) (r > 1) est dite
FEuler-Mahonienne, si 'une des quatre conditions suivantes équivalentes
est satisfaite :

(1) Pour tout m on a (voir formule (7.7)) :

m Am(tiq) =) t° [ml;r S} {mr; 8}

s>0

(2) Pour » > 1 fixé, la (t,q)-fonction génératrice des polynomes
Am(t,q), indicés par le multi-indice m = (mg,...,m,), est donnée par
(voir formule (7.8)) :

S it o =Y

t q 1+4|m)| s>0 s—l—l

(3) Elle satisfait les relations de récurrence (voir formule (8.6)) :

(1—¢™ ) Ams1,(t,q)
= (1 —tg" ™ A (t, q) — ¢™ (1 — t) Am(tq, q).

(4) En posant Am(t,q) = > t°Am. s(q), ses coefficients A, 5(q) satis-
s>0
font la récurrence (voir formule (8.7)) :

[m, + 1]q Am+1m8(Q)
- [mr + 1 + S]q Am,s(Q) + qS—qu«[l + |m| - S mr]q Am,s—l((D'

Remarque. — Avec la condition initiale Ag(t,q) = 1, la relation de
récurrence (3) détermine, de fagon unique, la suite Euler-Mahonienne.
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Elle ne fournit pas pour autant ’expression analytique de la (t, ¢)-fonction
génératrice donnée en (2). Nous nous proposons de décrire une méthode
qui, partant de la récurrence (3), donne explicitement 'identité (2).

Une méthode de q-calcul. — Tout d’abord, la récurrence (3), c’est-a-
dire la relation (8.6), n’est que la relecture de I’équation aux ¢-différences
(8.3). En fait, cette équation peut étre récrite pour chaque variable u;
(i=1,...,r):

(8.8) A(t,q;u) — A(t, g5 ua, .- uiq. .. uy)
= Uy A(t7Qv LI) - quA(tQ7q7u17 N 21! PR 7u7“>'

Posons : A(t,q;u) = Y t°Gs(u, q). On en tire :
s>0

Zts(l —u;)Gg(u,q) = Zts(l —w " THG (ur, .. UG, - Uy, Q).

s>0 s>0
En prenant le coefficient de ¢° dans chaque membre, on obtient :

1-— uiq5+1

59 Glug =7t

G5<U1, <o Uiy . '7u7’77Q)7
pour i = 1,...,r. Posons alors Fs(u,q) = Gs(u,q)(u;q)ss1. De (8.9), on
déduit pour i = 1,...,r, 'équation

(8.10) Fs(u,q) = Fs(u1, ..., uiq, ..., Up, q).

Or on peut écrire Fy(u,q) = > u™Fsm(q), ot Fsm(q) est une série
de puissances positives de ¢. Fixons-nous le multi-indice m et soit m;
une composante non-nulle de m. La relation (8.10) implique alors :
Fim(q) = ¢" Fsm(q). Dot Fym(q) = 0 et Fi(u,q) = Fso(g), une
quantité qui reste a évaluer. Or, par définition de Fs(u,q), on a :

Foolg) = Fwg) | _ = Gwo@au | _ =G0,0=1
1
puisque ZtSGS(O,q) = A(t,q;0) = 0 = ZtS. Ainsi G4(u,q) =
s>0 41 $>0
1
(u§ Q)S—H D

9. Les deux formes des polynoémes ¢-Eulériens

Etudions les polynoémes Euler-mahoniens Ay, (t, q), introduits au para-
graphe précédent, lorsque le multi-indice m est de la forme (17) =
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(1,1,...,1). On parle alors de polynémes q-maj-FEulériens ou simplement
q-Fulériens et on adopte la notation

majA?“(t7 Q) = A(IT)(t7 Q)

En reprenant terme a terme la définition des polynoémes Euler-Mahoniens
du paragraphe précédent, on constate que la condition (2) ne peut se
particulariser, mais qu’en revanche, on peut prendre la fonction génératrice

exponentielle des polynomes maJA, (t,q) et obtenir une formule

(t @)1
close intéressante. Nous incluons cette formule comme condition (2). Pour

les conditions (3) et (4), on prend m = (1"~1), d’ott m,. = 0.

Définition. — Une suite (#A,.(¢,q)) de polynomes de deux variables ¢
et ¢, indicée par les entiers r > 0, est dite ¢g-maj-FEulérienne, si 'une des
quatre conditions suivantes équivalentes est satisfaite :

(1) Pour tout entier r > 0, on a :

1
(9.1) L ey (g = Y8 (s 41

(& @)rs1 =

(2) La fonction génératrice exponentielle des polynomes
maA, (t,q)/(t; q)r41 est donnée par :

(9.2) Z F A = " t* exp(us + 1)

t:
>0 (t:¢)r+1 s>0

(3) Elle satisfait la relation de récurrence

(9.3) (1 —¢q)™™A,.(t,q) = (1 —tqg") ™A, _1(t,q) — q(1 —t) ™A, _,(tq, q).

(4) En posant ™¥A,.(t,q) = Y t5 ™A, ((q), ses coefficients ™A, ;(q)
satisfont la récurrence : 520

(94) "™MNAns(q) = [s+ 1 "MAr16(q) + @[ — g "MAro1,5-1()-

9.1. Retour aux polynémes FEulériens. — Ceux-ci, notés A, (t), ont
été introduits au chap. 1, § 16, comme polyndémes générateurs du groupe
des permutations &, par nombre d’excédances “exc”, d’une part, et
par nombre de descentes “des”, d’autre part. Leur fonction génératrice
exponentielle (obtenue, par exemple, dans les Exercices 33 et 34 du chap. 1)

est donnée par :

(9.5) S A=

= —t +exp(u(t — 1))
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Posons, par ailleurs, A, (t) := > A, st°, de sorte que A, (le nombre
Eulérien) est le nombre de permutations o d’ordre r ayant s descentes.
On voit immédiatement qu’en insérant l’entier r dans chacun des r
emplacements possibles d’une permutation d’ordre (r — 1), on est conduit
a la relation de récurrence bien connue sur les nombres FEulériens :

(9.6) Ars=(+1) A1+ (r—s)Ar11.

Les techniques du maj-codage, telles qu’elles ont été exposées en § 2.2,
montrent, en outre, que 'on a :

(9.7) Ars(q) = A4+q+-4+¢) Ar 16+ (° +---+¢ 1) A1 1(q),

puisque l'insertion de r a la fin d’une permutation ¢ ayant s descentes,
ainsi que dans les s descentes de celle-ci, fournit le premier terme du second
membre. Le second terme est obtenu en considérant les permutations ayant
(s — 1) descentes et en insérant r dans les (r — (s — 1) + 1) emplacements
qui ne sont pas des descentes et non situés a I'extrémité de la permutation.
Or (9.7) n’est qu’'une récriture de (9.4).

On voit qu'en posant ¢ = 1 dans (9.2), puis en remplacant u par
u/(1—t), on passe de la fonction génératrice (9.2) a la fonction génératrice
(9.5). En posant, de méme, ¢ = 1, on passe de la formule de récurrence
(9.4) & (9.6). On dit que (9.2) et (9.4) sont des g-analogues de (9.5) et
(9.6).

Il y a d’autres manieres d’imaginer un g-analogue pour les polynomes
Eulériens. On peut partir de la fonction génératrice (9.5) et au second
membre remplacer la série exponentielle, par 1'une quelconque des g-
exponentielles e, (u), E4(u), telles quelles ont été définies en (1.16) et
(1.17). Nous choisissons la seconde pour des raisons de commodité; le
calcul avec la premiere conduit simplement a 1’étude de la statistique
(Z) — inv, au lieu de la statistique “inv”.

Dans le second membre de (9.5) faisons la substitution exp(u) < E4(u),

on obtient, puisque E,(u)e,(—u) =1,

1—t B 1—t
—t+ E,(u(t—1))  1—te,((1—1t)u)

::(1—-t§:(1—-w”—1 u )_1,

= (¢ Dn

une série que 1’on note :

1—-1 inv
08 EEaem & MG,

n

150



9. LES DEUX FORMES DES POLYNOMES ¢-EULERIENS

Que sont ces coefficients ™4, (t, q) ? L’identité

n

<1 S -y (q;Q)n> 2 () (@ Q)n !

n>1 n>0

fournit la relation de récurrence : ™A (t,q) =1 et

09  ™ag= Y [Z]inm(mq)t(l—t)”—l—k (n>1),

0<k<n—1

qui, & son tour, montre que les coefficients ™A, (¢, q) sont des polynémes en
deux variables t et q et a coefficients entiers positifs. En laissant ¢ tendre
vers 1 dans (9.9) et en posant t A, (t) := "™A4,(t,q) }q — 1, on trouve la
formule

n
tAn(t) = tAp(t)t (1 —)n1=F >1
0= Y (})raoia-t @z,
0<k<n-—1
qui, a son tour, est équivalente a l'identité

u" 1-1¢
n! 1 —texp(u(l—1t)’

L+ A1)

établie dans I’Exercice 34, chap. 1. Cette identité dit que, pour n > 1,
le polynéme t A,,(t) est le polyndme générateur de &,, par la statistique
1 4 des. 1l s’agit donc d’associer une statistique a cette derniere pour
que le polynome générateur formé satisfasse (9.9). Une telle statistique

nous est fournie par le nombre d’inversions “inv”’, comme prouvé dans la
proposition suivante.

PROPOSITION 9.1. — Pour chaque n > 0, notons désormais ™A, (t, q)
le polynome générateur du groupe des permutations G,, par la bi-statistique
(1 + des,inv), i.e.,

(910) inmn(t,q) — Z t1—|—des qunva.
ce6G,

Alors la suite (™A, (t,q)) satisfait la récurrence (9.9) et la g-fonction
génératrice de ces polynémes satisfait lidentité (9.8).

Pour £ = 0,1,...,(n — 1), posons uy := [Z] VA, (t,q) t; puis, par
itération sur k =0,1,2,...,(n — 1), définissons :
(9.11) G_1:=0; G = up + (1 — t)Gk_l.
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On voit que pour démontrer la Proposition 9.1 il suffit de démontrer que
I'on a :

(9.12) AL (t,q) = Gy
Ce résultat découle immédiatement de la proposition suivante.

LEMME 9.2. — Pour chaque k = 0,1,...,(n—1), le polynome Gy, défini
par la récurrence (9.11) est le polynéme générateur, par la bi-statistique
(1+ des,inv), de l’ensemble des permutations d’ordre n, dont le plus long
facteur droit croissant est au moins de longueur (n — k), ou encore des
permutations 0 = o(1)...0(n) telles que l'on ait o(k +1) < o(k+2) <
< o(n).

Démonstration. — D’apres la Proposition 4.3, on a :
n .
— inv(y(A)v(B))
[k] — Z g (A (B))
(A,B)

ou la somme est sur toutes les partitions ordonnées (A, B) de [n] en deux
blocs tels que |A| = k et |B| = n — k; rappelons que les symboles y(A) et
~v(B) désignent les mots croissants formés par les éléments de A et de B,
respectivement. En notant & 4 le groupe des permutations de ’ensemble A,
on a, en prenant (9.10) comme définition des polynomes ™A, (¢, q) :

inv _ inv(v(A)y(B))+inv 7 1+des T
M Atg)= ) Y ¢™oen t
(A,B) ’TGGk

_ Z Z qinv(fy(A)fy(B))—an7't1—|—des7'7
(A,B) €6 4

puisque A est de cardinal k. Comme les (n — k) termes de (B) vont en
croissant, I'application (y(A)v(B),T) — o définie par o := 7v(B) est une
bijection sur ’ensemble des permutations ¢ dont le plus long facteur droit
croissant est au moins de longueur (n—k). De plus, inv o = inv o102 +inv 7
et deso = des7 + x(c(k) > o(k + 1)). Notons &, ; l'ensemble des
permutations dont le plus long facteur droit croissant est exactement de
longueur (n—k) et Fj, le polynome générateur de &, i, par la bi-statistique
(1 + des, inv). Alors

| inv _ invol4+deso—x(o(k)>o(k+1))
M Alt,g) = D ¢ x

0EG, 0U UG,

— § : qlnvat1+desa+t—1 § : qlnvatl—l—desa
U€6n7QU"'U6n,k,1 UEGnJﬂ

=Fy+- -+ F_ +t 'F,.
D’ou, en posant : G := Fy + - - - + F}, et en multipliant I’identité par ¢,
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ug =tGr—1+ (G — Gr—1) = G + (t — 1)Gr—1
et donc

Gr =up+ (1 —t)Gg—_1,

qui est bien la récurrence (9.11). []

10. Correspondance entre indice majeur et nombre d’inversions

Notons encore R(m) la classe de tous les réarrangements du mot
1mi2m2 o pr™r On a démontré, dans les théoremes 6.1 et 6.3, que le
polynéme générateur de R(m) par le nombre d’inversions “inv”, d’une
part, et par I'indice majeur “maj”, d’autre part, était égal au coefficient

1 1 m T — Y A 1
g-multinomial [ml’m%__’mr], oum =mq+mso+---+m,. En écrivant ces
deux polynomes générateurs sous la forme

qu|{w€R(m):invw:k}| et qu|{wER(m):majw:k}|,
k>0 k>0

on voit que, pour tout £ > 0, on a :
(10.1) |{w e R(m) :invw = k}| =|{w € R(m) : majw = k}|.

Par conséquent, pour tout k£ > 0, il existe une bijection de I’ensemble
{w € R(m) : invw = k} sur 'ensemble {w € R(m) : majw = k}; ce
qui équivaut encore a dire qu’il existe une bijection ® de R(m) sur R(m)
satisfaisant

(10.2) majw = inv ®(w),

pour tout w € R(m). Comment construire une telle bijection, c’est-a-dire
comment inventer un algorithme explicite qui transforme biunivoquement
un mot w € R(m) en un mot w’ € R(m) tel que majw = invw’?

Les démonstrations des Théoremes 6.1 et 6.3 étaient de nature tellement
différente qu’elles ne fournissent pas, a priori, d’indication de construction.
En revanche, en dressant les tables des valeurs de l'indice majeur et du
nombre d’inversions pour de petites classes R(m), on observe une propriété
plus fine que la propriété (10.1) ci-dessus. Notons L(w) (“L” pour “last”
(derniere)) la derniére lettre du mot w. On observe, en fait, la propriété
que pour tout k > 0 et tout x € X ={1,2,...,r},ona:

(10.3) [{w € R(m) : invw = k, L(w) = z}|
= {w € R(m) : majw = k, L(w) = x}|.

Dans la Table 3, on a calculé la valeur de ces deux statistiques pour les
mots de la classe R(2,1, 1), c’est-a-dire les réarrangements du mot 1,1, 2, 3.
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w maj | inv w maj | inv w maj | inv
1,2,3,1 3 2 1,1,3,2 3 1 1,1,2,3] 0O 0
1,3,2,1| 5 3 1,3,1,2| 2 2 1,2,1,3
2,1,3,1| 4 3 3,1,1,2 1 3 2,1,1,3| 1 2
2,3,1,1] 2 4
3,1,2,1| 4 | 4
3,2,1,1| 3 )

Table 3

Dans le premier, deuxieme, troisieme tableau se trouvent les mots finissant
par 1, 2, 3, respectivement. On observe bien que la distribution de “maj”
et de “inv” dans chacun des tableaux est la méme.

Pour toute lettre x € X et tout mot w dont les lettres appartiennent
a X, notons b, (w) (resp. hy(w)) (“b” pour “bas” et “h” pour “haut”) le
nombre de lettres du mot w qui sont inférieures ou égales (resp. strictement
supérieures) a la lettre z. En particulier

(10.4) by(w) + hy(w) = |w| (longueur du mot w).

Notons encore R(m)x ’ensemble de tous les mots de la forme wz ol
w € R(m), autrement dit des mots de R(m) auxquels on a juxtaposé la
lettre = a la fin. Notons que, si w’ est un réarrangement quelconque de w,
on a les propriétés :

(10.6) invwz = invw + hy(w);
majw, si L(w) < z;

(107) A= { majw + by (w) + hy(w), si L(w) > x.

Supposons que la propriété (10.3) soit vraie pour toute classe R(m).
Alors il existe une bijection w — w’ de R(m) sur elle-méme telle que
majw = invw’ et L(w) = L(w'"). De méme, = étant une lettre donnée, il
existe aussi une bijection w — w” telle que majwx = invw”z.

Si L(w) < z, on a donc :

L(w') = L(w)

invw = majw
= majwzx [d’apres (10.7)]
= invw"z
= invw” + h,(w) [d’apres (10.6)].
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Si L(w) > x, on a aussi

L(w') = L(w);

invw’ = majw
= majwr — by (w) — hy(w) [d’apres (10.7)]
= invw’z — by (w) — he(w)
= invw” — by (w') [d’apres (10.6)].

Par conséquent, si la propriété (10.3) est vraie, il existe une bijection

vz de la classe R(m) sur elle-méme, & savoir w’ — w”, ayant la propriété
invw' — hy(w'), siLw') <x;

10.8 inv vy, (w') = -
(108) 1=(w) {invw’—i—bw(w’), si L(w') > .

Réciproquement, s’il existe une bijection 7, : w’ — w” satisfaisant
(10.8), on peut définir une bijection ® de chaque classe de réarrangements
de mots sur elle-méme en posant

(10.9) d(w) := w,

si le mot w est de longueur 1, et pour tout mot non vide w et toute lettre x
en posant, par récurrence sur la longueur des mots,

(10.10) O(wz) = v, (P(w))x.

Ainsi, par récurrence, on détermine 'image ®(w) de w, puis on applique
a ®(w) la bijection ., enfin on juxtapose la lettre = a la fin du mot obtenu.

THEOREME 10.1. — Les deux énoncés suivants sont équivalents :

(a) La propriété (10.3) est satisfaite pour toute classe.

(b) Pour toute lettre x il existe une bijection v, : w' — w" telle que la
propriété (10.8) soit vérifiée; de plus, la bijection ® définie par (10.9) et
(10.10) a les propriétés :

(10.11) majw = inv ®(w) et L(w)= L(®(w)).
Démonstration. — L’implication (b) = (a) est banale. Pour démontrer
I'implication réciproque, il nous reste seulement a vérifier (10.11). D’abord,

L(w) = L(®(w)) par définition-méme de & donnée en (10.10). Ensuite,
pour w non vide et chaque lettre x, on a, si L(w) < z, les relations :

inv ®(wz) = inv v, (®(w))z

= inv v, (P (w)) + hy(w) [d’apres (10.6)]
= (inv ®(w) — hy(P(w))) + hy(w)d’apres (10.8)]
= majw

= majwx.
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Si enfin L(w) > z, on a, d’apres les mémes propriétés,

inv ®(wz) = inv v, (®(w)) + hy(w)
= (inv @(w) + bz (w)) + ha(w)
=majw + |w|

= majwz. []

La construction d’une bijection ® se réduit donc a la construction de
bijections 7, ayant la propriété (10.8). Une classe naturelle de ces bijections
est donnée par la construction suivante.

Soient z € X et w un mot. Si la derniere lettre L(w) de w est inférieure
ou égale a (resp. plus grande que) z, le mot w admet la factorisation
unique :

(V1Y1, V2Y2,5 - - 5 VpYp),

qu’on appellera x-factorisation de w ayant les propriétés suivantes :

(i) chaque y; (1 < i < p) est une lettre satisfaisant y; < x (resp.
Yi > 1);

(ii) chaque facteur v; (1 <14 < p) est un mot qui est ou vide, ou qui a
toutes ses lettres plus grandes que (resp. plus petites que ou égales a) x.
On pose alors :

(10.12) Yz (W) = Y1v1Y2v2 . . . YpUp.

Naturellement, 7, est une bijection de chaque classe R(m) sur elle-méme,
puisqu’elle envoie toute z-factorisation (viyi,vays,...,vpyp), définie en
coupant le mot apres chaque lettre inférieure ou égale a (resp. plus grande
que) x sur une factorisation (yjvi,y2vs,...,ypvp) définie en coupant le
mot avant chaque lettre inférieure ou égale a (resp. plus grande que) x.

Dans ce qui suit, on note ® la bijection de R(m) sur elle-méme, définie
par (10.9) et (10.10), lorsqu’on prend pour bijections 7, les bijections
définies par (10.12). On peut aussi donner la description de cette trans-
formation ® sous la forme algorithmique suivante.

ALGORITHME POUR ®. — Soit w = x122...Tp, ;

1. Poseri=1, w, =z ;

2. Sii=m, soit ®(w) = w), et stop; sinon continuer;

3. Si la derniére lettre de w) est inférieure ou égale a (resp. plus
grande que) x;y1, couper w, apres chaque lettre inférieure ou égale (resp.
plus grande que) x;11 ;

4. Dans chaque compartiment de w; déterminé par ces coupures,
déplacer la derniére lettre du compartiment au début de celui-ci; soit v’
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le mot obtenu apres avoir fait ces déplacements; poser wi , = v'xit1;
remplacer © par i + 1 et aller en 2.

Par exemple, I'image du mot w = 435113423 par ¢ est obtenue comme
suit :

wy =4

wy =43 |
wy =435
wy =4351 |

wh=1]43|51|
wh=1|3]4|1|53]
wh=13|4|13|5]4|
wh=3]1]43]1]542]
O(w) = wh =313412543.

Dans 'exemple précédent, ot w =435113423, les descentes sont en
position 1, 3 et 7, de sorte que majw = 11. Or, ®(w) = 313412543
comporte exactement inv ®(w) = 11 inversions. Egalement les deux mots
w et (w) se terminent par la méme lettre, a savoir 3.

Les deux mots ont encore une propriété supplémentaire. Dans chacun
d’eux, il y a un 2 a la droite de 'occurrence la plus a droite de 1;1il y a
un 3 a la droite de I'occurrence la plus a droite de 2. En revanche, il n’y
a pas de 4 a la droite de 'occurrence la plus a droite de 3 et pas de 5 a
la droite de I'occurrence la plus a droite de 4. On dit alors que la ligne
inverse de route de w est le sous-ensemble {3,4}.

Définition. — Soit w un réarrangement du mot i7'i5* .. .0 ou 1 <
h < iy < - <ig<retmn >1,ny>1, ..., ns > 1. On dit que

la lettre i; (1 < j < s — 1) appartient a la ligne inverse de route, notée
lligne w, de w si 'on peut écrire w sous la forme vi;yiv'i;0”, ou v’ et v”
ne contiennent aucune lettre égale a i;, 4j41.

Autrement dit, I'inverse de route de w est ’ensemble des lettres 7; telles
que l'occurrence la plus a droite de ¢;41 se trouve a gauche de I'occurrence
la plus a droite de ;.

On note que dans la précédente définition, on a considéré seulement les
lettres de I’alphabet X = {1,2,...,r} qui apparaissent effectivement dans
le mot. La notion de ligne inverse de route se réfere aux occurrences des
différentes paires de lettres consécutives i, ij41.

Dans la définition de ® donnée en (10.9) et (10.10), supposons que le
mot wx appartient a la classe R(m) oumy > 1, mg > 1, ... , m,
de sorte qu’avec les notations de la précédente définition, on a : s

Y
T?

v
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(i1,...,15) = (1,...,7) et n; = m; pour j = 1,...,r. D’autre part, par
définition de ¢, si 1 <x <r—1,on a: z € llignewz, = € Iligne ®(wx); si
2 <z <r-—1,onaégalement : (x—1) & llignewz, (z—1) ¢ Iligne ®(wz).

Considérons alors la z-factorisation (viyi,vays,...,vpyp) de P(w).
Lorsque L(w) < z, les facteurs v; n’ont que des lettres supérieures a x et
les y; sont des lettres inférieures ou égales a x. Considérons, par ailleurs,
ze€ X\{z—1,z,7}. Siz < z < z+ 1, les occurrences de z et (z + 1) se
produisent dans les facteurs v;. Lorsqu’on applique v, au mot ®(w), la po-
sition mutuelle de ces occurrences de lettres n’est pas modifiée. De méme,
siz<z+1<(x—1), les occurrences de z et (z + 1) se produisent dans
les lettres y; et encore une fois, leur position mutuelle n’est pas modifiée
par application de 7,.

Lorsque L(w) > x, la z-factorisation de ®(w) est telle que les v; ont
des lettres inférieures ou égales a x et les lettres y; sont supérieures a . Si
x < z < z+1, les occurrences de z et (2 + 1) se produisent cette fois dans
les lettres y; et lorsque z < z+ 1 < (x — 1), dans les facteurs v;. Encore
une fois les positions mutuelles de ces occurrences ne sont pas modifiées.
Il en résulte que z est dans Iligne wx si et seulement si z € Iligne ®(wzx).
Rassemblons toutes les propriétés de la bijection ® dans I’énoncé suivant.

THEOREME 10.2. — La bijection ® de la classe R(m) sur elle-méme,
définie en (10.9), (10.10) et a l’aide des bijections 7y, introduites en (10.12),
a, pour tout mot w € R(m), les trois propriétés suivantes :

(a) majw = inv ®(w) ;

(b) Liw) = L(®(w));

(c) lignew = Iligne ®(w).

La propriété (c) du précédent théoreme a une application intéressante
lorsqu’on se restreint aux classes R(m) de mots sans répétitions (lorsque
tous les m; sont égaux a 1), c’est-a-dire aux permutations. La ligne inverse
de route d’'une permutation w = x1x5...x, est alors I’ensemble de tous
les entiers j tels que 1 < j <r —1 et tels que (j + 1) soit a la gauche de j
dans le mot x1xs ... 2.

Si 'on définit la ligne de route de w comme ’ensemble, noté Ligne w,
des entiers j tels que x; > x;11, on peut vérifier que 'on a :

(10.13) lligne w = Lignew ™!,

ol w™! désigne 'inverse de la permutation w.
Définissons alors 1’indice inverse majeur imajw de w par :

imajw = Zj (j € lligne w),
J
alors que

158



11. INDICES MAJEUR ET MAJEUR INVERSE

majw = Zj (j € Lignew).

et notons i(w) I'inverse w~! de la permutation w. La chaine

w li) w1 IE) wao li) w3
a, d’apres le précédent Théoreme (c), les propriétés :
Ligne w = Iligne w; = Iligne wy = Ligne ws;
et d’apres (a), puisque inv ws = inv wy 1 — invws, aussi les propriétés :
imajw = majw; = invwy = inv ws.
On en tire :

(imaj, maj)(w) = (maj,imaj)(w;) = (inv,imaj)(ws) = (inv, maj)(ws).

Le résultat suivant est donc démontré.

COROLLAIRE 10.3.

(1) Les deux statistiques imaj et inv ont méme distribution sur tout
ensemble de permutations ayant une ligne inverse de route donnée.

(2) Les paires de statistiques (imaj, maj), (inv,imaj) et (inv, maj) ont
meéme distribution sur tout groupe de permutations G,..

11. Indices majeur et majeur inverse

Pour tout n > 0 soit A4,,(q1,q2) le polynéme générateur du groupe &,
par le couple (maj, imaj), soit

(111) A q17q2 Z qmaJU 12maJU
ceG,

Le Corollaire 10.3 permet de dire qu’on a aussi

(11.2) n(q1,2) Z @ ginv e Z gmai e ginv e,

ceSG, oce6,

Pour des raisons de commodité dans le calcul qui suit, introduisons la
notion de co-indice majeur “comaj”’. Pour o € &,, posons, en effet,

(11.3) comajo = Z (n—1i)x(o(i) > o(i+1)).

1<i<n—1

En écrivant la permutation o comme un mot linéaire o0 = (1) ...0(n), on
peut former le mot y = y; ...y, ou la lettre y; est définie comme étant
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égale au nombre d’indices j tels que 1 < j < i—1et o(j) > o(j + 1)
(1 <i < n). On vérifie que 'on a

(11.4) comajo = toty.

D’autre part, on peut établir (cf. Exercice?) qu’on a aussi :

-1
(115) Q1,QQ Z qco ajo ;o ajo )
ceS,

Comment maintenant utiliser I'une de ces interprétations des poly-
nomes A, (q1,q2) pour trouver leur fonction génératrice? La simplicité
de la g-fonction génératrice des polynomes A, (q1,q2) (n > 0) lorsque
g1 = q et g2 = 1 trouvée en (2.5) nous amene a considérer encore des
séries basiques, mais cette fois a deux bases q1, ¢2. Par analogie avec les
g-factorielles montantes a une base, introduisons les expressions suivantes :

1, si r ou s est nul;

(U5 q1,G2)r,s = H H (1-— uqlqé), sir,s > 1,

0<i<r—10<5<s—1

(11-6> (u q17q2>00 oo = hmr s(U q1, QQ r,s H H 1-— uq1q2
1>0352>0

Nous nous proposons d’établir I'identité suivante :

u" 1
11.7 A C]1 QQ = .
(1L7) nz;; (q15q1)n (@23 02)n (4301, 42)00,0

L’expression (u;¢1,¢2)00,00 @ bien un sens dans lalgebre des séries
formelles en les trois variables u, g1, g2, puisque la famille des séries
formelles (1 — ugiql) (i,7 > 0) (ainsi que la famille des inverses de ces
séries) est naturellement multipliable. Il s’agit donc de démontrer que
lorsqu’on développe la famille produit 1/(u;¢1,¢2)00,00 €n faisant ap-
paraitre la normalisation 1/((q1; q1)n (¢2; ¢2)n) le coefficient correspondant
est bien le polynome A, (q1,g2) défini en (11.1).

Maintenant, chaque inverse 1/(1 — uq! ¢3) se développe comme une
série géométrique de la forme Zaijm(uq% @)% . Le produit de telles séries
géométriques peut s’écrire

; ] .. .. Eiai‘ E'ai‘
(11.8) > T (ugt @)™ = uPagy" ™ gy,
A i A

ou A varie dans ’ensemble de toutes les matrices de la forme A = (a;;)
(¢ > 0,4 > 0), dont les coefficients a;; sont des entiers qui sont tous
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nuls sauf un nombre fini d’entre eux. A partir d’'un certain rang, toutes
les lignes et les colonnes de ces matrices n’ont que des coefficients nuls.
En dehors de la matrice identiquement nulle, on peut exprimer chacune
d’entre elles comme une matrice bornée ayant au moins un coefficient non
nul dans sa colonne de droite et sa ligne la plus basse.

Par exemple

01 2 3 4

0/0 0 1 0 2

1{1 0 0 3 O
A_Q 00 0 0 O
3\0 1 2 0 2

est une telle matrice.
La prochaine étape est d’associer bijectivement a une telle matrice une

matrice a deux lignes ou bimot b = (Zc)) = (bl b”), a coefficients

Cl1 ...Cp
entiers, telle que
(11.9) Zaw—n Zlaw—bl‘i‘ + bn, Zjaij:cl+"'+cn
%]

La somme (11.8) sera donc remplacée par :

_§ :un tot b totc

Pour satisfaire les relations (11.9) on part de la matrice A, on lit ses lignes
de gauche a droite et de haut en bas en écrivant, pour chaque coefficient

11.10 —_—
( ) (’LL Q17QQ 00,00

ai; strictement positif rencontré, exactement a;; bilettres <;) a la suite.

Le nombre de bilettres que ’on écrit de la sorte est donc égal a E -a;j. De
plus, sur la ligne du haut (resp. du bas) de b chaque nombre i (resp j) est
répété a;; fois et, par conséquent, les deux dernieres conditions de (11.9)
sont réalisées.

Enfin, la maniere utilisée pour écrire successivement ces bilettres (cl)

(2
fait que celles-ci sont en ordre lexicographique croissant lorsqu’on lit le
bimot b de la gauche vers la droite. On dit ainsi que le bimot b est
croissant. Réciproquement, si I’on part d’un bimot croissant, il est clair

qu’on peut reconstruire la matrice A de fagon unique.

Par exemple, a la matrice A ci-dessus correspond le mot croissant
b— by (000111133333
“\e) \244033312244)
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un bimot qui est de longueur n = 12 et tel que tot b = 19, tot c = 32.

La prochaine étape est d’associer, de facon bijective, a tout bimot
croissant b = <i) un triplet (o,b’,¢’), ot 0 € &, et ou V', ¢ sont des
mots croissants de longueur n tels que

(11.11) totb = comajo + totb’, totc= comajo ' + totc.

Il en résultera qu’on aura

n tot b tot c comaj o+tot b’ comajo l4totc’
Z u Z 'LL Q1 QQ 9
n>0 cES,
b ,c’'SC(n)

et donc, d’apres (4.4) et (11.5),

E un totb totc:§ :un(

comaj o COHla_]O' -1
q1 ds

n>0 C]1,CI1 CJ27(]2
un
- Z( A ) ( : ) An(Ql?QQ)'
7>0 415491 )n (92;492)n

L’identité (11.7) sera donc prouvée.

Construction de la bijection b — (o,b',¢'). — Clest encore une
variation du Verfahren de MacMahon qui nous fournira cette bijection.
. . b . . b;
Partons du bimot croissant b = (c) Du fait que les bilettres < ’) vont
(2
en croissant pour ’ordre lexicographique, on a la propriété

(1112) C; > Ciy1 = b; < bi+1~
Pour chaque i = 1,2,...,n, on pose
(1113) o(@)=Hj:1<j<n,¢;<ci+{i:1<75<4,¢5=c¢}

Autrement dit, o () est égal au nombre de lettres dans ¢ qui sont inférieures
a ¢, plus le nombre de lettres qui sont égales a ¢;, mais qui se trouvent a la
gauche de ¢;, y compris ¢;. On définit bien la une permutation d’ordre n.

Par construction, ¢; > ¢;41 si et seulement si o(i) > o(i + 1). Pour
1 < i < n notons y; le nombre d’indices j tels que 1 < 7 < ¢ —1
et o(j) > o(j + 1), c'est-a-dire aussi le nombre d’indices j tels que
1<j<i—1etc; >cjp1. Le mot y = y;...y, est croissant. De plus,
d’apres (11.12),

(11.14) Yi < Yit1 < 0'( ) > U(Z—l— 1) & C > Cipl = b; < bi+1.

Comme y; = 0, les relations (11.14) entrainent que l’on a toujours
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(11.15) yi<bi (1<i<n)
On définit donc un mot croissant b’ = b} ...b,, par

Enfin, la premiere relation (11.11) est par construction satisfaite.

Reprenons I'exemple précédent. Au-dessous du bimot croissant ( ) , on
. ) . / c
a représenté les valeurs de o, de y et du mot croissant b’ = b — y.

00011113333 3
24403331224 4
3910167824511 12
00011112222 2
000000011111

e 9 o o
Il

b
On peut également partir du bimot (Z) (et non b = ( )) et réar-
c

C; . .
ranger ses bilettres < ] en ordre lexicographique croissant. On obtient
i

un bimot b dont la ligne du haut est le réarrangement croissant du mot c.

Dans I’exemple que nous traitons, on obtient :

~_ (012223334444
~\130331110033)"

Revenons au cas général. Par définition de o donnée en (11.13), il y

L b, |

a exactement o(i) bilettres telles que 1 < 7 < n et c; < ¢ ou
Cj

telles que 1 < j < ¢ et ¢;j = ¢;. Comme dans le bimot b on a rangé les

bilettres (ZJ ) en ordre lexicographique croissant, on retrouvera dans b la
J

) en (i)™ position. D’olt b = (cal(l) gf’l(”)). Soit

i 0.71(1) Jfl(n)

7 la permutation définie comme dans (11.13) lorsqu’on applique cette fois

c
bilett
ilettre (b

le comptage au mot croissant b. Soit donc

T(Z) = |{j 1 <5 <n, bg—l(j) < bgf1(i)}‘
+ |{j 1< J < i, bafl(j) = bafl(i)}|‘
On a aussi :
To(i) =H{j:1<7i<n, b <bi}|+{j:1<j<0(i), bo-1¢jy = bi}|.

Or, par définition de o, si by = by, on a o(k) < o(l) & k < [, d’ou si
bo-1(j) = bi, on a j < o(i) & o7 1(j) < i. Puisque b est croissant, on en
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tire :

ro(i)={j:1<5<n by <bi}|+[{:1<071()) <, bg1(y = bi}|
=1.
Dou 1 =01
Suivant le méme procédé que précédemment, au bimot croissant b
correspond biunivoquement un couple (7,¢’), oit 7 = o~ ! et ol ¢ est un
mot croissant satisfaisant la seconde relation de (11.11). L’identité (11.7)
est donc démontrée. []

Reprenons I'exemple courant en appliquant la construction au bimot
croissant b. Le calcul de 0~ ! et de ¢’ donne :

c= 01222333444 4
b= 13033111003 3
cl= 4819105672311 12
z= 01222333444 4
d= 00111222333 3
Un raffinement de la précédente construction. — Si on examine la

bijection inverse (o,b’, ') — b, on voit que le mot croissant y défini juste
avant (11.14), tel que tot y = comaj o, satisfait encore la propriété :

(11.17) yn = deso.

Considérons maintenant le produit fini

=1 1 =0

0<i<r O<]<s Wh(Jz

(U q1, QQ r+1,5+1

Il se développe encore comme une série
i J\ai; _ Ya;; Stai;  3jaij
E H(Ufh B@)" = E uTttgr T gt

A i A

mais cette fois toutes les matrices A sont des matrices (r + 1) x (s + 1).

Le bimot croissant b = (i) = (bl bn) qui correspond a une telle

Cl1 ...Cp
matrice a donc la propriété supplémentaire suivante :

maxb;, = b, <r et maxc; <s.

164



12. LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Les propriétés (11.15) - (11.17) entrainent que l'on a : b}, = b, — y,, <
r—des o. On a une propriété analogue pour les c;, & savoir ¢}, < s—deso .
Considérons alors un quintuplet (o,r’, s, b, '), ou

(11.18) o€, >0 VeSChn,r), eSC(n,s).

Par la bijection inverse (o,b’, ") — b décrite ci-dessus, il correspond & ce

quintuplet un unique triplet (7, s, b) tel que r = 7’ +des o, s = s'+deso !,

b = <i) avec b € SC(n,r) et ¢ (le réarrangement croissant de ¢) dans
SC(n,s). On peut donc écrire :
t71n t% _ £t n tot b totc
> @ e ILL P IUED DI

u
r,s>0 ,CJ1,QQ)7~+1,3+1 r,s>0 n>0 beSC(n,r),
ceSC(n,s)

n r'+des 0,8’ +deso ! comajo+totd comaj071+tot ¢
= E: E (u E th ts a4 d> )

r,s>0n>0 (o,r’,s',b',c’)

ou le quintuplet (o,7’,s' 0/, ¢) satisfait les relations (11.18), ainsi que
r=1"+deso et s =5+ deso~!. Posons

(11‘19> An(tl,tz,ql,QQ) _ Z t(ilesortgesa q(lzomajaqgomaja 1‘
ceG,

On en déduit :

Z ( t1t2 _Zu A t1,t2,CJ1 q2 Z tl qlotb Z t totc'

41, QQ r+1,s+1

r,s>0 n>0 >0 +'>0
b'eSC(n,r'") c'eSC(n,s’)

1
11.20 = N7 Aty b g1, ,
( ) nZ>O (oo 2)(t1§Q1)n+1 (t25q2)n11

d’apres (3.9) et (3.15).

L’identité (11.20) fournit ainsi une fonction génératrice pour les poly-
nomes A, (t1,t2,q1,¢2). On notera la nature des dénominateurs qui sont
des q1- et go-factorielles montantes. Il reste a voir qu’on a aussi

m g m g -1
(11.21) Aty ta, q1q2) = Y tlesogges e gpal o gl e
oeG,

ou les “co” ont disparu dans les deux exposants. Ceci peut étre démontré
a 'aide de la bijection rc qui envoie la permutation ¢ sur la permutation
rc o définie par

rco(i):=n+1—ocn+1—1) (1<i<n).
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Une vérification banale permet de voir, en effet, que 'on a :

comajrco = majo, desrco = deso.

12. Les g-fonctions trigonométriques

Les deux exponentielles e,(u) et E,(u) introduites en (1.21) et (1.22)
servent a définir les g-fonctions trigonométriques g-sinus, g-cosinus et ¢-
tangentes. L’anneau sous-jacent () étant le corps des complexes, on pose :

n>0 v L/en
cos, (1) = eq(iu) +2eq(—iu) _ Z(—l)n (quZ;;
n>0 v L/en
Sing(u) := By (i) —QiEq(—iU) et Cosy(u) := Eaq(iu) —|—2Eq(—iu).
On définit de méme
tg, (u) := :;I;ZEZ)) et Tg,(u) := %'

On peut vérifier directement ’identité :

sing (u) Cosy(u) — Sing(u) cosy(u) = 0,
de sorte que :
) — sing(u) _ sing(u) Cosg(u)
t8,(u) cosq(u)  cosq(u) Cosy(u)
_ Sing(u) cosg(u) _ Sing(u)
cosq(u) Cosy(u)  Cosg(u)

= Tg,(u).

Il n’y a donc qu’une seule fonction g-tangente.

Notre propos est de trouver une interprétation combinatoire pour les
coefficients de la fonction ¢-tangente lorsqu’on développe celle-ci comme
une g¢-série. On fait de méme pour la ¢-sécante définie par sec,(u) :=
1/ cosq(u).

La fonction g-tangente est par définition le rapport de deux g-séries.
Son développement en g-série est noté :

sing (u) u?ntl
() = oty = 2 G / 2
cosg(u) 0 (¢ 9)2n+1
u2n—|—1
12.1 =N" Dy,
( ) nz>0 21 Q)2n+1
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De méme, on pose pour la g-sécante secy(u) = 1/ cosq(u) :

1 . u2n
secq(u) = cosg(u) =1 / nz>o(_1) (¢ @)2n
(12.2) = ;DQ”@ (4 9)2n

11 s’agit d’étudier les coefficients D,,(q).

Pour obtenir des relations de récurrence sur les D, (q), il est plus
commode de prendre dans les expressions de tg,(u) et de secq(u) les g-
exponentielles e, (iu) et e,(—iu) comme des produits infinis (c¢f. (1.21)).
On obtient :

tg () = 2%'((%'%161)00 - (—iul; q)oo> / %((W;lrJ)oo " (—Wl; Q)oo)

1 (—iusq)eo — (U5 @)

i (=135 @)oo + (145 ¢) oo

De méme,

1 1
secq(u) = 2/ ((z’u; q) oo * (—iu; Q)oo>
(=13 q) oo (15 ¢) oo
(—iu; @)oo + (15 ¢) o

Evaluons tg,(u) — tg,(qu), en posant a = (—iuq; q)o €t b = (iuq; ¢)0o- On
obtient :

~f(1+iu)a— (1 —iu)b a—>b
tgy(u) — tg,(qu) = (—i) (I+iu)a+ (1—iu)b a+ b]
4abu

(14 iu)a? + 2ab + (1 — iu)b?’

D’autre part,

1+4+idu)a— (1 —idu)ba—>b
14+idu)a+ (1 —idu)ba+b
1+ iu)a® — 2ab + (1 — iu)b?

_ (
(14 iu)a2 + 2ab + (1 — iu)b?

te, (u) tg, (qu) = —E
(

Notant D le dernier dénominateur, on en tire :

4ab
4dabu

D’ou la relation :
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(12.3)  tg,(u) —tg,(qu) = u + utg,(u) tg,(qu).
De la méme fagon, utilisant les mémes notations, il vient :

(14 du)a(l —iu)b 2ab
_ e 2 -
secq(u) — secqy(qu) (1+iv)a+ (1 —iu)b a+b

2uab
= 1gz (ua + ub — ia +ib);

tandis que :

2ab 1 (1+iu)a — (1 —iu)db
a+bi(l+iu)a+ (1—iu)b
2ab

= F(_iCH— ib + ua + ub).

secq(u) te, (u) =

D’ou la relation :
(12.4) secq(u) — secq(qu) = u secq(qu) tg,(u).

Le développement en g¢-série de 'identité (12.3) donne :

1— 2n—|—1 2n+1 2n
> Daval) = Y Do)
n>0 T 4)2n+1 n>0 T 9)2n
2k+1,,2k+1 2j+1
¢ty u
=u-+ u( D2k+1(Q)7> ( Dy '+1(Q)7>
;) (43 @)2n+1 Z:O T @24

En comparant les coefficients de u?"*! dans les membres extrémes de la
derniere relation, on trouve, pour n > 1,

0<k<n—1 2k +1

(125)  Dopyi(@) = Y. {2" }Q%—HD%—H(Q)DQn—Zk:—l(Q)a

ou [Aj\ﬂ désigne le polynome gaussien introduit au paragraphe 3.
De la méme fagon, on peut récrire (12.4) comme :

1 _ q 2n—1
Z D2n =u Z D2n
n>0 n>1 q)2n—1
5 2k u2k b w2+l
—u . — ).
(;O Qk 2k:> (]go 2‘7+1(Q) (Q; Q)2j+1>

En comparant les coefficients de u?™ dans les membres extrémes, on trouve,
pour n >1:

R D D R U )
0<k<n-—1
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On peut rassembler les deux formules (12.5) et (12.6) en une seule formule
en écrivant pour tout n > 1 :

n—1 ok
(I NU D DI N Vi AT R
0<k<|n/2]—1

Comme Dy(q) = Di(q) = 1, la formule (12.7) permet de déterminer
tous les D, (q). Les premieéres valeurs sont données par :

Do(q) = Di(q) = D2(q) =1, Ds(q) = q(1 + q), Da(q) = q(g +1)* +¢*,
Ds(q) = ¢*(1+q)*(1 + ¢°)?,
Ds(q) = ¢*(q + 1)*(L+ ¢+ ¢*)(1 +a + ¢ + 2¢°) + ¢'*.

Comme les polynoémes gaussiens [Aj\ﬂ sont des polynomes en q a coeffi-
cients entiers positifs, la relation (12.7) implique que les coefficients D,,(q)
sont eux aussi des polynomes, a coefficients entiers positifs. Quelles sont
donc les structures finies qui les admettent comme polynomes générateurs
par une certaine statistique ?

Nous avons vu, dans la Proposition 4.2, que le polyndéme gaussien
[N +7] était le polynéme générateur de l’ensemble M B(N,n) des mots
contenant N fois 1 et n fois 0 par le nombre d’inversions. Si w =
T1T2...TN4n est un tel mot, notons (i1, ...,4,) et (j1,...,jn) les suites
strictement croissantes d’entiers telles que I'on ait : z;, =---==x; =0et
xj, =+ =T, = L. Faisons alors correspondre au mot w la permutation

O'Z:il anl jN,
qui débute donc par un facteur croissant de longueur n, suivi par un autre

facteur croissant de longueur V. Les seules inversions de la permutation o
sont de la forme i, > j; qui correspondent biunivoquement aux inversions

z;, = 1> 0 = z;, dans le mot w. Nous avons donc prouvé le résultat
suivant.
PropPOSITION 12.1. — Le polynome gaussien [N:"] est le polynome

générateur de l’ensemble des permutations o € Sy, dont les deuz fac-
teurs o(1)...0(n) eto(n+1)...0(n+ N) sont croissants, par le nombre
d’inversions.

Définition. — On appelle permutation alternante montante (resp.
alternante descendante) une permutation o = o(1)...0(n) satisfaisant
les inégalités :

(1) <o(2),0(2) >0(3), 0(3) <o(4), etc. en alternant
(resp. o(1) > 0(2), 0(2) < 0(3), 0(3) > 0(4), etc. en alternant).
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On note DM,, (resp. D,,) 'ensemble des permutations alternantes mon-
tantes (resp. alternantes descendantes) d’ordre n.

Une des conséquences du théoreme suivant est que le nombre des permu-
tations alternantes montantes (resp. alternantes descendantes) d’ordre n
est égal a D, (1). Se reportant & la table des polynomes D,,(¢q) donnée
précédemment, on voit que l'on a : Dyg(l) = Di(1) = Dy(1) = 1,
Ds(1) = 2, D4(1) = 5, D5(1) = 16, Dg(1) = 61. Les nombres Da, (1)
(resp. D2, 41(1)) sont appelés nombres tangents (resp. nombres sécants) et
feront I’'objet d’une étude combinatoire approfondie dans le chapitre 3. Les
polynémes D,,(q) qui sont étudiés ici apparaissent comme les g-analogues
de ces nombres.

Ecrivons la table des permutations alternantes montantes pour n =
1,2,3,4. On a successivement 1:; 1,2; 1,3,2; 2,3,1; 1,3,2,4; 1,4,2,3;
2,3,1,4;2,4,1,3; 3,4,1,2.

THEOREME 12.2. — Pour tout n > 0, le polynome D,,(q) est la fonc-
tion génératrice des permutations alternantes montantes de longueur n par
le nombre d’inversions. En d’autres termes,

Du(g)= ) ™.

oc€DM,,
Si n est impair, on a encore :

Du@)= Y 4,
ceD,

Démonstration. — Le résultat est banal pour n =0, 1 ou 2. Pour n > 3
considérons I’ensemble S, 2542 des permutations alternantes montantes o
d’ordre n telles que n soit en (2k + 2)'™ position (i.e., o(2k + 2) = n).
Une telle permutation est caractérisée par les deux sous-permutations
alternantes montantes o/ = o(1)...0(2k+ 1) et 0" = 0(2k+3)...0(n),
ne contenant pas n. Les inversions de o se rangent en quatre catégories :

(a) celles qui correspondent & des couples de lettres dont la premiere
est dans o’ et la seconde dans ¢” ; d’apres la précédente proposition, leur
polynome générateur vaut [;;rll]

(b) les n — 2k — 2 inversions formées par n et chacune des lettres de 0" ;

(c) celles qui sont & l'intérieur de ¢’; par récurrence, leur polynéome
générateur vaut Dogy1(q);

(d) celles qui sont & l'intérieur de o”; leur polynoéme générateur vaut
Dy —2k—2(q).

Le polynome générateur de S, 2r12 est donc égal a

inveo n—1 n—ak—
Z q = [ ]q "2 Dok y1(q) Dn—2k-2(q).

)

2k +1

OESH, 2k+2
D’ou l'on tire :
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Dn(q) = Z

0<k<|n/2|—1

n—1
2k +1

] q" %72 Doy 1(q) Dp—2k—2(q),

qui est exactement la formule de récurrence (12.7).
Lorsque n est impair, la transformation rc, déja utilisée, qui envoie la
permutation o sur la permutation rc o définie par

rco(i):=n+1l—-ocn+1—1i) (1<i<n),

envoie bijectivement DM,, sur D,. De plus, elle préserve le nombre
d’inversions “inv,” ce qui démontre la seconde partie du Théoréme. []

Au paragraphe 5, par application du Théoreme 10.2, nous avons vu
que le produit de composition i®i : w — w3 avait la propriété : Lignew =
Lignews et imajw = invws. Or, dire qu’'une permutation o est alter-
nante montante (resp. alternante descendante) équivaut a dire que 'on
a Ligneo = {2,4,6,...} (resp. Ligneo = {1,3,5,...}). Il s’ensuit que
lapplication i®i envoie la classe DM,, (resp. la classe D,,) sur elle-méme.
On a donc prouvé le résultat suivant.

ProproSITION 12.3. — Pour toutn > 1, on a :
Z qinva _ Z qimaja et Z qinva _ Z qimaja.
cEDM, oce€DM, €D, o€Dy

171



CHAPITRE 2 : LES g-SERIES GENERATRICES

Exercices et compléments

1. Polynomes de Rogers-Szeqgé. — L’expression exp(xu) exp(u) est
la fonction génératrice exponentielle de polynémes H,(z). Donner leur
expression.

De méme, le produit des deux premieres g-exponentielles e, (zu) e, (u)
est la g¢-fonction génératrice de polynoémes H,(z,q). Lesquels? Ces
polynomes sont appelés polynomes de Rogers-Szego.

On a Honp1(—1,q9) = 0 et Hapn(—1;q) = (q;¢%)n, puis Hy(¢'/?,q) =
(—q'/%;¢"/?),, et enfin la formule de récurrence :

H,i1(x,9) = (1+2x)H,(z,q9) — (1 — ¢")x Hy—1(x, q).

2. La somme de Ramanujan. — Cette somme s’écrit

X (@ (0U0)e0 (@0 U @)oo (450) 00 (a5 @)oo
Z(Q)U_( 7) (g 7) oo (€5 @) oo ( q)

B;)n (U @)oo (ba Y5 q) e (b5 @)oo (g0 5 @) o0

1

n=—oo
Notons que la somme de gauche est la donnée pour tout n € Z d’une
série formelle en la variable q. On ne peut considérer d’algébre de séries
formelles qui auraient une infinité de coefficients non nuls a la fois pour les
puissances de u positives et négatives. On ne pourrait, en effet, définir de
multiplication. On voit dans la démonstration de cette identité qu’il n’y
a aucune ambiguité dans la définition du second membre. On considere
d’abord la somme

+oo 400
— (bqn’ q)OO un — (bﬂ q)OO (CL; q)nun
"o = n_z_oo (aq™; q)so (a;q) n_z_oo ;@)

En utilisant I'identité banale (bg™;q)oo = (1 — bg™)(bg"™}; ¢) oo on établit
la g-récurrence
h(b) = (1 —ba~") h(bg) + ba~"u~" h(b),
et par itération
(ba™";q)n
(ba= u1; q)n

pour tout n > 0. Dés que n > j 4 1 cette derniere identité implique que le

h(b) = h(bq")

(© Ces notes peuvent étre reproduites.
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coefficient de u’q’ dans

(ba™; q)oo
(ba=tu=1t;q)oo

(ba™t; )y

) G0,

et dans h(0)

sont identiques. On a donc h(b) = h(0)(ba™1;q)oo/(ba tu1; q) o et aussi
h(q) = h(0)(ga™t;q)oo/(qa " u™1;q)oo. Par ailleurs, se reportant a la
définition initiale de h(b) initiale et en utilisant le théareme g¢-binomial
on obtient
h(g) = (q;‘Q)oo@”f; Qoo
(@5 @)oo (U5 @)oo

En combinant ces trois dernieres formules de fagon évidente, on obtient
bien la somme de Ramanujan.

3. — Ecrire les trois programmes InvCod, MajCod, DenCod qui per-
mettent d’associer a toute permutation ¢ son inv-codage, son maj-codage,
son den-codage, respectivement. Donner aussi les programmes des inverses
de ces trois transformations qu’on note CodInv, CodMaj, CodDen.

4. — Soit x = (x1, x2,...,Z,) le inv-codage d’une permutation o € &,,.
Posant z,4+1 = o(n 4+ 1) = 0 on définit une suite y = (y1,%2, .-, Yn)
par y; := x; — i1 + i x(0(i) > o(i + 1)) pour chaque i = 1,2,...,n.
Alors ta suite y est sous-excédante, ’application x — y est bijective, puis
toty = y1 +y2 + -+ - + vy, est égal & majo. Soit ¢’ la permutation dont
le inv-codage est y. Alors o — o’ est une bijection de &,, sur lui-méme
satisfaisant majo = invo’'.

5. — Calculer le inv-codage et le maj-codage de o = 259478361. En
déduire le nombre d’inversions et 1'indice majeur de o.

6. — Trouver les permutations ayant respectivement pour inv-codage
et maj-codage la suite sous-excédante x = 001304645.

7. — Soit 0 = 0(1)0(2) - - -o(n) une permutation. Posant o(n + 1) =
400, on définit une suite z = 2125 - - - 2, par

zi=#{1<j<ilo(j) €lo(i),oli+ DI}

(a) Montrer que z est une suite sous-excédante.

(b) Calculer la suite z correspondant & o = 259478361.

(c) Montrer que cette transformation o +— z est inversible. Trouver
I'inverse de z = 001304645.
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(d) Soient z = xyxy---x, le inv-codage de o et x,11 = 0. Etablir
I'identité suivante :

Zi = Tj — Tig1 + ZX(O'Z > Ui—l—l)-

(e) Montrer que z; + 22 + - - + 2z, = majo. La transformation o — y
définit ainsi un autre maj-codage.

8. — Pour une permutation ¢ = o(1)0(2)---0(n). On définit une
suite y = y1y2 - - - yn par y; = (i — 1)x(o(i — 1) > o(i)). Montrer que cette
transformation o +— y ne définit pas un maj-codage.

9. — Considérons ¢ comme la puissance d’'un nombre premier et
notons F, le corps ayant ¢ éléments. Le nombre de sous-espaces vectoriels
de dimension n de l’espace vectoriel F,/N ™" est égal & [N:”]. On vérifie
d’abord que le nombre d’ensembles {vq,vq,...,v,} de n vecteurs vy,
va, ... , U, de FqN T qui sont linéairement indépendants est égal &
gINFINA=1)/2((N4n 1) (gN+n=1 _ 1)...(¢N+1 — 1), ensuite que le
nombre de tels ensembles qui engendrent un sous-espace vectoriel donné
de dimension n dans F,N*" vaut ¢"("~V/2(¢g" —1)(¢""! —1)--- (¢ — 1).

10. — Etablir (3.9) et (3.10) en utilisant les formules du triangle (3.5)
et (3.6).

11. — Etablir (3.15) en utilisant une formules du triangle (3.5) ou (3.6).
12. — Etablir (3.17) en utilisant une formule du triangle (3.5) ou (3.6).

13. — L’interprétation des coefficients g-binomiaux en termes des
partitions d’entiers (cf. (3.14)) permet d’établir les identités suivantes.

(a) En classant les partitions en au plus n parts toutes au plus égales
4 N, suivant la taille de la n'®™ plus petite part (éventuellement 0), on
obtient I'identité :

i[N—jﬂLn—l]an_{NJrn]
j=0 N-—j N ]
(b) On a aussi I'identité :
i n+jlm—-1+N-j| ,, |m+n+N
jzo{j H N-—j ]q _[ N }
— (—1)NgNOm)+N(N+1)/2 {—m —n— 1} |

g N
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14. Les nombres eulériens . — Les nombres eulériens, notés A,, i, sont
définis par la relation de récurrence :

(141) An,k = (]C —|— 1)An—1,k + (n — k)An—l,k—l (1 S k S n — 1) )
Apo=1 (n>0); Ak =0 (k>n).

Les premieres valeurs sont données dans le tableau suivant :

k= 0 1 2 3 4 5 6
n=1 1

2 1 1

3 1 4 1

4 1 11 11 1

5 1 26 66 26 1

6 1 57 302 302 57 1

7 1 120 1191 2416 1191 120 1

(a) Pour tout n >0ona > A,r=nlet
k>0

(14.2) A= Apn_1—s.

(b) Le nombre de descentes, des o, d'une permutation o = o(1)...0(n)
est défini (c¢f §15.3, chap. 1) comme le nombre d’indices j tels que
1<j<n-—1eto(j) > o(j+1). Pour tout k,n > 0 le nombre A, j
est égal au nombre de permutations o € G,, ayant k descentes.

(c) Le polynome eulérien A, (t) introduit dans § 15.3, chap. 1, est de la

forme A, (t) = > Apxth.
0<k<n—1

15. Polynomes eulériens, version analytique . — On considere la suite
(An(t)) (n > 0) des séries formelles en la variable ¢ (elle s’avereront étre
des polynomes, et en fait les polynomes eulériens) définie par

(15.1) % :zj%tj (G +1"
(a) Si D désigne l'opérateur-dérivée des séries formelles, on a I'identité :
(15.2) A,()) =1+ n—1t)A,_1(t) +t(1 —t).DA,_1(t) (n>1).
(b) Pour n > 0, on pose A, (t) = Y. A, xt*. Alors pour tout n > 0 on a

k>0
Ano =1, puis Ag = 0 pour tout k£ > 1, enfin pour k,n > 1 la relation
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de récurrence : A, = (k+1)A,_15 + (n —k)A,_1 k—1. Ainsi la formule
(15.1) constitue une autre définition des polynémes eulériens.

(c) La définition A, (t) = > A, xt* et Iidentité (15.1) impliquent la
formule : k=0

. 1
(15.3) A= 3 ()i =i+ 1) ("f )
0<i<k ¢
(d) L’“inverse” de (15.3) est la formule dite de Worpitzky donnée par :

(15.4) = Y (m Z k) A

0<k<n-—1
[Partir du développement de A, (t)(1 — )=+ puis utiliser (14.2) et
(15.4) pour retrouver (15.1).]

(e) La fonction génératrice exponentielle (cf. exercices 33 et 34 du
chap. 1) des polynémes eulériens, a savoir

(15.5) D () A C )

= n!  exp(u(t—1)) —¢’

se déduit immédiatement de l'identité (15.1).

16. Coefficients g-eulériens. — En (2.3) on a défini le g-analogue d’un
entier n comme étant le polynéme [n], :=1+q+---+¢" ! et dans (2.4)
la g-factorielle de n comme étant [n]!, := [n]y [n —1]; - - [1]4. On définit

alors le g-analogue des nombres eulériens A,, i, introduits en (14.1) dans
'exercice 14, comme étant les polynomes A, ;(¢) définis par la récurrence :

(16.1) Ani(q) = [k + 1 A1 (@) + 6" In— Klg An—1-1(q),

pour 1 < k < r —1 avec les conditions initiales A, o(¢) = 1 pour tout
n >0 et A, x(¢) = 0 for £ > n. Les premieres valeurs de ces polynomes
A, 1(q) peuvent étre lues dans la Table 3.

k=10 1 2 3
n=0]1
11
211 q
31 2q + 2¢° 7
411|3q+5¢>+3¢%| 3¢+ 5¢* +3¢° | ¢°
Table 3
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Le polynome A, (t,q) = > A, xt" en les deux variables ¢, ¢ est appelé
k>0
polynome q-eulérien ou polynome euler-mahonien.

Soit E = (Ey,) (n > 0) une famille d’ensembles finis telle que card E,, =
n! pour tout n > 0. Toute famille (f,g) = (fn,gn) (n > 0) est dite euler-
mahonienne sur E, si fo = go = 0, fi = g1 = 1 et si pour tout n > 2
a la fois f, et g, sont définis sur F,,, a valeurs entieres et s’il existe une
bijection 1y, : (w', j) — w de E,,_1 x [0,n—1] sur E,, ayant les propriétés :

fn(w) = {fn—l(w'), if 0<j< fra(w); (*)
" fro1(w)+1, if f_j(w)+1<j<n-1.
Chaque couple (f,, g,) est dite statistique euler-mahonienne sur E,,.

(a) Soit (f, g) une famille euler-mahonienne sur E et pour tout triplet
(n, k,1) soit A, k; le nombre d’éléments w € E,, tels que f,(w) =1 et
gn(w) = k. Posons Ank(q) = >, Ankiq'. Alors (A, x(q)) satisfait la
récurrence (16.1).

(b) Sur l'ensemble SE,, des suites sous-excédantes (voir §2), en plus
de la statistique “tot”, on définit la waleur eulérienne “eulz” d’une

suite z = (z1,...,2,) € SE, par eulx = 0 si z est de longueur 1 et
pour n > 2
eul(zy,...,2n_1), siz, <eul(zy,...,Tn_1);
eulz := .
eul(zy,...,2n_1)+ 1, siz, >eul(zy,...,z,-1)+ 1.

Alors le couple (tot,eul) est une statistique euler-mahonienne sur SE,
pour tout n > 0.

(c) En utilisant le maj-codage, tel qu’il a été défini dans § 2.2, on montre
que le couple (des, maj) est une statistique euler-mahonienne sur chaque
groupe de permutations G,,.

(d) Soit n > 2 et soit ¢/ = ¢/(1)...0'(n — 1) une permutation ayant
k excédances (voir §15.3 du chap. 1). Soit (z;; > --- > x;,) la suite
décroissante des valeurs d’excédances o’ (1) > I et soit (z;,,, < --- <, _,)
la suite croissante des valeurs de non-excédance o'(l) < I. Par convention,
Liy = N.

Définissons ¢, (w,0) = x122 ... xp_1n. Si 1 < j <k (resp. k+1< 5 <
n — 1), on remplace chaque lettre x; dans o’ telle que 1 < m < j (resp.
telle que 1 < m < k) par x; _,, on laisse les autres lettres invariantes et
on insere x;; (resp. x;,) a la i;°°™¢ place dans o’. Soit o = 1, (0’,7) la
permutation ainsi obtenue.
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Par exemple, ¢/ = 32541 a k = 2 excédances 3 = 5 >
x1 = 3 > 1 (en ordre décroissant) et trois non-excédances x5 = 1 <
x9 =2 < 2,4 =4 < 4 (en ordre croissant), de sorte que (i1, 2, i3, i4, i5)
(3,1,5,2,4). Avec j =1 on a i; = 3 et x3 = 5. Pour obtenir ¢s(c’,1) on
remplace z;, = 5 par x;, = 6, on laisse les autres lettres invariantes et on
insere z;, = 5 & la i,°™°=3""° place. Ainsi ¢¢(0’,1) = 32564 1. Pour
j=3onai; =5et x5 =1. Comme j =3 > k=2, on remplace z;, = 3
par x;, = 6, puis x;, = x; = 3 par z;; = 5, on laisse les autres lettres
invariantes et on insere z;, = x;,, = 1 = 3 a la jgitme—pieme ylace pour
obtenir ¥g(0’,3) = 52643 1.

Avec (f,g) = (exc,den) (voir §2) 1, a les propriétés (x), de sorte
que (exc,den) est une statistique euler-mahonienne sur chaque groupe de
permutations S,,.

ot W

)

(e) Soit (f, g) une famille euler-mahonienne sur £ = (E,,). Pour chaque
wE By (n 2 2) soit vy (w) = (), () = (0, Gp1), ...
Yy H (w2 = (wY o) et j1 = 0; lasuite U(w) := (1, 52, - s Jr—1, jr)
est sous-excédante et U est une bijection de FE, sur SE, telle que
f(w) = tot ¥(w) et g(w) = eul ¥(w). La bijection ¥ est dite un (f, g)-
codage E,..

S0it W (des,maj) (1€SP. ¥ (cxc,den)) le (des, maj)-codage (voir question (c)))
(resp. le (exc, den)-codage (voir question (d)) de &,,. Alors © = \Il(_dlesymaj)o
W (exc,den) €St une bijection de &,, sur lui-méme satisfaisant (exc, den) w =

(des, maj) ©(w).

17. — On note toujours M B(N,n) ’ensemble des mots de longueur
(N + n) contenant exactement N fois 1 et n fois 0. Si x = 122 ... TN1n
est un tel mot, on définit

des’ z := Z X(z; <xip1) et maj x:= Z ix(x; < Tiy1)-
1<i<N4n—1 1<i<N4n—1
On pose ensuite DESz := desx + des’ z et MAJx := majz + maj .

(a) Pour chacun des dix mots de la classe M B(2,3) écrire dans un
tableau la valeur des six statistiques “des”, “maj”, “des’”, “maj”, “DES”,
“MAJ”.

. N
(b) Montrer que Z g T = { + n]

x€MB(N,n) n
(c) Montrer que Z pdes’ wqmaj' T _ Z pdesz gmaj e
xeMB(N,n) zEMB(N,n)

(d) Soit z € MB(N,n). On pose x’ := x1x2 - - - TN4pn—1. Montrer que

majz =maj r+ N =maj 2’ + N, sizyi, =1;
maj’ r = majr +n =majz’ +n, st zn4pn = 0.
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() Etablir I'identité suivante :

Y MATe {N‘H’L} " +q"

N+n "
x€MB(N,n) NN PERE

18. — Cet exercice est consacré a 1’étude d’une nouvelle statistique sur
les mots, appelée la Z-statistique. Le but de I’exercice est de démontrer
qu’elle est aussi mahonienne. Dans la construction proposée ci-apres,
on distingue deux transformations essentielles, le cyclage global pour la
manipulation de l'indice majeur et le cyclage local pour le traitement de
la Z-statistique

(a) Soient m = (mq,ma,...,m,) une multiciplicité et R(m) la
classe de tous les réarrangements du mot 1712™2...r™r. On note n
un réarrangement de m vu comme un mot. Construire une bijection
Om.n, définie sur R(m), a valeurs dans R(n), conservant la statistique
“maj”. [Il suffit de donner cette construction lorsque m et n ne different

que par deux lettres consécutives, disons x et y = x + 1, autrement
dit la construction d’une bijection 6 de R(mq,...,mgz, my,...,m,) sur
R(ma,...,my,myg,...,my).]

(b) La Z-statistique est définie, pour tout mot w = x1xs ... x,,, par

Z(w) = Z maj w;j,

1<J

ou w;; est le sous-mot de w composé de toutes les lettres ¢ et j. Par
exemple, pour le mot w = 2412131242, il faut considérer les mots
wie = 2121122, w3 = 1131, ... , calculer leurs indices majeurs et en
faire la somme. Calculer Z(2412131242).

(c¢) Pour tout mot w = zyx2---x,, de la classe R(m) et toute lettre
x=1,2...,r, le cyclage global gcyc,(w) = y1yz -+ ym et le cyclage local
leye, (w) = 2122 - - - 2, sont définis par :

. Xi, S1T; <,
T; — X, S1T; > T, .

Yi = . zi =1 x;—1, sixz; >x;
r; — X+ T, slnon. .

T, six; = .

On note m” la multiplicité de geyc, (w) et m, celle de lcyc, (w). Carac-
tériser ces deux multiplicités, c’est-a-dire exprimer m” et m, comme des
réarrangements bien définis de la suite m = (mq, ma, ..., m,).

(d) Pour le mot w = 2412131242, calculer les différences majw —
majgeycy(w) et Z(w) — Z(leyey(w)).
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(e) Si x = x,, est la derniere lettre du mot w, montrer que
majw — maj(geyc, (w)) = myy1 + Myt + -+ -+ my.

(f) Si x =z, est la derniere lettre du mot w, montrer que

Z(w) — Z(leyc, (w)) = myy1 + Myyo + -+ -+ m.
(g) Construire une bijection de R(m) sur elle-méme ayant la propriété :

majw = Z(®(w)),
prouvant ainsi que la Z-statistique est mahonienne.

19. (Le lemme t = 1). — Soit (b.) (r > 0) une suite de séries
formelles appartenant a une algebre 2 de séries formelles a une ou plusieurs
variables. On peut toujours former la série b(t) := > -, brt" appartenant
a l'algebre [[t]], ol ¢ est une nouvelle variable. “Faire t = 1”7 dans b(t) n’a
pas toujours de sens. En revanche, si la série ) b, est convergente pour
la topologie des séries formelles dans 2, c’est-a-dire s’il existe a € 2 telle
que o((bp + b1 + - -+ b,) —a) tend vers +oo avec r, on définit “faire t = 1
dans b(t)” et donc b(1) par : b(1) :==a = > b,.

r>0

(a) Soit (a,) r > 0) une suite de séries formelles dans 2 telle que
lim, a, = a, c’est-a-dire telle que o(a — a,) tend vers U'infini avec r. On
définit : b(t) := (1 —1¢t)- > a,t". Alors b(1) = a.

r>0

(b) Déduire (4.22) de (4.23).
(c) Déduire (6.7) de (6.20).

20. — Sur le groupe &,, des permutations d’ordre n on définit trois
transformations i, r et ¢ de la fagon suivante. D’abord i est la bijection
qui envoie toute permutation o sur son inverse o~ !. Notons o comme le
mot linéaire ¢ = (1) ...0(n). On pose alors

co=n+1-0c1)(n+1-0(2)...(n+1—0(n);
ro:=o(n)...o(2)o(1).

On dit que c est le complément a (n + 1) et r le retournement.

(a) On a la propriété r =ici.

(b) Le groupe des transformations sur &, engendré par {i,c} est
isomorphe au groupe diédral D4 d’ordre 8 des rotations du carré.

(c) On a les relations : rc =cr,ir=ciet irc=rci.
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(d) Pour tout o € &,, on a les relations : Ligneco = [n — 1] \ Ligneo
et Lignerco =n — Ligneo = {n — ¢ : i € Ligneo}.

21. — Dans cet exercice, il s’agit d’étudier la divisibilité des polynomes
Dopy1(q) (n > 0), les coefficients de la g-tangente. Tout nombre entier
positif n > 1 peut s’écrire n = m2!, ot m est impair et [ > 0. On pose
Ev,(q) == ] (1+¢™) et on définit :

0<5<!
[I Evi(q), si n est impair;
F ( ): 1<i<n
n\4) (1+¢®) T[] Ewvi(q), sin est pair.
1<i<n

De fagon équivalente, soit Evg(q) = Fy(q) := 1, Fi(q) :== 1+ ¢, F»(q) :=
(1+9)*(1 +¢°)* et Fu(q) := Fn_2(q) Evn-1(q) Evn(q) pour n > 3. On

pose : F(q):== T[] (1+q)e9,
1<i<n

(a) Dresser la table des coefficients a(n,i) (1 <i <n) pour 1 <n <8.

(b) Pour i > 1 soit ¢;(q) le i'“"™® polynome cyclotomique avec ¢;(q) =
1 — g, de sorte que I'on a : 1 —¢* = [] ¢a(q). Pour n = m2' (m impair,
[>0)et 7=0,1,...,1 on pose dli

Aji={d:d|m2" d+ m27}, B:={d:d|m2""", d pair}.

Montrer que : 1 + ¢™2" = [T ¢a(q) (0<j<I).
dEAj

(c) Montrer que : Ev,(q) = [[¢a(q) (d|2n, d even).
d
(d) Pour chaque n > 1 on pose : Od,(q) :=[[#a(q) (d|2n, d impair).

d
2n Evo(q) Evi(q) ... Evi(q)
Montrer que
en q. ! [Qk + J Ev,_1(q) Evn_r11(q) ... Eva(q)

(e) Montrer que F,(q) divise Doy, 1+1(q).

est un polynome

22. — Le but de cet exercice est de démontrer, a ’aide d’un argument
combinatoire, qu’on a la congruence

Do, (q) = qQ”(”_l) mod (g + 1)2.

(a) Soit 1 <i < 2n — 1. On dit qu'une permutation alternante montante
o=0(1)o(2)...0(n) est i-balancée si ce mot o contient le facteur i (i+1),
ousi (i+1) se trouve a la gauche de i dans o. Par exemple, la permutation
0 =263415 est i-balancée seulement pour ¢ = 1, 3, 5.

Si o est i-balancée pour chaque i = 1,2, ..., (2n—1), on dit simplement
qu’elle est balancée.
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La permutation (2n — 1)2n(2n — 3)(2n — 2) ... 3412 est la seule
permutation alternante montante balancée.

(b) Soit ¢ une permutation alternante montante non-balancée. On
désigne par i le plus grand entier pour lequel o n’est pas i-balancée. Alors
o est nécessairement de la forme 0 = wiw’ (i+1)w”, o w’ est un facteur
non-vide. L’application ® définie par ®(o) := w (i + 1) w'iw" est encore
alternante montante et a une inversion de plus que o.

(c) Le polynoéme Dy, (q) est unitaire de degré 2n(n — 1).

(d) Pour n > 2 notons Ay, (resp. Bs,) l'’ensemble de toutes les
permutations alternantes montantes de longueur 2n débutant par le
facteur (2n — 1) 2n (resp. finissant par 12). Par récurrence sur n on a :

Z qinva = an(n_l) mod (q + 1)2.

UGAZnUBZn

(e) Soit Fs,, le complémentaire de As,, U Ba,. Alors

Z ¢™° =0mod (¢ + 1)

ocka,

23. — Etablir les deux identités :

“fa—j+p-1 s |a+ B
p[a e[

§=0
>
=0 J a—j o

— (—1)ageB+Ntala+l)/2 l_’y —h- 1}_
Q@
combinatoirement, se rappelant que [m+"} est la fonction génératrice des
partitions en au plus m parts toutes au plus égales a n. Représenter les
partitions sous-jacentes par leurs diagrammes de Ferrers contenus dans un
rectangle de dimensions m et n,

24. — (a) Démontrer les identités suivantes :
(ag™";q)n = (~a)"q\"2 ) (a/a; )
(@5 @)ntr = (a;:9)nlag"™; Q)
(CL Q)Qn (CL, qQ)H(CLCL )n;
(0% 6*)n = (a; @)n(~a; @)n.
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(b) Trouver un g-analogue de la formule
(1—2)7%1—-2)"=(1-2)""

(c) Démontrer la formule du triple produit de Jacobi

oo

2
(20" @)oo (271 Qoo (G D)oo = Y, (—1)%¢* /72"

en utilisant la formule de Heine 111 :
a,b c/a;q)o(c/b;q) o
s (Vs gcfan) = (L0120

(¢;@)0o(c/ab; @)oo

25. Pfaffiens. — Soit n un entier pair. On note 5, ’ensemble des
permutations d’ordre n et C), le sous-ensemble des parfaits couplages, a
savoir les permutations o = o109 -+ -0, tellesque o1 < 09, ... , 0,1 < Onp,

et 01 <03 < < 0op_1.S0it A= ((a;;)i<i,j<n) une matrice. On définit
le pfaffien de A comme étant la quantité :

Pf(A) = Z €(0)0y 00005.04°** Copy 1,00
oceCy,

(a) Le cardinal de C), est égal a #C,, =1-3-5---(n—3)(n—1).

(b) Si tous les coefficients a; ; sont égaux a 1, alors la valeur du Pfaffien
est 1.

(c) Soit A = ((as,;)1<i,j<n) une matrice anti-symétrique, i.e., a; ; =
—a; ; pour tout couple (4, 7). On pose NE(o) =#{i |1 <i<mn,o0; <i} et
bi,j = Gmin(i,j),max(i,j)- Montrer que 'on a

1,6102,05 """ Un,op, = (_1>NE(U)b1,U1 b2,65 *bn,o,
et établir I'identité : det(A) = Pf(A)2.
26. g-intégration et g-dérivation. — On suppose que ¢ est un nombre

en module inférieur a 1. La g-intégrale d’une fonction réelle f entre 0 et a
est définie comme la somme

/ @i n) =Y flag)(ag - ag ) = a(l - )3 Flag)d
=0 =0

et la g-dérivée de f comme

D, f(z):= —f(xx) : j:((JMI)

Enfin 'opérateur T est défini par T, f(x) := f(qx).
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(a) Montrer que la g-intégrale de f sur [0, a] tend vers l'intégrale de f
ordinaire, lorsque ¢ tend vers 1.
xr

(b) Montrer que l'on a Dy [ f(t)d(g,t) = f(z). En posant
0

/Df /Df 0~ [ Das(@ydla.z),

on obtient

[ Pus@ata.n) = 50) - fla).

(c) Etablir 'identité D,T, = qT,D,, puis la formule de la dérivée d’un
produit

Dy(f(x) - g(x)) = f(x) - Deg(x) + Dy f(x) - Tyg(x)

et la formule d’intégration par parties

/f )d(g,z) = f

b
- / D,f(z) - Tog(x)d(g, z).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solutions des exercices du chapitre 2
1.

Puisque exp(zu) exp(u) = exp((1 + z)u), cette expression est la
fonction génératrice exponentielle des polynémes H,,(z) = (14+z)" =

> (%) a?. Dans le cas des g-séries, on est obligé de faire le
0<n<n J
—J
calcul explicitement : e,(zu)e,(u Z Z q) =
n>00<j<n 7

n

Z Q.Ln Z ml“j = Z u )an(m,q). En posant x = —1

(@D (2 L = (a4

n

dans cette derniere identité, on trouve : Z “ H,(-1,q) =
1 1 u?n
- =S o
(_u; Q)oo (u; Q)oo (_UZ;QQ)OO nz>0 (q2; q2)n
Hap41(=1,q) = 0 et Han(=1,9) = (¢:9)2n/(¢%;¢°)n = (¢¢")n En
posant maintenant r = q1/2, on trouve : Z “ Hn(q1/27Q> =
1 1 u"
= = ——————— d’ou
(ug" % @)oc (5 @)oe (u50"/?)os nz;; (@/254"/%)n

Hy( g = 6D (@0 (- —4'%4")n
n ) (ql/Q;ql/Q)n (q1/2;q1/2>n(_ 1/27 1/2>n

(¢"Y%,¢*/?),,. Partons de f(z,u) = go (q?j;nﬂn(:v,q). On en tire :
flx,u) — f(z,qu) = xz H,1(x,q). Par ailleurs, f(x,u)—
n>0
1 1
T — zu) Douz n+1xq) (1+$)Z(_7Hn(m,q)—
n>0 n>0 ¢ )n

u
Z 7 xH,(z,q). La récurrence en découle pour n > 0 avec
n

Les commentaires dans le texte doivent suffire.

Les programmes concernant Inv sont simples a écrire, les autres
programmes nécessitent plus d’attention.

(© Ces notes ne peuvent étre reproduites sans la permission de 'un des auteurs,
Dominique Foata, Guoniu Han
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Par définition de yona:y; =i— > x(o(i) > 0o(j) >0o(i+1)) ou
1<5<1

1<; 1 x(o(i+1) > o(j) > o(i)), suivant que 'on a o(i) > o(i + 1)

ou (i) < (i 4+ 1). La suite y est donc sous-excédante. Maintenant,
une suite sous-excédante y étant donnée, on peut reconstruire la
permutation o de facon unique, en commecant a déterminer o(n) a
partir de y, =n — > x(o(n) > o(j)). L’application y — o +— x

1<j<n
est alors bijective. Enfin, toty = > (z; — z;41) + ix(o(i) >
1<i<n
o(i+1)) = > ix(o(i) > o(i+1)) = majo, puisque xg = x,4+1 = 0.

1<i<n
On a invcodage(o) = (0,0,0,2,1,1,5,3,8), invo = 20; puis
majcodage(c) = (0,1,1,3,4,1,2,2,3), majo = 17.
invcodage(687293154) = x et majcodage(938164275) = z.
5 < #{1<j<i}=i; (b) z=001102238; (c) o = 756312984

On distigue deux cas. Si o(i) > o(i + 1), les composantes de ce
nouveau maj-codage satisfont les relations :

x; — Tiv1 +ix(o(i) > o(i+ 1))
={j<ilo()>c(@)} —{j<i+1l]o(j)>o(i+1)}+i
={j<ilo(@)>c@)}+{i<i+1l]o(j)<o(i+1)}
o(

={i<ilo@)>c@}+{i<ilo(l) <o(i+1)}
=#{1<j<il|o() €]ol),oli+ D]} = 2.

Sio(i) <o(i+1),ona:

x; — xip1 +ix(o(i) > o(i + 1))
={i<ilo(G)>a@}—{i<i+1[o(j)>0(i+1)}
={i<ilo(i) >0} -{i<ilo(i)>a(i+1)}
=#{l<j<ilo(j) €lo(i),o(i+ 1D} =z

La suite y est sous-excédante et y; +y2 + ...y, = majo. Cependant
cette transformation o — y n’est pas bijective. Les deux permuta-
tions 213 et 312 donnent la méme suite 010.

Un ensemble {vy,vs,...,v,} est composé de vecteurs linéairement
indépendants, si tout d’abord v; n’est pas nul (il y a donc (¢ " —1)
choix possibles), ensuite si vy n’est pas proportionnel a v; (il y a
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10.

11.

12.

SOLUTIONS DES EXERCICES

donc (gN*™ — q) choix possibles), ensuite si pour tout i = 2,...,n
le vecteur v; n’appartient pas au sous-espace vectoriel de dimension
(i — 1) engendré par vy, va, ... , v;_1 (il y a alors (¢V+" — ¢*) choix
possibles). Le nombre de tels ensembles {vy,vq,...,v,} est donc

égal a (V" — 1) (Nt —q) - (¢VT — ¢" ). Le second comptage
s’obtient par le méme raisonnement. Enfin, le nombre d’ensembles
{v1,v9,...,v,} composés de vecteurs linéairement indépendants est
égal au nombre de sous-espaces vectoriels de dimension n, multiplié
par le nombre de tels ensembles qui engendrent un sous-espace
vectoriel donné de dimension n.

Les deux formules sont banales pour N = 0. Pour établir (3.9),
on utilise (3.6) avec les substitutions n <~ N + n, i < n dans le
calcul : (1 — ugh) Y [N:Lr”] u = > ([N:Lrn} — gV [N:fl_l})u” =
n>0 n>0
> [NJF:_l]u” = (u;q) 5 (par récurrence sur N). D’ou
n>0
> [N:Lr”}u” = (u;q)l}l(l —ugV)™t = (u;q);,lﬂ. Pour (3.10), on
n>0
utilise (3.5) avec les substitutions n < N + 1, i + n dans le
calcul : (—u;q)nvy1 = (D q”(”_l)/Q[ﬂu”).(l +ugV) = 1+
0<n<N

S ([N]gnnD/2 4 [ N Jgn=De=2)/2+Nyyn 4 g(NFHN/2,N+1 -
1<n<N
L+ 5 ([N] + g@+0-n] N |ygn(n=1/2yn 4 g(N+DN/2N+1

n n—
1<n<N
N+11 n(n—1)/2,,n
S [ ! ]q (n=1)/2ym
0<n<N+1

On procede par récurrence sur N + n. Posons SC(N,n;q) :=

S ¢ttt Alors SC(N,n;q) = > ¢*°t® + 3 ¢*tb. Posons
beSC(N,n) b1=0 by >1

a; :=b;—1 (i =1,...,N) dans la seconde sommation. Alors, en
convenant que SC(N,n;q) vaut 1 lorsque N = 0,

scNmg = Y M4 3 N+l

0<bs<-<by<n 0<ar < <an<n—1
= SC(N —1,n;q) + ¢~ SC(N,n — 1;q)
N+n-1 N+n—-1] [N
o AP R AN B A
n—1 n

On procede par récurrence sur N + n. Posons M B(N,n;q) :=

S ¢ Alors MB(N,n;q) = Y. ¢™*+ Y ¢™Z. Posons
zEMB(N,n) x1=0 z1=1
Yi = Zip1 (1 = 1,...,N — 1) dans chacune des sommations et
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appelons y le mot 41y ...yn_1. Dans la premiere (resp. la seconde)
ona:inve =invy ety € MB(N,n—1) (resp. inve = n +invy
et y € MB(N —1,n)). Alors, en convenant que M B(N,n;q) vaut 1
lorsque N = 0,

MB(N,n;q) = Z qinvy + Z qn—any
yeEM B(N,n—1) YyEMB(N—1,n)
= MB(N,n—1;q) + ¢" MB(N — 1,n;q)
[N-I—n—l] n[N-l—n—l} {N-l—n}
= —|— q = .
n—1 n
Comme le montre la Figure 1, pour chaque partition m en au plus
n parts, chacune au plus égale & N, on note j la taille de la n'™° part
de 7 (la plus petite, éventuellement 0). En retirant j de toutes les
parts de 7, il reste une partition en au plus (n — 1) parts, chacune
au plus égale & (N — j). Ces dernieéres partitions ont pour fonction

s, s . ;e s N—j+n—1
génératrice precisement [ ]f]_j }
1
n
n n—11
m—1
j N—j j N—j
Fig. 1 Fig. 2

On se reporte ici a la Figure 2. Pour chaque partition 7 en au plus
(n + m) parts, chacune au plus égale & N, on note cette fois j la
taille de la (n + 1) plus petite part. Alors & cette partition ,
on peut faire correspondre biunivoquement une partition 7’ en au
plus n parts, chacune au plus égale & j et une partition 7" en au
plus (m — 1) parts, chacune au plus égale a (N — j).

Les deux coefficients ¢g-binomiaux apparaissant dans le membre de
gauche de l'identité sont précisément les fonctions génératrices des
partitions 7’ et 7, respectivement. L’identité résulte du fait que le
poids de 7 est égal a la somme des poids de 7’ et de 7"/, augmentée du
nombre de carrés jm contenus dans le rectangle de dimensions j, m.
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(b)
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Banal par récurrence.
Si m est inséré au début d’une permutation o/ = o’(1)...0'(n — 1)
ou entre deux lettres o (i), o(i + 1) telles que o(i) < o(i + 1), la
permutation résultante a une descente de plus. Dans le cas contraire,
le nombre de descentes reste invariant. Pour obtenir donc I’ensemble
Sp.i de toutes les permutations d’ordre n ayant k descentes, il suffit
ou bien de considérer I’ensemble de toutes les permutations appar-
tenant & S,_1 x—1 et y insérer n dans les (n — 1) — (k — 1) positions
qui créent une nouvelle descente; on obtient ainsi (n — k)A,, k-1
permutations d’ordre n;
ou bien de considérer ’ensemble S, _1 et d’'insérer dans chaque
permutation appartenant a cet ensemble I'entier n dans les (k + 1)
positions ne créant pas de nouvelles descentes; on obtient, de cette
fagon, (k + 1)A,,—1  permutations d’ordre n ayant k descentes.
Le contenu du §15.3, chap. 1 et la précédente question (b) consti-
tuent une démonstration combinatoire du résultat. Une démonstra-
tion analytique est donnée dans 1’exercice suivant.

Le membre de droite de I'identité a prouver vaut : .
1=6)" Y G+ 1+ (n—1)t—nt+(1-t)j) = (1-t)™ > #(j+
n>0 n>0
D=0+ 1) =1 -0 3 #(G+1)" = Aan(t).

n>0

D’abord Ay(t) = (1 —t)/(1 —t) =1, d’apres (15.1) et le coefficient
constant de chaque série A, (t) est A,, o = 1. En prenant le coefficient
de t* (k > 1) dans les deux membres de I'identité (15.2), on obtient :
Aprp=An_1p+(n—1DAp 151+ kAn_15— (k—1)A,_1 k1, soit
la récurrence demandée. Enfin, cette récurrence implique bien que
I'on a A, = 0 pour £ > n > 1. On retrouve la récurrence des
polynémes eulériens.

1l suffit de calculer le coefficient de t* dans (1 —¢)"+1 S (5 +1)".

n>0
AL -0 = (P T A=
k>0 0<i<n-—1
Y Y AT =Xt Y Agpaa(VIORY) =

5>0 0<I<min(j,n—1) j>0 0<i<n—1

ST t(j+1)", en utilisant le fait que ("tz—l) =0 lorsque j < n—2et

J=0

l=741,...,n—1, puis (14.2) et pour la derniere étape, en faisant

usage de la formule de Worpitzky.

De (15.1) : > A, ()1 =)=+ Dyn /nl = S u™/n! ST (G + 1) =
_ n>0 - n>0 §>0

Yot > (u(f + 1) /nl = e* > (te*)? = e*/(1 — te*). En posant

j20  n=0 320
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u=ov(l—1t),on déduit : > A,(t)v"/n!=(1—1t)exp(v(l—1t))/(1—
texp(v(l —1t))), et donc ?1250.5).

Il faut rédiger la solution.

On a le tableau :

des maj des’ maj’ DES MAJ

11000 1 2 0 0 1 2
10100 2 4 1 2 3 6
10010 2 ) 1 3 3 8
01100 1 3 1 1 2 4
01010 2 6 2 4 4 10
00110 1 4 1 2 2 6
10001 1 1 1 4 2 5)
01001 1 2 2 ) 3 7
00101 1 3 2 6 3 9
00011 O 0 1 3 1 3

On définit une bijection = — y de M B(N,n) sur M B(n, N). Pour
tout 1 < i < N+n, on pose y; = 1—x;. Il est clair que maj’ z = majy.

. . N +n
wEMg(N,n) yEMg(n,N) "

On construit une bijection x — z de M B(N,n) sur elle-méme. Pour
tout z € MB(N,n), on applique d’abord la bijection de 'exercice
précédent pour obtenir y € M B(n,N). On factorise y d’une facon
unique sous la forme y = v110v510 - - - vg_110vk, ol v; est un mot
binaire croissant de forme 0%1°; de plus la longueur [(v;) de wv;
satisfait {(v;) > 1 pour 2 < ¢ < k —1 et I(vy) > 0, I(vy) > 0.
Pour tout mot croissant v; = 0%1°, on définit un autre mot croissant
u; = 0°1°. Enfin, on pose z = u110u10 - - - ug_1 10uy.
Par exemple, pour x = 10110001011 € MB(6,5), on a y =
01001110100 € M B(5,6). Factorisant y = 0(10)011(10)(10)0, on a
z = 1(10)001(10)(10)1 = 11000110101 € M B(6,5). On vérifie que
maj * = majy = majz et des’ z = desy = des 2.
Chercher la différence entre maj’ et maj. Noter que les deux types
de descentes sont alternantes.

Z qMAJw _ Z qMAJx + Z qMAJx

x€EMB(n,N) reEMB(n,N),xp+n=0 reEMB(n,N),xpt+n=1

_ Z q2maj’x+N+ Z q2majw—|—n

reEMB(n—1,N) reEMB(n,N—1)
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18. (a)
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B N[n+N—1] n[n—l—N—l]

_q n_l,N q2 n,N_l q2

B N[n—l—N] 1_q2n n[n—l—N] 1_q2N
—q n,N q21 _q2N—|—2n n,N q21 _q2N+2TL

n+N1 ¢"(1-¢")+q"(1-¢*)
Lz 1 — @2N+2N

Soit w un mot de la classe R(m) et soit 1 <z <y=x+1 <.
On remplace tous les facteurs yz de ce mot par une lettre spéciale
“~”. Dans le mot ainsi obtenu, les facteurs mazrimaux contenant
les deux lettres = et y ont la forme z%° (¢ > 0,b > 0). On
change alors ces facteurs en z%y® et remplace chaque “~” par yz,
pour obtenir le mot w’ du second ensemble. Par exemple, pour
w = 122322233243213 € R(2,7,5,1), x = 2 et y = 3, on obtient
successivement :

w = 122322233243213 > 122~ 223 ~4~ 13
5 133~ 233 ~4~ 12 — 133322333243212 = v’ € R(2,5,7,1).

Il est alors immédiat que cette transformation est bijective et que
l'on a : majw = majw'’.

Z(w) = maj(2121122) + maj(1131) + maj(41114) + maj(22322) +
maj(242242) + maj(434) =4+3+1+3+ 7+ 1= 19.

Les multiplicités de gcyc, (w) et de lcyc, (w) sont respectivement :
m® = (Myg1, Mgto, My, My, Mo, -+, My_1,My) €t

m, = (mh mo, -y Mgp—1,Mgp41, Mg42," " My, mw)

Les cyclages global et local valent : gecycy(w) = 4234313424 et
leycy(w) = 4214121434, Or majgeycy(w) = 18 et Z(leycy(w)) = 16.
Comme majw = 21 et Z(w) = 19, les deux différences sont égales a 3.
On considere la factorisation unique w = poq1p1gaps .. .qsps du
mot w, ou les p; sont des mots dont toutes lettres sont inférieures ou
égales a x et ou les g; sont des mots dont toutes les lettres sont plus
grandes que x, avec |p;| > 1, |g;| > 1 pour tout ¢ > 1 et |pg| > 0. Or
la derniere lettre de chaque facteur p; (resp. ¢;) est inférieure (resp.
supérieure) a la premiere lettre du facteur suivant g; 11 (resp. p;).
On dit qu’il y a une montée a la fin du facteur p; et une descente a
la fin du facteur ¢;. Dans le mot geyc, (w), ces montées deviennent
des descentes et les descentes des montées, les autres montées ou
descentes restant invariantes. On a donc majw — maj(geyc, (w)) =
lg1] + [g2] + -+ 1gs| = mat1 + Mgy2 + -+ My
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Soit a = 1,2...,r une lettre apparaissant dans le mot w, on note
a’ Vimage de a par le cyclage local u := lcyc, (w). Pour tout i < j,
si i # x, les sous-mots w;; et w;; sont identiques a la réduction
pres. D’autre part, pour tout z < j, on a, d’apres (e), majwy,; —
maj(geyc, (w)), ;7 = m;. Comme les deux cyclages sont identiques
a la réduction pres pour les mots a deux lettres, on en déduit :
Z(w)—=Z(u) = Z‘(maj(wxj)_maﬂuw’j’)) = Mgy1+Mgpot- -+,
x<j

La bijection cherchée ® est définie, pour tout mot w € R(m) et toute
lettre x, par la composition suivante :

O(wx) = (lcy0;1 o® 0 Oine m, © gy, (w))z

On vérifie bien que ®(wzx) est un réarrangement de wx et que la
relation majw = Z(®(w)) est satisfaite.
Posons b:= > b,.t". Alors by = ag et b, = a, —a,—1 pour r > 1. Or
r>0
a—(bo+bi+---+b)=a—(ap+a1—ap+---+a,—a,—1) =a—a,
et par hypothese 'ordre de cette différence tend vers I'infini avec r.
Le membre de gauche de (4.22) est de la forme ) bst%, ot by =
1/(u;q)s41. Or limg by = 1/(1; ¢)oo. Soit alors b(t) := (1—t)-> ", bst°.
On a alors (1) = 1/(u;¢q)so. Or en multipliant le membre de
gauche de (4.22) par (1 —t) et en posant ensuite ¢ = 1, on trouve
YomAm(t=1,¢)u™/(q; ¢)m. On en déduit l'identité (4.23).
Il faut ici appliquer (a) deux fois de suite. Le coefficient de 7,
a savoir Y t5/(u;qi,q2)r+1,5+1, tend vers > t5/(u;q1,02)00,s+1
(définition évidente) lorsque r tend vers l'infini. En multipliant
donc le membre de gauche de (6.20) et en posant t; = 1, on ob-
tient > t5/(u;q1,¢2)00,s+1. Comme ensuite 1/(u;q1,2)00,s+1 tend
vers 1/(u; q1,¢2)c0,00, lorsque s tend vers 'infini, en multipliant la
précédente somme par (1 — t3) et en y posant to = 1 on obtient :
1/(u; q1,G2)00,00- En multipliant le membre de droite successivement
par (1 —t1) et (1 —t2) et en posant t; = 1, puis to = 1, on obtient
En An<Q17 Q2) Un/((Ql; Q1)n (QQ; q2)n)~
Sion a o(i) = j, alors io(j) = ¢, puis cio(j) = (n +1 — ). Donc
icic(n+1—i)=jetonaaussiro(n+1—1i)=0c(i) =j.
Inscrivons les n points (1,0(1)), (2,0(2)), ... , (n,0(n)) dans un
carré de coté n. Alors la rotation autour de l’axe horisontal de
symétrie (resp. de l’axe vertical de symétrie, resp. de la diagonale)
du carré transforme le graphe de o en le graphe de la permutation
co (resp. ro, resp. io). Le résultat découle du fait que ces rotations
engendrent le groupe diédral D4 et qu’il y a une correspondance
entre ces rotations et les opérations i, c et r.
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Ces relations peuvent se vérifier par le calcul ou géométriquement.

Posons co := ¢’ et rco := ¢”. Alors j € Ligneo si et seulement
sijen—1]et o(j) > o(j + 1), dou o'(j) < 0'(j + 1) et aussi
a”(j") < o”(j") en posant ;7 = n+ 1 — j — 1. Par conséquent,
j € Ligneo si et seulement si j € [n — 1] et, de fagon équivalente,
j ¢ Lignero oun — j € Lignerco.

La table des premieres valeurs des a(n,i) est la suivante :
P = 1 2 3 4 5 6 7 8
n=1 1

2 2 2
3 2 1 1
4 3 3 1 1
5 3 2 1 1 1
6 3 3 2 1 1 1
7 3 2 2 1 1 1 1
8 4 4 2 2 1 1 1 1

Par définition 1 — ¢* = [[{®4(q) : d|i} pour tout i > 1. Comme
(1-¢*)=01-¢")1+¢"),onal+q =[[{Pilq): d|2i, d+i}. En
particulier, si 0 < j < [, alors 1 4 ¢™% = [[{®a(q) : d|m27+1 d+
m27} = [[{®alq) : d € A;}.

Comme les ensembles A; sont deux a deux disjoints, il suffit de
montrer que B est la réunion des A;’s. Or, si d|m2/t, d 4 m2/+?
pour un certain j tel que 0 < j <, alors d|2n (égal & m2*+1) et d
est pair. Donc d appartient a B. Réciproquement, supposons d | 2n
avec d pair. Alors d = m/27"! avec m’ impair, m’ |m et 0 < j < I.
Par conséquent, d appartient a A;.

Le produit est nul si & > n. Lorsque 0 < £k < n — 1, le polynome

gaussien est le produit des deux facteurs

p_ 0dn(9)(L —¢*"1)Ody_1(q) - (1 = ¢*"***"1)Ody,_1(q)

(1= ¢**1)O0dy(q)(1 — ¢**1) -+~ Odi(q)(1 = q)

ot O = Ev,(q) Evn-1(q) ... Ev,_k(q)
Evi(q) Evi-1(q) - .. Evi(q)

et les dénominateurs sont exprimés a l’aide des polynomes cy-

clotomiques, alors P et () ne contiennent des polynomes cyclo-

tomiques P, tels que d est impair pour P et pair pour ). Comme

[2511] est un polynoéme et que les polynomes cyclotomiques sont

irréductibles, chacun des deux facteurs est un polynome. Or P est

précisément égal a I’expression sous considération.

. Lorsque les numérateurs
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On récrit la récurrence
_ 2n 2k+1
Donyi1(q) = Z q"" " Dag+1(q) Dan—2k-1(q)-

D’abord, D;(q) = 1. On procede par récurrence sur n > 1. Pour 0 <
2n ]D2k+1(Q)D2n—2k—2(Q)
2k+1] Ewvi(q)...Ev,.(q)
2n ] Evy(q) -+ - Evk(q)
2k + 1] Ev,—r(q) - - - Evn(q)

D Doy ok
2k+1(q) 2n—2k-1(9) . Le premier facteur est

Evo(q) - Evi(q)  Evi(q) - Evp_r-1(q)
polynomial par (d), ainsi que les deux autres par récurrence. Lorsque

n est impair, chaque terme dans la somme de la récurrence quadra-
tique ci-dessus est divisible par F,(¢) = FEvi(q)Ev2(q) - - - Ev,(q).
Donc F,(q) | D2n+1(q). Lorsque n est pair, on récrit la formule de
récurrence en regroupant les termes deux a deux pour obtenir

k <n—1 le produit [ est polynomial

car il peut étre factorisé comme [

2n —ok—
Donyi(g) =) {Qk + J ¢ (14 ¢*" D) Doy (9) Dan—ar—1(9),
k

ou cette fois k parcourt l'intervalle [0,n/2 — 1]. Comme n est pair,
le binéme 1 + ¢2("=2k=1) st divisible par 1 + ¢2; et le produit
[2]3?_1]D2k+1(q)D2n_2k_2(q) est divisible par Fvi(q) - -- Ev,(q). Par
conséquent, chaque terme de la somme est divisible par F,(q) =
(1+¢*)Evi(q) - - - Evn(q).

Soit 0 = z1x5 ... T2, une permutation alternante montante balancée
(p.a.m.b.) d’ordre 2n. Comme 2n est est nécessairement un pic de o,
il est forcément le plus a gauche, i.e., xo = 2n. Si ;1 = ¢ avec
i < 2n—2, alors (i+ 1) apparaitrait a la droite de 7 et o ne serait pas
balancée. Ainsi o est de la forme 0 = (2n — 1)(2n)zs- - - Top_1%Tan;
elle est balancée si et seulement si le facteur droit x3---x9,_1T2n,
est i-balancé pour chaque i = 1,2,...,2n — 3. Par récurrence, (2n —
3)(2n — 2) - -- 3412 est la seule p.a.m.b. d’ordre 2n — 2, de sorte que
I'unique b.r.a.p. d’ordre 2n est (2n—1)(2n)(2n —3)(2n —2) - - - 3412.

Si o contient le facteur (i’ + 1)i’, alors toutes les lettres plus grandes
que (i’ +1) sont a la gauche de (i’ +1). Or, comme o est alternante de
longueur paire, la lettre 7’ est entre deux lettres plus grandes que 7',
une contradiction.

La relation inv®(c) = invo + 1 implique qu'une permutation
alternante montante ayant un nombre maximal d’inversions est
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nécessairement balancée. Comme il n’y a qu’une seule permuta-
tion dont le nombre d’inversions vaut 2n(n — 1), la propriété est
démontrée.

Comme S {¢"™7:0 € A2, } = {¢"™:0 € By,} = ¢*" "V Ey, 5(q)
et Y {q"™V7 1 0 € AN Bay, }=¢*"= D=V R, 4(q), la récurrence
sur n implique Z{qin‘”" c0 € Ag,, U By, } = 2q4(”_1)q2(”_1)(”_2) —
q4(n—2)—|—4(n—1)q2(n—2)(n—3) = q2n(n—1) mod <q + 1)2

Soit Cs, le complément de As, U Bs,, c’est-a-dire 'ensemble des
permutations alternantes montantes de longueur 2n ayant (2n) et
(2n — 1) parmi leurs pics et 1 et 2 parmi leurs creux. Il reste a
montrer que l'on a : Y {¢"™° : 0 € Cy,} = 0mod (¢ + 1)2. Soit
7, 7' les transpositions (2n — 1,2n) et(1,2), respectivement et G le
groupe d’ordre 4 engendré par {7, 7'}. Le groupe G agit sur Cy,, et
dans chaque orbite le polyndéme générateur de ces quatre éléments
par nombre d’inversions est divisible par (¢ + 1)2. De 14 le polynome
générateur de tous les éléments de Cy,, est aussi divisible par (g+1)2.

Comme le montre la figure 1, pour chaque partition 7 en au plus
B parts, chacune au plus égale a o, on note j la taille de la S-ieme
part de 7w (la plus petite, éventuellement 0). En retirant j de toutes
les parts de m, il reste une partition en au plus (5 — 1) parts, chacune
au plus égale a (o — j). Ces dernieres partitions ont pour fonction

- . L ey —j4+B—1
génératrice précisément [ itf 1. O

J a—j
Fig. 1

Pour la seconde identité, on se reporte a la figure 2. Pour chaque
partition 7 en au plus (S + ) parts, chacune au plus égale a «, on
note cette fois j la taille de la (8 + 1)-iéme plus petite part. Alors
a cette partition 7, on peut faire correspondre biunivoquement une
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partition 7’ en au plus [ parts, chacune au plus égale & j et une
partition 7’/ en au plus (y—1) parts, chacune au plus égale a (a—j).
Les deux coefficients ¢g-binomiaux apparaissant dans le membre de
gauche de l'identité sont précisément les fonctions génératrices des
partitions 7’ et 7, respectivement. L’identité résulte du fait que le
poids de pi est égal & la somme des poids de 7’ et de 7"/, augmentée
du nombre de carrés jv contenus dans le rectangle de dimensions j,

v. [
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TROISIEME CHAPITRE

SERIES GENERATRICES DES SUITES

P NSO

sécants, les nombres tangents, ...

DE NOMBRES CLASSIQUES

Sommaire

Les nombres de Bernoulli

Les nombres de Stirling

Propriétés de congruence

Le théoreme de von Staudt-Clausen
Les nombres factoriels centraux

Les nombres de Genocchi

La conjecture de Gandhi

Les polynomes de Gandhi

Les pistolets de Dumont

Le codage des permutations

. Nombres de Genocchi et permutations

. La matrice de Seidel des nombres de Genocchi

. Nombres tangents et sécants

. La matrice de Seidel des nombres tangents et sécants

Groupes de réarrangements
Orbites de groupes

. Fractions continues formelles de Stieltjes
. L’algorithme de Stieltjes

. Fractions continues formelles de Jacobi

. Partitions et permutations

Ce chapitre débute par une étude des nombres de Bernoulli, nombres qui
ne sont méme pas entiers, donc qui en aucun cas ne peuvent étre considérés
comme cardinaux d’ensembles finis privilégiés. Ils sont cependant reliés
a plusieurs suites de nombres entiers, qui eux ont des interprétations
combinatoires intéressantes, comme les nombres de Genocchi, les nombres
Il parait ainsi intéressant de faire
d’abord une étude purement arithmétique des nombres de Bernoulli et
de donner ensuite le lien avec ces suites fondamentales d’entiers.

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun
cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :
foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.
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Il a été beaucoup écrit sur les nombres de Bernoulli, méme des livres
entiers! La breve étude arithmétique de ces nombres que nous faisons ici,
repose essentiellement sur la combinatoire des nombres de Stirling. En fait,
on trouvera plus de résultats sur ces derniers nombres que sur les nombres
de Bernoulli eux-mémes. Nous nous sommes efforcés de dégager des
algorithmes combinatoires, souvent originaux, pour les démonstrations des
propriétés des nombres de Stirling. Apres la démonstration du théoreme
de von Staudt-Clausen sur les nombres de Bernoulli, conduisant tout
naturellement a 1’étude des nombres de Genocchi, nous parlerons des
nombres factoriels centraux, dont le calcul de la fonction génératrice est
essentiel dans les paragraphes ultérieurs.

Les nombres de Genocchi sont des nombres entiers, qui, dans un sens
qui sera expliqué dans le paragraphe 6, sont les entiers les plus proches
des nombres de Bernoulli. Le calcul de leur génération au moyen des
polynomes de Gandhi est donné dans les paragraphes 7 et 8. On doit
a Dumont d’avoir fourni un modeéle combinatoire efficace pour étudier
leurs propriétés combinatoires, ce sont les pistolets. Pour permettre de
transposer les propriétés de ces objets aux classes de permutations, nous
avons été amenés, au paragraphe 10, a donner plusieurs codages de
permutations en termes d’arbres ou de fonctions excédantes.

La matrice de Seidel des nombres de Genocchi fait apparaitre une
nouvelle suite de nombres, les nombres de Genocchi médiants, dont les
propriétés combinatoires sont analogues a celles des nombres de Genocchi.

Les nombres tangents et sécants ont de riches propriétés combinatoires.
Nous donnons plusieurs interprétations de ces nombres, notamment en
termes de comptages d’orbites de groupe (cf. § 16). Les paragraphes 17-20
sont entierement consacrés a une étude des fractions continues formelles,
avec deux types d’applications a I’étude des partitions d’ensembles finis et
des permutations.

1. Les nombres de Bernoulli

Ils sont notés Ba, (n > 1) dans ce qui suit et peuvent étre définis par
leur fonction génératrice :

U U un
1.1 =1—-— —1)"B,,.
(1.1) ev — 1 2+g;@mﬁ ) 2

Les premieres valeurs des nombres de Bernoulli sont données dans la table
suivante :

n|1 2 3 4 5 6 7
By, [1/6 1/30 1/42 1/30 5/66 691/2730 7/6
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On notera que dans le développement en série (1.1), a I’exclusion du terme
—u/2, il n’y a pas de terme de rang impair, ce qui est facile a vérifier (cf.
Exercice 1). D’autre part, le facteur (—1)"*! dans la méme formule et
I’examen des premieres valeurs des By, sous-entendent que ces nombres
sont tous positifs. Ce qui est vrai (cf. exercices 2, 3 et 4).(*)

Posons By = 1, 1 = —1/2 et Bap, = (—=1)""'Bay, Bont1 = 0 pour
n > 1, puis récrivons (1.1) sous la forme :

(1.2) o=y %Tm

e —1
n>0

On en déduit I’identité

u 'U/Q u 'U/Q
(1+g+5+ ) (Bt b+ gh+) =1

qui, de facon équivalente, peut s’exprimer par :

n

ﬁO:L 51:_%7 2(7:)/87‘:/8’” (n22)

r=0

Dans la littérature classique, cette derniere identité était reproduite
sous la forme symbolique

B+D"=p"  (nz=2),

avec la convention qu’il faut d’abord effectuer le développement par la
formule du binéme, puis remplacer chaque puissance 3/ par Bj-

Jacques Bernoulli avait introduit les nombres qui portent son nom no-
tamment pour évaluer les sommes P, (k) des puissances n-iemes des k pre-
miers entiers : P, (k) = 1"+ 2" + ...+ k™. Il a obtenu la formule somma-
toire suivante, appelée souvent formule sommatoire d’Fuler-MacLaurin,
oun, k > 1 (voir Exercice 3),

n+1 2 n+1 I <ren/2 2r

R 1 1
(1.3) Pn(k) = + 4 Z (n—i— )kn—2r+1(_1)r+1B2r‘

Un résultat célebre, connu sous le nom de théoreme de von Staudt-
Clausen, affirme que ’expression

1
(=1)"Ban = p _ —,
2 Xp:p

(*) Nous remercions John Brillhart de nous avoir aidés & retrouver les références de
Mordell et de Carlitz.
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ou la sommation est faite sur tous les nombres premiers p tels que
(p — 1) | 2n, est un entier. On notera que p = 2 et p = 3 apparaissent
toujours dans la sommation. Par exemple, on a :

1 1 (1+1> 1
n = _— = — — —_ —
6 \2 '3
1 !
n=2 ——(— - —):—1
30 \2 375
_ 3 1 <1+1+1>_ 1
"= 2 \27377)7
g 2 (1+1+1> 1
’)’L: _— p— p— — f—
30 \2 375
5 1 1 1
= 2 (a4 )=_1
n=5 66 <2+3+11)

6 691 (1 1+1+1+ ) 1
n: _ J— J— — — - e
2730 \2 "3 7577713

71 1
=7 ———(— —):—2.
" ¢ 373
On peut encore écrire :
1
(14) (_1)71 BQn - A2n + Z )

(D2’
ou As, est un entier. Le théoréme de von Staudt-Clausen sera démontré
dans la quatrieme section. Donnons simplement quelques conséquences
simples.

D’abord (1.4) implique que Bs,, est un nombre rationnel a,,/b,, dont
le dénominateur b,, (lorsque a,, et b, sont premiers entre eux) n’est pas
divisible par un carré. On dit qu'il est libre de carré (“quadratfrei” ou
“square free”). En fait, b,, est égal au produit de tous les nombres premiers
p qui sont tels que (p — 1) | 2n, comme on peut le voir immédiatement.
On peut également démontrer que pour n > 8, on a : By, > (2n+1)/3.

2. Les nombres de Stirling
Pour 1 < k < n, on note S(n, k) le nombre de partitions de I'intervalle
[n]={1,2,...,n} en k blocs, c’est-a-dire en k sous-ensembles non vides
de [n], disjoints deux a deux, de réunion [n]. Par convention, on pose :
S(n,0) =S(0,k) =0, sauf pour S(0,0) = 1.
La formule de récurrence

(2.1)  Sn,k)=Sn—-1,k—1)+kSn—1,k) (n, k>1),

ne signifie rien d’autre que pour former une partition de [n] en k blocs, on
peut, ou bien considérer n’importe quelle partition de [n — 1] en (k — 1)
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blocs et y rajouter le singleton {n}, ou bien prendre une partition de
[n— 1] en k blocs et placer I’élément n dans 'un des k blocs de ladite
partition.

La relation de récurrence (2.1) permet de calculer les premieres valeurs
des nombres S(n,k) (1 < k < n). On les appelle nombres de Stirling de
seconde espéece. Voir le tableau de la Fig. 1 pour les premieres valeurs.

k= 1 2 3 4 5 6 7
n=1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

Table des nombres de Stirling de seconde espece
Fig. 1

Il existe, outre la définition (2.1), de nombreuses identités sur les nom-
bres de Stirling de seconde espece. Celles-ci sont reproduites dans le dia-
gramme de la Fig. 2. Les équivalences entre les identités (matérialisées par
des fleches “<”) sont établies directement, au moins pour les implications
non immédiates.

D’autre part, si f est une surjection de [n] sur [k], la suite des images
réciproques (f~1(1), f71(2),..., f~1(k)) est une partition ordonnée de [n]
en k blocs non vides et forcément tous distincts. Deux surjections f et g de
[n] sur [k] sont dites équivalentes si la suite (¢g=(1),¢g7(2),...,97*(k))
se déduit de la suite (f~1(1), f71(2),..., f~1(k)) par permutation des ter-
mes. Chaque classe d’équivalence contient donc exactement k! éléments.
On peut encore dire que les surjections f et g sont équivalentes si les deux
ensembles {f~1(1), f71(2),...,f 1 (k)} et {g72(1),97%2),...,97 (k)}
sont identiques. Or un tel ensemble n’est autre qu’une partition (non or-
donnée) de [n] en k blocs. Il y a donc S(n, k) classes d’équivalence et
ainsi

le produit k! S(n, k) est le nombre de surjections de [n] sur [k].

Cet énoncé constitue une premiere équivalence, matérialisée par la double
implication entre la seconde et la troisieme identité en partant du haut.

Il est important de noter que, combinatoirement, les interprétations
de ces identités en termes de partitions, d’'une part, et en termes de
surjections, d’autre part, vont conduire a des démonstrations de nature
géométrique différente.

201



CHAPITRE 3 : SUITES DE NOMBRES CLASSIQUES

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k)

A

Y

S(n, k) = le nombre de partitions
de [n] en k blocs

Y

k!'S(n, k) = le nombre de surjections

de [n] sur [k]

=
nn
)
=
I
(]
4

- k! n>k

(1—u)...(1—ku)

y
Z S(n, k) Y eten D)

" =

S kLS(n,k) (i)

0<k<n

A

SRS k)= Y (~1)k (@)jn

y

0<j<k J
Fig. 2
Les identités sur les nombres de Stirling
2.1. La relation avec les fonctions puissances. — Elle s’écrit :

"=y k!S(n,k)@),

0<k<n

ou z est une variable.
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Pour prouver cette formule, il suffit de 1’établir en supposant = > 1
entier. Considérons un sous-ensemble A, de cardinal k, de 'ensemble [z ].
Comme on vient de le voir, ’ensemble de toutes les applications f telles
que f([n]) = A a pour cardinal k! S(n, k). Lorsque A décrit toutes les
parties de [2] qui sont de cardinal k, on obtient k!.S(n, k)(;) fonctions.
Pour décrire I'ensemble [z]["] de toutes les applications f de [n] dans
[z], il suffit alors de faire varier k& de 0 & n. On obtient ainsi le second
membre de (2.2). Le premier membre n’est autre que le nombre de toutes
les applications de [n] dans [z]. []

2.2. La formule inverse. — L’identité
[k
(2.3) k'S(n, k) = Z (1)~ ( .)j”
0<j<k J

n'est autre que 'inverse de la formule (2.2) au sens de l'inversion de
Mobius. Nous en donnons trois démonstrations, dont une renvoyée aux
exercices (cf. Exercice 5); celle-ci repose sur la formule d’inclusion-
exclusion. Notons que le calcul fait dans la Remarque, chap. 1, § 13, con-
stitue, en fait, une quatrieme démonstration.

La premiere démonstration consiste a vérifier que chaque application
de [n] dans un sous-ensemble de [k ] apporte la méme contribution dans
les deux membres de l'identité. En effet, soit A un sous-ensemble, de
cardinal j, de I’ensemble [k]. Notons F4 I'ensemble des applications de
[n] dans A. Comme Fj4 a pour cardinal j”, le cardinal de la réunion
Z|A|:j F5 est égal a (lj)j” On peut donc récrire (2.3) comme

(2.4) D x{f surjection} = > (=17 Y x{f € Fa},
f

0<j<k |A|=j

en utilisant la notation x{F} = 1, ou 0, suivant que I’énoncé “E” est vrai
ou non.

Etudions la contribution de chaque application f de [n] dans [k] dans
chacun des membres. Si f est une surjection, sa contribution est 1 a
gauche, et 1 & droite (facteur j = k). Maintenant, si le cardinal de f([n])
esti < k—1etsii<j,sacontribution & la somme >, 4 _; x{f € Fa} est
=
qui contiennent f([n]). La contribution de f au membre de droite est

donc :
ST = 3 o (f) e

0<j<k 0<I<k—i

égale a ( ), qui est le nombre de tous les sous-ensembles A, de cardinal j,

Elle est aussi nulle au membre de gauche. La relation (2.4) est donc
démontrée.
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La seconde démonstration est plus intéressante, car elle fait usage d’'un
principe d’involution avec changement de signe. Notons F), ; ; ’ensemble
de toutes les applications de [n ] dans un sous-ensemble de [ k] qui soit de
cardinal j (mémes notations que ci-dessus). L’identité (2.3) se récrit

k!'S(n, k) = j{: (=) |Fok] -

0<j<k

Pour prouver cette identité, on attache un signe sgn f a chaque fonc-
tion f de 'ensemble F' =}, F, x; (0 <j <k), puis on construit une
involution f — g qui renverse son signe, i.e., sgng = —sgn f, lorsque f
n’est pas surjective. Dans le diagramme de la Fig. 3, les lignes grasses
représentent le sous-ensemble A(f) de [k] dans lequel I'application f en-
voie ’ensemble [n]. A gauche, on a : A(f) = {1,2,3,4,5,6,8,10,11}; &
droite, il faut retirer la ligne 6 de cet ensemble. Il faut noter que A(f)
n’est pas nécessairement identique a ’ensemble des valeurs prises par f.

k k
11 11
10 4 10 ®
8 - 8 *
<——>
6
5 4 5 ®
4 *—o 4 *—&
3 max 3 max
2 - 2 v
1 4 1 ®
1 1
classe 1 " classe 11 "
Fig. 3
Si f prend les valeurs 1, 2, ... | [, mais non (I + 1), on pose max f = [.

Si [ = k, Papplication est une surjection de [n] sur [k]. Dans les autres
cas,on a max f < k—1. On dit que f est de classe I ou de classe II, suivant
que max f + 1 appartient a A(f) ou non.

On pose sgn f = (—1)*~1AI Linvolution f +— ¢ est définie par
g(z) = f(x) pour tout x € [n] et par

A(f), si f est une surjection;
A(g) =1 A(f)\ {max f + 1}, si f est de classe I;
A(f)U{max f + 1}, si f est de classe IL.
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Il est clair qu’on définit bien ainsi une involution qui renverse le signe “sgn”
pour toutes les fonctions qui ne sont pas surjectives. Dans la sommation
> 0<j< L(=1)*=3|F, 1 ], tous les termes s’annulent, sauf précisément ceux
qui correspondent aux surjections. []

Dans la Fig. 3, le graphe a gauche est le graphe d’une fonction f de la

classe I et max f = 5. On passe au graphe d’une fonction g de la classe 11
en mettant en maigre la ligne grasse d’ordonnée max f + 1 = 6.

2.3. Les fonctions génératrices. — Les formules
(2.5) S s =D sy,
= n! k!
(2.6) S S(n, k) t’zjn — exp(t(e® — 1)),
n,k>0 )

ont elles aussi un contenu combinatoire permettant de les démontrer.
On s’y prend comme suit : soit (i1,4s,...,7;) une suite d’entiers posi-
tifs de somme n. On sait que le coefficient multinomial (i17i27,1~~~77:k) =
n! /(i1!iz! ... dx!) est le nombre de suites (x1,x3,...,z,) contenant exac-
tement i1 fois 1, 75 fois 2, ..., 7 fois k. C’est donc aussi le nombre
d’applications f de [n] dans [ k] telles que ¢; éléments de [n] sont envoyés
sur 1, 75 sont envoyés sur 2, ..., i, sont envoyés sur k. Par conséquent, le
nombre de surjections est égal a

n n!
2.5 ! = T Laiyligl !
( 5) kS<n7k) Z<21,22,72k) le'lg'lk',

ou la somme est étendue a toutes les suites d’entiers (iy,ia,...,i) de
somme n, telles que i; > 1, 4o > 1, ..., i > 1 (pour une surjection,
chaque valeur est prise). Or > 1/(i1!ds! .. .ix!) (avec les mémes conditions

que ci-dessus pour les i;) n’est autre que le coeflicient de u" dans le
développement de

2 n

u u koo i
@+§+“+g+m)—®—ﬂa

ce qui prouve (2.5). La formule (2.6) est obtenue en multipliant (2.5) par t*
et en sommant de k = 0 & +oco. []

2.4. Une formule explicite. — L’identité
2.7)  S(nk)=> 1927 k*  (a+ct -+ =n—k),
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se démontre aussi combinatoirement de la facon suivante. Multiplions (2.7)
par k!

(2.8) KS(n k) =) K1192% k%,

et interprétons cette formule (2.8) combinatoirement comme suit (cf.
Exercice 6 pour une démonstration de la formule (2.7) elle-méme) :

Partons d’une surjection f de [n] sur [k] et posons d; = 1; désignons
ensuite par dy le plus petit entier satisfaisant do > dy et f(d2) # f(dy),
puis ds le plus petit entier satisfaisant ds > dy et f(d3) # f(dq),
f(ds) # f(dz2), etc... Comme f est surjective, on définit ainsi une suite
croissante de k entiers d; = 1 < dy < d3 < --- < dr < n telle que la
suite o := (f(dy1), f(da), ..., f(dy)) soit une permutation de (1,2,...,k).
Posons ¢; = do —dy — 1, ¢ =d3 —dy — 1, ... , ¢, = n—dg. On a
€1+ co+---+cx =n— k. Par ailleurs, pour chaque 5 = 1,2,...,k, notons
g; la restriction de f a lintervalle [d; + 1,d;41 — 1] [par convention :
di+1 = n]. Par construction, g; est une application de [d; + 1,d;11 — 1]
dans {f(d1), f(d2),..., f(d;)} (contenant exactement j éléments).

Chaque surjection est ainsi caractérisée par un triplet formé d’une
permutation o (de k entiers), d’une suite (c1, ca, . . ., ¢ ) d’entiers de somme
(n—k) et par une suite (g1, g2, . . ., gr) d’applications, oli chaque g; est une
application d'un ensemble de cardinal ¢; dans un ensemble de cardinal j
(j = 1,2,...,k). La formule (2.8) ne reflete que le dénombrement des
surjections suivant cette décomposition.

k=17

1 C2 C3 C4 Cs Ce Cr
Fig. 4

La construction peut étre directement vue sur le graphe de f, comme
illustrée dans le schéma de la Fig. 4, ou k = 7, n = 18 et ou la surjection
représentée par son graphe est envoyée sur le triplet

(07 (Ch 3 '7Ck)7 (917 .. ~7gk))7
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2. LES NOMBRES DE STIRLING

donné par : ¢ = (2,5,6,7,1,3,4), (dy,...,dx) = (1,5,8,10,11,15,17),
(c1,...yck) = (3,2,1,0,3,1,1) et g1 = (2,2,2), g2 = (2,2), g3 = (5),
g4 = application vide, g5 = (1,2,2), g6 = (5), g7 = (5).

Les points de coordonnées (d;, f(d;)) sont matérialisés par des croix,
les autres points (z, f(x)), ou x # d; pour tout i, sont représentés par des
gros points.

Remarque. — On peut récrire I'identité (2.8) sous la forme
(2.8') KLS(n k)= 172 k%,
ou la somme est sur toutes les suites d’entiers (iy,is,...,1;) telles que
11+ia+---F+ig=netig >1,10>1, ..., 14 > 1. Les deux sommations
des formules (2.5") et (2.8") se font ainsi sur le méme ensemble de suites
d’entiers. La suite (i1,142,...,7;) a la pondération n!/(i1!ds! ...dx!) dans

(2.5") et 191272 k% dans (2.8'). Il est tout & fait remarquable que ces
sommations soient égales :

| L .
DD S P I LS
110! g

2.5. La fonction génératrice verticale. — La formule (2.7) entraine
immédiatement 1’identité suivante :

(29) > S(n k" = T zi) I B GER

n>k

11 suffit, en effet, de développer le second membre de (2.9) et de chercher le
coefficient de u™~* pour voir qu'il est bien égal au second membre de (2.7).

On peut également démontrer (2.9) directement a partir de la définition
(2.1) des nombres de Stirling. 11 suffit de considérer les séries génératrices
“verticales” Si(u) = >, S(n,k)u™ (k > 1). Posant So(u) = 1, on voit
que (2.1) se retraduit en 'identité : (1 — ku)Sk(u) = uSk—_1(u) (k > 1).
Par itération, on obtient :

uk

(1 —u)(1—2u)...(1— ku)
=uP(l+u+u?+--) (I +kut B+ 0.

Sk(u) =

Par identification des coefficients de u”, on retrouve bien (2.9).

2.6. Un comptage en termes de quasi-permutations. — On dit qu'une
partie Q de I’ensemble produit [n] x [n] est une quasi-permutation, si
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elle est contenue dans le graphe {(k,o(k)) : k € [n]} d’une permutation
o € G,. On dit, de plus, que @ est supradiagonale, si la condition
(k, k") € Q entraine k < k'.

Soit m = {E1, ..., E;} une partition de [n] en k blocs. On note M ()
I’ensemble des éléments minima qui apparaissent dans chacun des blocs :

M (7) := {min Fq,min Es, ..., min Ej }.

On peut aussi considérer les blocs de m comme des classes d’une relation
d’équivalence E C [n] x [n]. A chaque bloc E; = {i1 < iz < -+ <y, }
comprenant m; > 1 éléments, associons, en effet, la quasi-permutation
supradiagonale E} = {(i1,42), (i2,13), .-+, (m;—1,im;)} contenant m; — 1
(éventuellement zéro) éléments de [n] x [n]. L'ensemble Q@ = |, E}
(1 < j < k) est alors une quasi-permutation supradiagonale, de cardinal
> j(mj—1)=n—k.

Ezemple. — A la partition 7 = {{1,3,5,6,9}, {4}, {2,7,8}} de
I'intervalle {1,2,...,9} en k = 3 blocs, correspond la quasi-permutation
supradiagonale Q = E{ U FE, U E}, ou E; = {(1,3),(3,5),(5,6),(6,9)},
EL, =0, B = {(2,7),(7,8)}. Les éléments de @ sont représentés dans la
Fig. 5, par des points pour les éléments de E’ et par des croix pour ceux
de Ej.

o &y N 0o ©

1 2 3 5 6 7
Fig. 5

Dans la proposition suivante, on donne une construction explicite de
I’application m — Q.

ProrosiTiION 2.1. —  L’application m +— @ est une bijection de
Uensemble des partitions de [n] en k blocs sur l’ensemble des quasi-
permutations de [n] x [n], supradiagonales, de cardinal (n — k), telle que
la projection de Q) sur l’axe vertical soit égale a

(2.10) pr, @ = [n]\ M(x).
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2. LES NOMBRES DE STIRLING

Par conséquent, S(n, k) est aussi égal au nombre de quasi-permutations @
de [n] x [n], supradiagonales, de cardinal n — k.

Démonstration. — L’application 7 — @) est évidemment injective. De
plus, la propriété (2.10) est satisfaite, puisque, ou bien le bloc E; est un
singleton et la quasi-permutation E; est vide, ou bien F; a au moins deux
éléments, et son minimum ¢; (appartenant & M (7)) n’apparait pas comme
seconde coordonnée dans I'un quelconque des points de E;

Explicitons l'application inverse () — . Etant donnée une quasi-
permutation supradiagonale @) ayant (n — k) éléments, on définit M (7)
par (2.10), qui est donc de cardinal k. Soit i € M (m); si la verticale
{i} x [n] ne contient aucun point de @, on forme le bloc-singleton {i}. Si
cette verticale contient un point (forcément unique) (7, j), on pose i; = i,
io = j. On détermine ensuite si la verticale {is} x [n] contient ou non un
point de Q. Si ce n’est pas le cas, on forme le bloc-doubleton {i1,is}. Si
la verticale contient un point (is, k), on pose i3 = k et on regarde si la
verticale {ig} x [n], contient ou non un point de @ et ainsi de suite. On
forme ainsi un sous-ensemble E; = {i; < iy < i3 < ---} de [n]. Lorsque
cet algorithme est appliqué a chacun des k éléments de M (7), on forme k
sous-ensembles de [n |, forcément disjoints deux a deux, puisque ) est une
quasi-permutation, et de réunion [n ], car pour tout élément (i, j), il existe
une chaine unique (i1, 12), (i2,13), ..., (i1—1,%;) d’éléments de @, telle que
(2,]) = (il_l,il) et i1 € M(ﬂ') D

Par exemple, S(4,2) = 7 et, en effet, il y a sept quasi-permutations
supradiagonales () dans le carré [4] x [4], de cardinal 2, comme indiqué
dans le diagramme de la Fig. 6 avec leurs partitions associées.

{1,2},{3,4} {1,3},{2,4} {1,4},{2,3} {1},{2,3,4} {2},{1,3,4}

(81{1,2,4}  {4},{1,2,3}

Fig. 6
Remarque. — Dans la précédente correspondance m +— (), si un
entier [ n’apparait dans aucune des coordonnées {(i1,1), - -, (bn—k, jn—k)}
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des points de la quasi-permutation supradiagonale (), alors la partition
correspondante 7 contient le singleton {/}. A la quasi-permutation vide
correspond la partition n’ayant que des singletons. A la quasi-permutation
{(1,2),(2,3),...,(n — 1,n)} correspond la partition composée du seul
bloc [n].

Remarque. — Partant de la formule de récurrence (2.1) sur les nombres
de Stirling de seconde espece, on peut algébriquement retrouver les autres
formules (2.2) — (2.9), sans faire appel a des constructions combinatoires.*

2.7. Les nombres de Bell. — Les nombres B}, := Z S(n, k) s’appel-
1<k<n

lent les nombres de Bell. Naturellement, B/ est le nombre total de

partitions de l'intervalle [n]. Les premieres valeurs apparaissent dans le

tableau suivant :
4 5 6 7

n ‘ 3
5 15 52 203 877
(

B

12
L2
La série formelle apparaissant en (2.5) est d’ordre k. On peut donc sommer
ces séries par rapport a k. Apres réarrangement des termes du membre de
gauche, on obtient I'identité :

(2.11) Z B;u—' =exp(e* —1),
= !

en posant B, = 1. Par dérivation, on obtient

n

U u"
/ o / u
E:ZiHJEI__EE:BnZT'e7

n>0 n>0

et en déterminant le coefficient de u™ dans chaque membre, on en déduit
la relation de récurrence

(2.12) = (7)3;- (n>0).

0<j<n

Cette relation peut aussi s’établir directement de la fagcon suivante : soient
7 une partition de [n + 1] et E(m) ’ensemble des éléments (autres que
(n+1)) se trouvant dans le bloc de 7 contenant (n+1). En retirant ce bloc
de 7, on obtient une partition 7’ de 1’ensemble [n+ 1]\ E(x). La formule
(2.12) n’est rien d’autre qu’une conséquence du fait que l’application
m— (E(m),n’) est bijective.

* Voir Comtet (Louis). — Analyse combinatoire, vol. 2. — Paris, Presses Universitaires
de France, 1970, p. 38—44.
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3. PROPRIETES DE CONGRUENCE

3. Propriétés de congruence

La congruence
(3.1) a? —a=0 (mod p), (p premier)

appelée “petit théoreme de Fermat,” est valable pour tout entier a.
Lorsque p 4 a (p ne divise pas a), on peut, de plus, écrire :

(3.2) a?' —1=0 (mod p).
La prochaine congruence résulte immédiatement du fait que tous les entiers

inférieurs a un nombre premier sont premiers avec celui-ci : soient p
premier et j un entier tel que 1 < j < p — 1. Alors

(3.3) (70,) =0 (mod p).

J
LEMME 3.1. — Soient p un nombre premier et 0 < j <p— 1. Alors
-1 ‘
<p . ) = (—1) (mod p).
J
Démonstration. — Le lemme est une conséquence immédiate de (3.3)

et du triangle de Pascal. Pour j = 0, on a (p;l) =1=(-1)° (mod p).
Pour j > 1, on utilise la relation (?) = (pgl) + (?j) et (3.3), pour obtenir,
par récurrence sur j,

J J

LEMME 3.2. — Pour2n >3 on a :
315(2n,3) =0 (mod 4).

Démonstration. — La formule (2.3) entraine : 3! S(2n,3) = 3-1?" -3
22 432" =34+1=0 (mod 4). []

Rappelons que le corps Z/pZ des entiers modulo p admet une racine
primitive, ¢’est-a-dire contient un élément non nul g, tel que gP~! =1 et
tel que toutes les puissances g* (1 < k < p — 1) soient distinctes. Par
exemple, 2 est une racine primitive modulo 5, puisque 2* = 16 = 1 et que
2,22 =4 et 23 = 3 sont les trois autres éléments non nuls de ce corps.
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LEMME 3.3. — Soient p un premier, n > 1 et P, (k) la somme des
puissances Py (k) = 1" +2" + .- + k™. Alors

Pnp—1)=0 (modp), si(p—1)+mn;
=—-1 (modp), si(p—1)|n.

Démonstration. — Si p — 1 ne divise pas n et si g est une racine
primitive modulo p, alors g™ # 1 (mod p). Comme les deux ensembles
{a:1<a<p—-—1}et {ag:1 < a < p— 1} sont identiques, on a :
Y (ag)” = > a™ (mod p), de sorte que (¢" —1)> a™ =0 (mod p), et
par conséquent » a™ =0 (mod p).

Si(p—1) | n,il résulte de (3.2) que a” =1 (mod p) pour tout a =1,
2, ..., p— 1. Par conséquent, P,(p—1)=(p—1)= -1 (mod p). []

LEMME 3.4. — Si p est un premier, alors

- 1rsenp-n={2 Cen e

Démonstration. — Si p = 2, alors S(2n,1) =1 = -1 (mod 2). Sip
est un nombre premier impair, la formule (2.3) implique

(p—D!S2n,p—1) = Z (_1)p—1—j <p _ 1)j2n

0<j<p—1 J
(p—1Y\ . .
= X (P )ims X e
0<j<p-1 J 0<j<p-1

d’apres le Lemme 3.1. Le présent lemme est donc une conséquence du
Lemme 3.3. []

Remarque. — Le Lemme 3.4 dit en fait qu’on peut partitionner les
surjections de [2n] sur [p— 1] de fagon que le nombre de surjections dans
chaque bloc soit un multiple de p, lorsque (p— 1) ne divise pas 2n. Lorsque
(p—1) divise 2n, il reste un bloc de cardinal (p —1). Comme le lemme 3.4
est I’étape cruciale dans la démonstration du théoreme de von Staudt-
Clausen, la découverte d’'un bon groupement de ces surjections montrerait
que ce théoreme repose en fait sur un simple lemme combinatoire.

4. Le théoréme de von Staudt-Clausen

Nous disposons désormais de tous les outils pour établir ce théoreme.
Rappelons-en 1’énoncé.
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4. LE THEOREME DE VON STAUDT-CLAUSEN

THEOREME 4.1. — Pour chaque n > 1, on a lidentité :
n 1
(4.1) (—1)"Ban = Agn + Y -,
p premier
ot As, est un nombre entier. (p—1)|2n
Démonstration. — Partons du développement

el — k
uw=1log(l+e*—1) = Z(—1>k+1%.

k>1
En utilisant (2.5), on en déduit :

u o (—1)k | u”
et —1 _Z kE+1 Zk}.S(n,k)n!

k>0 n>k

u™ (_1)k
= — ——Fk!'S(n, k).
Z n! Z E+1 (n, k)
n>0  0<k<n
En comparant maintenant avec la fonction génératrice des nombres de
Bernoulli, donnée en (1.1), on obtient :

_1>k

—1)"B,, = § j (=" 1S(2 )

(-1) om ? 1k S(2n, k)
0<k<2n

1)k
Pour 0 < k < 2n, posons : Hy = (k—i—)l k!'S(2n, k). Lorsque k = 1, on

obtient H, = —%. Les entiers k > 2 se répartissent en quatre catégories :
(i) K+ 2n et k+ 1 est un premier impair p;
(ii) k| 2n et k4 1 est un premier impair p;
(i) k+1=4;
(iv) k+1=ab, avec ab>6,a>2et b > 2.

Dans le cas (i), le Lemme 3.4 implique que Hy = H,_; est un entier.
Dans le cas (ii), le méme lemme dit que
_1)P

L

p—1 =

+ K,

ou K, est un entier. A I'aide du Lemme 3.2, on conclut que H3 est aussi
un entier. Enfin, dans le cas (iv), on voit que k! est divisible par (k + 1)
et H;. est encore un entier. On en déduit

—1)P
(—=1)""'Bap = —= + u + K (p un premier impair),
p
(p—1)[2n
olt K est un entier. On peut récrire cette identité sous la forme (4.1). []

Le théoreme équivaut a dire que p(—1)"Bs, =0 (mod p), si p est un
premier tel que (p — 1) ne divise pas 2n, et p(—1)"Ba, =1 (mod p), sip
est un premier tel que (p — 1) divise 2n.
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5. Les nombres factoriels centraux

La définition de ces nombres, notés T'(n, k), est tres proche de celle des
nombres de Stirling :

7(0,0) = T(1,1) = 1;
(5.1) T(0,k)=0 pour k #0; T(1,k) =0 pourk #1;
1
T(n,k):T(n—Q,kz—Q)—i—ZkQT(n—Q,k) (—2<k<n;n>2).

Les premieres valeurs de ces nombres apparaissent dans le tableau de la
Fig. 7.

k= | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n=0 1

1|0 1

2 10 0 1

310 1/4 0 1

4 10 0 1 0 1

5 1 0 1/42 0 10/4 0 1

6 | 0 0 1 0 5 0 1

710 1/43 0 91/42 0 35/4 0 1

8 | 0 0 1 0 21 0 4 0 1

9 | 0 1/4* 0 820/4% 0 966/4> 0 84/4 0 1

Fig. 7

On observe que les nombres de rang pair T'(2n, 2k) sont entiers, en fait,

donnés par la récurrence

T(2n,2k) = T(2n — 2,2k —2) + k*T(2n — 2,2k) (1 <k < n),
avec T(2n,2k + 1) = 0 pour tout k. Par ailleurs, les nombres 45T(2n +
1,2n + 1 — 2k) sont des entiers. Enfin, T(2n+1,1) = 1/4™ (n > 0).

5.1. Fonction génératrice verticale. — Donnons l’analogue pour les
T'(n, k) de la formule (2.9). Posons Tj(u) := }_, -, T'(n, k)u". La formule
(5.1) implique (1 — 1k%u®)T)(u) = u?Tg_o(u). Comme, d’autre part,
To(u) =1 et T1(u) = u/(1 — 1u?), on en déduit par itération :

(62) Tom(w) = G (r::— D2w). (1= )

u2m—|—1
( . ) 2m 1(”) = 2 2 |
5:3) Lam+ (1_%#)(1_%&)”.(1—%13)

formules valables pour tout m > 0.
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En identifiant les coefficients de u?" dans (5.2), on trouve :

(5.4) T2n,2k) =Y (192 k%) (ci+ca+ - +cp=n—k).

5.2. La fonction génératrice exponentielle des nombres factoriels cen-
traur. — Des formules (5.2) et (5.3), nous allons déduire a présent
une expression pour la fonction génératrice exponentielle des T'(n, k), en
utilisant la technique de la transformation inverse de Laplace développée
dans le chapitre 1, § 11. Cette expression sera utilisée dans I’étude ci-apres
sur les nombres de Genocchi.

Chacune des fractions rationnelles Tb,(u), Topmi1(u) (m > 0) se
décompose en éléments simples :

a2m, A2m,j
(55 Bm(w)=amot > TTHI= Y o

1<|J|<m —m<j<m 1=Ju
A2m+1,j5 b2m—|—1,—j
(5.6)  Tomsr(u) = ( Li ‘ )
)= 2 G e,

On obtient facilement les évaluations :

_1\ym—J
a2m,j = ( -1> - (—m <j<m);
m (mA+ ) (m =)
—1)m—J _
A2m+1,5 = (=1) 0 bomt1,—j = —@omt1,; (0<j <m).

(m+j+1)Hm—j)!

Ceci permet de déduire, dans un premier temps, la fonction génératrice
ordinaire des T'(n, k) :

Z T(n, k)u"v* = Z VP T (u)

k>0
Z( 2mu2m ,U2m—|—1u2m—|—1
_ N )
2\ Ty =) (e ) (1 1)
—1)ym—J 1
“X (Y e
(=1)m 1

2m—+1
DD (<m+9+1> m =) 1= 2,

0<j<m
( 1)m—j—|—1 1 ))
(m—|—j—|—1)!(m—j)!1+_2121u '
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Comme l'ordre de Tj(u) est égal a k, on obtient, par application de la
transformation de Laplace inverse £71,

_1<§;T(n,k)u”vk>zﬁ_l(kz:zovak ) I;OE (V* T (u

Se rappelant ensuite que £71((1 — ju)™!) = €’ (chap. 1, formule (11.4)),
on trouve :

T(n, k)u"v* 2m D"
PG> (m+ ) (m— )l

n,k m>0 —m<j<m ‘7)'
_1)m—j .
4 p2mtl ( ( (25 +1)u/2
ogjzgm (m+j+ D! (m—j)!

N (=1)m—I+t
(m+j+ 1! (m—j)!

Or, avec le changement de variables k = j + m, on a :

(_1)m—j ju __ 1 2m —m)u 2m—
2 ) m—° — 2m) )3 <k;)e(k G R,

—(2j+1)u/2)>.

—-m<j<m T 0<k<2m
1 2m\ 4 /2 —(2m—k)u/2 2m—k
— eku/2e m u (_1) m
o, (1)
1
— uw/2 _ _—u/2\2m
Gt e )
On a de méme :
Z (—1)m—de(2i+1u/2 (—1)m—i+1e—(2j+1)u/2
+ )
o2 (MmO m =)t (m A+ D (m = j)!
1
— u/2 _ _—u/2\2m+1
Gl e
On en tire :
T (n, k)u"v* AN
5 5o T 5 e - e
n,k k>0
= exp(v(e"/? —e7"/?%))
(5.9) = exp(2vsh(u/2)).
Remarque. — Cette formule peut aussi s’obtenir de la formule “inverse”
des T'(n, k), & savoir :
k ; n
(5.10) KT (n,k) =) (j) (=1)7 (3k — 5)".
720
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Notons encore une formule “des puissances” :

(5.11) a"= > Tmka@+5-DE+Li-2) . (@+5-k+1)
0<k<n

5.3. Une interprétation combinatoire des nombres T'(2n,2k). — Dans
la section 2.6, nous avons associé a toute partition 7w 1’ensemble M (7) des
éléments minima dans chaque bloc. Les nombres factoriels centraux peu-
vent s’interpréter comme des couples de partitions liées par la fonction M,
dans le sens de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1. — L’entier T'(2n,2k) est égal au nombre de couples
(m1,m3) de partitions de [n] en k blocs telles que M(my) = M (ms).

Démonstration. — Pour n = k = 1, il y a un seul couple satisfaisant
la propriété et 'on a aussi T7'(2,2) = 1. Supposons n > 2. Par récurrence,
T(2n — 2,2k — 2) est le nombre de couples (71, 72) de partitions de [n ]
en k blocs comprenant le singleton {n}, telles que M (m1) = M (m2). Pour
construire ensuite un couple (71, m2) de partitions de [n] en k blocs, tel que
M(m1) = M(7m2) et tel que n & M(m) et n & M(m2) [i-e., {n} n’apparait
pas comme bloc dans 71, ni dans 5], il suffit de prendre un couple (7}, 75)
de partitions de [n — 1] en k blocs (par récurrence, il y a T'(2n — 2, 2k)
tels couples) et d’inclure n dans I'un quelconque des blocs de 7 et de 5.
Il y a exactement k? possibilités de le faire. []

Utilisons maintenant la bijection 7 +— @) décrite au paragraphe 2.6 dans
la Proposition 2.1. Le corollaire suivant en découle immédiatement.

COROLLAIRE 5.2. — L’entier T'(2n, 2k) est égal au nombre de couples
(Q1,Q2) de quasi-permutations supradiagonales de l'ensemble [n] x [n]
telles que

(i) (@i =|Q2l=n—Fk;

(ii) les projections de Q1 et Q2 sur l'axe vertical sont identiques :

pr, (Q1) = pr, (Q2).

6. Les nombres de Genocchi

Dans les paragraphes précédents, il a été démontré que chaque nombre
de Bernoulli By, était un nombre rationnel a,, /b, ayant la propriété

b, = H p =23.p1.pa.--- (p premier).
(p—1)|2n

Si (p— 1) divise 2n et si a est un entier, on a a(a®® — 1) = a(a?~! — 1)m,
pour un certain entier m. Par conséquent, le petit théoreme de Fermat
implique la congruence

a(@® —1)=a(a® ' —1)m=0 (mod p).
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En particulier, le dénominateur b,, de Bsg,, divise a(a®*™ — 1). En d’autres
termes, pour tout entier a, l’expression a(a®*™ — 1)Ba, est un entier. Le
plus petit entier a pour lequel le résultat est non trivial est a = 2. Ceci
conduit a la définition des nombres de Genocchi :

(6.1) Gon :=2(2" —1)By,  (n>1).

Comme le dénominateur de B, est libre de carré et multiple de 2, chaque
nombre de Genocchi Go,, est un entier impair.

Les premieres valeurs des nombres de Genocchi apparaissent dans le
tableau suivant :

n|1 2 3 4 5 6 7
Bs, |1/6 1/30 1/42 1/30 5/66 691/2730 7/6
Gon| 1 1 3 17 155 2073 38227

La définition (6.1) et la fonction génératrice des nombres de Bernoulli
permettent d’obtenir tres rapidement une expression pour la fonction géné-
ratrice exponentielle des nombres de Genocchi signés (—1)"Ga, (n > 1).
En effet, posons

u2n . u2n . on
Gu)=>_ W(_l) Gon =) (2n)!(_1) 2(2%" — 1)Ba,,
n>1 n>1
2n
B U i\t _u u
Alors
u2n . 2 2n N
Glu) = Y- oo (14128, — 3 G L 12,
n>1 ’ n>1 )
= 2(B(u) — B(2u))
U u 2u 2u
_2(6“—1 _1+§_62“—1+1_u> Coev 41 o
Ainsi
(6.2) 2 Y g
' ev+1 b —~ (2n)! n

Le calcul de la fonction génératrice exponentielle des nombres Gag,
(n > 1) eux-mémes donne

u2n (iu)Qn
Goy, = -1)"Gay,
; (2n)! 2 n%:l (2n)! (=1)" G2
2iu _ iu(l — e®)

Y

eiu_|_1_zu_ 1_|_eiu

218



7. LA CONJECTURE DE GANDHI

soit
2n

(6.3) utg(u/2) = Z U—ng.

= (2n)!

Comme pour les nombres de Bernoulli, on vérifie sans peine, en posant
g1 =1, gon = (=1)"Gapn, gont1 = 0 pour n > 1, que l'identité (6.2) est
encore équivalente a la relation :

(6.4) 90=0, g=1  (g+1)"+g.=0 (n=>2),
avec la convention symbolique que g* = g, une fois fait le développement.
L’identité (6.2) se récrit donc

n>0

les premieres valeurs des nombres g,, (n > 0) étant données par :
nfo1 2 345 6 7809 10 11 12 13 14
gn‘() 1 -1010 -3017 0 —155 0 2073 0 -—38227

7. La conjecture de Gandhi

L’expression suivante des nombres de Genocchi a 1’aide des nombres
factoriels centraux
(7.1) gonrz = 3 (—1)FFL(R)AT(2n, 2k),

0<k<n

est due a Riordan et Stein. Ils ont ainsi pu reformuler et démontrer une
conjecture de Gandhi sur les nombres de Genocchi. Cette expression est
importante d’un point de vue combinatoire, car elle est a 1'origine de
I’étude géométrique de ces nombres faite par Dumont, étude que nous
allons reprendre dans ce chapitre. La démonstration de (7.1) que nous
donnons ici reprend une méthode de Barsky.

Partons de 'identité (5 8), & savoir

ZT U vk _ Z ' u/2 e u/2)
n,k k>0 k!

et écrivons que les coefficients de v?* sont les mémes dans les deux

membres. On obtient, pour tout k£ > 0, 'identité
u2n (eu/Q _ e—u/2)2k
T(2n, 2k =
2 T, ) 2k

n>k

et donc aussi

S (1P (R)T (20, 2k)

= (2n)!

2n eu/2 _ e—u/2)2k

— (_1)k—|—1(k,!>2( (Qk)'
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Comme chacun des deux membres représente une série formelle en u
d’ordre 2k, on peut faire la sommation en k et obtenir

2n

SN (DR k2 (2n,2k)(gn)!

o ) > (DM (EYT (20, 2k)

U2
- Z: (2n)!
n>0

eu/Q _ e—u/Q 2k
— Z(_l)k+1(k!)2( <2k)' ) ,

k>0

de sorte que l'identité (7.1) peut se récrire :

7.2 u?n _ DR (k] o (€% —emu/2)2k
( . ) ZWQQTH—Q _Z(_ ) ( ) (2]{;)[

n>0 k>0

D’apres (6.5), le membre de gauche est égal a la dérivée seconde de
2u/(e* + 1), soit

2e"(2 +u) 4ue*v

T3 ~T@rie e

= —ch?(u/2) + 5 sh(u/2) ch(u/2).

Reste a prouver que le membre de droite de (7.2) est aussi égal a cette
expression. Posons

w/2 _ —u/2
u (& e

:: 1 h(—) prm— .—
z 18 B 1 5

Ce méme membre de droite prend la forme

kl

(7.4)
k:>0

et le probleme est de rattacher cette série au développement d’une fonction
connue. Or, dans la Remarque 2, chap. 1, § 4, formule (4.18), on a obtenu :

— 2(Arcsin z) Z k;2 2k

k>1

Ce n’est pas encore le développement (7.4), mais en dérivant deux fois
on peut faire disparaitre le dénominateur k2. En fait, deux dérivations
successives donnent :

(7.5) —(1—2)""—z(Aresinz) (1—-2%) 32 ==Y~ E;?)! (22)%F.
E>0
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Il n’y a plus qu’a réexprimer cette identité en fonction de u/2. Comme
z =ish(u/2), on a : 1 — 22 = ch®(u/2). D’aprés la Remarque 1, chap. 1,
§4, on a aussi : Arcsin z = —i Argsh(iz) = i Argsh(sh(u/2)) = iu/2. D’ou

(7.6) —ch™?(u/2) + gsh(u/Q) ch™3(u/2) = — Z E];]L))' (22)%.

L’identité (7.1) est ainsi démontrée.

Remarque. — D’apres I’Exercice 17, chap. 1, on montre que les séries
Arcsin u et sin u sont réverses I'une de 'autre. Cette propriété a été utilisée
dans la démonstration précédente, avec les séries Argshu et shwu.

8. Les polynomes de Gandhi

Refaisons le méme calcul que dans la section précédente, mais en
utilisant cette fois la fonction génératrice ordinaire des nombres T'(2n, 2k).
On part de la définition méme des T'(2n, 2k) sous la forme (5.2) :

2k

u
T(2n, 2k)u*" = ;
;ﬁ @n2k)e™ = Az A=)

d’ou ’'on tire, comme dans la section précédente,

u2k

D (DR T (20, 2k)u® = (=1)*(k!) (1—k2u?)... (1 —u?)’

n>k

formule valable pour tout k£ > 1. En sommant par rapport a k£ > 1 et en
remplacant u? par —u?, on obtient :

Z Z F(ENAT(2n, 2k) (—u?)"
k>1n>k _ Zum Z (=)™ R (kD2T(2n, 2k)

n>1 1<k<n 2k

u
g 1+ k2u2) ... (1+u2)

Compte-tenu de (7.1) et du fait que 7'(2n,0) = 0 pour n > 1, on en tire

Z(—l) Ygan o u™" ZU% Nl Z (—1)k+1(k’!)2T(2n7 2k),
n>1 n>1 0<k<n

soit, par conséquent,

u2k

(81) ZG%H u = Z<k!>2(1+/€2u2)...(1+u2>'

n>1 E>1
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Or, la série

(w(x+1)...(z+k—1))%u*

82 Plei) = 2 T md i+ (ot Do)+ @ h= P

se développe en série de puissances de u comme

(8.3) F(z;u) = Z Ly (z)u?",

n>1

ou chaque L, (z) est un polynéme. La comparaison des identités (8.1),
(8.2) et (8.3) montre alors que l'on a :

(84) G2n+2 = Ln(l) (n Z 1)

Reste a trouver une relation de récurrence pour les polynémes L, (z). Or
d’apres (8.2) et (8.3) on a :

F(zyu)(14 2*u?) = 2*u* (1 + F(z + L;u)) ;

soit
F(zyu) = 2°u® + 2°u* (F(z + Liu) — F(2;u))
ou encore :
> Lu(@)w® =2’ + ) 2 (Lnoa(@+1) = Ly (2))u.
n>1 n>2

On en tire la relation de récurrence suivante :

Li(z) = 2?;
(8.5) Ln(z) =2®(Lp—1(x + 1) — Ly_1(z)) (n>2).

Ces polynomes, dits polynomes de Gandhi, ont évidemment comme coef-
ficients des entiers positifs et n’ont pas de terme linéaire; de plus,
deg L,,(z) = n + 1. On trouvera au début du paragraphe suivant, dans
la Fig. 8, les premieres valeurs de ces polynomes.

On peut évidemment refaire tous les calculs en sens inverse. Autrement
dit, la récurrence (8.5) et I'identité (8.4) sont équivalentes a I'identité (7.1).
En fait, Gandhi, partant de la récurrence (8.5), avait exprimé sa conjecture
sous la forme (8.4).

9. Les pistolets de Dumont

La récurrence (8.5) a permis a Dumont d’obtenir les premiéres in-
terprétations géométriques des nombres de Genocchi a 'aide de nouveaux
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objets combinatoires, les pistolets de Dumont. 1ls s’introduisent naturelle-
ment a partir d’'une lecture rapprochée de cette récurrence. Posons, en
effet, pour n > 1,

L,(z):= E Ln,kxk, avec L, 1 = 0.
1<k<n+1
On a
) A A
g Ln’kxk =z E Ln_l’j((x +1) — x”)
1<k<n+1 1<j<n
= .’L‘2 E Ln—l,j E <‘7)x’
i
1<j<n 0<i<j—1
0<i<n—1 i+1<j<n

En prenant le coefficient de 2* dans le premier et le dernier membre, on
obtient :

k—1 k n
(9.1) Ly = <k B 2) Lyp_1 -1+ <k - 2) Ly 1p+--+ <k B 2) L1

Les valeurs initiales sont L; o =1 et L;, = 0 pour k # 2. Les premieéres
valeurs des L,, , sont données dans le tableau de la Fig. 8.

k= 2 3 4 5 6 7
n=1 1
2 1 2
3 8 6

155 556 762 480 120

3

4 17 o4 60 24

5

6 2073 8146 12840 10248 4200 720

Fig. 8
ProproOSITION 9.1. — Pourn > 2, on a :

GQn - Ln—l(l) - Z Ln—l,k - Ln,2-

2<k<n

Démonstration. — Seule la derniere identité est a établir et elle résulte
de (9.1) lorsqu’on pose k = 2. []
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Les nombres de Genocchi apparaissent ainsi dans la colonne {k = 2}
du tableau précédent et aussi comme sommes des coefficients dans chaque
ligne. Notons SE,, ’ensemble des surjections f de [2n] sur {2,4,...,2n},
qui sont excédantes, c’est-a-dire, qui, pour tout ¢ = 1,2, ..., 2n, satisfont
i < f(i). Le graphe d’une telle surjection est contenu dans un escalier
dont les marches sont doubles, comme illustré dans la Fig. 9, ou l'on a
représenté les deux surjections.

12345678 i |12345678
f(i)|]2 86 468838 g(i)|2 6 6 4 6 6 8 8
8 X ><><><‘ 8 X X
6 X X 6 ® | X X &

4 X 4 X
2| x 2| X
1 23 456 78 1 23456 78

Fig. 9

Si ’on identifie la surjection excédante avec son graphe, on parlera abu-
sivement d’escalier excédant d’ordre 2n ou pistolet de Dumont d’ordre 2n.
Une telle configuration est donc composée de 2n points répartis sur un
escalier aux marches doubles, de telle sorte que chaque ligne contienne au
moins un point et chaque colonne contienne exactement un point.

PRrROPOSITION 9.2.

(i) Le cardinal de SE,, est égal au nombre de Genocchi Goyya.

(ii) Soit SE, i l'ensemble des surjections excédantes f de SE,,, pour
lesquelles U’élément 2n a k antécédents, ou, de facon équivalente, l’en-
semble des escaliers excédants d’ordre 2n, ayant k points sur la ligne
supérieure. Alors le cardinal de SE,, j, est égal au coefficient Ly, .

Démonstration. — La partie (i) est une conséquence de (ii) d’apres la
Proposition 9.1. Pour prouver (ii), on note tout d’abord que |SE; 2| =1 et
|SE 1| = 0 pour k # 2. 1l suffit de vérifier que |SE,, i | satisfait la relation
de récurrence (9.1), lorsqu’on remplace L,, j, par |SE,, ;|. On va montrer,
en fait, qu’on peut, de fagon bijective, associer a tout élément de SE,, , un
triplet (4, (41, ...,ik—2), h), ol j est un entier satisfaisant k—1 < j < mn, ou
(41,...,ix—2) est une suite d’entiers satisfaisant 1 < i3 < -+ < ip_o < j
et o h est un élément de SE,_; ;. La récurrence (9.1) en sera une
conséquence.
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Cette bijection est illustrée dans la Fig. 9. On part d’un élément f de
SE,, i et on fait descendre d’un cran vers le bas tous les points situés sur
la ligne supérieure de f (a I’exclusion des deux points les plus a droite qui
sortiraient de I’escalier!). On garde trace de ces points déplacés (notés “®”
dans la Fig. 9). En supprimant la ligne supérieure de ’escalier excédant
obtenu, on obtient un escalier excédant h d’ordre 2(n—1). Soit j le nombre
de ses points situés sur sa ligne supérieure. Comme le nombre de points
descendus est égal & (k —2) et que la ligne d’ordonnée (2n — 2) de f avait
au moins un point au départ, on a k—1 < j. Par ailleurs, j < n puisque h
est un escalier excédant. Enfin, garder trace des points descendus équivaut
a dire qu’on garde en mémoire le numérotage de (k — 2) points de la ligne
supérieure de h parmi les j qu’elle contient.

Par exemple, a l'escalier excédant f, d’ordre 8 de la Fig. 9, pour lequel
k = 4, correspond le triplet

jmd (1<ij=l<ip=d<j=4), h= O XX XX

2| x
1 2 3 4 5 6

Fig. 10

10. Le codage des permutations

Dans la Proposition 9.2, nous avons démontré que le nombre de Genoc-
chi pouvait s’interpréter comme un comptage de fonctions excédantes. Or,
ces dernieres fonctions servent a coder des permutations. On entend par
la qu’on sait construire des bijections du groupe des permutations sur cer-
taines classes de fonctions excédantes. La question qui se pose est alors
de voir si I'interprétation trouvée dans la Proposition 9.2 ne peut pas se
récrire en termes de permutations : en clair, faire apparaitre les nombres
de Genocchi comme des cardinaux de classes de permutations ayant des
propriétés géométriques intéressantes. Pour ce faire, nous passons en re-
vue quelques uns de ces codages pour les appliquer ensuite aux fonctions
excédantes introduites dans le paragraphe précédent.

10.1. Retour sur la transformation fondamentale. — Celle-ci a été
décrite au chap. 1, § 16.2. Rappelons que si o est une permutation d’ordre n
ayant r orbites Iy, I, ... , I, on numérote celles-ci de sorte que max I; <
max [y < --- < max [,.. Pour chaque 7 = 1,2,...,r, on forme ensuite le
mot initialement dominé &; =max I;, o~ maxI;),...,oc~ 1l =D(max I;).
On associe alors a o le produit de juxtaposition : ¢ := 163 ...d,.

Ezemple. — Considérons la permutation :

(123456789)
857439261/
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Les orbites de o écrites d’apres 'ordre croissant de leurs maxima sont :
[1 :{4}7 IQ = {2737577}7 [3 :{1767879}

Ensuite, g1 =4; Gy ="T7,0"Y7),07%(7),073(7) = 7,3,5,2;
53=29,071(9),07%(9),073(9) = 9,6,8,1. De la :

5=4,7,3,529,68,1.

Retournons au cas général. La bijection inverse est définie comme suit :
on part d’une permutation 7, écrite comme un mot linéaire de n lettres
distinctes. On coupe le mot 7 avant chaque lettre saillante, c’est-a-dire
avant chaque lettre qui est plus grande que toutes les lettres qui sont a sa
gauche. Les facteurs de 7 que I’on obtient ainsi permettent de reconstituer
les cycles de la permutation o telle que 6 = 7. Dans ’exemple, les lettres
saillantes de & sont : 4, 7, 9. On reconstitue ainsi les trois cycles de o.

On a démontré également que le nombre d’excédances, exco, de la
permutation o est égal au nombre de descentes, desd, de . Un examen
plus approfondi permet d’établir la propriété supplémentaire suivante.

PROPOSITION 10.1. — L’élément k € [n]| est un maximum d’orbite
de o, si et seulement si k est une lettre saillante dans &. De plus, k est un
point fizre de o (donc aussi mazximum d’orbite), si et seulement si k = n
(et n est alors la derniére lettre de &) ou si k < n et la lettre suivant k
dans le mot & est, comme k, une lettre saillante.

Cette propriété est particulierement évidente par la construction méme
de la transformation fondamentale. En reprenant ’exemple précédent, on
voit que 4, 7, 9 sont a la fois les maxima d’orbite de o et les lettres saillantes
de &. Par ailleurs, 4 est point fixe de o et la lettre 7 suivant 4 dans & est
saillante.

Soit ¢ = 0(1)0(2)...0(n) une permutation. On note Ey(o) 'ensemble
des entiers o (k) tels que k < o(k), soit

Eo(o):={o(k): 1<k <mn,o(k)> k}.

Dans la permutation & = (1)5(2)...5(n), notons Dy(5) 'ensemble des
lettres (k) qui sont ou bien saillantes (i.e. telles que (k) > (i) pour
i = 1,2,...,(k — 1)), ou bien des wvaleurs de descente (i.e. telles que
1<k<(n-—1)ets(k)>d(k+1)), soit

Do(5) := {&(k) : (k) > (i) (1 <i <k —1) ou 5(k) > o(k + 1)}

Dans la transformation fondamentale o — &, chaque excédance o(k) > k
dans o correspond & une descente 5(I) > &(I + 1) dans &. De plus, une
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lettre saillante &(l) dans & qui n’est pas aussi valeur de descente satisfait
I’une des propriétés suivantes :

(i)l=net () =n;

(i) 1 <1< (n—1)et g(l + 1) est aussi saillante dans 7.
D’apres la Proposition 10.1, I'une des propriétés (i) ou (ii) est satisfaite si
et seulement si 'indice k = &(1) est point fixe de 0, i.e. sio(k) =k. Il y a
donc bijection entre les valeurs k telles que k < o (k) et les valeurs [ telles
que (1) est saillante dans & ou valeur de descente. En d’autres termes, on
a la propriété :

Dans 'exemple précédent, Ey(o) = Dy(5) ={4,5,7,8,9}.

10.2. Un codage des permutations par des fonctions excédantes. — Par
fonction excédante, on entend une fonction f d’un ensemble fini I (totale-
ment ordonné) dans lui-méme telle que pour tout ¢ € I, on a i < f(i).
On note FE,, I'ensemble des fonctions excédantes de [n] dans lui-méme.
Evidemment |FE,| = n!

Nous nous proposons de construire une bijection ¢~ : o +— f de G,, sur
FE,,, satisfaisant

(10.2) Do(o) = f([n]).

Tout d’abord si I = {i; < --- < iy, } est un ensemble (totalement ordonné)
de cardinal m et si 7 = 7(41) ...7(i),) est une permutation de I telle que
7(i1) = im (le plus grand élément de I; on dit encore que 7, considérée
comme un mot linéaire, est initialement dominée), on forme une fonction
excédante f de I’ensemble I dans lui-méme en posant f(7(i1)) = 7(i1),
puis pour chaque 7(i;) (2 < j < m), en définissant f(7(i;)) comme étant
la lettre la plus voisine de 7(i;) située @ sa gauche qui lui soit supérieure.
Il y en a toujours une puisque 7(i1) est la plus grande lettre du mot. On
définit bien la une fonction excédante f. De plus,

(10.3) Do(7) = f({7(i1), 7(i2), ..., 7(im)}) = f(I).

Prenons maintenant une permutation o = o(1)o(2)...0(n). En regar-
dant 0 comme un mot et en coupant celui-ci avant chaque lettre saillante,
on obtient une suite (wy,ws,...,w,), dite factorisation croissante de o.
Chacun des facteurs wy, ws, ... , w, est initialement dominé. On peut
donc lui associer une fonction excédante suivant le procédé juste décrit.
Soit f1, fo, ... , fr la suite de ces fonctions excédantes. Ces fonctions
sont définies sur des sous-ensembles disjoints de [n ], de réunion [n]. Elles
sont donc les restrictions d'une fonction f de [n] sur lui-méme, qui est
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excédante. L’application o — f est une bijection de &,, sur F'E,, telle
que les parties connexes des graphes de o et f coincident ; de plus, comme
Dy(0) = Do(wy) U ---U Dg(w,), on a, d’apres (10.3)

(10.4) Do(o) = f([n]).

Par exemple, la permutation o = 4,7,3,5,2,9,6,8,1 admet la factori-
sation croissante : (4 ]7,3,5,219,6,8,1). Ces facteurs correspondent aux
fonctions excédantes

44; T+ T+5+2 7+3; 998+ 1 9«6,

qui sont elles-mémes les restrictions d’une fonction excédante - (o) = f
de {1,2,...,9} dans lui-méme. Cette fonction excédante f peut étre mieux
visualisée par son graphe tel qu’il apparait dans la Fig. 11.

2 1
3\/5 6\0)8
o 4 7 9
Fig. 11

La bijection inverse f — o de FE, sur G,, peut étre définie comme
suit. L'unique f € FE; est envoyée sur le mot réduit a sa seule lettre 1.
Supposons que f € F'E, avec n > 2. Si f n’a qu'un seul point fixe r, on
note sy, S2, ... , S, la suite croissante des points x # r tels que f(z) = r.
Pour chaque j = 1,2,...,m, on note aussi I; I'ensemble des x € [n]
tels que f*(z) = s; pour un certain £ > 0. La fonction g; définie par
gj(sj) = s; et par gj(z) = f(x) pour € I; \ {s;} est alors une fonction
excédante de I; sur lui-méme. Par récurrence, elle est envoyée sur un mot
débutant par s; qu'on peut noter s;w;. L’image inverse de f est alors
définie comme le produit de juxtaposition : rs1wiSoWs . . . Sy Wy, .

Si f a k points fixes et si k > 2, désignons par ry, ro, ... , 1 la
suite croissante de ses points fixes. Le graphe de f est alors composé de
k parties connexes qui sont les graphes de fonctions excédantes définies
sur des ensembles de cardinal au plus égal a (n — 1). Par récurrence, ces
fonctions ont pour images inverses des mots de la forme rjvy, ... | rxvg.
L’image inverse de f est alors définie par : ryvirovs ... rUL.

Ezemple. — Considérons la fonction f € F'Ey, dont le graphe apparait
dans la Fig. 11, ou encore la fonction :

(12345067809
“\8 57 47979 9)
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10. LE CODAGE DES PERMUTATIONS

La fonction f a k = 3 points fixes : 4, 7, 9 et le graphe de f a aussi trois
parties connexes. Au point fixe isolé 4, correspond le mot 4; a la partie
connexe, de point fixe 7, correspond le mot composé de la lettre 7, suivie
du mot ¢3'(g), ol g est la fonction excédante g(3) = 3, g(2) = g(5) = 5.
Par récurrence, au point fixe isolé 3 de g correspond le mot 3; a la fonction
excédante ¢g(2) = g(5) = 5 sur le doubleton {2,5}, correspond le mot 5, 2.
Par conséquent, a la fonction g sur ’ensemble {2, 3,5}, correspond le mot
<p;1(g) = 3,5,2. A cette seconde partie connexe, correspond donc le mot
7,3,5,2. De la méme fagon, a la partie connexe de point fixe 9, correspond
le mot 9, 6,8, 1. Ainsi, a la fonction excédante f correspond le produit de
juxtaposition gpgl(f) =0=4,7,3,5,2,9,6,8, 1.

Remarque. — Les définitions des bijections ¢~ et 4,0;1 sont de nature
récursive. Un bon exercice pour maitriser ces définitions est de les pro-
graminer.

Appelons @ le produit de ¢~ par la transformation fondamentale.
Autrement dit, pour toute permutation o, posons

(10.5) 3(0) = 92 (6).
Alors, si ®(0) = f,on a:
(10.6) Eo(0) = f([n]).

La transformation fondamentale et la bijection ¢~ entrent dans la
construction des bijections représentées dans le tableau de la Fig. 12, dont
I’étude fait I'objet de la fin de ce paragraphe.

(¢]

G, - 6, % 6,

P N

FE, <% FSE, - F, 5 A,

<9

10.3. Un codage des permutations par des fonctions sous-excédantes.
Le diagramme de la Fig. 12 fait apparaitre de nouveaux symboles que nous
allons expliciter. Les applications c et r sont des opérations du groupe des
rotations du carré. Si on identifie les applications de [n] dans lui-méme
avec leurs graphes représentés dans un carré [n] x [n], 'opération c est
la symétrie par rapport a l’axe horizontal. Elle fait passer des n points du
graphe (1, f(1)),...,(n, f(n)) aux points (1, n+1— f(1)),...,(n,n+1—
f(n)). On I'appelle aussi le complément a (n + 1).
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L’opération r est la symétrie par rapport a l’axe vertical. Le graphe passe
de {(1,f(1)),...,(n,f(n))} a {(1,f(n)),...,(n, f(1))}. Cest 'image-
miroir ou le retournement. Les deux opérations ¢ et r commutent et sont
involutives : ¢ = r? = id (I’application identique).

Quand on applique ¢ et r a toute application de [n] dans [n] (une
endofonction au sens du chap. 1, §17), on retrouve une endofonction.
En particulier, I'image de ¢ ou de r d’une permutation est encore une
permutation. En revanche, I'image par le produit cr = rc d’une fonction
excédante f est une fonction dite sous-excédante. Posons g := crf. Alors
gii)=n+1—f(n+1—i),doncn+1—-i< f(n+1—i)=1<g(i)<i
pour tout ¢ = 1,2,...,n, ce qui constitue la définition des fonctions
sous-excédantes. On note F'SE,, ’ensemble des fonctions sous-excédantes
d’ordre n.

Le diagramme de la Fig. 12 donne la définition de la bijection

p<i=crosc

de &,, sur F'SE,,. La bijection ¢ peut étre définie directement. Partons,
en effet, d’'une permutation o et coupons le mot o(1)o(2)...0(n) avant
chaque lettre o (i) qui est plus petite que toutes les lettres qui sont & sa
gauche. On obtient une suite de facteurs que l'on note

oc(l)...0(r1), o(r1+1)...0(r1+r2),
Ces coupures étant repérées, lorsqu’on applique la transformation c a ce
mot, on obtient la suite de facteurs

(n+1—-0()...n+1—=0(r1)), (n+l—-0(r14+1))...(n+1—0(r1+r2)),

qui débutent par leurs plus grandes lettres et la lecture de ces plus grandes
lettres de gauche a droite est croissante.

Quand on applique ¢~ a co, on obtient une fonction excédante f telle
que f(n+1—0(1)) = (n+1—0(1)) et pour chaque j = 2,...,ry, ’élément
f(n+1—0(j)) est égal a la lettre la plus voisine de f(n+1—0(j)), située
a sa gauche, qui lui soit supérieure, disons f(n+1—o(k)) (1 <k <j—1).
Meéme définition pour les éléments des autres facteurs.

Enfin, quand on applique cr a f, on obtient une fonction g telle que
g(i) = n+1—f(n+1—i). Par conséquent, g(c(1)) = n+1—f(n+1—0(1)) =
n+l—(mn+1—-0(l))=0(l). Puisg(o(j)) =n+1—f(n+1—-0(j)) =
n+1l—f(n+1—0o(k)) =g(a(k)),...

Ainsi, pour définir g = ¢ (0), il suffit de couper le mot (1) (2) ...0(n)
avant chaque lettre o(i) qui est plus petite que toutes les lettres qui sont
a sa gauche. On pose g(o(j)) = o(j) si o(j) est la premiere lettre de 'un
des facteurs ainsi formés. Si o(j) est a une autre place dans un de ces
facteurs, on définit g(o(j)) comme étant la lettre la plus proche de o(j)
dans ce facteur, située sur sa gauche, qui lui soit plus petite.
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Ezemple. — Partons de la permutation ¢ = 6,3,7,5,8,1,4,2,9. En
coupant avant chaque lettre qui est inférieure a toutes les lettres situées
sur sa gauche, on obtient la factorisation (6 |3,7,5,8]1,4,2,9). Par appli-
cation de ¢, on obtient : co = 47,3,5,2|9,6,8,1. L'image par ¢~ a été
calculée en §10.2. On a trouvé

f_(123456789)
8 5 7 4 7 9 7 99
et par application de cr :
(1 2 3 4 5 6 7 8 9
9‘(113136352>’
qui est une fonction sous-excédante. Le calcul direct de g = ¢ (o) s’ob-
tient aussi a partir de la factorisation (6 |3,7,5,8|1,4,2,9).

10.4. Un codage des permutations par des arbres enracinés croissants.
On note F,, 'ensemble des arbres enracinésen 0 sur [n | qui sont croissants.
La bijection 6 : g — h, qui apparait dans le diagramme de la Fig. 12, est
particulierement simple a définir. Il suffit de conserver pour h toutes les
valeurs de g a ’exclusion des points fixes, qu’on envoie sur la racine de
I’arbre 0, comme illustré dans la Fig. 13. Dans I’exemple courant, on a :

p_ (1234567809
“\0 10130335 2

La bijection v : 6,, — F,, définie par ¢» = 0 p. a une construction
analogue a celle de ¢ : la seule variante est de poser h(x) = 0 si x est le
début d’un facteur dans la factorisation décroissante de la permutation.

8 9 8 9
7\/ 5 11) 2 7 54 2
o 6 3 1
6 3 1
0
Le graphe de g Le graphe de h

Fig. 13

10.5. Un codage des permutations par des arbres binaires croissants.
Il s’agit, enfin, dans le diagramme de la Fig. 12, d’expliciter A,,, K et d.
D’abord, A,, est l'ensemble des arbres binaires croissants sur [n]. Les
arbres binaires croissants sont définis par récurrence comme suit. Pour
n = 1, il n’y a qu'un arbre binaire croissant (en abrégé, un arbre)
consistant en une racine étiquetée 1.
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Soit n > 2 et soit ¢ une permutation d’ordre n. En décrivant la
permutation o comme un mot linéaire, on peut écrire : o = ¢'lo”. Par
récurrence, o’ (resp. ¢’’) correspond & un arbre, disons, T'o’ (resp. T'o")
dont I'étiquette de la racine est égale a la lettre minima de ¢’ (resp. ).
Pour obtenir T'o, on place T'o’ & la gauche et T'o” & la droite et au-dessus
d’un sommet étiqueté 1, dit racine de 'arbre. On joint alors ce sommet a
chacune des racines de T'o’ et de T'o”, si ’arbre T'o’ ou T'c” n’est pas vide.
L’arbre T'o obtenu est binaire (chaque sommet a zéro, un ou deux sommets
adjacents situés au-dessus de lui) et croissant (parcourant chaque branche
depuis la racine et allant vers le haut, on ne rencontre que des sommets
dont I’étiquette va en croissant). On dit que T'o est le déploiement de la
permutation o.

To' To"

1

Fig. 14

Par exemple, la permutation o = 7,1, 6, 5,4, 8, 2,3 correspond a ’arbre
représenté dans la Fig. 15. Pour retrouver la permutation a partir de
I’arbre, on prend simplement la projection verticale des n sommets de
I’arbre et on écrit sur un axe horizontal les étiquettes des n sommets ainsi
projetés. On dit que o est la projection de 'arbre To.

716 548 2 3
Fig. 15
La bijection k : F,, — A,, compatible avec le diagramme est mieux com-
prise si 'on décrit aussi F), géométriquement. La bijection s de Fj, sur A,

repose sur la correspondance entre les arcs qui aboutissent en un méme
sommet a dans le graphe d’une fonction h de F;, et la branche a droite
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[
e
d
f e d c b c
\I/ b
N
a a

Fig. 16

issue du méme sommet a dans ’arbre binaire croissant correspondant,
comme indiqué dans la Fig. 16.

L’arbre enraciné croissant h de I’exemple courant est envoyé sur ’arbre
binaire croissant x(h) comme indiqué dans la Fig. 17. La racine 0 sert
seulement a la construction de ’arbre. Pour retrouver ’élément de A,,, on
efface cette racine 0, ainsi que 'unique aréte a droite issue de cette racine.

c=6 3 75 8 14 29

Fig. 17

11. Nombres de Genocchi et permutations

Faisons désormais plein usage des résultats du paragraphe précédent.
L’ensemble SE, de toutes les surjections excédantes f de [2n] sur
{2,4,...,2n} (introduites au paragraphe 9) est un sous-ensemble de
I'ensemble F'Es, des fonctions excédantes de [2n] dans lui-méme. Soient
f € SE, et o la permutation appartenant a &, telle que ®(o) = f, par
la bijection ® définie en § 10.2. Il résulte de (10.6) et du fait que f est une
surjection sur {2,4,...,2n} que l'on a :

(11.1) Eo(o) = f([2n)) = {2.4,...,2n}.

Notons P9 le sous-ensemble de S, formé de toutes les permutations o
telles que ®(o) appartienne & SE,. D’apres (11.1), Pensemble P peut
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étre défini comme I’ensemble des permutations o € Go,, telles que
(11.2) o(i) >4 siet seulement si o(7) est pair.

Il résulte de la Proposition 9.2 que 'on peut interpréter le nombre de
Genocchi Ga,+2 comme le cardinal d’un ensemble de permutations, a
savoir :

(11.3) Gaony2 = |Po,| .

En plus des opérations c, r qui envoient le groupe des permutations sur
lui-méme, on peut aussi introduire la transformation i qui fait pivoter le
carré [2n] X [2n] autour de la diagonale z = y. Sous 'action de i, le graphe
formé par les points (i, 0(7)) est envoyé sur les points (o(7),4). Autrement
dit, I'image de o par 1’application de i est simplement son inverse o 1.

Appelons Py, I'image de P9 par I'involution cr. Si o appartient & P |
la permutation @ := cr(o) est encore définie par :

(11.4) c2n+1—i)=2n+1—-0(i) (1 <i<2n).

D’apres (11.4), 'entier (2n + 1 — i) est pair si et seulement si o (i) est
impair, donc, d’apres (11.2), si et seulement si o (i) < i, soit encore d’apres
(11.4), si et seulement si 7(2n + 1 —4) > 2n + 1 — i. Autrement dit, Ps,
est le sous-ensemble des permutations & € Go,, telles que

(11.5) (i) > siet seulement si @ (i) est pair.
D’ou encore :
(11.6) Gonya = |Panl.

Notons P{n1 I'image de P, par la transformation i. Il résulte de (11.5)
que ]32_n1 est le sous-ensemble des permutations 7 ! € G, telles que

(11.7) i >3 (i) sietseulement si i est pair.
On a ainsi la nouvelle interprétation :
(11.8) Gaonta = | P3|

Les trois interprétations ci-dessus se réferent aux graphes des permu-
tations. Par exemple, les permutations de P{n1 sont alternantes, dans le
sens que leurs graphes traversent alternativement la diagonale du carré
[2n] x [2n]. La transformation fondamentale, dont on a rappelé la con-
struction en §10.1, permet d’avoir une interprétation linéaire, comme
décrit dans la proposition suivante.
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ProrosiTION 11.1. —

12. LA MATRICE DE SEIDEL DES NOMBRES DE GENOCCHI

d’ordre (2n + 1) telles que

Soit P2n+1 I’ensemble des permutations o

o(i) >o(i+1), sio(i) estpair;
o(i)<o(i+1), sio(i) estimpair.
Alors :
(119) G2n+2 == p2n—|—1‘ .
Démonstration. — Notons P, 1'image de Ps, par la transformation

fondamentale o +— &. Il correspond alors a toute excédance stricte (i <
o(i)) de o un entier jtel que 1 < j <2n—1let o(i) =05(j) > a(j+1) = 1.
Par ailleurs, si i < o(i) est une excédance stricte de o, alors o(i) est
pair. Par conséquent, les seules descentes de & sont les seuls facteurs
(3) > d(j + 1), ou &(j) est pair. En posant 6(2n + 1) = 2n + 1, la
permutation & devient d’ordre 2n+1 et appartient bien a I’ensemble P2n+1
décrit dans I’énoncé de la proposition.

I

Table. — Le nombre de Genocchi de rang n = 8 vaut Gs = 17. Nous
donnons ci-apres la liste des 17 permutations de PY, de PG_1 et de Pr.

12.1. Le calcul de la matrice de Seidel. —

)

2,1,4,3,6,5,7

3,5,6,4,2,1,7;
4,2,1,6,3,5,7;
5,6,3,4,2,1,7;
6,4,2,1,3,5,7.

)

4,1,3,6,5; 4,
4,1,6,3,5; 2,
2,6,1,3,5; 6,
6,1,4,3,5; 4,
1,5,3,6,4; 2,
1,6,2,5,4; 4,
1,6,2,5,3; 4,
1,4,3,6,2; 6

12. La matrice de Seidel des nombres de Genocchi

Dans la terminologie de

I'étude des matrices de Seidel (c¢f. chap. 1, §12), prenons comme suite
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CHAPITRE 3 : SUITES DE NOMBRES CLASSIQUES

initiale (a,) (n > 0), la suite des nombres de Genocchi signés (g,,) (n > 0),
de sorte que

g0=0, g1=1, gon=(-1)"Gapn, gony1 =0 (n>1),

et notons (g; ;) (¢ > 0, j > 0) la matrice de Seidel associée. On a :

Z%Tgn:u'i'z
) n>1

n>0

2u
et +1°

(;r:;!(_l)nGQn -

Les fonctions génératrices exponentielles de la suite initiale (go; = g;)
(7 > 0) et de la suite finale (g;,0) (¢ > 0) sont donc respectivement données
(cf. chap. 1, Proposition 12.2) par :

u? 2u
A, = Z ﬁgo,j = ;

>0 ev +1
2 2
Ao =e" 4 = 2u — 4 = 2u — Ag «
’ e +1 e +1 ’
u?
=u+ )y ﬁ(—go,j)-
Jj=2

Ainsi la suite finale (g;0) (¢ > 0) est reliée a la suite initiale par les
relations :

(12.1) 9,0=0, g10=001=1, gio=—go: (i>2).

Partant de (12.1), on peut calculer tous les g; ; en fonction des go ; par la
formule (cf. chap. 1 (12.2))

{
9i,j = Z (k)go,ﬂ—ka

0<k<i

et d’autre part, compte-tenu de la formule (12.3) du chap. 1 et de (12.1),
le nombre g¢ ; est donné par :

2005 = 3 (-0 (?) o1

1<i<j

En fait, partant du coin supérieur gauche , on calcule successive-

1
ment tous les autres coefficients suivant les diagonales NE-SO, comme in-

diqué dans le Tableau 18.
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0 1 -1 0 1 0 -3 0 17 0 —155

1 0 -1 1 1-3 -3 17 17 —155
1 -1 0 2-2-6 14 34 -138
0 -1 2 0-8 8 43104

-1 1 2 -8 0 56 —56
0 3 -6 -856 0

3 —3—-14 48 56

0—-17 34104
—17 17 138

0 155
155

Tableau 18

On observe plusieurs symétries dans le précédent tableau énoncées dans
la proposition suivante :

PROPOSITION 12.1. — La matrice de Seidel associée aux nombres de
Genocchi a les propriétés suwivantes :

(12.2) 9ij = (1) g (i>0,5>0).
En particulier
Inn =0 (n>0).

Enfin, sij>1>0etsii+j=2n ou2n+1, s’il est non nul, le coefficient
gi; est du signe de (—1)".

Démonstration. — Puisque g; 0 = go est nul pour ¢ impair supérieur
ou égal a 3, on peut récrire (12.1) sous la forme :

go,0 =0, 91,0 =9go,1 = 1, gio=(-1)""go; (i>2).

De la, (12.1) est vérifiée pour i > 0 et j = 0.

Pour démontrer le cas général, on utilise les formules sur les coefficients
de la matrice de Seidel qui relient g; ; aux coefficients des suites initiale et
finale :

i k(J
Gij = Z | (k) 90,j+k ; Gij = Z '(—1) <k)gi+j—k:,0;
0<k<i 0<k<j
pour obtenir

J ik
gij = Z (—1>k<k>(—1) R g0 i =k

0<k<j

= (1)t Y @)go’ﬂrk = (1) g;.

0<k<j
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Lorsque i = j = n dans (12.2), on obtient bien g, , = 0. Pour établir
la derniere partie de la proposition, on évalue les coefficients des contre-
diagonales supérieures (i+j =n, j >4, n > 3) de NE en SO (i décroissant)
lorsque n est impair et de SO en NE lorsque n est pair.

Supposons, par récurrence, que les contre-diagonales (i+j = 2m, j > 1)
et (i4+7=2m+ 1,7 > i) alent tous leurs coefficients non nuls de signe
(—1)™ et que cette hypothese soit vraie jusqu’a lordre n (n > 1). Cette
hypothese est en particulier vraie pour n = 1, puisque le coin supérieur
1 -1 0
0 -1

Considérons la contre-diagonale (i + j = 2n 4+ 2,5 > 7). On a
successivement : 0 = gp41nt1 = Gnnt+1 + Gn,nt2, d’olt, par récurrence,
SENgnnt2 = —8€Ngnnt1 = (—1)"TL La formule suivante g, 12 =
In—1n+2 + gn—1,n+3 permet d’obtenir d’apres le résultat précédent et la
formule de récurrence : sgn g,—1n1+3 = (—1)""!. On continue le long de
cette contre-diagonale, jusqu’a obtenir la formule : g1 2,41 = go0,2n+1 +
90,2n+2 = 90,2n+2, d’olt le signe sgn go 2p42 = (—1)" 1.

Pour décrire la contre-diagonale suivante, on opere de NE en SO.
D’abord go,2nt+3 = 0, d’0U 12042 = go,2n+2 €t SgU g1 2n42 = (—1)"H
La formule g2 2n+41 = g1,2n+1 + g1,2n+2 entraine, a son tour : sgn gz op41 =
(—1)"*1. On continue ainsi jusqu’a obtenir gn11n+2 = gn.nt2 + In.nts €t
donc sgn gn41,nt2 = (—1)n+1~ ]

gauche de la matrice des g; ; est donné par :

La démonstration de la proposition précédente indique que pour décrire
la matrice de Seidel des nombres de Genocchi, il suffit de donner un
algorithme de calcul des contre-diagonales supérieures. On passe des
coefficients d’'une contre-diagonale a la suivante en faisant une somme
cumulée des coefficients de droite a gauche (resp. de gauche a droite) pour
calculer une contre-diagonale de rang pair (resp. impair). On peut donc
faire disparaitre les signes dans une table (ils sont faciles a rétablir d’apres
la proposition précédente) et écrire ces contre-diagonales comme des lignes.
On obtient la table de la Fig. 19. On obtient, par exemple, 138 en faisant
la somme cumulée (de gauche a droite) 56 4 48 + 34, alors qu’a la ligne
précédente, le coefficient 48 est obtenu en faisant la somme cumulée (de
droite a gauche) de 17 + 17 + 14.

Remarque. — La proposition précédente entraine, en particulier, la

regle des signes sur les nombres de Genocchi eux-mémes, a savoir :
n

sgn go, = (—1)™.

Remarque. — La premiere colonne de Fig. 19 donne les valeurs absolues
des nombres appelés nombres de Genocchi médiants. Ils sont définis par :

In,n+1 = In+1,n = n+2,n = —Gn,n+2-
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1
1
3 3
6 3
8 14 17 17

o6 48 34 17

56 104 138 155 155

608 552 448 310 155

608 1160 1608 1918 2073 2073
9440 8832 7672 6064 4146 2073
9440 18272 25944 32008 36154 38227 38227

Fig. 19

o NN = =

Ils apparaissent ainsi (au signe pres) quatre fois dans la matrice de Seidel
associée aux nombres de Genocchi. La table des premieres valeurs est
donnée par :
n |01 23 4 5 6
gnm+1 |1 —1 2 —8 56 —608 9440

12.2. Fonction génératrice des nombres de Genocchi médiants. — Com-
mengons par calculer la fonction génératrice ordinaire des nombres de
Genocchi signés (—1)"Gay,.

PROPOSITION 12.2. — On a :

(12.3) Y (-1)"Ganu® = : (=1)FK! (k — 1) u?*

1 u2)(1 222 . (1 — k2u?)

n>0 k>1
sz' (k=1 1
(12.4) = E E —.
— N1 =
k>1 k<3<k k=) = Ju
Démonstration. — On part de :
(arcsin z) E k2 2)%,

k>1
et en posant z = ishu/2, on trouve :
u? 1 (k!)? 5
E>1 ’

Par dérivation :

—1)*sh™ 7 (u/2) ch(u/2)

1
Zz
k>1
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d’ou
2u
e +1

_sh(u/2) G~ 1R’
“Yeh(u/2) T A=k (2R)!

2k(_1)Fsh?* (u/2) = — u.

On retrouve la fonction génératrice exponentielle des nombres de Genocchi
signés :

(1" Gy = (- 1>’f—’“' ‘{;k) Rothan u2)

n>0 k>1

— Z (_1>k(6u/2 . 6—u/2)2k

k:>1
Enfin, on sait que cette derniere identité est équivalente a l'identité de
I’énoncé de la proposition. []

Les identités de la précédente proposition peuvent étre récrites :

guu” =u+Y gau
2 2

n>0 n>2
DRE! (B — 1)1 w2k
12. =
(12.5) ut ) 1—u2 1—22u2) (1 — k2u?)
k:>1
Jkl -1 1
—utY Y -
BT I
E>1 —k<j<k k+] j)'l Ju

Avant d’établir la fonction génératrice des nombres de Genocchi
médiants, nous donnons un lemme supplémentaire sur les matrices de Sei-
del en général.

Soit (a; ;) la matrice de Seidel associée a une suite (a,) (n > 0) [on
dira aussi : associée a la série formelle a = ) -, a,u"]. Pour tout ¢ > 0
on désigne par R;a (resp. T; a) la fonction génératrice de la ligne i (resp.
de la diagonale issue du point (7,0)). Autrement dit, on pose :

(12.6) R;a= Z ai’juj et T;a = Zaiﬂ,juj.
Jj=0 >0
LEMME 12.3. — Soit (a; ;) la matrice de Seidel associée & la suite
(W) (n>0). Alors
(1+ w)
(12.7) Ra—Za”uj— o
Jj=0
: (14 w)"
g = L) =
(12.8) Tia= Z @i = T AT ol
Jj=0
Démonstration. — En effet, a; ; = > (li)ijrk = w/(1 +w)® et aussi
ity = wj(l + w)iﬂ. I:I 0<k<i
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Notons Fjj la fraction rationnelle apparaissant dans le membre de
droite de (12.5). On a : o(Fs,) = 2k. Par conséquent, en appliquant
I'opérateur T} aux deux membres, on obtient, d’apres (12.8) :

n>0 n>0
(—1)7&! (k — 1)! 1
=Tilu +§_k§<k (k+ ) (k — j)!Tl(l—ju>
_ (—7E (k—1)!  (1+7)
B DED D oy ey 1§ g oy

k>1—k<j<k

La question est maintenant de remettre la somme }; du membre de droite
de la seconde identité sous la forme d’une fraction rationnelle. Posons

(17K (k- 1)! (1 +)

Jri=
TR =) =40+ Du
Pour j =0,1,...,(k — 1), les deux fractions rationnelles fx ; et fi _(j+1)
ont la forme :
Ck,j Ck,—(j+1)
fod = 125G+ 1y TG0 = 1250 1

ol ¢, j et ¢, _(j41) sont des scalaires. On a donc :

K (k—1)! di.;
Z Jrj = —Fne Z —

ot les di ; (1 < j <k —1) sont des scalaires. Si on réduit cette somme au
méme dénominateur, on obtient une fraction rationnelle de la forme :

(1—1x2u)(1-2x3u)...(1—k(k+1)u)’

ou Py(u) est un polynéme en u de degré au plus égal a k. Par ailleurs, la
somme de ces fractions rationnelles est égale a T3 (Fay ), qui est d’ordre au
moins égal a k. Il en est de méme pour le polynéme Py (u). Par conséquent,
ce polynome est de la forme Ct®u¥ et il suffit d’évaluer la constante Ct®,
Naturellement,

k!'(k—1)!
(K!)?
D’ou la fonction génératrice des nombres de Genocchi médiants :
(=Dk(k — 1) (k+ 1) u®

(12. nu =1 '
9) ;0%1 u” ““; (I —2u)(1—6u)...(1— k(k+ 1)u)

Cte = (—=D)*K B+ 1) = (=D — 1) (k4 1)!
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13. Nombres tangents et sécants

On peut définir la fonction tangente, tg, et la fonction sécante, sec,
comme les développements en séries des fonctions usuelles

: 2n—1

sinu u
13.1 tou = N Dy,
(13.1) 84 = osu Z(271—1)! 2n-l

n>1

1 u?"
13.2 - —1 A Dy,
(13.2) ST Cosu +71;1(271)! 2

la fonction tangente (resp. sécante) étant impaire (resp. paire), donc ayant
des coefficients pairs nuls (resp. coefficients impairs nuls). En posant
D(u) := tgu + secu et en utilisant les relations usuelles sur les dérivées
des fonctions trigonométriques (valables encore dans l'algebre des séries
formelles) on voit que 'on a :

(13.3) 2D'(u) =D(u)®*+1,  D(0)=1.

A son tour, cette identité (13.3) est équivalente a la relation suivante entre
les coefficients D,, :

1
(134) 2D, = Y (Z )Dk_1 Dy (n>2), Doy=D;=1.
1<k<n

On peut encore dériver (13.3) et obtenir : D”(u) = D'(u) D(u), ce qui
équivaut a l'identité

—9
(135) D= Y. (" )Dk Dn_jo1 (n>2), Do=Dj=1.
1<k<n—1

Cette derniere formule montre que les coefficients D,, sont tous des entiers
positifs. Leurs premieres valeurs apparaissent dans le tableau suivant.

n|l12345 6 7 8 9 10 11 12
D,[1 125 16 61 272 1385 7936 50521 353792 2702765

Naturellement, les coefficients D, 11 (souvent aussi notés Ts,11) sont les
nombres tangents et les coefficients Da,, (notés également Es,) sont les
nombres sécants ou d’Fuler.

Les nombres tangents (Da,_1) sont reliés aux nombres de Bernoulli et
de Genocchi comme suit. D’apres (6.3), on a

u2n u2n
———Gop = u tg(u/2) = Dop_1,
2 () (o = v tal(w/2) 2 92n—1 (2 — 1)1 2"~}
n>1 n>1
d’ou 'on tire :
(13.6) n Doy_1 = 22" 2G, (n>1).
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Les premieres valeurs des nombres tangents Do, 1 (n > 1), comparées
avec celles des nombres de Genocchi, apparaissent dans le tableau suivant.

n 12 3 4 ) 6 7
Goy |11 3 17 155 2073 38227
Dop—1 |1 2 16 272 7936 353.792 22.368.256

Comme Gy, est impair, (13.6) donne la 2-valuation des nombres nDs,,_1,
c’est-a-dire la valeur de la plus grande puissance de 2 qui les divise.

La formule (13.4) s’interprete combinatoirement facilement a 1’aide de
la notion de permutation alternante. Une permutation w = xq12s...x, de
12...n est dite alternante, si pour tout j tel que 2 < 25 < n — 1, U'entier
xo; est inférieur a la fois a w91 et & x4 et sil'on a x,,—1 > xy,, lorsque
n est pair. Ainsi le graphe d’une permutation alternante est de la forme :

AV VR VA VN

(n impair) (n pair)

THEOREME 13.1. —  Pour tout n > 1, le nombre de permutations
alternantes de longueur n est égal a D,,.

Par exemple, D1 = Dy = 1. Il y a D3 = 2 permutations alternantes de
longueur 3, a savoir 213 et 312. Il y en a D4 = 5 d’ordre 4; ce sont : 2143,
3142, 3241, 4132, 4231.

Démonstration. — Pour tout n > 1, notons D,, ’ensemble des per-
mutations alternantes de longueur n et D] l’ensemble des permuta-
tions x1xa...x, telles que xg; est plus grand que xg;_1 et wo;41 pour
2 <25 <n-—1et telles que z,,_1 < x,, lorsque n est pair. Les éléments de
D), sont de la forme :

NN NN

(n impair) (n pair)

Les éléments de D,, débutent par une descente x1 > x5 ; on les appellera
aussi permutations alternantes, mais décroissantes. Ceux de D), débutent
par une montée 1 < z5. Ce sont les permutations alternantes croissantes.
L’application qui envoie le mot 12 ...z, sur son complément & (n+1), a
savoir (n+1—z1)(n+1—23)...(n+1—x,) est évidemment une bijection
de D,, sur D). On pose d,, = |D,| = |D,,| (n > 1). Notons que pour n > 2,
les ensembles D,, et D), sont disjoints.

Pour chaque k = 1,2,...,n, notons D, ;, I’ensemble des permutations
T1To ... T, appartenant a D, U D) telles que x; = n. Lorsque n > 2,
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I'ensemble D, est seulement constitué d’éléments de D,, (resp. D)),
lorsque k est impair (resp. pair). Lorsque n > 2, Iensemble D,, U D/,
est 'union disjointe :

D,UD, = ) D

1<k<n

Pour constituer un élément z1x5 ...z, de D, , il suffit de :

(i) choisir un sous-ensemble I de [n — 1] de cardinal (k — 1);

(ii) former une permutation alternante décroissante (resp. croissante)
w de 'ensemble I, si k est impair (resp. pair);

(iii) former une permutation alternante croissante w’ de ’ensemble
[n—1]\I;

(iv) prendre le produit de juxtaposition wnw'.
Réciproquement, chaque permutation alternante décroissante ou crois-
sante admet une et une seule telle factorisation. Comme la définition
d’une permutation alternante dépend seulement de l'ordre mutuel de ses
éléments, on a :

n—1
an$|::(k__l)dk—ldn—L{k—Ua

avec dg = d; = 1. De la

n—1
2d,, = Z <k_1)dk_1dn_k (n>2),

1<k<n

qui est précisément la relation de récurrence des nombres D,. D’ou

Dn :dn- D

Remarque. — Le précédent théoreme fournit une interprétation des
nombres tangents et sécants en termes de comptages de permutations al-
ternantes. D’apres (11.8), les nombres de Genocchi s’interpretent aussi
comme des cardinaux de classes de permutations alternantes. On peut
donc penser que la relation (13.6) devrait avoir une démonstration com-
binatoire directe dans ce contexte. Cette méme interprétation n’a été
jusqu’ici d’aucun secours pour établir la formule (13.6) combinatoirement.

14. La matrice de Seidel des nombres tangents et sécants

Considérons la suite (a,) (n > 0) définie par : a9 = 1, ag, = 0,
agn—1 = (—1)"Da,—1 pour n > 1. La fonction génératrice exponentielle
de la suite (a,,) est donnée par :

n—1

2
u n
AO’* =1+ g m(—l) Dap—1

n>1

=1+itg(iu)=1—thu=———.
+ 1 tg(iu) U=
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D’apres la Proposition 12.2 du chap. 1, la fonction génératrice exponen-
tielle de la suite finale de la matrice de Seidel associée a la suite (a,) est
donnée par :

2 2 1
0= € 62“—1—1_e“—l—e—“_chu(_seC u)

1 u?n
—1)"Ds,,.
Qn)!( )" D2

cos(iu) - 7;) (

Nous avons ainsi prouvé le résultat suivant.

THEOREME 14.1. — Si dans une matrice de Seidel on prend comme
suite initiale la suite des nombres tangents signés, alors la suite finale est
celle des nombres sécants, eur aussi signés.

La matrice de Seidel ainsi obtenue s’appelle évidemment la matrice
de Seidel des nombres tangents et sécants. Les premieres valeurs de ses
coefficients sont reproduites dans le Tableau 20.

1 -1 0 2 0-16 02720

0 -1 2 2 =16 —16 272 272
-1 1 4 —14 —32 256 544

0 5 —10 —46 224 800

5 —5 —56 1781024

0 —61 122 1202

—61 —61 1324
0 1385
1385
Tableau 20

Comme pour la matrice de Seidel des nombres de Genocchi, on a une
regle des signes qui est la suivante : soit (a;;) (4,7 > 0) la matrice de
Seidel de suite initiale ag = 1, as, = 0, agp—1 = (—=1)"Day—1 (n > 1);
alorssii+j=2n—1leti>1,oui+j=2net j3<2n—1,ona:

(14.1) sgna; ; = (—1)".

La regle des signes étant connue, on peut donc ne considérer que les valeurs
absolues de ces nombres et disposer les contre-diagonales {|a; |, i+j = n}
en lignes, en supprimant les zéros et en écrivant ces contre-diagonales de
droite & gauche (resp. de gauche a droite), si n est impair (resp. n est
pair). En justifiant & gauche, on obtient la Table 21.
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k= 1 2 3 4 5 6 7 8 Somme
n=1 1 1
2 1 1

3 1 1 2

4 2 2 1 5

5 5 5 4 2 16

6 16 16 14 10 5 61

7 61 61 56 46 32 16 272

8 272 272 256 224 178 122 61 1385

9 1385 1385 1324 1202 1024 800 544 272 7936

Table 21

Notons que dans la table ci-dessus, on a décalé les indices k et n d’une
unité. Soit (K, %) (n,k > 1) la suite des nombres obtenus. De par la regle
de calcul des coefficients de la matrice de Seidel, on déduit pour les K, j
la récurrence :

Ki1=1 K, =0, sik>n;

) n,
(142)  Kue= Y. Kn1 sin>2 1<k<n-—1.
1<i<n—k

La récurrence (14.2) permet d’obtenir une interprétation combinatoire des
coefficients K, i, de la fagcon suivante.

Une permutation alternante w = x1x5...x, croissante d’ordre n > 2
(i.e., satisfaisant x; < x2) ne peut débuter par n. Pour n > 2 et
k=1,2,...,(n—1), notons D,  'ensemble des permutations alternantes
croissantes z1xs ...z, débutant par 1 = k. Posons, de plus, D;; =1 et
Dy =|Dpi|pourn>2et1<k<n-—1

PROPOSITION 14.2. — La suite (D, 1) satisfait la récurrence (14.2).
En d’autres termes,
Dn,k = Z Dn—l,i~
1<i<n—k
Démonstration. — Soit w = z12x5 ...z, une permutation appartenant

R o . [ /AT .
a D,, i, Définissons une permutation w’ = x4a5 ... x) d’ordre (n—1) par :

, n—x;, six; <k;
n+1—x;, sz >k

L’application w — w’ envoie D,, j, sur E D,,—1; de fagon bijective. []
1<i<n—k
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Notons que pour n > 3 on a : D, = Dp2 = D,_;. La prochaine
étape est de calculer la fonction génératrice de la suite (K, ) en utilisant
linterprétation combinatoire précédente. Dans la proposition suivante, on
calcule la fonction génératrice exponentielle des différentes diagonales de
la matrice des K, .

PROPOSITION 14.3. — Pour tout k > 1, on a l’identité :
um—k
143) X e P = cosulsecu + g™,
m>k )

ot exposant entre parenthéses désigne la k'™ dérivée.

Démonstration. — On note que pour k = 1, le membre de droite de
(14.3) est encore égal a sec u+tgu et en effet on retrouve dans la diagonale
du tableau des K, ; les nombres sécants et tangents.

Considérons une permutation alternante croissante w = x1xs...x,
d’ordre n > 2 et prenons k tel que 1 < k£ < n — 1. Notons j l’entier
défini par : 1 < j < mn;xq, 22, ... , x;_1 tous plus grands que k et z; < k.
Soit w’ et w” les deux facteurs w' := x122...2;_1 (= e, le mot vide, si
j=1)et w"” :=zjz;11...x,. Soit aussi I 'ensemble des (j — 1) lettres
de w'. 1l est clair que les propriétés suivantes sont vérifiées (cf. Fig. 22) :

(i) I est contenu dans l'intervalle [k + 1,n];

(ii) w’ est une permutation alternante croissante de I;

(iii) w” est une permutation alternante croissante de [n]\ I débutant
par une lettre au plus égale a k;

(iv) j est impairet 1 < j <n—k+ 1.

Dans ces conditions, le nombre de couples (I,w’), ou I est de car-
dinal (7 — 1), est égal a (?:f)Dj_l. Lorsque le couple (I,w’) est fixé,
le nombre de permutations w’ satisfaisant la propriété (iii) ci-dessus est
égal a : Zlgz‘gi Dy _jy1,i- Or ce nombre est aussi égal a D, 12— jt2—k,
d’apres la Proposition 14.2. De la, pourn >2et 1<k <n—1,ona:

n—=k
(14.4) D, = E (j _ 1)Dj—1Dn—j—|—2,n—j—|—2—k-
1<j<n—k+1
jj impair

Lorsque n = 2m > k + 1, I'identité ci-dessus s’écrit :
2m — k
Doy, = Z < 2 )DQjDQm—2j+1,2m—2j+1—k-
0<25<2m—k

De la, pour 2m > k + 1, le nombre D,,, est égal au coefficient de
u?™=* /(2m — k)! dans le produit :

U2 u2i—k
Do — D.. N
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k

w ‘ ‘ w//

Fig. 22

Lorsque k est pair, on a le méme résultat pour 2m = k, car le terme
constant dans le produit précédent est D111 = Djy. Par conséquent,
I’identité suivante est vérifiée :

2m—k

45 Y D E:—“2j D E:L%_k D
14. m = , ' . i+1,2i+1—k-
(145) (2m — k)| ° (2))1H L (20— )1 AR

2m>k >0 2i>k

Pour tout k& > 1, notons sec®) u la k'™ dérivée de sec u. Alors (14.5) peut
se récrire comme :

2i—k

U
(14.6) Z %'D2i+1721+1_k = cos u. secF) u,
= (2i — k)!

qui est la fonction génératrice pour les coefficients Daj i1 2i41—k-
Lorsque n =2m —1>3 et 1 <k < 2m — 2, la formule (14.4) s’écrit :

2m—1—k
Dyyy—1 = Z < 9 )Dszzm—2j,2m—2j—k-
0<2j<2m—1—Fk J

On en tire 'identité

2m—1—k 23 2i—k—1

u u u
——Doypp1 = ——Dsy; D2 2i—k»
2. (2m—1— k) 2! Z(Qj)! 5 D (20 — k — 1)1 2h2k

2m>k-+1 >0 2i>k+1
soit encore
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2i—k—1

u
(14.7) Z _—‘Dgi’gi_k = cos u. tg(k) u.
oS (20 —k —1)!

La formule (14.7) fournit ainsi la fonction génératrice exponentielle des
coefficients Dy; 2;_r. La somme de (14.6) et (14.7) permet de retrouver la
formule (14.3). []

Comme corollaire, on peut noter que des formules explicites peuvent
étre obtenues pour les coefficients D,, ;. En développant cosu dans (14.6),
on obtient

W2k 2 w2k
Dy il = —1) — —— Do
2% (20 — k) 2Rk ;( ) (2;)!QZ>k (2m — k) °
Z J=Z m=
On en tire :

, 2i — k
14. Do, i1k = 1) D 2t > k).
148)  Pusaisis= S0 (0 )0 @iz b

De la méme maniere, de (14.7) on déduit :

; 2i—k—1
14. Do oij = —1)=m Doy — 21—12> k).
149)  Daas= (% )P @ic1z

15. Groupes de réarrangements

Dans ce paragraphe et le suivant, nous nous proposons de faire ap-
paraitre les nombres tangents et sécants comme des nombres d’orbites de
groupes de transformation. La construction repose essentiellement sur le
codage des permutations par des arbres binaires croissants tel qu’il a été
décrit en § 10.5. L’action des groupes de transformation est, en effet, tout a
fait parlante sur ces dernieres structures. La notion de z-factorisation des
permutations est par exemple directement inspirée de cette présentation.

PROPOSITION 15.1. — Soient w = x122...x, (n > 1) une permuta-
tion du mot 12...n et x l'une des lettres z; (1 < i < n). Alors w admet
une factorisation unique (wi,ws,x,ws, ws) de longueur 5, appelée sa x-
factorisation, caractérisée par les trois propriétés :

(i) wy est vide ou sa derniére lettre est inférieure a x ;
(il) wa (resp. wy) est vide ou toutes ses lettres sont plus grandes que x ;
(iii) ws est vide ou sa premiere lettre est inférieure a x.

Démonstration. — Comme z est une lettre de w, on a w = w'zw”.
Soit wy (resp. wy) le plus long facteur droit (resp. gauche) de w’ (resp.
w’") dont toutes les lettres sont plus grandes que x. Si la derniere (resp.
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premiere) lettre de w’ (resp. w”) est plus petite que x, ou si w’ (resp. w”)
est vide, alors wo (resp. wy) est vide. On peut alors écrire w' = wyws
et w” = wyws. La factorisation (w;,we, x,ws, ws) satisfait bien les trois
propriétés de la proposition.

Inversement, soit (wq,ws, x,ws, ws) une factorisation satisfaisant (i),
(ii) et (iii). Alors (i) et (ii) (resp. (ii) et (iii)) impliquent que wy (resp. wy)
est le plus long facteur droit (resp. gauche) de wjws (resp. wyws) dont
toutes les lettres sont plus grandes que z. Par conséquent, il ne peut exister
qu'une seule factorisation de w ayant les propriétés (i), (ii) et (iii). []

Par exemple, les z-factorisations de 71654823 sont (en désignant par e
le mot vide) :

(e,7,1,654823,¢) pour z = 1; (71,6548,2,3,¢) pour = = 2;

(7165482, ¢, 3, e, €) pour x = 3; (71,65,4,8,23) pour = = 4;

(71,6,5,¢e,4823) pour x = 5; (71,e,6,¢,54823) pour x = 6;

(e,e,7,e,1654823) pour x = 7; (71654, ¢, 8, €,23) pour x = 8.

Revenant au cas général, soit (wy, wa, x, ws, ws) la xz-factorisation d’une
permutation w contenant z. On pose :

vz (W) = wywgrwows.

11 est évident que (wi,wy,x, we, ws) est la x-factorisation de ¢, (w). Par
conséquent,

Pz (w) = w.

Ainsi ¢, est une involution agissant sur le groupe &,, des permutations.
On note G, le sous-groupe du groupe des permutations agissant sur &,,,
qui est engendré par ’ensemble {¢, : 1 <z < n}.

Le groupe G,, est mieux visualisé lorsqu’on le fait agir sur les arbres
binaires croissants associés aux permutations (cf. §10.5). Soit Tw le
déploiement associé a la permutation w. Par exemple, la permutation
w = 71654823 correspond a ’arbre décrit dans la Fig. 23.

716 5 48 2 3
Fig. 23
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L’action de l'involution ¢, sur I’arbre T'w peut étre vue de la facon
suivante : d’abord ¢, n’a pas d’action sur 7w, si x est un sommet final
de Tw. Si dans Tw le sommet z est la racine d’un seul sous-arbre T” placé
a la gauche (resp. a la droite) de z, I'involution ¢, fait basculer T" vers
la droite (resp. vers la gauche). Finalement, si = est la racine d’un arbre
T'zT",ou T’ et T" ne sont pas vides, I'involution ¢, permute globalement
les arbres T" et T" (sans modifier leurs structures internes).

Par exemple, avec 'arbre Tw de la Fig. 23, on a ¢g(Tw) = Tw,
puisque 6 est un sommet final, alors que les arbres 5(Tw) et @4(Tw)
sont donnés par les transformations suivantes décrites dans les Fig. 24 et
Fig. 25.

Fig. 25

La prochaine étape est de démontrer que les involutions ¢, commutent
deux a deux. Ce résultat semble tout a fait évident lorsqu’on regarde
I’action du groupe G, sur les arbres binaires croissants. Nous donnons ici
une démonstration sur les permutations elles-mémes, qui fait apparaitre
certains invariants utilisés dans la suite.

Pour n = 1, il n’y a rien a prouver. Lorsque n > 2, il est commode
d’associer a chaque permutation w d’ordre n 1’ordre linéaire ainsi défini :
soient z, 2z’ deux éléments distincts de [n]. Alors

15.1 w(z,7') siet seulement si z est & la gauche de 2z’ dans w.
g

Si w(z,2’) est vrai, on note I, w le facteur de w dont les premiere et
derniére lettres sont z, z’. La lettre minima — par rapport a l’ordre naturel
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des entiers — de I, w est notée p,(z,2'). Si w(z’,z) a lieu, la relation
w(z,2') n’a pas lieu. Dans ce cas, on pose i, (z,2") = (2, 2). Ainsi
ly est défini pour tous les couples ordonnés (z,z') tels que z # z’. On
I’appelle la fonction minima de w.

Soit (w1, wa, T, wys, ws) la x-factorisation de w. L’'involution ¢, permute
les mots wo et wy seulement. Par conséquent, ¢, renverse ’ordre w(-, )
pour les couples (z,2’) tels que (i) z # 2’; (ii) z est une lettre de wyx;
(iii) 2’ est une lettre de zwy. D’autre part, z est une lettre de woz et 2/
de xwy avec z # 2/, si et seulement si w(z,2') et py(z,2") = x. L'ordre
linéaire @, w(-, ) (= (¢z(w))(,-)) peut donc étre aussi défini par :

. / wzw(2',2), st pw(z,2) = x;
(15.2) si w(z,2'), alors { pew(z,2'), autrement.

De fagon évidente, w et w' = ¢,(w) ont la méme fonction minima :
Hw = Hap’ -
Soient = # y, w' = p(w) et w(z,2'). Si py(z,2") = x, la relation

(15.2) implique w’ (2, z). De plus s (z,2") = z, puisque w et w’ ont la
méme fonction minima. De la relation (15.2) de nouveau, mais avec w’
remplacant w et y remplacant x, on obtient p,w’(2', 2), i.e. p,p,w(2', 2).

Si py(z,2") # x, alors p,w(z, 2'), ie., w'(z,2"). Une autre application
de (15.2) avec w’ et y a la place de w et  donne :

@yw/(2/72)7 si ,uw’(272/) =Y,
oy (2,2"), st py(z,2") #y.
On obtient ainsi

/ . ’ .
(153)  si w(z2), alors{ PvPe(zh2) sl (2 27) € {2,y
Yypsw(z,2'), autrement.

Dans (15.3) le role joué par x et y est symétrique. Comme ¢, pw(:,-)
est un ordre linéaire de [n], on en déduit : ., = @,¢,. Comme cette

identité est évidemment vraie pour x = y, on a prouvé la proposition
suivante.
PROPOSITION 15.2. — Pour 1 <z,y <n, on a : 00y = QyPa-

Comme tous les ¢, commutent, on peut poser pour tout sous-
ensemble X de [n]
ox =[] ¢

reX

Lorsque X est vide, convenons que ¢ x est I’application identique. D’autre
part, comme ¢, est aussi ’application identique, on peut restreindre X
aux sous-ensembles de [n— 1]. Il résulte de la proposition 15.2 que I'on a :

(15.4) PXPY = PXAY;
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pour toute paire {X,Y} de sous-ensembles de [n — 1], en désignant par
X AY la différence symétriquede X et Y (X AY = (X \Y)U (Y \ X)).

Par récurrence sur |X| les relations (15.2) et (15.3) impliquent la
proposition suivante :

PROPOSITION 15.3. —  Soient X un sous-ensemble de [n — 1] et w
une permutation d’ordre n. Alors oxw(-,-) est Uordre linéaire défini par :
/ . / .
(15.5) si w(zz2), alors pxw(z ’%>’ $1 (2, 2) € X
oxw(z,2'), autrement.

COROLLAIRE 15.4. — Pour n > 2, le groupe G,, est isomorphe au
produit direct de (n — 1) groupes d’ordre 2. Il est constitué par les 2" 1
involutions distinctes px, ot X est un sous-ensemble de [n — 1].

Démonstration. — L’ensemble 2~ des parties de [n — 1] muni
de Vopération A est isomorphe au produit direct de (n — 1) groupes
d’ordre 2. 11 résulte de (15.4) que G,, est 'image homomorphe de 2(*~1
par I'application X +— @x. Il suffit de montrer que X — @ x est bijectif.
Soient X un sous-ensemble non vide de [n — 1] et w un mot de la forme
nzw’ avec z € X. Comme w(n, z) et p,(n,z) =z € X, on a pxw(z,n) et
par conséquent o xw # w. De la, le noyau de 'application X — px est
réduit au seul élément () de 271, []

Soit w = x1x9...x, une permutation. On définit son image-miroir
comme étant la permutation rw = x, ...xox1. Notons, de plus, {p,}
I’ensemble des valeurs prises par p,, et par |z, | le cardinal de cet ensemble.

COROLLAIRE 15.5. — Soient X un sous-ensemble de [n—1] et w une
permutation d’ordre n. Alors

ox(w) =rw, sietseulement si X DO {w}-

Démonstration. — On observe que ¢x(w) = rw, si et seulement
si pxw(z’,z) est vrai pour tous les couples ordonnés (z,z’) tels que
w(z, 2"). D’apres (15.5), la derniere condition est équivalente & la propriété
d’inclusion X D {pw}. []

16. Orbites de groupe

On a vu, dans le paragraphe précédent, que la fonction u, définie en
(15.1), était orbite-invariante. En fait, u caractérise les orbites, comme
décrit dans la proposition suivante.

PROPOSITION 16.1. — Si piyy = pioyr, alors w' = px (w) pour un certain
X C[n—1],d.e.,w etw' appartiennent a la méme orbite de G,,. En fait,
Si by = [y, alors w' = @px(w), avec X donné par :

X = {pw(z,2) rw(z, ) &w'(Z,2)}.
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Démonstration. — 1l suffit de prouver la seconde partie de la proposi-
tion. Montrons d’abord que si

(16.1) po (272" =re X, 2N #£Z" et w2, 2",

alors w'(2"”,2"). Par définition de X, il existe un couple (z,2’) ayant la
propriété :

(16.2) w(z,2'), w'(Z,2) et py(z,2') = x.

Soit (w1, ws, x,wy, ws) (resp. (wh,wh,z, wh, wl)) la x-factorisation de w

(resp. w') et supposons w’(z”,z""). La derniére condition combinée avec

(16.1) et (16.2) implique que 2" et z (resp. z et 2", 2" et 2", 2" et 2’) sont

des lettres de whz et zw! (resp. wox et zwy, wha et zw!, wox et xwy).
2 4 9 2 49

Par conséquent, chaque paire {z, 2"}, {z,2"'}, {2/, 2"}, {7/, 2"} contient

un entier égal & x. Si z = x, alors 2’ # x, puisque z # 2’. Il en résulte

ue 2/ = x = 2, ce qui est une contradiction, puisque z” 2" Si
) )

2" = x, alors 2" # x, puisque 2’ # 2. Alors z = z = 2/, ce qui
est une contradiction puisque z # z’. Donc I'hypothese (16.1) implique
w' (2", 2"). Or, il est équivalent de dire que pu,(2”,2") € X et de dire
qu’ou bien w(z"”, 2"") et w' (2", 2"), ou bien w(z",2") et w' (2", 2""). De 1a
(16.3) {Mw(z//7 Z///) € X, w(z//7 Z///) implique w'(z’”,z”) :

. Mu&zu7znq Z X, UKZ“,ZH” anhqueiuxz”,z”ﬁ.

En comparant (16.3) et (15.5), on conclut que w’ = px (w). []

Il résulte de la Proposition 16.1 que 'orbite de w est constituée par les
2liwl dléments distincts o x (w) (X C {pw}). De 1a

1= Zg—luwd’
w

ou la somme est étendue a toutes les permutations w’ appartenant a
I’orbite de w. Soit 8,, le nombre d’orbites de G,,. En sommant sur toutes
les orbites de GG, la formule précédente, on obtient

b= 3 2l

weS,

Soient 1 < ¢ <n et w=x125...x, une permutation. Alors x; est appelé
pic de w, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) ou bien i =1, ou bien 2 < i et x;_1 < x;;

(ii) ou bien i =n, ou bien i <n —1 et x; > x;41.
On note P(w) ’ensemble des pics de w et on pose p(w) = |P(w)].
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PROPOSITION 16.2. —  Pour toute permutation w d’ordre n, on a
{pw} = [n]\ P(w). Dot || = n — p(w), et Lorbite contenant w est
constituée par les 2" ~P(W) permutations px (w), ot X C [n]\ P(w).

Démonstration. — Soit (wy, we, x, ws, ws) la z-factorisation de w. Alors
x est un pic, si et seulement si les deux facteurs ws et w4 sont vides, ¢’est-a-
dire si et seulement si on ne peut jamais avoir ji,,(z, z’) = x pour un couple
(2,2') avec z # 2'. Ainsi = est un pic, si et seulement si x & {pw}. []

Ainsi, le nombre d’orbites de GG,, est aussi égal a

(16.4) O = ) 2 il
weS,
THEOREME 16.3. — Le nombre d’orbites 0,, de G,, est égal au nombre

sécant (ou tangent) D, (n > 1).

Démonstration. — Par convention, on pose Dy = 6y = 1 et on a :
Dy =0, =1, Dy =6y = 1. 1l suffit de prouver que 0,, satisfait la relation
de récurrence des D,, donnée en (13.4), qu'on va récrire :

W1 = <?)9i9”"' (n>1).

0<i<n

Notons &,,+1,; 'ensemble des permutations o d’ordre (n + 1) telles que
o(t+1)=1(0<i<mn, n>1). 1l est tout d’abord évident que I'on a :

1 1
o—(n+1)+p(o) _ = o—ntrle) — g
Z 2 Z 2"

U€6n+1,i UEGn

lorsque ©+ = 0 ou ¢« = n. Lorsque 1 < ¢ < n — 1, envoyons chaque
permutation o € &,41; sur le couple (¢, 0"”) défini par o’ = o (1)...0(7)
et 0” =0(i+2)...0(n+1). L’application o — (o', 0”) est une bijection de
Sy41,i sur ensemble des couples (0”, ") tels que ¢’ est une permutation
d’'un sous-ensemble I de {2,3,...,n + 1}, de cardinal i, et ¢” une
permutation de {2,3,...,n + 1} \ I. De plus, p(o) = p(o’) + p(c”), a
cause de la convention qu’on s’est imposée sur les pics et le fait que 1 n’est
jamais un pic dans une permutation o € &,,411 avec n > 1.

D’autre part, la somme $2772() (5/ ¢ &;), ol ¢’ varie dans
I’ensemble des permutations de I, de cardinal i, est égale a 22_“’5”(0'/)
(o' € 6;), c’est-a-dire, par récurrence sur n, a ;. La définition d’un pic
ne dépend, en effet, que de 'ordre mutuel des éléments.

De la méme facon, la somme 22_(”_i)+p("//), ou ¢” varie dans ’en-
semble des permutations de {2,3,...,n+ 1} \ I, est égale a 0,,_;. De 1a

Z 9—(n+1)+p(o) _ l(n) 00—,
2\

0€Gnt1,s
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et donc

2071—{—1 = gn + Z (7;) eien—i + gn = Z <7Z) eien—i- I:I

1<i<n-—1 0<i<n

Dans la Fig. 26, on a représenté les Dy = 5 orbites de G4 sous la forme
d’un graphe. Le graphe a 4! sommets étiquetés par les 4! permutations
d’ordre 4. Les sommets w et w’ sont reliés par une aréte x si I'on a
vz (w) = w'. Sous chaque orbite figurent les valeurs de p sous la forme
d’une matrice triangulaire supérieure : (u(7, 7)) (1 <i < j <4).

1234 1324 2314

111 111

11 12

3 1
Fig. 26

17. Fractions continues formelles de Stieltjes

Notons P l’ensemble des séries formelles en une variable u, de terme
constant égal a 1 et dont tous les coefficients sont non nuls. Si ¢ =

La rédaction des paragraphes 17-20 doit beaucoup au contenu d’un mémoire non
publié “Les fractions continues”, 34 p. de Dominique Dumont. Notre présentation en
conserve ’esprit, mais s’en écarte trés sensiblement dans la forme.
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14+ > c(n)u™ est une telle série, formons, pour chaque entier n > 1,
n>1
la fraction rationnelle :

Stiel, (¢) := i o
Lo . c(2)u
- c(3)u
Ce(n-1u
1— c(n)u

Notons

pn(u) = pn(c(l),c(2), ..., c(n);u) et go(u) = gnlc(l),c(2),.. ., c(n);u)

son numérateur et son dénominateur. Comme ¢, (0) = 1, cette fraction
rationnelle est une série formelle bien définie. On pose :

Stiel, (¢) = zn—guu) =14+a™Du+a™Qu?+ - +a™(k)u* + -
THEOREME 17.1. — La suite des séries formelles (Stiel,(c)) (n > 1)

est convergente. Soit Stiel(c) := 1+ a(1)u+a(2)u® + - - la limite de cette
suite. Alors, pour toutn > 1, on a :

(17.1) a(n) = a™(n) = "M (n) = a"*D(n) = ...

De plus, application c — Stiel(c) est injective.

Démonstration. — Par convention, posons po(u) = 1, p_1(u) = 0 et
qo(u) = 1, g_1(u) = 1 et montrons, par récurrence sur n, que l'on a les
identités :

Pn(w) = pn-1(u) = c(n)uppo(u) — (n2>1);

A72) (W) = qor () — clm)ugus() (0> 1),

En effet, la fraction rationnelle Stiel,;1(c) se déduit de Stiel,(c) en
substituant au facteur ¢(n)u la fraction c(n)u/(1 — ¢(n + 1)u)

Pn+1 (u) _ Dn (u)

nt1(u)  qn(u) ‘c(n)u +—c(n)u/(1 —c(n+1)u)’

soit

(n)upn—a(u)
(n)u gn—2(u)

pn-i-l(u) _ pn—1<u) _
dn+1 (U) Qn—l(u) -

c c(n)u + c(n)u/(1 —c(n+ 1)u)’
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en appliquant la substitution précédente. Comme aucun des polynomes
pn—l(u)7 pn—Q(u)7 Qn—l(u)7 Qn—Q(u) ne dépend de C(”)v on en déduit :

c(n)u
pusi(w) _ P T oy )
Gn+1(u c(n)u
an-1(t) = 1—cn+1)u 4n—2(u)
Pr-1(u) — c(n)upn_2(u) — c(n +1)upn_1(u)
Gn—1(u) = c(n)ugn2(u) = c(n + 1ugn1(u)
Pn(u) — c(n + Dupn 1 (u)
gn(u) = c(n+ 1ugn_1(u)’

en appliquant, une derniere fois, la récurrence au stade n. La récurrence
(17.2) est donc encore vraie au stade (n + 1).
Par itération, on obtient :

Prt1(w)qn (w) — pr(w)gnt1(u)
= [pn(u) — c(n + Dupp—1(u)]gn(u)
— pn(u)[gn(u) — c(n + 1)ugn_1(u)]
( Ju[pn(w)gn—1(w) — pp—1(w)gn(u)]
( ... c(D)ulpo(u)g—1(u) — p_1(u)qo(u)]
=c(1)e(2)...c(n+ 1)u”+1,

cin+1
=c(n+1

soit encore
Pot1(u)  pa(u)  c(D)e(2)...c(n+ Durtt
(173> Qn—|—1(u> an (u) o Qn—H(U)qn(u) .

Comme les coefficients ¢(k) sont non nuls, 'ordre de la série Stiel,, 1 (c) —
Stiel,, (c) est égal a m + 1. D’ou, pour tout k£ > 1, la série formelle
Stiel,, 4 (c) —Stiel,, (¢) = (Stiel,, 4+ (c) —Stiel4x-1(c))+- - -+ (Stiel,41(c) —
Stiel, (¢)) est aussi d’ordre n + 1. Donc, en particulier,

a"R) () = oD () = . = oM (n),

une valeur que nous posons égale a a(n). Pour 1 < k < n on a donc :
a(k) = a® (k) = a™ (k). La série Stiel(c) — Stiel, (c) est au moins d’ordre
n + 1, ce qui prouve que lim,, Stiel,, (¢) = Stiel(c).

Soient maintenant deux séries distinctes ¢ et ¢/ de P et n le plus petit
indice tel que l'on ait ¢(n + 1) # ¢/(n + 1). L’identité (17.3) écrite pour ¢
et ¢’ donne :

Stiel,,41(c) — Stiel, (¢)
Stiel,, 41 (") — Stiel, (¢)

(1) ---c(n)e(n 4+ Du™t + b;
(1)---e(n)d (n+ Du™Tt +0';

C
C
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ou b et b’ sont des séries d’ordre au moins égal & n+2. Comme Stiel,, (c¢) =
Stiel,, (¢'), on en tire :

Stiel,,1(c') — Stiel,11(c) = ¢(1) - -¢(n) (¢ (n+ 1) — c¢(n + 1))u T +b",

ou b” est une série d’ordre au moins égal a n + 2. En posant Stiel(¢’) =

1+ > d'(n)u™, on en déduit :
n>1

d(n+1)—an+1)=d™V(n+1)—a™V(n+1)
=c(1)---e(n)(d(n+1) = c(n+ 1)),
qui est non nul. D’ou Stiel(¢’) # Stiel(c). []
Définition. — La série Stiel(c) est appelée fraction continue de Stieltjes

associée a la série c. Les fractions rationnelles Stiel,(c) (n > 1) sont
appelées les réduites ou les convergents de la fraction continue.

Traditionnellement, on représente cette fraction continue comme une
fraction infinie sous la forme :

. B 1
(17.4) Stiel(c) = - D
- c(2)u
c(3)u

- (

: c(n—1)u
1—

- c(n)u

18. L’algorithme de Stieltjes

Pour déterminer la série Stiel(c), on peut naturellement calculer les
polynoémes p,,(u) et g,(u) par la récurrence (17.2). Le coefficient de u™
dans le développement de la fraction rationnelle p,,(u)/g,(u) fournit alors
le coefficient de u™ dans la série Stiel(c). Stieltjes a proposé un algorithme
plus rapide qui est le suivant.

Soit ¢ une série de terme constant égal a 1 et dont tous les coefficients
sont non nuls. On appelle tableau de Stieltjes associé a c la suite-double
(h(n, k)) définie par la récurrence

h(0,0) =1;
(18.1) h(n, k) = {h(n—1,k)—|—c(n—k—i—1)h(n,k—1), si0<k<m;

0, autrement.
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PROPOSITION 18.1. — Si Stiel(c) = a = 1+ Y a(n)u™, alors les
n>1

coefficients a(n) se lisent sur la diagonale du tableau de Stieltjes associé.
En d’autres termes, pour toutn > 1, on a :

a(n) = h(n,n).

Démonstration. — Pour tout n > 0, notons h(*+n, %) la série formelle
dont les coefficients sont les éléments de la n'®™° diagonale du tableau de
Stieltjes. Autrement dit,

h(x+mn,x) =1+ Zh(k:-i—n,k)uk.
k>1
Il s’agit de prouver lidentité : h(x + 0,%) = a. Or (18.1) se récrit :
h(k +n,k) = h(k +n —1,k) + c¢(n + 1) h(k + n,k — 1). Pour n > 1,
on en tire :

hx+n,%) =1+ h(k+n,k)u

k>1
:1—|—Zh(k—|—n—1,k)uk+c(n+1)2h(k—|—n,k—1)uk
k>1 k>1

=h(x+n—1,%x)+cn+1)uh(x+n+1,x%),

une identité qu’on peut récrire :

1
h(*—l—n,*)(l —c(n+1)u h(Z(i—ZZ,*’)*)> =h(x+mn—1,%),
ou encore
h(* + n,*) 1
18.2 = .
(18.2) h(x+n—1,%) 1_c(n+1)uh(*+n+1,*)
h(* + n, )
Pour n = 0, on a simplement h(x 4+ 0,%) =1+ ¢(1) uh(x+ 1,%), d’ou
1
(18.3) h(*+0,%) = ArESER
1—e(Dy—""27)
2 )uh(*—i—o,*)

On peut alors itérer I'identité (18.3) en utilisant (18.2). Pour n > 1, on
trouve :

h(x 4+ 0,%) =




19. FRACTIONS CONTINUES FORMELLES DE JACOBI

On voit que h(x + 0,%) se déduit de Stiel,1+1(¢) = ppt1(w)/Gns1(u) en
substituant a ¢(n+ 1) I'expression ¢(n+ 1)h(x + n + 1, %) /h(* + n, ), que
nous noterons ¢ (n + 1). Posons

Pry1(w) :=pnya(e(l), ..., c(n), ' (n + 1); u);

Iny1(u) = gny1(c(1), ... e(n), ¢(n + 1);u);
de sorte que

hx+0,5) = P (),
qn—‘,—l(u)
L’identité (17.3) se récrit
P (@) pu(n)  e(1)...c(n)d(n+ Durt!

Y

Gir(u)  qu(u) U1 (W) gn (u)
ce qui montre que h(x + 0,%) — Stiel,,(c¢) est d’ordre égal & n + 1. D’ou
h(x + 0,%) — lim,, Stiel, (c) = 0, soit h(x + 0,x) = Stiel(c) = a. []

Le tableau des premieres valeurs des h(n,k) est reproduit dans la
Table 27.

k=10 1 2 3
n=0]1
1[1]  ¢(1)
2| 1]c(1) +¢(2) () c(1)c(2)
311 c(1)+c(2) ( )? +2c(1)c( ) c(1)® 4 2¢(1)2¢(2)
+e(3) [ +e(2)? +e(2)c(3) | +e(1)e(2)? + c(1)e(2)c(3)

Tableau de Stieltjes des h(n, k)
Table 27

19. Fractions continues formelles de Jacobi

Pour définir une telle fraction continue, nous partons d’un couple de
séries formelles (p,q), toutes deux de terme constant égal a 1. De plus,
tous les coefficients de ¢ sont non nuls, mais non nécessairement ceux
de p. Comme pour les fractions continues de Stieltjes, on introduit, pour
chaque n > 1, une fraction rationnelle

Jac, (p,q) =

1—p(u— .
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Cette fraction rationnelle se développe en une série formelle en u. En
reprenant la démonstration du Théoreme 17.1, on établit que la suite
des séries Jac,(p,q) (n > 1) est convergente. On pose Jac(p,q) =
lim,, Jac,(p,q). On peut aussi démontrer que lapplication (p,q) +—
Jac(p, q) est injective. La série Jac(p, q) est appelée fraction continue de
Jacobi associée au couple (p,q). On la note ainsi :

Jac(p,q) =

Il y a un analogue de la Proposition 18.1 pour les fractions continues de
Jacobi, qui s’appuie sur le calcul d’une récurrence d’'une suite de nombres
H(i,n) qu’on définit comme suit : on appelle tableau de Jacobi associé au
couple (p, q) la suite des nombres (H(i,n)) définie par la récurrence :

H(0,0) =1,

H(i—-1,n—-1)+pGE+1)H(i,n—1)
i+ DHG+1,n— 1),
si0<i<net(i0)#(0,0);

0, autrement.

(19.1)  H(i,n) =

PROPOSITION 19.1. —  La fraction continue de Jacobi Jac(p,q) =
lim,, Jac, (p, q), associée au couple (p,q), a pour développement en série :

(19.2) Jac(p,q) = 1+ Z H(0,n)u".
n>1
Démonstration. — Nous nous contentons d’une démonstration rapide,

la démonstration complete étant tres proche de celle de la Proposition 18.1.
Pour chaque ¢ > 0, posons :

H(i, %) :== Y H(i,n)u".

n>i
La récurrence (19.1) se récrit a 1’aide des séries H(i,*) comme

H(0,%) = 1+ p(1)u H(0,%) + q(1)u H(1,%)
et pour ¢ > 1 comme
H(i,x) =uH(i—1,%) +pli+ DuH(@,*) +q(i+ 1)uH(@G+1,%),
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1
H(0,%) = ;
L= p(1)u— gV
H(i,*) u
H@i—1,%) H(i+1,%)

1—pi+Du—q(i+1)u H i)

Par itération de la premiere identité, on obtient alors :

H(0,%) = = Jac(p,q). []

1—p(u —

La table des premieres valeurs des coefficients H (i,n) est donnée dans
la Table 28.

n= (0] 1 2 3
i=0]1]p1)|p(1)*+q(1) p(1)* +2p(1)q(1) + p(2)q(1)
1 1 | p(1) +p2) [ p(1)* 4+ p(1)p(2) + p(2)* + q(1) + q(2)
2 1 p(1) +p(2) +p(3)
3 1

Tableau des H (i,n)
Table 28

La récurrence (19.1) s’incarne de fagon tres naturelle dans une algebre
de chemins, dits de Motzkin, dont la définition est la suivante.

Définition. — Etant donnés trois entiers positifs n, 7 et j tels que
n > |i — j|, on appelle chemin de Motzkin allant de la hauteur i a la
hauteur j en m pas une application v de {0,1,2,...,n} dans N ayant les
propriétés suivantes :

(i) v(0) = i, v(n) = j, ce qui veut dire que les extrémités sont de
hauteurs ¢ et j; de plus, comme v > 0, le chemin reste dans le demi-plan
supérieur ;

(ii) pour chaque k = 1,2,...,n, on a |y(k) — v(k — 1)] < 1, ce qui
signifie que les pas sont, ou bien des montées d’amplitude +1, ou bien des
paliers, ou bien encore des descentes d’amplitude —1.
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Chaque chemin de Motzkin v est affecté d'un poids w(vy) défini comme
le produit des poids des différents pas qui le constituent. Un palier situé a
la hauteur ¢ est affecté du poids p(i + 1) ; une descente de la hauteur i + 1
vers la hauteur i est affectée du poids ¢(i + 1); enfin, chaque montée est
affectée du poids 1. Le poids w(7y) est ainsi un mondme en les variables

p(i), q(i) (cf Fig. 29).

1 q(i+1)
i or(i+1) p(i+1) i
q(i) 1
Fig. 29

Ezemples. — L’application v = 0012112122 est un chemin de Motzkin
allant de 0 a 2 en 9 pas, de poids w(vy) = p(1)q(2)p(2)q(2)p(3) =

p()p(2)p(3)q(2)*.
De méme, v = 3433232110 est un chemin de Motzkin allant de 3 & 0 en

9 pas, de poids w(vy) = p(2)p(4)q(1)q(2)q(3)%q(4) (cf. Fig. 30).

p(3)

Fig. 30

Cette définition des chemins de Motzkin étant donnée, il devient tres
facile d’interpréter les coefficients H (¢, n). Notons I';_, ;(n) I’ensemble des
chemins de Motzkin allant de la hauteur 7 a la hauteur j en n pas.

PROPOSITION 19.2. — On a les identités :

H(i,n) = Zw(’y), (’y parcourant FO_H'(TL)) ;

q(1)q(2)---q(i) H(i,n) = Z w(7y), (v parcourant T';_,0(n)).



19. FRACTIONS CONTINUES FORMELLES DE JACOBI
Démonstration. — La récurrence (19.1), a savoir
H(iyn) = H(i— 1,n— 1) +p(i + DVH(i,n— 1)+ q(i + )H(G +1,n — 1),

ne signifie rien d’autre que les chemins de I'g_,;(n) aboutissent en (n,1)
par une montée issue de la hauteur ¢ — 1, ou par un palier de hauteur ¢,
de poids p(i 4+ 1), ou par une descente issue de la hauteur ¢ 4+ 1, de poids

q(i +1).
Posons maintenant K (i,n) = q(1)q(2)---q(i) H(i,n). Alors

K(i,n)=q(1)q(2)---q(i)) [HGE —1,n—1)+p(i + 1)H(i,n — 1)
+q(i+1)H@GE+1,n—1)],

soit

K(i,n) = q(i)(¢(1)q(2) ---q(i = 1) H(i — 1,n — 1))
+p(i +1)(q(1)q(2) - - -q(i) H(i,n — 1))
+q(1)q(2)---q(i+1) H(i+1,n—1)
=q@)K(Gi—1,n—D+pli+DK@{i,n—1)+K(i+1,n—1).

Cette récurrence signifie que les chemins de I';_,o(n), qui partent de (0, 7),
ont un premier pas qui est soit une descente aboutissant a la hauteur i — 1,
de poids ¢(7), soit un palier de hauteur 7, de poids p(i+ 1), soit encore une
montée aboutissant & la hauteur i 4+ 1. []

Comme H(0,n) = > w(y) (v € Foso(n)), les Propositions 19.1 et
19.2 entrainent le théoreme suivant, qui est le résultat-clé dans les travaux

d’analyse combinatoire des fractions continues.

THEOREME 19.3. —  La fraction continue Jac(p,q) est la fonction
génératrice des chemins de Motzkin partant de l'origine et retournant sur
l’axe horizontal, par le poids w. En d’autres termes, on a l'identité :

Jac(p,q) = ! =1+Zun Z w(y)

1 2
1— p(1)u — g(Du n>1  ~y€lgo(n)

=1+4p(L)u+ (p(1)* + q(1))u® + (]0'(1)3 +2p(1)g(1) + p(2)q(1))u®
(p(1)* + 3p(1)q(1) + 2p(1)p(2)q(1)
+p(2)%q(1) + ¢(1)* + q(1)q(2))u* + - - -

_I_
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Remarque. — Lorsque la série p vaut 1, c’est-a-dire que pour tout
n > 1 on a p(n) = 0, la fraction continue Jac(p, q) de Jacobi se réduit a
une fraction continue de Stieltjes en la variable u2. Dans le membre de
droite, les chemins v ayant un poids non nul sont les chemins n’ayant pas
de paliers. On les appelle habituellement les chemins de Dyck. La fraction
continue Stiel(q) = Jac(1, ¢) est alors la fonction génératrice des chemins
de Dyck.

20. Partitions et permutations

L’interprétation donnée a la fraction continue Jac(p, q) dans le Théo-
reme 19.3 en termes de chemins de Motzkin n’est qu'une traduction, au
fond tres littérale, de la récurrence (19.1) des nombres H (i, n). Le théoréeme
ne prendra toute sa force que si 'on peut en déduire des propriétés
géométriques intéressantes sur de vrais objets combinatoires, que sont par
exemple les partitions d’ensembles finis ou les permutations. C’est ce que
nous proposons de faire dans ce paragraphe.

20.1. Partitions. — Soit v un chemin de Motzkin appartenant a
Fo—o(n). Son poids, w(y), défini dans le paragraphe précédent, est un
monome en les variables p(i), ¢(¢). On a vu que seuls les paliers et les
descentes avaient un poids différent de 1. On appelle chemin de Motzkin
pondéré tout couple (y,v) ot v € I'o_yo(n) et ot v = (v1,v2,...,vy,) est
une suite d’entiers, telle que pour tout £k =1, 2, ..., n, la propriété suivante
soit satisfaite :

v =1, si le &°™° pas est une montée;
1<w, <i+1, silek™ pas est un palier sis & la hauteur 7;
1<v. <i+1, sile fieme pas est une descente de la hauteur (i + 1).

Dans la Fig. 31, on a représenté un chemin de Motzkin pondéré de
longueur n = 9. Les valeurs des v; sont indiquées sur chaque pas :
(1,1,1,2,1,1,1,2,1). Notons que pour le chemin de Motzkin non pondéré
représenté dans la figure, les valeurs mazima possibles pour les vy sont :
(1,1,1,2,2,1,2,2,1).

Fig. 31
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Notons II,, I’ensemble des partitions de l'ensemble [n] = {1,2,...,n}
en blocs non vides. Nous nous proposons de construire une bijection
m +— (v,v) de II,, sur 'ensemble, notée Mop,,, de tous les chemins de
Motzkin pondérés de longueur n. A priori, il n’est pas évident que ces
deux ensembles aient méme cardinal.

Partons d’une partition 7 € II,, et écrivons chacun de ses blocs comme
des suites croissantes de leurs éléments. Par exemple, la partition

T = {{1}7 {27 9, 7}7 {37 4}7 {67 9}7 {8}}

est récrite :

™= {(1)7 (27 9, 7>7 (37 4)7 (67 9)7 (8)}

Chaque bloc de cardinal au moins égal a 2 possede ainsi un élément initial
et un élément final distincts. Les autres éléments, qui sont a [’intérieur de
chaque suite ou qui forment des blocs-singletons, sont dits intermédiaires.
Dans I’exemple courant, 2, 3, 6 sont des éléments initiaux, 4, 7, 9 des
éléments finaux et 1, 5, 8 des éléments intermédiaires. Naturellement, il y
a autant d’éléments initiaux que d’éléments finaux.

Le chemin de Motzkin associé a m est simple a définir : partant de
lorigine des axes (0,0), on dessine un pas montant ou un palier, suivant
que 1 est, dans 7, un élément initial ou un élément intermédiaire (en
I'occurrence un singleton). Supposons que l'on ait construit un chemin
polygonal dans le plan, partant de l'origine, et s’arrétant a 'abscisse k et
a l'ordonnée y(k) (1 < k < n —1). Partant alors du point (k,~(k)), on
dessine un pas montant, descendant ou un palier, suivant que (k + 1) est
un élément initial, final ou intermédiaire. On continue cette construction
jusqu’a I'indice n. On se persuade, sans peine, que le chemin polygonal ~
ainsi obtenu est un chemin de Motzkin de I'g_o(n).

Par exemple, a la partition de ’exemple courant correspond le chemin
de Motzkin (non pondéré) tel qu’il est dessiné dans la Fig. 31.

Comment obtient-on la pondération v de v? La partition 7 € II,, étant
donnée, pour chaque entier k (1 < k < n), notons Inity () (resp. Fing (7))
le nombre d’éléments initiaux (resp. finaux) dans 7 inférieurs a k. On a
toujours Inity(m) > Fing(m). Si k est un élément final ou intermédiaire,
la différence v;*** := Inity(m) — Fing(m) est égale au nombre de blocs
finissant par des éléments supérieurs ou égaux a k et débutant par des
éléments inférieurs a k. Numérotons ces blocs 1,2,...,v;'** suivant la
valeur croissante de leurs éléments initiaux.

Si k est un élément final ou intermédiaire de 7, on pose v := 17, si k
se trouve dans le bloc numéroté i. De plus, on pose vy, 1= v'** + 1, si k

forme un bloc-singleton.
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On peut vérifier que la pondération indiquée sur le chemin de Motzkin
de la Fig. 31 est justement la pondération attachée a la partition 7 de
I’exemple courant.

Si v est le chemin de Motzkin associé a 7, il est immédiat de voir que
I'on a :
I I si k est un élément final;
(20.1) y(k—1) = { v+ 1, sik est un élément intermédiaire.
Par conséquent, v;"** (resp. vp*** 4 1) est la pondération mazima qu’'on
peut donner au pas (k — 1,v(k — 1)) — (k,7v(k)), lorsque celui-ci est une
descente (resp. un palier).

Réciproquement, si on part d’un chemin de Motzkin pondéré, on peut
obtenir la partition unique qui lui correspond en placant un a un les entiers
dans les blocs qui conviennent. Les pas montants donnent tous les éléments
initiaux des blocs. Si le k'®™° pas est un palier et si vy, = v + 1, alors
k est un bloc-singleton. Si k est un pas descendant ou un palier et si
1 < v < v, on numérote les blocs non clos 1,2,...,v.'**. On place
alors k£ dans le bloc numéroté vy.

La fonction génératrice des chemins de Motzkin pondérés se déduit du
développement de Jac(p,q) donné dans le Théoreme 19.3 en remplagant
chaque p(i) et chaque ¢(7) par ’entier 7. En utilisant la bijection qui vient
d’étre décrite, on en déduit le résultat suivant.

THEOREME 20.1. —  Les substitutions p(i) < i, q(i) < i (i =
1,2,...) dans la fraction continue Jac(p,q) du Théoréme 19.3 fournissent
la fonction génératrice de la suite des nombres de partitions des ensembles
[n], c¢’est-a-dire des nombres de Bell B}, :

1 2 3 4
5 =14+ u+ 2u” 4+ dHu’ 4 15u
1 —u— u + Bt -
2u?
1—2u—
' nu?
1—nu———
20.2. Permutations. — 1l existe plusieurs bijections envoyant le groupe

des permutations &,, sur une classe de chemins de Motzkin, de longueur n.
Chacune a été inventée pour le traitement d’un probleme spécifique et a
donc des propriétés que 'on ne peut pas nécessairement appliquer dans
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un autre contexte. Nous avons fait le choix d’en décrire une seule et de
donner dans la bibliographie référence a plusieurs autres.

Pour ne pas confondre avec les chemins considérés précédemment,
nous dirons que les chemins que nous introduisons ci-apres sont des
chemins de Motzkin colorés. Un tel chemin est un couple (v,v), ou 7
est naturellement un chemin de Motzkin ordinaire de I'g_o(n). Pour des
raisons de commodité, nous supposons, cependant, que les paliers sont
de deux couleurs, bleue et rouge et qu’il n’y a pas de palier rouge a la
hauteur 0. De plus, v = (v1,va,...,v,) est une valuation satisfaisant les
propriétés suivantes :

0<w, <3 si le kiome pas est une montée issue de la hauteur 7;

0 < <1, si le k'™ pas est un palier bleu sis & la hauteur 7;

0<wv, <i—1, silek® pas est un palier rouge sis a la hauteur ¢ > 1;

0<wv<i—1, sile fieme pas est une descente aboutissant a la
hauteur (i —1).

On observe qu’ici les montées ont des valuations non identiques a 1,
contrairement au cas précédent.

1l y a une bijection entre G,, et l’ensemble des chemins de Motzkin
colorés de longueur n.

Dans la Fig. 32, on a représenté une correspondance entre les 24
permutations appartenant a &4 et les chemins de Motzkin colorés de
longueur 4. C’est, en fait, la correspondance que ’on obtient en appliquant
la bijection que nous allons maintenant décrire.

Pour construire une telle bijection, nous partons d’une permutation
o =0(l)o(2)...0(n). On note Exco = {i; < --- < 4;} 'ensemble des
positions des excédances de o, c’est-a-dire I’ensemble des entiers ¢ tels que
o(1) > i. L’ensemble complémentaire [n ]\ Exco est noté Nexco = {j; <
-++ < Jn—1}. La permutation o, considérée comme une bijection de [n ] sur
lui-méme, envoie Exco (resp. Nexco) sur un sous-ensemble de [n] que
nous notons Exc’ o (resp. Nexc' o).

Formons ensuite les mots o(i1)...0(4;) et o(j1)...0(jn—1). Pour le
premier de ces mots, déterminons sa table d’inversions, qui est définie
comme le mot #(i1)...t(#;), ou, pour chaque r = 1,...,[, I'entier ¢(i,)
est égal au nombre d’entiers inférieurs a o(i,) dans le facteur gauche
U(il) e U(iT_l).

Pour le second de ces mots, nous déterminons sa table d’inversions de
droite & gauche, définie comme le mot ¢(j1)...t(j,—;), ou pour chaque
r =1,...,n — [, Uentier £(j,) est égal au nombre d’entiers supérieurs a
o(jr) dans le facteur droit o(jr41)...0(Jn—1)-

Le chemin de Motzkin ~ est construit comme suit :
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T chemin de Motzkin T chemin de Motzkin

1,2,3,4 0 000 / \—
2,3,1,4 00 00
2,4,1,3 00 0 0
2,4,3,1 0010

F

2,1,3,4 0 0 00

P

3,1,2,4 00 0 0

3,2,1,4 01 00
3,4,1,2 0 0 0O
/j 3,4,2,1 01 00
4,1,2,3 0 0 0O 4,3,1,2 0 010
4,2,1,3 01 00 4,3,2,1 0 1 1 0
4,1,3,2 0 0 1 0 M
4,2,3,1 01 1 0

2,1,4,3 00 00

1,3,2,4 0 0 00 \

3,1,4,2 0 0 0O

>

ﬂ 3,2,4,1 0100
1,4,2,3 00 0 0 _/ \
1,4,3,2 0 010 1,3,4,2 00 00
1,2,4,3 0000 2,3,4,1 0000

Fig. 32
si k € Exco N Nexc o, alors le k%éme pas est montant ;
si k € Exc’ 0 N Nexco, alors le k'™ pas est descendant ;
si k € Nexco N Nexc' o, alors le K™ pas est un palier bleu;
si k € Exco NExc o, alors le k™€ pas est un palier rouge.
g
La valuation v est simplement définie par :

si k =o(i,) (resp. k = 0(js)), alors vy := t(i,) (resp. vg 1= t(Js)).

Ezemple. — Considérons la permutation

:<123456789)
715492638/
L’ensemble de ses positions d’excédances est Exco = {1,3,5} et de ses

non-excédances Nexco = {2,4,6,7,8,9 }. Les restrictions de 0 a Exco et &
Nexc o et les tables d’inversions des images de ces restrictions apparaissent
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dans le tableau suivant :

i .. 135
(o(il) a(il)>:<7 5 9)
t() ... ti) = 010
J1 e i 246789
<o—(j1) U(jn—l)>:(1 426 3 8)
t(1) - tn—) = 020100

Par ailleurs, Exco N Nexc' o = {1,3} (ce sont les pas montants); Exc’ o N
Nexco = {7,9} (les pas descendants); Nexco N Nexc o = {2,4,6,8} (les
paliers bleus, en trait continu); Exco NExc’ o = {5} (le seul palier rouge,

en pointillé). Le chemin de Motzkin qui correspond & o est représenté dans
la Fig. 33.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fig. 33

Revenons au cas général. Supposons que ’on ait construit les k premiers
pas du chemin et que l'on ait atteint le point de coordonnées (k,1)
(0 <k <n-—1).Sii=0, alors les quatre sous-ensembles Exco, Exc’ o,
Nexc o et Nexc' o ont le méme nombre d’éléments inférieurs ou égaux a k.
De la, o(h) = k+1 pour un certain h > k+1. Sidonc o(k+1) = k+1,0ona
(k+1) € NexcoNNexc o et le k'™ pas est un palier bleu. Si o(h) = k+1
pour h > k+2,on a (k+1) € Exco NNexc o et le k™ pas est montant.
Par conséquent, la ligne polygonale que 1’on construit est un chemin de
Motzkin et il n’y a aucun palier rouge a la hauteur 0.

Maintenant, si le k™ pas est descendant ou est un palier rouge, on a
ir < (i) = k pour un certain r (1 < r <1). On peut redéfinir vy comme
étant

(20.2) v = {q:q<i, <o(iy) <o(q)}-

Considérons ’ensemble des entiers ¢ < k = o(i,) tels que g < o(q). Ils
correspondent aux pas montants ou aux paliers rouges situés a gauche du
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pas numéroté k. Notons leurs nombres : m(k) +r(k). Ils se répartissent en
deux classes :

(i) ceux qui satisfont I'inégalité : o(q) < o(iy);

(ii) ceux qui satisfont I'inégalité : o(i,.) < o(q).
Soit r(k)+d(k) le nombre de pas descendants ou de paliers rouges situés a
gauche du pas numéroté k. Alors le nombre d’entiers ¢ satisfaisant (ii) est
égal a : (k) + d(k) + 1. Soit v}** le nombre d’entiers dans la classe (ii).
On a alors vy < v et m(k) + r(k) = r(k) + d(k) + 1 + v2**. D’ou
v =m(k) —d(k) — 1. Or m(k) —d(k) =i est la hauteur de I'origine du
k°m¢ pas. On a donc bien

(20.3) 0<ovp <o =4i-—1.

On montre, de la méme facon, que si le k'™ pas est montant aboutis-
sant a la hauteur ¢ ou est un palier bleu sis a la hauteur i, on a

(20.4) 0< v <i.

Réciproquement, si I’on part d’'un chemin de Motzkin coloré (v, v), de
longueur n, ou les valuations vy, satisfont les inégalités (20.3) (resp. (20.4)),
lorsque le &°™° pas est descendant ou un palier rouge (resp. montant ou
un palier bleu), on reconstruit immédiatement les quatre ensembles Exc o,
Exc' o, Nexco, Nexc’ 0. D’autre part, chaque entier k est accompagné
de sa valuation vj. Si le k € Exc o, alors sa valuation v, satisfait les
inégalités : 0 < vy, < VP =m(k)—d(k)—1 < m(k)+r(k). Or, ce dernier
nombre est précisément le nombre d’éléments o (h) tels que o(h) € Exc' o
et h < k. Par conséquent, de 'ensemble Exc’ o et de la suite des vy, tels
que k € Exc’ o, on construit, de facon unique, la restriction de o & Exco.

On procede de facon analogue pour Nexco.

20.3. Une application auz fractions continues. — Dans un chemin de
Motzkin coloré de longueur n, la valuation maxima d’un pas montant issu
de la hauteur ¢ et celle d'un pas descendant aboutissant a la hauteur ¢ sont
toutes deux égales a i. Comme ces deux classes de pas peuvent étre mises
en bijection, on peut aussi attribuer la valuation 1 a tout pas montant et
une valuation comprise entre 1 et (i+1)? & tout pas descendant aboutissant
a la hauteur i. Enfin, on peut attribuer la valuation 1,2,...,2+ 1 a tout
palier bleu sis a la hauteur ¢ et la valuation i + 2,...,27 4+ 1 a tout palier
rouge sis a cette méme hauteur. En utilisant la bijection précédente, on
obtient le théoreme qui suit

THEOREME 20.2. — Les substitutions p(i) + 2i — 1, q(i) < i*> dans
la fraction continue Jac(p,q) du Théoréme 19.3 fournissent la fonction

272



NOTES

génératrice de la suite (n!)

=14 u+ 2u® + 6u® + 24u*
1 -y — + o dnlu+ -
42
1—3u—

i2u?

I @i—nu-

Notes

Comme dit en début de chapitre, ’étude qui est faite ici sur les nombres
de Bernoulli contient essentiellement la démonstration du théoréeme de von
Staudt-Clausen (voir [Ca61]) et le résultat sur le signe de ces nombres,
tel qu’il est exposé dans Carlitz-Scoville [CaSco73], Mordell [Mo73] et
Uspensky-Heaslet [UsHe39] (voir les exercices 1-4). Le traité de Nielsen
[Ni23] passe en revue les propriétés classiques de ces nombres. Nous
n’avons pas reproduit I’étude sur leur croissance (par exemple, pour n > 8,
on a By, > (2n + 1)/3, voir [Ni23], p. 247), ni les résultats sur les suites
d’entiers Ay, dans la formule (4.1) de von Staudt-Clausen, donnés par
Buckholtz-Knuth [BuKn76].

Le paragraphe 2 est entierement consacré aux nombres de Stirling de
seconde espece. Toutes les identités de la Fig. 2 peuvent étre établies
analytiquement, par des manipulations simples (voir 'ouvrage de Comtet
[Com70]). Nous avons préféré ne donner que des arguments de nature
combinatoire. Les propriétés de congruence sur les nombres de Stirling
sont classiques et reposent sur la p-divisibilité des coefficients binomiaux
(voir [Lu91], p. 420).

Les nombres factoriels centraux (Tambs [Ta58|, Lohne [Lo58], Carlitz
et Riordan [CaRi63], Riordan [Ri68], p. 212-217) ont une définition
tres proche de celle des nombres de Stirling et interviennent dans un
calcul ultérieur sur les nombres de Genocchi. Leur fonction génératrice
exponentielle est particulierement simple : exp(2vsh(u/2)) (voir (5.9)).
On peut aussi leur donner une interprétation combinatoire intéressante
(voir Proposition 5.1 et I’Exercice 6).

L’étude des nombres de Genocchi, Ga,, = 2(22" — 1)Ba,,, a été remise
a l’honneur dans les années soixante-dix grace a une conjecture les
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concernant proposée par Gandhi [Ga70], une conjecture qui fut aus-
sitot démontrée par Riordan et Stein [RiSt72] et par Carlitz [Ca72]. La
démonstration, donnée ici dans le paragraphe 7, reprend la méthode de
Barsky [Ba81].

On doit & Dumont [Du72], [Du74], d’avoir su exploiter la génération des
nombres de Genocchi, a 1’aide des polyndémes de Gandhi (voir § 8), pour en
tirer les premieres interprétations combinatoires en termes de surjections
excédantes appelées ici pistolets de Dumont (voir §9).

On doit également & Dumont [Du74] d’avoir réussi a transférer les
propriétés combinatoires des nombres de Genocchi en termes de classes
de permutations (voir Proposition 11.1). Pour obtenir le transfert des
pistolets aux groupes de permutations, il a fallu utiliser toute une batterie
de bijections entre fonctions excédantes et permutations, dont le schéma
est reproduit dans la Fig. 12. Dans ce schéma, on retrouve a la fois des
bijections se rapportant a la structure du groupe, comme la transformation
fondamentale (§ 10.1), & des codages en termes d’arbres et a des opérations
de nature purement géométrique, comme les rotations du groupe diédral.

L’étude de la matrice de Seidel des nombres de Genocchi est 'occasion
d’introduire les nombres de Genocchi médiants, qui ont des propriétés
combinatoires tres proches de celles des nombres de Genocchi (voir les
travaux de Randrianarivony [Ra97]).

L’étude combinatoire des nombres tangents et sécants remonte a Désiré
André [AnT79], [An81]. Leur matrice de Seidel a une propriété carac-
téristique remarquable (voir §14). On peut également donner une in-
terprétation combinatoire a tous les coefficients de cette matrice (Entringer
[En66]).

Les nombres tangents et sécants apparaissent aussi comme comptages
d’orbites de groupes de transformation, comme décrit dans les para-
graphes 15 et 16, comptages qui ont été mis en évidence dans les travaux
de Strehl [St74], [FoSt74].

Les fractions continues formelles de Stieltjes et de Jacobi doivent étre
vues comme des opérations a l'intérieur de ’algebre des séries formelles. On
doit & Flajolet [F180] d’avoir su interpréter les calculs sur la transformation
(p, q) — Jac(p, q), qui fait passer du couple de deux séries formelles (p, q)
a une nouvelle série formelle Jac(p, ¢), en termes de chemins polygonaux
dans le plan, dits chemins de Motzkin. Pour permettre une utilisation
plus globale de ce formalisme, il faut encore savoir envoyer ces chemins
de Motzkin sur le groupe des permutations. Il existe plusieurs méthodes
pour faire ce transfert. Nous en donnons une dans le dernier paragraphe.

Plusieurs exercices font appel a des techniques combinatoires originales,
comme dans les Exercices 6, 7, 10 et 14. Les Exercices 16, 17, 18 sont tirés
de [DuFo76]. L’Exercice 20 est di & Dumont. Les Exercices 22 et 23 sont

274



NOTES

tirés de [FoSt76]. On y trouve des tables de statistiques déja obtenues par
Kermack et McKendrick [KeMcK37], David et Barton [BaDa62].

La notion de permutation d’André apparait dans [FoSch73]. Le résultat
de ’Exercice 25 est di a Roselle [Ro68], non la méthode de démonstration.
L’Exercice 27 est dii & Garsia [Ga78]. Les contractions de Rogers, traitées
dans I'Exercice 28 sont classiques. Les Exercices 31 et 32 nous ont été
fournis par Dumont. On trouve dans I’Exercice 33 un traitement de la
transformation de Frangon-Viennot [FrVi79], [Vi81], [Vi83]. On reprend,
dans I’Exercice 34, un exposé sur une autre telle transformation [FoZe90).
La composition de ces deux transformations a été explicitée par Clarke,
Steingrimsson, Zeng [CIStZe97].

D’autres correspondances entre chemins de Motzkin et groupes de
permutations ont été mises en évidence par Biane [Bi93], de Médicis et
Viennot [MeVi94]. On trouve dans le mémoire de Randrianarivony [Ra95]
un exposé sur toutes ces transformations. Les Exercices 36 et 37 sont tirés
de [FoZe90]. L’Exercice 38 est un classique, qui trouve son inspiration dans
[F180].
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COMPLEMENTS ET EXERCICES

1. — Montrer que le développement de u/(e* —1) peut s’écrire comme
indiqué dans la formule (1.1), autrement dit qu’il n’y a pas de terme impair
de rang supérieur ou égal a 3.

2. — On a l’'identité :

oo r

u u u
= - - 1_2T T
ev+1 ev—1 62“ ; r! )8
d’ol en multipliant par u/(e" — 1) :
2 © x s
u u n_ u . u
62“—1 262u— __Z ﬁ”2 ZWO_Q)ﬁTZOEﬁS'
= S=

Or pour n > 1, le nombre f3,11 est nul, de sorte que la comparaison des
coefficients dans les deux membres de la derniere équation fournit I'identité

1 1
0=> —(1-27)84p

T,8

ol la somme est sur tous les couples (7, s) tels que r+s =2n, 7 > 0, s > 0.
On peut prendre en fait r > 2 et s > 0, le terme sommatoire disparaissant
pour 7 = 0, 1. Cette derniere identité peut encore se récrire :

1

"= @

(1 - 22n ﬁZn + Z 1 - 2T)ﬁrﬁs7

ou la derniere somme est faite sur tous les couples (r,s) d’entiers pairs
tels que r > 2, s > 2 et r +s = 2n. En supposant par récurrence
(—=1)™* 1By, > 0 pour 1 < m < n — 1, ce qui est vrai pour m = 1,
on voit que chaque terme de la derniere sommation est égal & (—1)"T1.
On en tire donc (—1)"*1 5,5, > 0.

© Ces notes peuvent étre reproduites pour des besoins d’enseignement, en aucun
cas pour des fins commerciales. Envoyer remarques et corrections a I’'un des auteurs :
foata@math.u-strasbg.fr ou guoniu@math.u-strasbg.fr.
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3. — Etablir la formule (1.3). [Noter que P, (k—1) est le coefficient de
u"t1 dans le développement de n! u(1+e%4e2% +- - . 4ek~D%) ] Retrouver
les expressions de P (k), Pa2(k) et Ps(k).

4. — Montrer que

(Pu(k—1))° = k_l(gl”Pn(z S,
En déduire ’identité =1
(Pl -1))" = n—2|— Ponga(k = 1)
" 1SSZS:”/Q % (n;; 1) BosPan—2s+1(k —1).

En comparant les coefficients de k2, montrer que tous les B, sont positifs.

5. — En utilisant le principe d’inclusion-exclusion, retrouver 'identité

(2.3).

6. — Les formules (2.7) et (5.4) peuvent aussi étre démontrées combi-
natoirement. C’est I'objet du présent exercice. Soit C(n, k) I’ensemble de
toutes les suites (c1, ¢a, . . ., ¢ ) d’entiers positifs tels que ¢y +co+- -+ =
n—k.

a) Construire une bijection f entre les deux ensembles C(n,k) et
Cn—1,k—1)4+C(n—1,k). [Considérer les cas ¢, = 0 et ¢, > 1.]

b) Soit £ : R — R une fonction. Elle peut étre prolongée en une fonction
de C(n, k) dans R, en posant : E(cy,ca,...,c,) = E(1) E(2)% ... E(k)%.
Montrer que pour ¢ = (¢1,¢2,...,¢;) On a :

E(c) 1, si fle)eC(n—1,k—1);
E(f(c)) {E(k;), si f(c) €eC(n—1,k).
c) On pose t(n, k) = Z E(c). Montrer que t(n,1) = E(1)"!
ceC(n,k

pour n > 1, t(1,k) = 0 p(()ur)k: > 2 et que pour n,k > 2 on a :
t(n,k) =tn—1,k—1)+ E(k)t(n — 1, k).

d) Retrouver les identités :

() ;1) = C(n. b

(i) S(n.k)= > 192% .. k.

ceC(n,k)
(i) T'(2n,2k) = > (1727 k%)%
ceC(n,k)
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7. — Pour toute permutation o de la suite (1, 2,...,m), autrement dit,
pour tout élément ¢ du groupe symétrique S,,,, on note Fix(o) ’ensemble
des points fixes de o. Etablir combinatoirement 1’identité

% > [Fix(o)[" = ) S(n,k).

cEG, k<m
Lorsque m > n, l'identité s’écrit :

1
) Z |Fix(o)[" = B, (le nombre de Bell).
) UGGm

On considérera ’ensemble des matrices a trois lignes

1 2 .. m m+1 ... n
s=|o(l) o2) ... o(m) )
ti ta e tm tma1 ... tn
ou o appartient & &, et vérifie Fix(o) # 0 et ou (¢1,t2,...,t,) est une

suite de longueur n dont tous les termes appartiennent a Fix(o). Le nombre
de telles matrices est égal & > _ |Fix(co)|". Construire alors une bijection
s — (v,u) de 'ensemble de ces matrices sur les paires (v, u), ol v est une
surjection de [n] sur [k] et u est une injection de [m — k| dans [m].

8. — Etablir le petit théoréme de Fermat a? —a = 0 (mod p) en
utilisant le théoreme multinomial.

9. — Etablir, & partir de la définition (5.1) des nombres factoriels
centraux 1'(n, k), les identités (5.10) et (5.11).

10. — Etablir Videntité : Y (—=1)*k!S(n,k) = (=1)", d’abord
1<k<n
analytiquement en utilisant I'une des identités satisfaites par les nombres
de Stirling.
Une premiere démonstration combinatoire consiste a évaluer la som-
mation > 11P1(—1)IQl étendue & tous les couples (P, Q), ou P est une
permutation de [n] et @ une quasi-permutation supradiagonale contenue

dans P sous les deux formes S (=1)IQ1 S 1121 et ST1IP1 S° (—1)I@l et &
Q PDQ P QCP
interpréter 'identité obtenue a 1’aide de la Proposition 2.1.

La seconde démonstration combinatoire utilise le principe de 1’involu-
tion signée, comme dans le paragraphe 2.2. Soit Surj(n, k) ’ensemble des
surjections de [n] sur [k] (1 <k < n). On note Surj,, la réunion de tous
les ensembles Surj(n, k) (1 < k < n), privée de I’application identique de
Surj(n,n). Construire une involution f — ¢ de Surj,, sur lui-méme telle
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que si f est une surjection sur [k ], Papplication g est une surjection sur
[k+ 1] ousur [k—1].

11. — Soit "S(z) = Y150 S(n,k)z® (n > 1) la fonction génératrice
“horizontale” de la ligne n des nombres de Stirling de seconde espece.

Alors
( d )Tbegc ="5(x)-e”.

Yz

12. — Etablir les identités (2.5) et (2.6) & partir de (2.9) en appliquant
a cette derniere la transformation de Laplace inverse.

13. — Soient 2 <k <pet 0<j<p—k. Alors

p—k G+1DG+2)...G+k-1)
=(-1)’ d p).
(77") = (k1) modp)
14. — Dans cet exercice, les indices 0,1,...,n — 1 sont pris modulo n.
A toute permutation o de l'intervalle [0,n — 1] = {0,1,...,n — 1}, on fait
correspondre la fonction 7 définie, pour tout 7 =0,1,...,n— 1, par :

7(j)=0(j+1)—1 (mod n).

a) L’application 0 : o + 7 est une bijection de I'ensemble &g ,,_1] des
permutations de [0, n — 1] sur lui-méme. De plus, 6*c(j) = o(j +k) — k et
0" = D’application identique.

b) L’application ¢ envoie I'ensemble Cfy ,,—1) des permutations circu-
laires de [0, n—1] sur lui-méme. [Indication : vérifier que : 7%(0) = o*(1)—1
pour tout k > 0.]

¢) Soient » = p un nombre premier et k tel que 1 < k < p — 1. Alors
8% = o, si et seulement si o est de la forme

(x) (¢(0),0(1),...,0(n—1))=(m,m+1,...,n—1,0,1,...,m—1).

pour un certain entier m (0 < m < n —1). On a alors : 0 = Jo = §%0 =
e =P g,

d) On a l'identité de Wilson : (p — 1)!=p—1 (mod p) (p premier).
[Considérer les orbites du groupe cyclique engendré par 0, agissant sur
'ensemble Cig ,,—1].]

e) Le nombre d’ezcédances larges exco o (resp. d’excédances exc o) d'une
permutation o € G|y, 1] est défini comme le nombre d’entiers j tels que
0<j<n—1leto(j)>j(resp.0<j<n—1eto(j)>j). Pour toute
permutation o, on a excyo = excy do. De plus, si o et do sont circulaires,
on a exco = exc oo

f) Le polynoéme générateur du nombre des excédances strictes sur
I'ensemble C|g,_1; des permutations circulaires est congru, modulo un
premier p, & : tP71 P72 4. 4 ¢,
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15. — Les nombres de Stirling de premiere espece s(n, k) sont définis
par
s(n,0) = s(0,k) =0, sauf s(0,0) =1;
s(n,k)=s(n—1,k—1)— (n—1)s(n—1,k), pour n, k > 1.

Les premieres valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

k= 1 2 3 4 5) 6 7
n=1 1

2 —1 1

3 2 -3 1

4 —6 11 —6 1

5 24 -50 35 —10 1

6 120 274 =225 85 —15 1

7 720 —1764 1624 =735 175 =21 1
a) Pour tout k,nona: ) s(n,7)S(, k)= > S(n,75)s(J, k) = Onk.

n>j>k n>j>k
b) Soit "s(z) = Y. s(n,k)z* le polynome générateur des nombres
0<k<n

de Stirling de premieére espece (fonction génératrice horizontale). Alors
"s(x) =xz(x—1)...(x —n+1).

c¢) Le