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Résumé

Cette these propose différentes méthodes numériques permettant de simuler le com-
portement des plasmas ou des faisceaux de particules chargées & cotit réduit. Le mouve-
ment de particules chargées soumises & un champ électromagnétique est régi par ’équation
de Vlasov. Cette équation est couplée aux équations de Maxwell pour le champ électro-
magnétique ou dans un cas simplifié & I’équation de Poisson pour le champ électrique
uniquement.

Plusieurs types de modéles existent pour résoudre ce systéme. Dans les modéles ciné-
tiques, les particules sont représentées par une fonction de distribution f(x,v,t) qui
compte le nombre de particules & la position @, ayant la vitesse v & l'instant t. Cette
fonction de distribution vérifie ’équation de Vlasov. Nous résolvons alors directement les
équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson. Dans le cas général tridimensionnel
(3D), le systeéme fait apparaitre 7 variables : 3 variables de positions, 3 variables de vitesses
ainsi que le temps. Les calculs sur ordinateur deviennent rapidement trés lourds. Les mod-
éles fluides de plasma permettent d’en réduire le cott. Ces modéles s’intéressent a des
quantités macroscopiques déduites de f par des intégrales en vitesse. Les données macro-
scopiques les plus classiques sont la densité, la vitesse moyenne et la température. Ces
quantités ne dépendent que de la position @ et du temps ¢. Le coit numérique est ainsi
réduit, mais la précision s’en trouve altérée. Les modéles fluides ne sont en particulier plus
valables lorsque la solution s’éloigne de 1’équilibre thermodynamique.

Notre travail porte sur le développement de méthodes numériques présentant un com-
promis entre la précision et le cotit. Plusieurs approches sont proposées : une modélisation
multi-fluide, le couplage entre un modéle fluide et un modéle cinétique et la programmation
d’un modele cinétique sur carte graphique.

Le plan de cette thése est le suivant.

Chapitre

Le premier chapitre est une introduction & la modélisation des plasmas et des faisceaux
de particules chargées. Nous commencons par présenter les plasmas, les faisceaux de partic-
ules et quelques-unes de leurs applications. Nous rappelons quelques notions de mécanique
relativiste et introduisons les équations du mouvement des particules. Nous en déduisons
ensuite I’équation de Vlasov puis rappelons les équations de Maxwell. Nous adimensionnons
ces équations. Nous présentons ensuite le modéle simplifié de Vlasov-Poisson unidimension-
nel (1D) qui sera notre objet d’étude dans les deux premiéres parties de ce manuscrit. Nous
terminons ce chapitre en évoquant les modélisations les plus souvent utilisées pour ce type
de problémes et en expliquant les motivations de notre travail.
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Premiére partie

Nous appliquons dans la premiére partie de cette thése deux modéles multi-fluides au
systeme d’équations de Vlasov-Poisson 1D.

Chapitre

Ce chapitre a surtout un caractére introductif. Il a pour but de se familiariser avec la
modélisation multi-water-bag qui sera exploitée dans le chapitre suivant.

Nous y présentons le modeéle multi-water-bag [79, [I1]]. Il consiste a étudier des solutions
particuliéres de I’équation de Vlasov, pour lesquelles la fonction de distribution est con-
stante par morceaux. Ces morceaux sont appelés « water-bags » ou simplement « bags »
dans la littérature physique [80]. Il est possible de ramener I’équation de Vlasov a un sys-
téme d’équations non linéaires sur les frontiéres des water-bags ou la variable vitesse v a
disparu.

Nous nous intéressons tout d’abord au modéle water-bag et ’appliquons a une équation
de transport en espace de f. Cette étude simplifiée, sans champ électrique, permet de nous
familiariser avec le modeéle mais aussi de mettre en évidence et de comprendre ’appari-
tion de la filamentation, une des difficultés qui limitent 'utilisation de modéles fluides en
physique des plasmas. Nous présentons ensuite le modéle multi-water-bag, généralisation
du modéle water-bag, et I'appliquons aux équations de Vlasov-Poisson 1D. Nous 'utilisons
pour la simulation de 'amortissement Landau et de 'instabilité double faisceau.

Chapitre

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode des moments [42] [49] et son application au
systéme d’équations de Vlasov-Poisson 1D. Cette méthode consiste & prendre les N € N*
premiers moments en vitesse de la fonction de distribution, de facon & se retrouver avec un
systéme aux moments qui ne dépend plus de v, ce qui réduit la complexité du probléme.
Ce systéme n’est cependant pas fermé. Nous étudions dans ce chapitre deux relations de
fermeture.

Une possibilité de fermeture [76] consiste a supposer que la fonction de distribution
s’écrit sous la forme d’une somme de N masses de Dirac en vitesse. Cela nous donne une
écriture de f en fonction de vitesses u; et de poids n;, i = 0,..., N — 1. Les moments de
f ont une expression explicite en fonction des u; et n;, ce qui nous permet de fermer le
systéme aux moments et de le résoudre par un schéma cinétique, que nous détaillons. La
difficulté consiste a calculer les inconnues (u; et n;) a partir des moments de f. Ce calcul
nécessite a chaque pas de temps la résolution d’un systéme non linéaire, malheureusement
mal conditionné. Lorsque le nombre de moments n’est pas trop élevé, nous réussissons a
résoudre en pratique ce systéme par la méthode de Newton. Nous présentons des résultats
numériques sur deux cas tests classiques en physique des plasmas : ’amortissement Landau
et I'instabilité double faisceau. Nous étudions notamment 1’évolution en temps de 1’énergie
électrique. La solution est bien approchée par cette méthode au début de la simulation,
et ce sur une durée d’autant plus longue que N est grand. N est cependant limité par le
mauvais conditionnement du systéme d’équations des moments.

Nous proposons alors une nouvelle relation de fermeture, donnée par le modéle multi-
water-bag. La fonction de distribution f, constante par morceaux en v, est décrite par les
frontiéres de ses water-bags, qui sont ici des vitesses dépendantes de x et t. Nous utilisons le
méme schéma cinétique que précédemment. Le calcul des frontiéres des water-bags a partir
des moments de f est mieux conditionné. Cela nous permet de considérer un nombre de
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moments N plus grand. Les résultats numeériques sont ainsi améliorés et sont similaires a
ceux d’une méthode cinétique sur un temps plus long. Le colit est par contre comparable
a celui des modéles fluides.

La question de la reconstruction d’une fonction f & partir de ses moments est bien
connue en mathématiques : il s’agit du probléme des moments de Markov. En pratique,
nous avons utilisé 1a méthode de Newton pour le résoudre. Mais nous n’avons aucune preuve
de convergence et nous rencontrons parfois des problémes d’initialisation de cette méthode.
C’est pourquoi nous étudions aussi un algorithme plus rigoureux pour résoudre le probléme
des moments de Markov. Cet algorithme est restreint aux fonctions de distribution ne
prenant que les valeurs 0 et 1. Il a été développé par Gosse et Runborg [52]. Cette étude
préliminaire présente cet algorithme, 'étudie sur des cas simples (jusqu’a N = 3) et émet
des idées pour le stabiliser lorsque plusieurs discontinuités de f deviennent proches les unes
des autres. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Nicolas Besse.

Deuxiéme partie

Les modéles multi-fluides présentés dans la premiére partie ayant un domaine d’appli-
cation limité, nous proposons dans cette deuxiéme partie de coupler des modéles fluides
(ou multi-fluides) & une méthode cinétique trés utilisée pour son faible coit numérique :
la méthode Particle-In-Cell (PIC) [6] 13]. L’idée est de décomposer la fonction de distri-
bution f en une partie d’équilibre f et une perturbation d f. L’équilibre fy est résolu par
une méthode fluide, sur maillage en x, alors que §f est résolue par la méthode PIC, qui
consiste & faire évoluer des particules numériques par les équations du mouvement. Les
deux méthodes sont couplées au sens ou la perturbation intervient au second membre de
I’équation fluide, ce qui nécessite la projection des particules numeériques sur la grille. In-
versement, 1’équilibre permet de faire évoluer les poids des particules numériques. Un tel
couplage est appelé une méthode ¢ f 3], [17].

Chapitre

Nous présentons tout d’abord la méthode PIC et la méthode df, sur lesquelles cette
partie est basée. La méthode d f peut s’appuyer sur la connaissance analytique de I’équilibre
fo, auquel cas nous n’avons pas a résoudre fy par une méthode fluide et nous utilisons
directement son expression analytique pour I’évolution des poids des particules. Lorsque fy
n’est pas connu analytiquement, nous parlons de méthode § f avec évolution de I’équilibre.

Ensuite, nous étudions une méthode § f avec évolution de I’équilibre fy par la méthode
des moments. Comme dans les méthodes ¢ f classiques, la relation de fermeture est donnée
par écriture de fj sous la forme d’une Maxwellienne. La particularité de notre méthode est
que nous utilisons un schéma cinétique pour le systéme aux moments, capable de s’adapter
a d’autres formes d’équilibres (nous n’avons cependant pas exploité cette possibilité). Des
résultats numériques concernant ’amortissement Landau et un cas stable de rencontre de
deux faisceaux sont présentés. Nous remarquons que ce couplage permet de réduire le bruit
inhérent aux méthodes PIC. A résultats équivalents, nous pouvons considérer un nombre
inférieur de particules numeériques, ce qui diminue le coiit de la méthode par rapport & une
méthode PIC classique. Nous connaissons cependant une écriture analytique de 1’équilibre
dans le cas de 'amortissement Landau. Les résultats obtenus en calculant & chaque pas de
temps cet équilibre sont logiquement moins précis que ceux obtenus par une méthode § f
sans évolution de I’équilibre. Notre méthode est tout de méme plus générale, ce qui nous
incite & considérer d’autres cas tests, pour lesquels 1’équilibre Maxwellien n’est pas connu



analytiquement.

Chapitre

Nous nous intéressons dans ce chapitre & des plasmas avec collisions. Un opérateur
de collision, ici I'opérateur BGK, est ajouté au second membre de I’équation de Vlasov. Il
dépend d’un paramétre € qui donne une échelle de leur fréquence. Lorsque € — 0, le systéme
tend vers les modéles limites d’Euler ou de Navier-Stokes compressible. Notre objectif est
de construire un schéma préservant ’asymptotique [62] pour le systéme d’équations de
Vlasov-Poisson-BGK 1D, c’est-a-dire un schéma consistant avec les modéles limites quand
e — 0, stable, dont le pas de temps est indépendant de e.

Ce travail a été effectué en collaboration avec Nicolas Crouseilles et Mohammed Lemou.
Nous utilisons une stratégie de décomposition micro-macro [7, 29], qui consiste a décom-
poser f en son équilibre macroscopique fo et une perturbation microscopique g. Nous
appliquons alors une méthode §f avec évolution de 1’équilibre : 'équation sur fy est ré-
solue par une méthode fluide, & savoir une méthode de volumes finis, alors que I’équation
sur g est résolue par une méthode PIC. Nous nous attendons comme précédemment &
réduire le bruit inhérent & la méthode PIC et donc & diminuer le cotit numérique.

Les apports de notre modéle sont les suivants. D’une part, nous utilisons une méthode
particulaire pour la partie microscopique, alors que les méthodes de décomposition micro-
macro sont généralement développées sur une grille de I’espace des phases. A la limite
€ — 0, le nombre de points en vitesse peut théoriquement étre réduit. Notre modéle nous
permet de ne considérer qu’'un nombre trés restreint de particules numériques & cette
limite, ce qui réduit le temps de calcul par rapport a une méthode sur grille de ’espace
des phases dont le colt est constant par rapport & €. D’autre part, notre méthode 6 f
vérifie la propriété de préservation de ’asymptotique, ce qui n’est par défaut pas le cas
des méthodes § f classiques. Une des principales difficultés consiste & conserver la structure
micro-macro du modéle. Une étape supplémentaire de projection des moments de la partie
microscopique a été implémentée, dans l'idée du « matching » présenté dans [35].

Plusieurs résultats numériques sont présentés et confirment les bonnes propriétés de
notre méthode : préservation de asymptotique, réduction du bruit numérique par rapport
a une méthode PIC, possibilité de prendre trés peu de particules a la limite € — 0 et donc
réduction du colit numérique par rapport a une méthode sur grille de ’espace des phases.

Troisiéme partie

Nous étudions dans la troisiéme partie de cette thése une méthode PIC [6l [13] en
géométrie 2D axisymétrique pour les équations de Vlasov-Maxwell en mode transverse
électrique (TE). Nous proposons deux alternatives dans les chapitres suivants.

Chapitre [6]

Nous étudions dans ce chapitre une méthode PIC-éléments finis basée sur l'analyse
isogéométrique [57, 93]. Le code a été développé dans le cadre du projet IsoPIC finance
par le CEA Gramat a 'occasion du CEMRACS 2010 en collaboration avec Aurore Back,
Ahmed Ratnani et Eric Sonnendriicker. L’objectif du projet était de simuler une diode &
cathode hémisphérique, dans laquelle des électrons sont extraits de la cathode sous I'effet
d’un champ électrique et se déplacent vers anode.

Nous étudions tout d’abord la méthode PIC en géométrie curviligne, dans un cadre
plus général que celui de ce projet. Plusieurs possibilités et différents points de vue sont
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abordés. Nous développons en particulier les équations du mouvement dans un systéme
quelconque de coordonnées. Nous écrivons ensuite les équations de Maxwell en géométrie
2D axisymeétrique en mode TE. Nous détaillons également la loi d’émission des particules
utilisée dans le cas de la diode.

Chapitre

Dans ce dernier chapitre, nous présentons une méthode PIC-Galerkin Discontinu (GD)
pour les équations de Vlasov-Maxwell 2D et la développons sur processeur graphique
(GPU). C’est a notre connaissance le premier couplage PIC-GD programmé sur GPU.
Nous utilisons les géométries cartésienne et axisymétrique. Les champs sont considérés en
mode transverse électrique et sont associés & une technique de correction de la divergence
[81].

Nous écrivons tout d’abord les équations de Maxwell avec correction de la divergence
puis présentons la méthode de Galerkin Discontinu utilisée [96] [74] 20, [14]. Des flux centrés
et décentrés sont étudiés. Une estimation de I’énergie nous permet de trouver une contrainte
& imposer aux conditions aux limites pour assurer la stabilité de la méthode. Les différentes
conditions aux limites programmées sont ensuite détaillées. Les particules de la méthode
PIC sont créées selon la loi d’émission présentée dans le chapitre précédent.

Nous proposons de programmer cette méthode sur carte graphique, afin de profiter des
performances en termes de temps de calcul d’une telle architecture. Nous présentons de
maniére succincte un GPU ainsi que le langage utilisé, & savoir le langage OpenCL. Nous
expliquons I'implémentation de notre méthode sur cette architecture et précisons les points
délicats de la parallélisation.

Nous présentons enfin plusieurs résultats numériques. Des études de convergence sont
effectuées pour vérifier 'ordre de notre méthode en espace (3) et l'ordre en temps : les
schémas Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage » sont implémentés.
Nous effectuons ensuite une validation de la résolution des équations de Maxwell seules
et des conditions aux limites. Pour I’équation de Vlasov, nous vérifions la loi de Child-
Langmuir en géométrie cartésienne. Des résultats sur la diode a cathode hémisphérique
sont ensuite présentés. Nous soulignons pour finir les performances trés satisfaisantes du
code parallélisé sur GPU.

Publications et communications

Les travaux que nous détaillons dans ce manuscrit ont été présentés a plusieurs con-

férences internationales et ont fait I’objet de publications.

— Les travaux du chapitre 3| présentant la méthode des moments avec relation de
fermeture par le modéle multi-water-bag, ont été présentés au congres SMAI 2011
ainsi qu’au congrés Finite Volumes for Complex Applications VI et ont été publiés
dans les actes de ce congrés sous la référence :

Anais Crestetto and Philippe Helluy, Multi- Water-Bag Model And Method Of Mo-
ments For The Viasov Equation, Finite Volumes for Complex Applications VI -
Springer Proceedings in Mathematics 4, 293-301, 2011.

— La méthode du chapitre p développant un schéma préservant I'asymptotique basé
sur une décomposition micro-macro avec utilisation de particules, a été présentée
au Workshop Asymptotic-Preserving schemes et fait par ailleurs 'objet d’un article
accepté pour publication dans la revue Kinetic and Related Models :
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A. Crestetto, N. Crouseilles, M. Lemou, Micro-macro decomposition for Vlasov-BGK
equation using particles, accepté a Kinetic and Related Models.

— Le chapitre [6] développé en partie au cours du CEMRACS 2010 et présentant un
code PIC axisymétrique basé sur ’analyse isogéométrique, a été publié dans les actes
du CEMRACS 2010 :

A. Back, A. Crestetto, A. Ratnani, E. Sonnendriicker, An azisymmetric PIC code
based on isogeometric analysis, ESAIM, Proc. 32, 118-133, 2011.

— La partie cartésienne du chapitre [7] développant un code PIC-Galerkin Discontinu
en géomeétries cartésienne et axisymétrique pour les équations de Vlasov-Maxwell sur
carte graphique, a été acceptée pour une publication dans les actes du CEMRACS
2011 -

A. Crestetto, P. Helluy, Resolution of the Viasov-Mazwell system by PIC Discontin-
uous Galerkin method on GPU with OpenCL, accepté & ESAIM, Proc.

Ces deux derniers chapitres ont d’autre part été présentés au congrés ACE2012 - 7th
Workshop on Advanced Computational Electromagnetics. Le code sur carte graphique
(« Numerical simulation of a medical X-ray generator on GPU ») a en outre regu le
quatriéme prix du concours international AMD OpenCL innovation challenge en
décembre 2011 [86].

Cette thése a été financée par la Direction Générale de I’Armement (DGA).
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CHAPITRE 1

Introduction a la simulation
numérique des plasmas

Lorsqu’un gaz est soumis & un champ électrique de forte intensité ou chauffé trés
fortement, les électrons sont séparés des atomes du gaz. Le milieu obtenu est globalement
neutre mais constitué de particules chargées, ions et électrons. Ce fluide est un plasma,
considéré comme le quatriéme état de la matiére. Par ailleurs, on peut extraire des électrons
ou des ions de certains métaux en les soumettant & une trés grande différence de potentiel
électrique. On obtient dans ce cas un plasma non neutre ou faisceau de particules chargées.

Le plasma se manifeste a ’état naturel dans les étoiles ou les aurores boréales, mais
il a également de nombreuses et diverses applications industrielles : les tubes & néon, les
écrans plasma, les satellites de communication, la production de rayons X ou d’énergie, etc.
Les températures requises pour obtenir certains plasmas rendent leur étude expérimentale
coliteuse et peu accessible. Leurs applications sont pourtant d’un treés grand intérét, c’est
pourquoi leur étude théorique et leur simulation numérique ont été largement développées.
D’importants moyens sont notamment mis en ceuvre pour la production d’énergie par
réaction de fusion dans le réacteur ITER. Pour plus d’informations sur les plasmas et la
physique des plasmas, le lecteur pourra se référer, par exemple, au cours de Sonnendriicker
[97], & la these de Filbet [47] ou au livre de Birdsall et Langdon [13].

Les centrales nucléaires actuelles utilisent la réaction de fission, consistant & générer
deux noyaux d’atomes légers & partir d’un noyau lourd. Une autre réaction nucléaire per-
mettant de créer de ’énergie est la réaction de fusion, qui consiste & générer un noyau lourd
a partir de deux noyaux plus légers. La fusion controlée en est au stade de la recherche,
mais I’enjeu et les moyens mis en ceuvre sont trés importants. On s’intéresse notamment a
la fusion d’un noyau de deutérium (isotope naturel de ’hydrogéne possédant un proton et
un neutron) et d’'un noyau de tritium (isotope naturel de I'hydrogéne possédant un proton
et deux neutrons) qui produit un noyau d’hélium et un neutron trés énergétique. Ce dernier
permet de produire la chaleur nécessaire & la fabrication d’électricité. La température req-
uise pour une telle réaction est si élevée que les électrons se détachent de leur atome,
le mélange gazeux obtenu est un plasma. Pour contenir un mélange dont la température
est aussi élevée, deux solutions sont envisagées : le confinement inertiel et le confinement
magnétique. La fusion par confinement inertiel consiste & concentrer sur une capsule de
deutérium et de tritium des faisceaux laser, on atteint alors une densité trés grande pendant
un temps trés court. La fusion par confinement magnétique consiste & confiner le plasma
par un champ magnétique pendant un temps plus long mais & une densité moins élevée,
dans une chambre en forme de tore appelée Tokamak. Le confinement magnétique permet
d’éviter que le plasma ne touche le bord du Tokamak et ne 'endommage. Le projet inter-
national ITER (« International Thermonuclear Experimental Reactor »), lancé en 2006, a



pour objectif de montrer la faisabilité de la production d’électricité par réaction de fusion.
Le Tokamak en construction & Cadarache, dans le sud de la France, est représenté Figure
Nous renvoyons le lecteur au cours de Sonnendriicker [97], a la thése de Morel [79)] ou
au site dédié a ce projet [61].

FI1GURE 1.1 — Tokamak ITER en construction & Cadarache.

Une autre branche de la recherche en physique des plasmas s’intéresse aux faisceaux
de particules utilisés pour la production de rayons X. Les applications sont nombreuses en
médecine, notamment pour la radiographie ou les scanners. On les utilise également dans
le domaine de la sécurité pour vérifier le contenu des valises, mais aussi en astrophysique
dans certains téléscopes. Les rayons X sont un type de rayonnement électromagnétique,
comme les rayons ultra-violets, la lumiére visible, les rayons infra-rouges ou les ondes
radio. Ils peuvent étre produits soit par des changements d’orbite d’électrons provenant
des couches proches du noyau, soit par accélération ou freinage d’électrons. Pour cette
seconde technique, on utilise deux systémes. Le premier consiste & courber la trajectoire
des électrons dans des accélérateurs de particules. Le second consiste & extraire les électrons
d’un filament métallique appelé cathode par échauffement, a les accélérer dans un tube
sous vide par une tension électrique et & les focaliser de maniére & bombarder une cible
métallique appelée anode. Les atomes de la cible ralentissent les électrons, ce qui provoque
un rayonnement continu de freinage.

La recherche autour de ces différentes applications est trés active. La simulation numérique
des plasmas en est un outil indispensable. Nous rappelons dans la suite de ce chapitre
quelques notions sur la physique des particules chargées soumises a un champ électromag-
nétique, puis présentons les équations de Vlasov-Maxwell et de Vlasov-Poisson permettant
de modéliser la dynamique du systéme. Nous décrivons enfin les différents modeéles utilisés
et les enjeux numériques associés.



1.1. Particules chargées soumises a un champ électromagnétique

1.1 Particules chargées soumises a un champ électromagné-
tique

Nous nous intéressons a un ensemble de particules chargées, ions et électrons, soumises a
un champ électromagnétique. Celui-ci peut étre généré par les particules (il résulte alors du
rayonnement électromagnétique engendré par la présence et le déplacement des particules),
ou imposé de 'extérieur, ou comme souvent les deux a la fois. Pour décrire leur évolution
dans le temps, nous nous placons dans un systéme de coordonnées inertiel, c’est-a-dire dans
lequel le mouvement des particules libres (non soumises a laction de forces extérieures)
s’effectue avec une vitesse constante.

Notations

x est la position exprimée en meétre m, v la vitesse exprimée en metres par seconde 7,
t le temps exprimé en seconde s, g la charge des particules exprimée en coulomb C' ou dans
les unités du systéme international (le coulomb n’en étant pas une) en ampére seconde As,
m leur masse exprimée en kilogramme kg, e la Char%e4élémentaire exprimée en C ou As, gy
la permittivité diélectrique du vide exprimée en T’zg,—‘zg, o la perméabilité magnétique du
vide exprimée en ﬁg—;@ et c la vitesse de la lumiére dans le vide ou célérité. Nous rappelons
quelques grandeurs physiques :

12 A254
= 8.8541 10~ - 1.1
f = BIHISTx 1072 o, (1.1)
_-» kgm

po = 4rx 1077 AgSQ, (1.2)

c = 2,99792458 x 108 % (1.3)
g=—e ~ —1,60217653 x 107'Y As pour un électron, (1.4)
m ~ 9,1093826 x 1073! kg pour un électron, (1.5)

ainsi que la relation cng,uo =1.

1.1.1 Eléments de mécanique relativiste

Le principe de la relativité, découvert par Galilée (Galileo Galilei 1564-1642) et étendu
par Albert Einstein (1879-1955), affirme que les lois physiques sont les mémes dans tous les
référentiels inertiels. Il implique que la vitesse maximale de propagation des interactions
est la méme dans tous les systémes inertiels. C’est une constante universelle qui correspond
a la vitesse de propagation de la lumiére dans le vide ¢. La mécanique basée sur ce principe
est appelée mécanique relativiste. Dans de nombreux cas, la vitesse des particules est trés
petite devant c. Nous pouvons alors nous placer, sans perte de précision, en mécanique
classique, qui revient & poser ¢ = +00. Nous proposons au lecteur de se référer au livre de
Landau et Lifchitz [70] pour plus d’explications.

En mécanique, le mouvement des particules est basé sur le principe de moindre action
[70] selon lequel un corps évolue toujours dans la direction qui lui permet de dépenser le
moins d’énergie dans 'immédiat. Le philosophe, mathématicien, physicien et astronome
frangais Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) a formulé ce principe en 1744 de
la fagon suivante : « L’Action est proportionnelle au produvit de la masse par la vitesse et par
Uespace. Maintenant, voici ce principe, si sage, si digne de IEtre supréme : lorsqu’il arrive
quelque changement dans la Nature, la quantité d’Action employée pour ce changement est
toujours la plus petite qu’il soit possible. »



1.1. Particules chargées soumises a un champ électromagnétique

Ecrivons cette action dans le cas d’une particule libre, puis dans le cas d’une particule
soumise a un champ électromagnétique.

Particule libre

Considérons une particule libre (c’est-a-dire qui n’est soumise & aucune force extérieure)
se déplacant au cours du temps. Sa position x (t) et sa vitesse

v (1) =2 (1 (1.6

sont des fonctions du temps. Entre les instants t; et ta, I'action se calcule le long de la
trajectoire de la particule. Cette trajectoire est a priori inconnue, mais le principe de
moindre action nous dit que c’est celle qui minimise 1’action.

Définition 1.1.1. L’action S d’une particule entre les instants t1 et to s’écrit sous la
forme de Uintégrale du temps

I A (1.7)

t1
ot L est la fonction de Lagrange, ou Lagrangien.

Définissons cette fonction de Lagrange, dont le nom vient du mathématicien, mécanicien
et astronome italien Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Définition 1.1.2. Le Lagrangien d’une particule libre est défini par

2
L(w,'v,t):—mc%/l—zz. (1.8)
[v]

2 .o L . . ..
Le facteur |/1 — "3 apparait de maniére récurrente en mécanique relativiste. Il est

Iinverse du facteur de Lorentz, dont le nom vient du physicien néerlandais Hendrik Antoon
Lorentz (1853-1928).

Définition 1.1.3. On définit le facteur de Lorentz v par

- (1) 1)

Pour décrire la dynamique des particules, la quantité de mouvement p (aussi appelée
impulsion) est souvent préférée a la variable vitesse v. C’est une grandeur conservée lors
d’un mouvement de translation. Donnons sa définition et son expression.

Définition 1.1.4. La quantité de mouvement d’une particule est définie par le vecteur

oL
= —. 1.10
P=5 (1.10)
Corollaire 1.1.1. D’aprés @ et , nous avons
p= 2 = ymw. (1.11)
1— |v]
02

En mécanique non relativiste, lorsque la vitesse des particules est petite devant ¢, nous
considérons que ¢ = 400 et prenons v = 1, ce qui implique p = mw. Dans cette limite, le
Lagrangien n’est autre que I’énergie cinétique de la particule.



1.1. Particules chargées soumises a un champ électromagnétique

Particule soumise & un champ électromagnétique

Considérons maintenant une particule chargée soumise & un champ électromagnétique.

Ce champ est caractérisé par un potentiel vecteur, noté A, exprimé en Weber par métres
. - P M 2 2

% ou en TQ—%, et un potentiel scalaire, noté ¢, exprimé en Volts V ou en %, comme

expliqué dans [70]. Le Lagrangien tient compte de la force électromagnétique qui agit sur

la particule.

Proposition 1.1.1. Le Lagrangien d’une particule chargée soumise a un champ électro-
magnétique est donné par

L(z,v,t) = —mc*\/1 — |rz; +qA (z,t) - v — qp (x, 1) . (1.12)

La quantité de mouvement est alors remplacée par 'impulsion généralisée, que nous
définissons et dont nous donnons I’expression.

Définition 1.1.5. L’impulsion généralisée P de la particule est définie par la dérivée

oL
P=—. 1.13
5o (1.13)
Corollaire 1.1.2. D’aprés , Uimpulsion généralisée est donnée par
P =p+qA. (1.14)

1.1.2 Equations du mouvement

Le Lagrangien permet d’écrire de facon concise les équations du mouvement. La pre-
miére équation du mouvement est donnée par . Ensuite, 'accélération des particules
est obtenue grace aux équations d’Fuler-Lagrange, développées par le mathématicien et
physicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) et par Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Définition 1.1.6. Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

doL 0L

FElles conduisent & la proposition suivante qui donne 'accélération de la particule en
fonction de la force électromagnétique qu’elle subit.

Proposition 1.1.2. Les équations du mouvement d’une particule chargée soumise & un
champ électromagnétique s’écrivent

dp 0A
dt_q<(9tgrad ¢+ v Arot A). (1.16)

Ces équations du mouvement ([1.6) et (1.16)) définissent la vitesse et 'accélération des
particules et nous donnent donc leur trajectoire.

Remarque 1.1.1. Puisque p = ymuv (Corollaire , avec v défini par (1.9), Uaccéléra-
tion d’une particule diminue lorsque sa vitesse se rapproche de la célérité c.

Remarque 1.1.2. D’aprés le principe de la relativité, les équations et sont
wmvartantes par changement de systéme de coordonnées inertiel.



1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Le second membre de I’équation représente la force exercée par le champ électro-
magnétique sur la particule. Elle se décompose en une partie indépendante de la vitesse,
qui correspond & l'intensité du champ électrique, et une partie dépendante de la vitesse
et orthogonale a celle-ci, qui correspond & l'action du champ magnétique. Ces deux forces
s’expriment donc en fonction des potentiels vecteur et scalaire.

Définition 1.1.7. L’inlensité du champ électrique, notée E, exprimée en % ou en ]if—:;
est définie par
0A
E = o grad ¢. (1.17)

Définition 1.1.8. Le vecteur champ magnétique, noté B, exprimé en % est défini par

B =rot A. (1.18)

Avec ces deux définitions, nous pouvons réécrire les équations du mouvement en fonction
des champs électrique et magnétique.

Corollaire 1.1.3. Les définitions[1.1.7 et[I.1.8 permettent d’écrire les équations du mou-

vement sous la forme
dp
dt
Définition 1.1.9. La force électromagnétique q (E + v A B) exercée sur les particules est
appelée force de Lorentz.

¢(E+vAB). (1.19)

Cette force tient compte du champ électromagnétique extérieur appliqué aux particules
ainsi que du champ électromagnétique moyen généré par les particules elles-mémes. Nous
négligeons les autres forces appliquées aux particules, telles que leur poids.

Remarque 1.1.3. En mécanique classique, reste inchangé mais les équations du

mouvement deviennent

d
mdit’:q(EwAB). (1.20)

1.2 Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Dans les plasmas, plusieurs espéces de particules influencent le comportement du sys-
téme : des ions et des électrons. Considérons dans un premier temps un milieu constitué
soit uniquement d’électrons, soit d’une seule espéce d’ions. Nous allons écrire les équations
de Vlasov, de Maxwell et de Poisson pour cette espéce de particules.

Les particules sont assimilées & des charges ponctuelles. Elles définissent un élément
de C ([0,T], M* (R%)), C étant I’ensemble des fonctions continues et M! I'ensemble des
mesures bornées.

Définition 1.2.1. Nous définissons la mesure associée & l'ensemble des N particules con-
stituant le milieu étudié o instant t par

N
flap,t) =) 8@ -z ()6 (p—p (1) (1.21)
k=1



1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

dans le cas relativiste, ot xy, est la position de la k-iéme particule et p; son impulsion,
pourk=1,...,N, et

N
(z,v,t) Zé (x —x (1) 6 (v — v (1)) (1.22)
k=1

dans le cas non relativiste, ot xy, est la position de la k-iéme particule et vy sa vitesse, pour
k=1,...,N. Celle mesure positive représente la distribution des particules dans 'espace
des phases (x,p) ou (x,v) et est appelée fonction de distribution.

0 représente ici la masse ou mesure de Dirac dont nous rappelons la définition.

Définition 1.2.2. Soient f une fonction Cy (continue et nulle a l'infini) de R™ dans R et
a € R". Nous définissons la masse ou mesure de Dirac § € M' par

/f(a:)d(w —a) de = f(a). (1.23)

@pas une def math@ Les physiciens adoptent souvent la définition suivante

§(z) = {0 ve#£o (1.24)

)
00 pour x =0

/5(1}) de = 1. (1.25)

Remarque 1.2.1. Un plasma étant constitué d’un trés grand nombre de particules (de
Uordre de 10'° ou plus), il n'est pas raisonnable numériquement de considérer une telle
somme de masses de Dirac. Certains modéles regroupent les particules en un ensemble de
macro-particules et approchent la fonction de distribution f par une somme de masses de
Dirac sur ces macro-particules, moins nombreuses. C’est le cas de la méthode Particle-In-
Cell trés utilisée en physique des plasmas [13]. D’autres modéles approchent la fonction de
distribution par une fonction continue, comme dans les méthodes semi-Lagrangiennes [30)].

1.2.1 Equation de Vlasov

Etablissons maintenant 1’équation de Vlasov, qui décrit I'évolution de particules chargées
soumises a un champ électromagnétique, en I’absence de collisions. Elle a été suggérée par
le physicien théoricien russe Anatoly Vlasov (1908-1975).

Proposition 1.2.1. Au sens des distributions, la mesure donnée par vérifie l'équa-
tion de Vlasov

of
ot

(x, pJ)—&—FYLm-me(w,p,t)—i—q <E+’y€n/\B> -Vpf(x,p,t) =0 (1.26)

associée @ la condition initiale

Mz

(z,p,0 6 (x —x(0))d(p—pg (0)). (1.27)

k=1
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Démonstration. Soit ¢ une fonction C™ & support compact inclus dans R3 x R3 x 0, T,
ot T est un réel strictement positif. La distribution définie par f est donnée par

N .7
)= [ v @m0 a (1.28)
k=10

Nous avons alors

<af’w> < > Z/ t),pp (t),t) di. (1.29)

Comme

d d d 0

W (@ (1), 2 (1)) = TVt Byt W) pe(0),0) (130)
et que

/Csf( W () py (1) 1) dt =0 (1.31)
0

(par compacité du support de ), nous avons

dxy dp;,
< > Z/ Va5Vt dt (1.32)
- /0 vk Vo £ 0 (B (@pt) +vp A B (@,0)) - Voo di (133)
k=1

N .7
= Z/ pk-Vm¢+q<E($k,t)+pk/\B(mk,t>> - Vp dt (1.34)
170 M ym

- _<p-vwf+q<E+pAB>-fo,w>- (1.35)
ym

ym

Nous obtenons ainsi

B
<a{ -me+q<E+Vl:n/\B>-fo,w>:0, (1.36)

donc f vérifie au sens des distributions. W

Remarque 1.2.2. Dans le cas non relativiste, I’équation de Viasov, que vérifie la mesure

donnée par , s’écrit

of

e (x,v,t) +v-Vaf (z,v,t)+ %(E—Fv/\B)-va(m,v,t):O. (1.37)

L’équation de Vlasov régit le mouvement de particules chargées soumises & un champ
¢électromagnétique extérieur et/ou auto-consistant en 'absence de collision entre les partic-
ules. Lorsque les interactions binaires entre particules ne sont plus négligeables, nous ajou-
tons un terme de collision @ (f) a cette équation. Nous sommes alors ramenés a I’équation
de Boltzmann due au physicien autrichien Ludwig Boltzmann (1844-1906) qui s’écrit

T _qp, (1.39)
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ou
af  of p
i E-l—— me+q<E+m/\B -Vpf (1.39)
en mécanique relativiste,
a _of q
=z ® - (E B) -V, 1.4
prilr v Vf+m( +vAB)-Vyf (1.40)

en mécanique classique et @ (f) est U'opérateur de collision de type Boltzmann. Cet opéra-
teur peut prendre plusieurs formes (Landau, Fokker-Planck, BGK, etc.). Une de ses pro-
priétés importantes est qu’il conserve la masse, I'impulsion et ’énergie

1
/Q U dv = 0. (1.41)

'U

1.2.2 Densités de charge et de courant

Les particules chargées créent un courant lorsqu’elles se déplacent. Nous pouvons définir
la densité de charge et la densité de courant du milieu & partir de la mesure associée aux
particules.

Définition 1.2.3. La densité de charge p est définie par

plat)=q [ f@p.0) dp (1.42)

Corollaire 1.2.1. La mesure donnée par implique

N
pla,t)=q) 6(@—m(t)). (1.43)

Ce corollaire rappelle que la densité de charge définie de maniére continue par (1.42)
et en réalité ponctuelle. Il en est de méme de la densité de courant que nous définissons
ci-dessous.

Définition 1.2.4. La densité de courant J est définie par
p
J(x,t) = ,D,t) — dp. 1.44
(z,1) q/f(wp)vmp (1.44)
Corollaire 1.2.2. La mesure donnée par implique

N
=¢> 25 (2 -y (t)). (1.45)
k=1 m

Remarque 1.2.3. En mécanique classique, nous avons

= /f (xz,v,t) dv= qZé x — xp ( (1.46)

q/f(ac,v,t)'v dv:qZ’vk&(m—mk (t)). (1.47)
k=1

Les densités de charge et de courant ont donc la méme expression en mécanique relativiste
et en mécanique classique.



1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Ces quantités influencent le champ électromagnétique, comme nous le verrons dans la
sous-section suivante. Ainsi, le couplage particules-force a lieu dans les deux sens. Elles
vérifient de plus ’équation de conservation de la charge (donnée dans le corollaire suivant)
qui exprime le fait que la variation au cours du temps de la charge contenue dans un volume
donné est égale a 'opposée du flux de charge qui traverse la surface fermée, orientée vers
I'extérieur, délimitant ce volume.

Corollaire 1.2.3. Les densités de charge et de courant vérifient I’équation de conservation
de la charge
dp
ot

Démonstration. Placons-nous en mécanique relativiste. Intégrons équation de Viasov
par rapport a impulsion

+div J = 0. (1.48)

Wl@+/mp-dep+/q<E+”AB>N%wm:o. (1.49)
ot ym ym

La distribution des particules f est nulle pour des impulsions infinies. De plus, E est in-
dépendant de p et la i-iéme composante de %AB est indépendante de la i-iéme composante
de p. Nous obtenons

0 P B
at/fdp%—vw-/’ymfdp—o. (1.50)

En multipliant par q nous trouvons [’équation de conservation de la charge . Un calcul
similaire peut étre effectué en mécanique classique. B

1.2.3 Equations de Maxwell

L’équation de Vlasov (1.26) (ou (1.37) en non relativiste) est couplée aux équations de
Maxwell pour le champ électromagnétique. Elles ont été unifiées en un systéme d’équations
par le physicien et mathématicien écossais James Clerk Maxwell (1831-1879).

Proposition 1.2.2. Les définitions (1.1.7) et (1.1.8) nous permettent de déduire

OB
— +rot E = 0, (1.51)

ot
divB = 0. (1.52)

Démonstration. Le calcul de rot E & partir de et la propriété que le rotationnel
d’un gradient est toujours nul donnent . Le calcul de div B a partir de et la
propriété que la divergence d’un rotationnel est toujours nulle donnent . |

(1.51) est I’équation de Maxwell-Faraday, (1.52) est la loi de Gauss magnétique. Leur
nom vient respectivement du physicien et chimiste britannique Michael Faraday (1791-
1867) et du mathématicien, astronome et physicien allemand Carl Friedrich Gauf (1777-
1855).

Proposition 1.2.3. Les champs électriques et magnétiques vérifient les deux autres équa-
tions

oE
—_— = tB = —— 1.53
5 € To - ( )

divE = L. (1.54)
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1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Démonstration. Le principe de moindre action nous a permis d’établir les équations du
mouvement & partir d’un champ électromagnétique donné. Il permet inversement d’établir
les équations et a partir d’un mouvement donné des particules. Nous ren-
voyons a [10] pour le développement de cette démonstration.

est ’équation de Maxwell-Ampére, du mathématicien et physicien frangais André-
Marie Ampeére (1775-1836), est la loi de Gauss. Les équations de Maxwell (1.51)-
(1.52)-(1.53)-(1.54), auxquelles nous ajoutons des conditions initiales et des conditions aux
limites, définissent complétement le champ électromagnétique.

Remarque 1.2.4. [ est suffisant d’écrire a Uinstant imitial. En effet, prendre la

divergence de implique
9 giv p— -7
ot &0

(1.55)

car la divergence d’un rotationnel est toujours nulle, et ’équation de conservation de la

charge conduit @
0 1 0p
—div E= ——. 1.56
ot €0 ot ( )
Donc si est vraie & linstant initial, elle reste vraie en tout temps.
De méme, il est suffisant d’écrire a Uinstant initial. Cela se montre en prenant

la diwergence de (m

1.2.4 Adimensionnement des équations de Vlasov-Maxwell

Pour simplifier ’écriture du probléme, et comme dans la plupart des cas la vitesse des
particules reste trés petite devant ¢, nous utilisons les équations données par la mécanique
classique. Pour faciliter leur implémentation, nous travaillons souvent avec des équations
adimensionnées. Nous présentons ici I’adimensionnement de 1’équation de Vlasov non rel-

ativiste (1.37) et des équations de Maxwell ([1.51))-(1.52))-(L.53))-(L.54).
Les variables adimensionnées 4 sont liées aux variables physiques par des facteurs mul-

tiplicatifs uy, selon

U = Uy, (1.57)

que nous allons expliciter. Nous posons
E=EE, B=B.,B, J=JJ, p=pp, (1.58)
t=td, x=2x,&, U=0,. 1.59)

Nous choisissons la célérité de la lumiére ¢ comme grandeur caractéristique des vitesses et
nous imposons donc

Ve = C. (1.60)
L’équation d’Ampere (1.53) devient
E.0E ,B, =  Ji-
— - _trot B=-= (1.61)
t* 875 T €0
ou encore )
OE 4B, t. ~ Ji i ~
—~ —c——rot B=———J 1.62
ot ¢ Ty Ey ro €0 E, ( )

11



1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Les équations

v*:ﬁ = g,
Ly
B, ’
Jte
60E*

permettent de nous ramener & I’équation d’Ampére adimensionnée

a—l?—rotB:—:I.
ot

L’équation de Faraday (|1.51]) devient

B.OB E _
—ia~+—imtE:0
te Ot Lk
Oou encore 5
0B t. E, ~
— 4+ ——rot EF =0.
ot + B, zx ro
Or (1.63)) et (1.64) donnent
ty By
T
B, x.

et nous obtenons I’équation de Faraday adimensionnée

B -
— +rot F =0.
ot

La loi de Gauss (1.54) devient

T« €0
ou encore o
div E="2"2p
€0 E*
L’équation
pr e
€0 E*

conduit a la loi de Gauss adimensionnée
div E = j.

La loi de Gauss magnétique devient simplement
div B = 0.

Enfin, I’équation de Vlasov (1.37)) devient

19 s 1 i N
77{+Uiv.v®f+i— (E*E—{—U*B*’U/\B) -Vaf=0
ty Ot T m U«

ou encore 9 t
8t Tk M Uk
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1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Comme
T E,
V=== g (1.77)
d’aprés (1.63)) et (1.64), nous obtenons
0 s ts ~
—Jf+v~vif+g—E*(E+v/\B)-Vf,f:O. (1.78)
ot m Uy
L’équation
2
4hp — (1.79)
m U

donne I’équation de Vlasov adimensionnée

of | B F _
§+v-vif+(E+vAB)-vf,f—0- (1.80)

Les équations de Vlasov et de Maxwell adimensionnées ([1.80))-(1.66)-(1.69)-(L.73)-(1.74)
sont donc obtenues sous réserve de la résolution des équations (1.63])-(1.64)-(1.65))-(1.72)-
. Ce systéme contient 5 équations et 6 inconnues. Le choix d’un facteur u, permet
de le résoudre. Nous pouvons par exemple fixer la longueur de référence du domaine x,.

Pour simplifier les notations, nous utilisons les équations adimensionnées en omettant
les tildes. Nous considérons donc 1’équation de Vlasov suivante

%{+U~wa+(E+vAB)-va:0- (1.81)

couplée aux équations de Maxwell

E
887 —rot B = —J, (1.82)

B
8815 trot E = 0, (1.83)
dvE = p, a4 t=0, (1.84)
divB = 0, a t=0. (1.85)

auxquelles nous ajoutons des conditions initiales et des conditions limites.
Remarque 1.2.5. L’équation de conservation de la charge s’écrit

PeOb e 5=
T + x*dlv J=0. (1.86)

Or el impliquent

Psx Tx o EOE* o
te Jo  tade

1. (1.87)

Nous obtenons donc l’équation de conservation de la charge adimensionnée (en omettant
les tildes)
0
a—f +div J = 0. (1.88)
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1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

1.2.5 Présence de plusieurs espéces de particules et modéle simplifié de
Vlasov-Poisson

Les équations de Vlasov et de Maxwell développées précédemment sont valables lorsque
le milieu ne contient qu'une seule espéce de particules. C’est le cas lorsque 1'on étudie des
faisceaux de particules chargées. Par contre, un plasma contient au moins deux espéces
de particules : des électrons et une ou plusieurs sortes d’ions. Chaque espéce est alors
représentée par une fonction de distribution, notée f. pour les électrons et f; pour les
ions, et posséde une charge, notée g. pour les électrons et ¢; pour les ions. f. et f; véri-
fient toutes deux indépendamment I’équation de Vlasov en mécanique classique (ou
en mécanique relativiste). Nous définissons également pour chaque espéce une den-
sité de charge, notée p, pour les électrons, p; pour les ions, donnée par (1.46}) (ou en
relativiste), avec ¢ = g, f = fe pour pe et ¢ = q;, f = f; pour p;. Nous définissons enfin
pour chaque espéce une densité de courant, notée J. pour les électrons et J; pour les ions,
donnée par ((1.47) (ou en relativiste), avec ¢ = ¢e, f = fe pour Je et q=q;, f = fi
pour J;.

Les contributions des deux espéces aux champs électromagnétiques s’ajoutent. Dans les
équations de Maxwell, p doit étre remplacé par p. + p; et J doit étre remplacé par J.+ J;.

Modéle simplifié de Vlasov-Poisson 1D

Le systéme de Vlasov-Maxwell tridimensionnel est trés complexe : il contient 7 variables
(3 positions, 3 vitesses et le temps) et beaucoup d’inconnues. De nombreuses méthodes
numériques sont préalablement développées dans le cas simplifié du modéle de Vlasov-
Poisson unidimensionnel (1D) avec des conditions aux limites périodiques en espace.

Nous nous placons dans le cas d’'un plasma contenant des ions et des électrons. Les
ions étant plus lourds que les électrons, leur inertie est plus grande, si bien que 'on puisse
souvent considérer que les ions ont un mouvement rectiligne uniforme en moyenne. Nous
pouvons alors faire I’hypothése que ces derniers sont distribués de maniére homogéne, on
dit qu’ils constituent un fond neutralisant, dont la densité indépendante de x et de ¢ est
notée

noz/fi (v) dv. (1.89)

Nous ne nous intéressons alors qu’au déplacement des électrons. Pour simplifier les nota-
tions, nous omettons les indices e pour les grandeurs liées aux électrons, mais conservons
les indices 7, si besoin, pour les ions. Lorsque les particules ont une vitesse trés petite devant
¢, les effets du champ magnétique sont négligeables et 1’équation de Vlasov adimensionnée
(1.81)) que vérifie la distribution d’électrons peut étre réécrite sous la forme

of of of

o tay T B =0. (1.90)

Le champ électrique E = E (x) est donné par l’équation

oF

- = — 1.91

qui dérive des équations de Maxwell dans lesquelles nous faisons tendre la vitesse de la
lumiére ¢ vers l'infini. Cela revient & considérer que les ondes électromagnétiques se dé-
placent beaucoup plus vite que les particules, si bien que 'on puisse considérer que les
particules sont soumises & un champ qui a atteint ’état stationnaire et dont nous pouvons
donc négliger la dérivée en temps.
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1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Remarque 1.2.6. L’équation est adimensionnée et s’écrit aussi

E
—— =p+pi 1.92
Le signe en facteur de la densité de charge des électrons p est donné par l'adimensionnement
. Les ions étant de charges opposées, nous avons p; = —ny.

FE dérive d’un potentiel scalaire ¢

99
E = 1.93
~ (1.93)

Iéquation ((1.91) conduit a I'équation de Poisson
A¢p = ¢" = —p+no. (1.94)

Treés souvent, on appelle aussi (1.91) équation de Poisson.
Plagons-nous sur un domaine (z,v) € [0,L;] x R, L, € R, avec des conditions aux
limites périodiques en espace

f(Ly,v,t) = f(0,v,1), (1.95)
E(Ly,t) = E(0,1), (1.96)
¢ (Lg,t) = ¢(0,1). (1.97)

D’apres (1.91), E est défini a une constante prés. Mais la périodicité du potentiel scalaire
dont dérive E conduit a la condition de moyenne nulle du champ électrique

Lo Lza¢
; E (z,t) de = — ; %(a:,t) dx

—¢ (La,t) + ¢ (0,2)
= 0. (1.98)

Cette condition permet de déterminer la constante.

Remarque 1.2.7. La condition de moyenne nulle du champ électrique permet de simplifier
la résolution de I’équation de Poisson en utilisant la transformée de Fourier rapide (le
premier mode est nul).

La périodicité de E est quant a elle liée & la condition de neutralité en moyenne du
plasma
Ly
/ /f:pvt ) dvdz, Vt. (1.99)
En effet, nous avons sous cette condition (|1.99))

E(Ly,t) - E(0,t) = o (@) da
0 x

Lo
= / p(x,t) —ng dx
0

Ly
= / p(z,t) de — Lyng =0, (1.100)
0

ou p est la densité de charge des électrons qui s’écrit (avec I'adimensionnement)

p(z,t) :/f(x,v,t) dv. (1.101)

15



1.2. Equations de Vlasov, de Maxwell et de Poisson

Remarque 1.2.8. [l est également nécessaire d’imposer des conditions limites en vitesse.
Le domaine est a priori infini en vitesse, mais nous pouvons nous restreindre d un domaine
de longueur finie [Vmin, Umaz), 00 Vmin € R est le minimum et vye, € R le mazimum des
vitesses des particules. Ce domaine dépend du temps mais nous pouvons le considérer fize et
négliger les effets dus auzx rares particules sortant du domaine. La condition limite induite
par la restriction & [Umin, Umaz] €St

f(x, Vmin,t) =0 si E(x,t) >0,
{ F (2, Umas 1) = 0 . 0 (1.102)
Modéle de Vlasov-Ampére 1D

A partir du systéme d’équations de Vlasov-Poisson 1D 1}1 , hous pouvons
déduire le systéme de Vlasov-Ampeére 1D

of  of _of
OF 1 [Le

En effet, en prenant la dérivée en temps de (1.91) et en utilisant la conservation de la
charge (1.48)) en 1D, nous obtenons

0 0E 0p Ong 0J

= _r_Z0__=ZZ 1.105
Oz Ot ot ot ox ( )
puisque ng est constante. En I'intégrant en x, nous obtenons
OF
—=—-J+C 1.106
ou C est une constante. La condition de moyenne nulle du champ implique
— Ed:)::/ —Jdex+L,C=0 (1.107)
et la constante C' s’écrit donc .
1 T
C= / J dx. (1.108)
L, Jo
Si C' = —J; a l'instant initial, ou J; est le courant généré par les ions, alors nous avons
C = —J; en tout temps, puisque C' est une constante.
Equilibre thermodynamique
A Péquilibre, le plasma est quasi-neutre, ce qui se traduit par la condition
p+pi=0 — /f dv = ng. (1.109)

Propriété 1.2.1. Pour un fond d’ions neutralisant donné de densité ng, toute fonction de
distribution des électrons fo (v,t) qui ne dépend pas de x et qui vérifie

/fo (v,t) dv=mg (1.110)

est une solution d’équilibre.
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1.3. Différentes modélisations

Démonstration. De l’équation de Poisson et de (1.110) nous déduisons
oE
or

La condition de moyenne nulle de E implique que E est nul. fo étant indépendante

de x, Uéquation de Viasov se réduit a
9fo
ot

Donc fy est indépendante de t et est une solution d’équilibre. W

0. (1.111)

= 0. (1.112)

Remarque 1.2.9. Les particules se déplacent, mais leur fonction de distribution est glob-
alement un équilibre.

Souvent, on s’intéresse & de petites perturbations d’un plasma a ’équilibre. La fonction
de distribution des électrons f (x,v,t) se décompose en une partie d’équilibre fy (v) et une
perturbation fi (x,v,t)

[ =Jfo+ f1. (1.113)
La densité du fond d’ions neutralisant est alors donnée par
ng = /f() (v) dv. (1.114)

Nous restreignons notre étude & de tels cas de plasmas & fond d’ions neutralisant proches
de I'équilibre thermodynamique, ou & des faisceaux de particules constitués uniquement
d’électrons.

1.3 Différentes modélisations

La simulation numérique de I’équation de Vlasov couplée aux équations de Maxwell ou &
I’équation de Poisson est un grand enjeu pour les années & venir, en raison des nombreuses
applications envisageables. C’est par ailleurs un défi important de par la complexité du
probléme. En trois dimensions, chacune des particules est représentée par 6 variables : 3
variables de position et 3 variables de vitesse, dépendantes du temps. Les calculs sont ainsi
trés lourds. C’est pourquoi I’étude de la réduction du temps de calcul est d’'un grand intérét
dans ce type de problémes. Par ailleurs, les géométries considérées sont parfois complexes,
ce qui ajoute une difficulté a la modélisation. De plus, les plasmas font intervenir différentes
échelles déterminées par certaines grandeurs caractéristiques, telles que la longueur de
Debye, la fréquence plasma ou encore le nombre de Knudsen (voir la thése de Filbet [47]
ou celle de Navoret [82]).

Lorsque les électrons se déplacent dans le plasma sous U'effet d’un champ électromagné-
tique les éloignant de I’état d’équilibre, ils subissent une force attractive de la part des ions
qui, ayant une masse plus grande, se sont peu déplacés. Les électrons sont alors ramenés
vers leur position initiale. Ils ont ainsi un mouvement oscillatoire, dont la fréquence est
appelée fréquence plasma ou fréquence de Langmuir, le physicien et chimiste américain
Irving Langmuir (1881-1957) ayant découvert ce phénoméne.

Définition 1.3.1. La fréquence plasma w,, est définie par

2

Neq
= . 1.115
“p meo ( )

Elle représente la fréquence caractéristique des oscillations des électrons dans le plasma.
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1.3. Différentes modélisations

Par ailleurs, lorsque les électrons sont soumis & un champ magnétique constant, ils ont
un mouvement circulaire caractérisé par son rayon, appelé rayon de Larmor en référence
au physicien et mathématicien irlandais Joseph Larmor (1857-1942).

Définition 1.3.2. Le rayon de Larmor R est défini par

mu |

ot v| est la composante de la vitesse orthogonale au champ magnétique constant B. Il
correspond au rayon du cercle décrit par des particules chargées soumises & un champ
magnétique constant.

Dans les plasmas avec collisions, la fréquence des collisions dépend de la densité de
particules dans le plasma. Elle est caractérisée par le libre parcours moyen ou par le nombre
de Knudsen, en référence au physicien danois Martin Knudsen (1871-1949).

Définition 1.3.3. Le nombre de Knudsen € est défini par

e = (1.117)

Ba
ot £ est le libre parcours moyen, c’est-a-dire la distance moyenne que parcourt une particule
entre deux collisions, et D est une distance caractéristique du domaine considéré.

A Téquilibre thermodynamique, chaque charge négative (respectivement positive) est
entourée d’'un nuage de charges positives (respectivement négatives), de telle sorte que la
charge totale locale soit nulle et que la charge négative (respectivement positive) n’ait pas
d’influence sur le champ électrique en dehors de ce nuage. L’effet des électrons sur le champ
électrique peut étre caractérisé par la taille de ce nuage, appelée longueur de Debye, dont
le nom vient du physicien et chimiste néerlandais Peter Debye (1884-1966).

Définition 1.3.4. La longueur de Debye \p est définie par

EokBT
AD =\ ——%— 1.118
b neq2 ’ ( )

ot kg est la constante de Boltzmann, T la température et n. la densité d’électrons. Flle
représente [’échelle de longueur sur laquelle les électrons atténuent le champ électrique.

Il est ainsi nécessaire de développer des modeéles variés pour modéliser au mieux les
différentes dynamiques du systéme. On distingue trois grandes catégories de modéles :
microscopique, cinétique et fluide. Nous présentons de maniére succincte ces trois types de
modélisations et proposons au lecteur de se référer a [97] pour plus d’explications.

1.3.1 Modéles microscopiques

Les modéles microscopiques prennent en considération ’ensemble des particules consti-
tuant le plasma et décrivent les interactions des particules deux a deux. Un plasma étant
constitué de 10'° particules ou plus, la simulation numérique d’un tel modéle serait beau-
coup trop cotliteuse pour étre envisagée. Il est donc nécessaire de développer des modéles
approchés moins cofiteux mais dont la précision est tout de méme suffisante. On s’intéresse
notamment aux modéles cinétiques et aux modéles fluides.
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1.3. Différentes modélisations

1.3.2 Modeéles cinétiques

Dans les modéles cinétiques, les particules sont représentées par leur fonction de dis-
tribution f (x,wv,t). Celle-ci correspond & une moyenne statistique de la distribution des
particules dans l’espace des phases (x, v). Le nombre moyen de particules se trouvant dans
un petit élément de volume dzdv centré en (x, v) a l'instant ¢ est donné par f (x, v, t) dedv.
La fonction de distribution f vérifie ’équation de Vlasov en non relativiste ou (|1.26))
en relativiste.

Deux alternatives existent pour résoudre 1’équation de Vlasov : les méthodes Fuléri-
ennes et les méthodes Lagrangiennes. Le point de vue Eulérien consiste a écrire les équa-
tions & une position et une vitesse fixées, en se placant sur une grille de I'espace des phases.
Les schémas de volumes finis entrent par exemple dans cette catégorie. Le point de vue
Lagrangien consiste a écrire les équations dans le systéme des particules en suivant leur
mouvement. L’approche Lagrangienne pure nécessite de calculer directement les forces ap-
pliquées en chacune des particules, ce qui est cotteux. Une méthode particulaire trés utilisée
pour la résolution des équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson est la méthode
« Particle-In-Cell » (PIC) [13] 6]. C’est une méthode mixte Eulérienne-Lagrangienne dans
laquelle les équations de Maxwell ou de Poisson sont résolues sur une grille alors que ’équa-
tion de Vlasov est discrétisée par des particules. Les méthodes semi-Lagrangiennes [30],
qui utilisent une grille de ’espace des phases mais s’appuient sur les caractéristiques de
I’équation de transport associée a I’équation de Vlasov, sont également beaucoup utilisées.

En trois dimensions, f dépend de nombreuses variables. Les calculs peuvent étre trés
lourds mais ils sont aussi trés précis. Lorsque la fonction de distribution est éloignée de
I’équilibre thermodynamique du plasma, une description cinétique, précise, est nécessaire.
Lorsque f reste proche de I'équilibre thermodynamique, nous pouvons utiliser un modéle
fluide.

1.3.3 Modéles fluides

Les modéles fluides étudient des quantités macroscopiques liées & la fonction de distri-
bution f, telles que la densité, la vitesse moyenne, ’énergie interne ou encore la température
des particules [97]. Ces quantités sont des moyennes en vitesse et ne dépendent plus que
de la position x et du temps t. Le systéme considéré est ainsi moins complexe et moins
coliteux a résoudre que dans un modéle cinétique oul il dépend en plus de la vitesse v.
La réduction de dimension nécessite cependant des fermetures données par la physique et
s’avére donc moins générale que les modeles cinétiques.

1.3.4 Outils pour la réduction du temps de calcul

Les différentes échelles qui interviennent dans les plasmas conduisent au développement
et & l'utilisation de différentes modélisations, plus ou moins précises et plus ou moins lour-
des. Les modéles fluides, surtout adaptés aux cas ou la fonction de distribution reste suff-
isamment proche de 1’équilibre thermodynamique, sont peu cotteux mais insuffisants dans
de nombreuses situations réelles. Les modéles cinétiques, trés précis, sont indispensables
lorsque la fonction de distribution s’éloigne de ’équilibre thermodynamique. Ils peuvent
cependant étre trés cotiteux.

C’est pourquoi le développement de modéles plus précis que les modéles fluides mais
moins lourds que les modéles cinétiques est de grand intérét pour la simulation de cas tests
réalistes tridimensionnels. Plusieurs approches sont étudiées.

D’une part, les modéles multi-fluides permettent de prendre en considération un plus
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1.3. Différentes modélisations

grand nombre de quantités caractéristiques de la fonction de distribution, tout en ayant
un colit comparable aux modéles fluides. C’est ’objet de la premiére partie de cette thése.

D’autre part, le couplage d’une méthode cinétique & une méthode fluide peut permettre
de modéliser avec précision la fonction de distribution en ne considérant que les quantités
macroscopiques de son équilibre thermodynamique, tout en discrétisant de fagon trés fine
I’écart & cet équilibre. Le cott numérique est ainsi réduit mais une précision suffisante est
préservée. La deuxiéme partie de cette thése est dédiée & I’étude d’un tel couplage.

En outre, les outils informatiques, tels que la parallélisation sur carte graphique, peu-
vent permettre de réduire considérablement le temps de calcul et de réaliser des simula-
tions numeériques cofliteuses en un temps raisonnable. Nous présentons dans la troisiéme et
derniére partie de cette thése la programmation sur carte graphique d’une méthode PIC
pour simuler une diode.
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Premiére partie

Modéle Multi-Water-Bag et méthode
des moments pour le systéme
d’équations de Vlasov-Poisson

La simulation numérique des plasmas est un grand défi en raison de la complexité des
problémes réalistes. Le colit numérique peut devenir trés important lorsque la fonction de
distribution s’éloigne de 1’équilibre thermodynamique, parce qu’'une méthode cinétique est
alors nécessaire. Lorsque la solution reste proche de ’équilibre, une description fluide peut
étre suffisante. Pour augmenter la précision des méthodes fluides tout en conservant un
colt numérique raisonnable, des modéles multi-fluides ont été développés.

Cette premiére partie est dédiée & I'étude de modéles multi-fluides pour le systéme
simplifié de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace. Ce systéme fait déja apparaitre de
nombreuses difficultés : 'instabilité de la solution, la filamentation, etc. Nous les mettons
en évidence dans le chapitre [2| qui présente le modéle multi-water-bag. Dans le chapitre
Bl nous proposons d'utiliser la méthode des moments, qui revient a résoudre un systéme
d’équations sur les moments en vitesse de la fonction de distribution f. Ce systéme est
fermé grace au choix d’une forme a priori de f. Nous utilisons deux types de fermeture :
une représentation de f par des masses de Dirac puis par des fonctions « water-bags ».
Des résultats numeériques sont présentés dans les deux chapitres, notamment pour simuler
deux cas tests classiques en physique des plasmas : ’amortissement Landau et I’instabilité
double faisceau.
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CHAPITRE 2

Modele Multi-Water-Bag

Le modele water-bag a été développé dans les années soixante par DePackh [41] puis
appliqué a lastrophysique par Hohl et Feix [55] et aux plasmas d’électrons avec champ
électrique par Bertrand et Feix [I0] et Bertrand, Baumann et Feix [§]. Généralisé dés le
début des années soixante-dix au modeéle multi-water-bag (MWB) par Bertrand, Dore-
mus, Baumann et Feix [9], il permet de transformer une équation cinétique en un systéme
d’équations de type fluide. Il consiste a approcher la fonction de distribution f(x,v,t)
par une fonction constante par morceaux en v. Les zones ou la fonction de distribution
est constante sont appelées par les physiciens des « water-bags » ou plus simplement des
« bags ». Les contours des water-bags peuvent étre localement décrits par des fonctions de
x et de t. Ces fonctions vérifient un systéme d’équations de transport non linéaires de type
Burgers. Ce systéme ne dépend donc plus de la variable vitesse, ce qui réduit la complexité
tout en conservant la cinétique du probléme.

Le modéle MWB a par la suite été trés étudié en physique des plasmas et le couplage
des équations de Vlasov et de Poisson a été élargi & 1’équation de quasi-neutralité et aux
champs électromagnétiques (voir les travaux de Besse, Berthelin, Brenier et Bertrand [11]).
Il est également appliqué au modéle gyrocinétique, citons notamment les travaux de Besse
et Bertrand [12], de Morel, Gravier, Besse, Ghizzo et Bertrand [80] ou encore la thése de
Morel [79].

Ce modeéle conduit cependant & une difficulté. Les fonctions contours des water-bags
deviennent naturellement multivaluées en temps fini. Il est possible théoriquement de re-
construire les discontinuités en vitesse de la fonction de distribution & partir de grandeurs
macroscopiques, telles que les moments en vitesse. Cette reconstruction est étudiée par
exemple par Brenier et Corrias [16] ou par Gosse et Runborg [52]. Elle est également reliée
au probléme dit des « moments de Markov ». Pourtant, lorsque des instabilités se créent
dans un plasma, le nombre de discontinuités tend vers ’'infini et la reconstruction se fait
avec une perte d’information. Ceci est une illustration de la limite des modéles fluides
ou multi-fluides et justifie 'utilisation de méthodes cinétiques quand f s’éloigne de son
équilibre thermodynamique.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le modéle water-bag et 1'utilisons pour
mettre en évidence le phénoméne de filamentation qui apparait dans les plasmas. Nous
en profitons pour rappeler la méthode des caractéristiques et le schéma de Godunov. La
seconde section porte sur le modéle multi-water-bag et son application aux équations de
Vlasov-Poisson 1D.
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2.1. Modéle water-bag et filamentation

2.1 Modéle water-bag et filamentation

Pour nous familiariser avec la physique des plasmas et mettre en évidence ’apparition
de la filamentation, nous commencons par étudier I’équation cinétique 1D sans champ

électrique
of of

qui n’est rien d’autre qu’une équation de transport en x de la fonction de distribution f.
Nous considérons un domaine [0, L,|, L, € R, en espace avec des conditions aux limites
périodiques

f(0,v,t) = f(Lg,v,t). (2.2)

2.1.1 Modele water-bag

Le modeéle water-bag [79, 1], 10 8] consiste a chercher des solutions particuliéres de
Péquation cinétique que l'on souhaite résoudre (ici (2.1))) sous la forme d’une fonction
indicatrice en vitesse

A si ve v (z,t),v (z,t)],

0 sinon,

f(:E,U,t) = (23)

oll A € R est une constante, v~ et v des fonctions de x et de ¢ que nous nommons contours
ou discontinuités en vitesse. De maniére équivalente, nous pouvons écrire

fzut)=A(H (v (z,t) —v) — H (v (z,t) —v)), (2.4)
ol H est la fonction de Heaviside.

Définition 2.1.1. Nous définissons la fonction de Heaviside H par

0 si u<0
H (u) = TUST D vueRr (2.5)
1 st u>0

Une illustration dans l’espace des phases (x,v) est donnée Figure

vitesse v

8 5 18 15 28 25 38 35

Position u

FIGURE 2.1 — Illustration du modéle water-bag - Fonction de distribution (représentée par
des particules) en rouge et contours v~ et vt en bleu.
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2.1. Modéle water-bag et filamentation

L’idée du modéle est de faire évoluer au cours du temps les contours v~ et v dépen-
dants de x et de t, au lieu de f qui est en plus dépendante de v, ce qui permet de réduire
la complexité du systéme. Pour cela, nous nous ramenons & un systéme d’équations de
transport indépendantes sur les contours. Nous injectons 1’écriture dans 1’équation

(2.1)
WA (H (vt (z,t) —v) — H (v (2,t) —v))
+v0, A (H (v (z,t) —v) — H (v (z,t) —v)) = 0. (2.6)

En remarquant que

OH (vE (2,t) —v) = 6 (vF (2,t) —v) O™ (2,1), (2.7)
O H (vE (z,8) —v) = & (vF (2,t) —v) 0™ (2,1), (2.8)

ou d est la masse de Dirac (voir la définition [1.2.2)), et en supposant que les fonctions
vitesses v (z,t) et v~ (z,t) sont différentes en chaque point x, nous obtenons le systéme

{ Ot +ovTouT =0,

o~ +v 0z = 0. (2.9)

Ce systeme (2.9) est constitué de deux équations de Burgers et peut aussi s’écrire sous la

forme conservative )
+ vt
ot +0,— =0,
2, (2.10)

B~ + ax% —0.

Ce systéme est valable tant que la solution (v~,v™") calculée par la méthode des carac-
téristiques reste monovaluée. (v—,v™") est alors une solution forte de et peut étre
résolue par la méthode des caractéristiques. En général, cette solution devient multivaluée.
Ce phénomeéne correspond aussi & l’apparition d’un choc dans les solutions faibles de
[91], [15].

Méthode des caractéristiques (voir [91], 15])

Soit le systéme d’équations

{ Opu (x,t) + 01 (u(z,t)) =0,

w(@,0) = uo (), (2.11)

ou u est une fonction de R x R dans R, uy une fonction initiale C (contiue) de R dans R
et f une fonction flux C! (dérivable, dont la dérivée est continue) de R dans R, donnée par
f(u) = “2—2 dans notre cas. Soit T € R tel que u € C (R x [0, T[) UC* (R x ]0, T[).

Définition 2.1.2. Soit a € R. Nous définissons la courbe caractéristique issue du point
(a,0) par
d

T (t) =1 (u(x(t),t), =z(0)=a. (2.12)
Si u vérifie , nous avons
d 0 0 d
i (x(t),t) = g (x(t),t) + ot (x(t),t) pr (t)
0 0
= (z(t),t) + %f (u(x(t),t)) =0, (2.13)



2.1. Modéle water-bag et filamentation

et
u(z(t),t) =u(x(0),0) =uy(a), Vtel0,T]. (2.14)

Nous constatons que u est constante le long de la caractéristique. En reportant (2.14]) dans

([2.12)), nous avons
z(t) =1 (uo () t+a, Vtel0,T], (2.15)

la caractéristique est une droite de pente ' (ug («)). Si f’ (ug (@) est décroissante en « il
existe a1 < ag tels que ' (ug (1)) > ' (ug (a2)) et les caractéristiques issues de (aq,0) et
de (a2, 0) se croisent en un point noté (x*,¢*). Si ug (1) # ug (), alors u est discontinue
en (z*,t*) et n’est plus uniquement définie : la solution donnée par la méthode des carac-
téristiques devient multivaluée. Ce phénomeéne correspond & ’apparition d’un filament & la
frontiére du water-bag. Cette solution multivaluée correspond a la bonne solution de ’équa-
tion de Vlasov. Pratiquement, il n’est pas simple de calculer des solutions multivaluées. Il
est plus fréquent de chercher une solution faible de .

Définition 2.1.3. Supposons up € L (R). u € L™ (R x R™) est une solution faible de
2.11) s

+0o0 +00 +0o0o
/ / udyd + 1 (u) Opp dxdt + / uo (z) ¢ (x,0) dz =0 (2.16)
0 —o0 —c0
pour toute fonction test ¢ € C§ (R x RY) (C' & support compact).

Il n’y a en général pas unicité de la solution faible. Nous ajoutons une condition d’en-
tropie pour sélectionner une solution faible physiquement raisonnable. Soit (z*,¢*) un point
de discontinuité de u, solution faible de . La fonction monovaluée mais discontinue u
est une solution d’entropie si et seulement si sur la discontinuité

ur, > UR, (2.17)

ol uy, et up désignent respectivement les valeurs de u & gauche et & droite de la discontinuité
x = z*. Le probléme admet une unique solution entropique (voir par exemple [91]).
Il est alors intéressant d’évaluer 1’écart entre la solution exacte multivaluée et la solution
approchée obtenue par des solutions faibles entropiques de ’équation de Burgers.

Schéma de Godunov

Discrétisons notre domaine [0, L,| en N, points x; = iAxz ou Az est le pas d’espace

et i =0,...,N; — 1. Considérons un pas de temps At et notons t" = nAt. La solution
u(x; (t"),t") est approchée par u]'. Nous proposons d’utiliser le schéma de Godunov

n+l _ . n At f * f * n n 2.18

A (f (" (ui', uiyr)) — £ (w* (uig,ui'))) (2.18)

ou u* est déterminé par un solveur de Riemann exact :
* n n — n
— siul' =l alors u* (uf_j,ul) =ul,
n 3 n
U1 si (i)
n

u; sio f(uly)

— n
=u,;,

3 n n * n ny —
— siul' >l alors u* (uf j,ul) =

(]
(dans ce cas, nous sommes en présence d’un choc),

ul si f'(u )>f’( 1) >0,

n sio 0>f (uf) > 1 (ul"4),
f=10) si f(ul) > o > (ul ),
(dans ce cas, nous sommes en présence d’une onde de detente).

* n ny —
— sty <l alors u* (ul ,ul) =< u
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2.1. Modéle water-bag et filamentation

Remarque 2.1.1. Dans le cas ui* | > ui', le choc se propage a la vitesse

ul | —ul 2 '

2 . - « - . -
pour f(u) = 4. Il y a alors conservation des aires au sens ot l'aire algébrique sous le

graphe de la solution multivaluée est égale a 'aire algébrique sous le graphe de la solution
faible [15)].

2.1.2 Mise en évidence de la filamentation

Dans certains cas, si f est de la forme (2.3)) a U'instant initial, alors elle le reste au cours
du temps. Prenons en exemple la condition initiale

1 0 e |—1,1],
faw =4t pow velbdl (220)
0 ailleurs.
Il s’agit d’une solution stationnaire : d,v" = 9,v~ = 0 donc v et v~ sont constantes en

temps et f aussi.

Mais si 'on perturbe vt (z,0) et v~ (z,0), comme sur la figure , chaque point
(x(t),v (t),t) ducontour v (respectivement v~ ) va étre transporté a la vitesse vt (z (¢) , t)
(respectivement v~ (x (t),t)) et les contours vont se déformer selon ([2.10). Tant que la so-
lution reste monovaluée (ou de maniére équivalente tant qu’il n’y a pas de choc dans la
solution faible), f s’écrit encore sous la forme (2.3). Cela est illustré Figure pour la
fonction de distribution initiale

1 i ve [v] (x,0),v] (x,0
£ (0,0 = { S v lor (@0 o 0] (221)
0 sinon
avec
_ 1 1
vy (x,0) = —3 1+ 5 Co8 (0.2z) |, (2.22)
n 1 1
vy (x,0) = 5 1+ 5 €08 (0.2z) ), (2.23)
et r € [O, %] La fonction de distribution est résolue par une méthode particulaire (la

méthode PIC) et représentée par des particules. Celles-ci donnent la vraie solution de
I’équation cinétique et nous donnent un élément de comparaison pour le couple de
solutions faibles de (2.9).

En temps plus long, les particules ayant une grande vitesse (en valeur absolue) créent
des filaments (qui correspondent a des chocs de la solution faible), comme illustré Fig-
ure . f ne peut plus étre représentée sous la forme et le systéme d’équations de
transport sur les contours n’est plus équivalent & I’équation cinétique . Nous re-
marquons cependant que ’aire est conservée par le choc, comme évoqué dans la remarque
211

Le modéle trés simplifié peut donc, si ’équilibre thermodynamique est perturbé,
conduire a une solution irréguliére et nous permet de mettre en évidence et de comprendre
une des nombreuses difficultés liées & la physique des plasmas : la filamentation. La prise
en compte d’un champ électrique ajoute un transport dans la direction v et accentue
la déformation des contours. Nous étudions un tel modéle dans la section suivante, qui
généralise le modéle water-bag au modéle multi-water-bag.
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2.2. Présentation du modéle multi-water-bag

Vitesse v
vitesse v

[} 5 18 15 28 25 38 35 a 5 18 15 28 25 38 35
Position u Position &

FIGURE 2.2 — Modéle water-bag - Fonction de distribution (particules) en rouge et contours
v~ et v en bleu, & t = 0 (& gauche) et ¢t = 10 (a droite).

Vitesse v
vitesse v

[} 5 18 15 28 25 38 35 a 5 18 15 28 25 38 35
Position n Position &

FIGURE 2.3 — Modéle water-bag - Fonction de distribution (particules) en rouge et contours
v~ et v en bleu, & t = 20 (& gauche) et ¢t = 30 (a droite).

2.2 Présentation du modéle multi-water-bag

Nous présentons dans cette section le modele multi-water-bag (MWB) [9], générali-
sation du modéle water-bag présenté dans la section précédente, qui permet de résoudre
une équation cinétique en se ramenant & un systéme d’équations de transport moins com-
plexes. Nous 'appliquons au systéme d’équations de Vlasov-Poisson en utilisant la méthode
classique de résolution par un schéma de volumes finis.

2.2.1 Modélisation

N

Le modéle multi-water-bag consiste & approcher la fonction de distribution f (x,v,t)
d’une équation cinétique par une fonction constante par morceaux en la variable vitesse,
ou, en adoptant un autre point de vue, a chercher des solutions particuliéres de I’équation
cinétique : les solutions constantes par morceaux en v. Nous fixons pour cela un entier
N (N = 1 dans le modeéle water-bag), choisissons N constantes A;, j = 1,...,N et

introduisons 2N fonctions vitesses vj-c (z,t),7=1,..., N, defagon a écrire (ou & approcher)
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2.2. Présentation du modéle multi-water-bag

f (z,v,t) sous la forme

N .
A Ug, k=1,...,N
In(z,0,t) = {zf:k i < Uk ey (2.24)
0 sinon,
ou
v (z,t), v (.t si k=1
Uy = [k_( ) ’i( ) - N . (2.25)
[v; (2, 1), v (2, 0]\ [vp_; (2, 1), v (2,1)] si k>1,
ou de maniére équivalente
N
Iy (z,v,t) = ZA]- (H (v;r (x,t) — v) -H (v; (x,t) — v)) , (2.26)
j=1

avec H la fonction de Heaviside (2.5)). Sur chaque Uy, k = 1,...,N, f(z,v,t) est donc
constante. La figure , issue de larticle de Besse, Berthelin, Brenier et Bertrand [11],
illustre ce modele pour N = 3.

v

FIGURE 2.4 — Modé¢le multi-water-bag pour N = 3 - Contours dans l’espace des phases (a
gauche) et fonction de distribution correspondante (& droite).

L’idée du modéle multi-water-bag est de faire évoluer en temps les contours vji, dépen-
dants de x et de t, au lieu de f qui dépend en plus de v. Nous avons ainsi une variable
de moins dans notre systéme, ce qui réduit le temps de résolution. En contrepartie, 'ap-
proximation faite sur f apporte de 'imprécision, si bien que dans certains cas la solution
calculée s’éloigne trop de la solution exacte.

Remarque 2.2.1. Augmenter l'entier N rend le modéle plus précis, mais également plus
cotiteur. Cet entier peut donc étre ajusté en fonction de la précision souhaitée et des moyens
de calcul.

Nous présentons dans la sous-section suivante la méthode classique de résolution dans
le cas du systéme de Vlasov-Poisson 1D.

2.2.2 Meéthode de résolution

Nous appliquons maintenant ce modeéle au systéme de Vlasov-Poisson 1D (présenté
dans la sous-section [1.2.5))

of  of _of
ok



2.2. Présentation du modéle multi-water-bag

ou no est la densité du fond d’ions neutralisant. Nous considérons un domaine [0, L],
L, € R, en espace avec des conditions aux limites périodiques

f(0,v,t) = f(Lg,v,t), (2.29)
E(0,t) = E(Lyt). (2.30)

Le domaine est limité en vitesse par [v](,,v;\r,]. Pour que le systéme soit bien posé, nous
ajoutons la condition de moyenne nulle du champ électrique

L(L'
/ E (z,t) dz =0. (2.31)
0

Nous présentons dans cette sous-section le systéme d’équations sur les contours, ainsi
que I’équation sur le champ électrique. Nous détaillons le schéma en temps utilisé et présen-
tons quelques résultats numériques.

Equations sur les contours

Pour obtenir une équation sur les fonctions U;t (x,t), j = 1,...,N, nous injectons

I’écriture de f donnée par dans I'équation de Vlasov et obtenons
N
3tZAj (H (U;r (x,t) — v) - H (v; (z,t) — v))
N
+v 8$ZAj (H (v;“ (x,t) — v) -H (v; (z,t) — v))
j=1
N
+E 0, Y Aj(H (vl (z,t)—v)—H(v; (z,t) —v = 0. (2.32)
3o, (1)~ 0 )
Avec ([2.7)-(2.8) et

OvH (vji (z,t) — U) =-4 (vji (z,t) — ’u) , (2.33)

Vj=1,...,N, et en supposant que les fonctions vji (z,t) sont deux & deux différentes en
tout point x, nous obtenons le systéme

Oy + vy —E=0, Yj=1,...,N, (2.34)

comprenant 2N équations de transport deux & deux indépendantes.

Equation sur le champ électrique

L’équation de Poisson ([2.28]) s’écrit avec ([2.26))

(;)f = f(z,v,t) dv—mng
N
S (0 ) )
j=1 v
N

= ZA]- (vj - vf) — ny. (2.35)
j=1
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2.2. Présentation du modéle multi-water-bag

Schéma numérique

Nous discrétisons notre domaine [0, L] en N, points x; = iAz, i =0,..., N, — 1, avec
Az le pas d’espace, et nous considérons un pas de temps At tel que t" = nAt, Vn € N.

Nous faisons évoluer en temps chaque contour indépendamment en utilisant, par ex-
emple, un schéma de Godunov

At it ji—%
pEntL g Em 2 2 2 + AtE”, (2.36)

g T A 2 2

.+ +,% +,x
ot v ~ v (x;, t") et EP ~ E (x;,t"). Nous calculons les termes v " | et v77* | avec un
7,2 J ? Jits Ji—3
solveur de Riemann exact qui détermine si nous sommes en présence d’un choc ’Uﬁ- > vﬁ- 41
b b

ou d'une onde de détente v]il < U;tZ 41 (nous renvoyons a la sous-section pour plus de
détails).
Le champ électrique F étant défini & une constante prés, nous commencons par imposer
o = 0, puis utilisons le schéma

N
ny =Bl AcY A (vjf;" - vjj;"> —ng, Vi=0,...,N;—2  (2.37)
j=1
Nous ajustons ensuite la constante en remplacant E;* par E?—vajo_l ErYNVi=0,...,Ny—

1, de facon & vérifier (|2.31]).

2.2.3 Résultats numériques : amortissement Landau et instabilité dou-
ble faisceau

Nous présentons dans cette section des résultats numériques de deux cas tests classiques
en physique des plasmas, 'amortissement Landau et D'instabilité double faisceau. Nous
représentons d’une part la fonction de distribution dans ’espace des phases a différents
instants et d’autre part I’énergie électrique au cours du temps.

Définition 2.2.1. L’énergie électrique &£ est définie par

£(t) = \//OLwE(m,t)de. (2.38)

Nous comparons les résultats de cette méthode multi-water-bag, notée MWB, a ceux
d’une méthode PIC considérée comme référence. Pour la méthode MWB, nous prenons
N, = 1024 et At = 0.9Az, et pour la méthode PIC, nous avons N, = 128 et 105 particules.

Amortissement Landau

Nous commencons par présenter 'amortissement Landau qui correspond & une petite
perturbation en x d’un équilibre Maxwellien en v. La fonction de distribution initiale s’écrit
1 w2

f(z,v,0) = (1+ acos(kyx)) me*T, (2.39)
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2.2. Présentation du modéle multi-water-bag

avec «a et k, deux parameétres réels, la longueur du domaine L, étant liée a k, par la
relation
27

Ly
K

(2.40)
Nous considérons ici les paramétres k, = 0.2 et aw = 5 x 1072 L’initialisation des contours
est détaillée dans la sous-section

Nous représentons Figures [2.5]et [2.6]1a fonction de distribution obtenue avec la méthode
MWB (a gauche) et celle obtenue avec la méthode PIC (& droite) a différents instants
(allant de ¢ = 0 a ¢ = 100). f est initialement approchée par le modeéle multi-water-bag
avec N = 6. Les contours se déforment pour représenter de maniére satisfaisante la
fonction de distribution. Nous voyons un choc se former & ¢t = 30. Jusque-1a, la fonction
de distribution est bien approchée par la méthode MWB, sous la forme d’une fonction
constante par morceaux en vitesse. Ensuite, elle ne parvient pas a représenter les filaments
mais reste proche de la solution de référence, qui tend vers un équilibre Maxwellien.
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FIGURE 2.5 — Amortissement Landau - Fonction de distribution : modéle MWB (& gauche)
comparé a la méthode PIC (& droite) aux temps ¢ = 0, ¢ = 10 et ¢t = 20 (de haut en bas).

Suivant la théorie de Landau, I’énergie électrique présente pour un tel cas test
des oscillations dont I'amplitude décroit exponentiellement (donc linéairement en échelle
logarithmique), le systéme revenant a son état d’équilibre. Nous tragons alors 1’évolution
au cours du temps de I’énergie électrique en échelle semi-logarithmique sur la figure
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2.2. Présentation du modéle multi-water-bag
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FIGURE 2.6 — Amortissement Landau - Fonction de distribution : modéle MWB (& gauche)
comparé a la méthode PIC (& droite) aux temps t = 30, t = 40 et ¢ = 100 (de haut en
bas).

Cette quantité est bien approchée par la méthode MWB avec ce cas test, méme aprés
I'apparition des chocs.

Instabilité double faisceau

La seconde étude porte sur deux faisceaux de particules dont la vitesse moyenne est
différente et qui se rencontrent. Selon leur vitesse de déplacement, la solution peut rester
stable ou devenir instable. Nous considérons plus particuliérement deux Maxwelliennes en
vitesse, légérement perturbées en x, qui se déplacent & vitesses opposées vy et —vg. La
fonction de distribution initiale s’écrit

@

f(x,v,0) = (1 + acos (kyz)) 2\/1% <

et nous choisissons les paramétres k, = 0.2, « = 5 x 1073 et vy = 3. Le domaine d’étude

(v=vg)? (vtv)?
SR e > (2.41)

est [0, Z—:] Nous approchons f (z,v,0) par le modéle multi-water-bag (2.26]) avec N = 8.

Les résultats obtenus sont comparés a ceux d’une méthode PIC considérée comme
référence. Sur les figures[2.8|et [2.9] nous tracons (a gauche) les contours et la reconstruction
de f par le modéle MWB ([2.26)) dans 'espace des phases a différents instants (allant de
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FIGURE 2.7 — Amortissement Landau - Energie électrique au cours du temps : modéle
MWB (en bleu) comparé a la méthode PIC (en rouge).

t =04t =>50), ainsi que la solution f donnée par la méthode PIC (& droite). Nous voyons
les contours se déformer puis un choc se créer lorsque des filaments apparaissent. Avant le
choc, le modele MWB donne une solution trés proche de celle de référence (mais constante
par morceaux en vitesse). Il ne parvient cependant pas a représenter les filaments, ce qui
I’empéche de représenter convenablement la solution en temps plus longs. Si les 16 contours
ne sont pas visibles sur cette figure, c’est parce que certains d’entre eux sont trés proches
et que nous ne les distinguons pas.

Nous tragons aussi I’évolution de 1’énergie électrique au cours du temps pour la
méthode MWB et la méthode PIC sur la figure Cette quantité est bien représentée
par la méthode MWB au début de la simulation et méme aprés l'apparition du premier
choc. En temps plus long, elle s’éloigne de I'énergie électrique de référence.

2.3 Conclusion

Le modele multi-water-bag est un modeéle multi-fluides permettant de résoudre une
équation cinétique en approchant la fonction de distribution f par une fonction constante
par morceaux en vitesse. Nous nous ramenons alors & un systéme d’équations de lois de
conservation sur les contours ou discontinuités en vitesse de f. Ces contours ne dépendent
que de z et de t alors que f dépend en plus de v. L’idée du modéle est de faire évoluer en
temps ces contours au lieu de f, afin de réduire la complexité du probléme. Trés intéressante
en une dimension d’espace, cette méthode ’est moins en dimensions supérieures. Elle ne
permet en effet que de réduire d’une dimension 'espace des phases.

Nous avons souhaité, dans ce chapitre introductif, présenter les modeéles water-bag
et multi-water-bag et les utiliser pour illustrer une des grandes difficultés qui limitent
I'utilisation de modéles fluides : la filamentation.

Nous avons proposé une résolution par un schéma de Godunov et avons présenté un
premier test numérique dans un cas trés simplifié qui nous a permis de mettre en évidence
la filamentation pouvant apparaitre dans les plasmas et de comprendre son apparition.
Nous nous sommes ensuite intéressés aux équations de Vlasov-Poisson et avons présenté
un cas d’amortissement Landau et un cas d’instabilité double faisceau. Cela nous a permis
d’évaluer les bons résultats du modéle multi-water-bag mais aussi ses limites.

Lorsque la solution reste réguliére, le modéle muti-water-bag permet d’approcher con-
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FIGURE 2.8 — Instabilité double faisceau - Fonction de distribution : modele MWB (a
gauche) comparé a la méthode PIC (& droite) aux temps ¢t = 0, t = 15 et t = 20 (de haut
en bas

~—

venablement la solution tout en réduisant la complexité du probléme, et donc le cotit
numérique. Nous pouvons envisager d’autres représentations de la fonction de distribu-
tion. Dans les chapitres suivants nous étudions une représentation par des masses de Dirac
puis par une fonction d’équilibre associée & des particules.
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FIGURE 2.10 — Instabilité double faisceau - Energie électrique au cours du temps : modéle
MWB (en bleu) comparé a la méthode PIC (en rouge).
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CHAPITRE 3

Méthode des moments

La méthode des moments (MOM) est une méthode Eulérienne qui permet de résoudre
numériquement des équations cinétiques, comme 1’équation de Vlasov, en se ramenant &
des quantités macroscopiques déduites de la fonction de distribution microscopique des
particules f (x,v,t). Ces quantités macroscopiques sont directement liées aux premiers
moments de f. Nous pouvons résoudre le systéme d’équations obtenu par un schéma de
volumes finis. Le systéme aux moments est indépendant de la variable vitesse, ce qui réduit
la dimension du probléme et donc le colit numérique. Cette méthode est notamment utilisée
pour décrire la dynamique de certains aérosols, par exemple dans les travaux de McGraw
et Saunders [77]. Elle est particuliérement bien adaptée aux cas oil les moments de f ont
une écriture explicite. Dans les autres cas, nous sommes amenés & trouver une relation de
fermeture pour le systéme aux moments. Ce probléme a été posé par Hulburt et Katz au
début des années soixante [59)]. Pour le résoudre, nous devons connaitre a priori l'allure de
f ou d’une bonne approximation de f. La qualité et la complexité de la méthode reposent
sur cette approximation.

Une fermeture possible a été proposée par McGraw [76]. Il approche la fonction de
distribution par une somme de masses de Dirac centrées en des abscisses et pondérées
par des poids. Ces abscisses et poids sont fixés & partir des moments de f, grace par
exemple a ’algorithme « Product Difference » proposé par Gordon [51]. Cette « Quadrature
Method Of Moments » (QMOM) a ensuite été étendue aux dimensions supérieures par
la « Direct Quadrature Method Of Moments » (DQMOM). Les équations de transport
sont alors directement écrites sur les abscisses et les poids et non plus sur les moments.
Ces derniers sont calculés a posteriori. Elle a par exemple pour application ’étude de
sprays liquides dans lesquels les interactions entre les particules doivent étre prises en
compte, notamment pour les phénoménes de coalescence. Nous renvoyons aux travaux de
Desjardins, Fox et Villedieu [42], & ceux de Fox, Laurent et Massot [49] et & la thése de
Kah [66].

Nous appliquons dans ce chapitre la méthode des moments au systéme d’équations
de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace (1D), dans le cas d’un plasma dont 1’équili-
bre thermodynamique est 1égérement perturbé. Dans un premier temps, nous détaillons la
méthode MOM et le systéme aux moments obtenu, puis son application au systéme d’équa-
tions de Vlasov-Poisson. Une équation sur le champ électrique compléte alors le systéme
aux moments. Nous présentons dans une deuxiéme section la fermeture du systéme par
des masses de Dirac, comme dans la méthode QMOM, et détaillons le schéma numérique
utilisé, qui est un schéma cinétique. Pour contourner les problémes numériques posés par
la fermeture classique, nous proposons dans la troisiéme section d’utiliser une nouvelle fer-
meture du systéme, de type multi-water-bag. Cette section a fait I’objet d’une publication
dans les actes du congrés FVCA 6 avec Philippe Helluy [27] puis a été enrichie grace a
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3.1. Application de la méthode des moments au systéme d’équations de Vlasov-Poisson
1D

la collaboration de Nicolas Besse. Des résultats numeériques sont présentés pour les deux
fermetures. Nous nous intéressons a deux cas tests classiques en physique des plasmas :
I’amortissement Landau et 'instabilité double faisceau.

3.1 Application de la méthode des moments au systéme d’équa-
tions de Vlasov-Poisson 1D

Nous considérons une fonction de distribution f (z,v,t) en une dimension d’espace, ou
x € R est la position, v € R la vitesse et ¢ € RT le temps, et commencons par définir les
moments d’une telle fonction et quelques grandeurs physiques liées & ces moments. Nous
décrivons ensuite le principe de la méthode des moments puis I'appliquons au systéme
d’équations de Vlasov-Poisson 1D.

3.1.1 Moments d’une fonction

Définition 3.1.1. Soit k un entier positif ou nul. Nous définissons le moment d’ordre k,
en la variable v, d’une fonction f intégrable en v par lintégrale

“+00

My () (1) :/ o F (@0, 1) do. (3.1)

—0o0

Sauf indication contraire, les moments considérés ici sont ceux de la fonction de distri-
bution f et nous les notons My, (z,1).

Grandeurs physiques associées aux moments

Certaines quantités macroscopiques décrivant I’état physique du systéme sont directe-
ment liées aux trois premiers moments de la fonction de distribution. Nous pouvons ainsi
définir la masse volumique, la vitesse moyenne, I’énergie interne, la température et la pres-
sion scalaire & partir des trois premiers moments de f.

Définition 3.1.2. La masse volumique p est définie par

p(z,t) = /f (z,v,t)dv = My (x,t). (3.2)

Définition 3.1.3. La wvitesse moyenne u est donnée par

p (@) (1) = /Uf (w,0,8) dv = My (3,1). (3.3)

Définition 3.1.4. L’énergie interne e est donnée par

u? (z v? x
p(x,t) (6(I’,t)+(27t)) :/2f(x,v,t)dv: ]\42(2’t) (3.4)

Définition 3.1.5. La température T est définie par
T (z,t) = 2e (z,t). (3.5)

Définition 3.1.6. La pression p est définie par

p(x,t) =2p(z,t)e(x,t). (3.6)
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3.1. Application de la méthode des moments au systéme d’équations de Vlasov-Poisson
1D

3.1.2 Description de la méthode

La méthode des moments consiste & fixer un entier N et a calculer les 2N premiers
moments de I’équation que I’on souhaite résoudre. Prenons en exemple ’équation de Vlasov
adimensionnée en une dimension d’espace

of , of  of

E+U%+Eav =

0, (3.7)

ou E = E (x,t) est le champ électrique. Nous l'intégrons d’abord en vitesse

T 9f to 9f too  of

— 0o
Cette intégrale s’écrit de fagon équivalente

o [T o [T oo g
at/ fdv+8x/ vfdv+E/ %dvzo (3.9)

car v ne dépend pas de x et E ne dépend pas de v. f étant nulle pour des vitesses infinies,
nous obtenons 1’équation

oMy  OM;
5 to5 =0 (3.10)

Nous multiplions ensuite lb par v* et nous l'intégrons en v, pour chaque entier k =
1,...,2N -1

oo L of too of too of
k9J k+19YJ Eovk =L = A1
/_Oo v 8tdv—l—/_oo v 8xclv%— . v avdv 0, (3.11)
o +o00 . o +o0 k1 400 kaf
— = E v = 12
5 _Oovfdv—kaw/_oov fdv+ /_Oovavdv 0, (3.12)
avec
oo L of k T ke AR
/ v’fadeZ [v f]tg—/ kvF 1 fdv = —k/ " fdu. (3.13)
—00 v —00 —00
Nous obtenons le systéme d’équations
OMy ~OM;
ot T o Y
(3.14)
M, M,
oMy 9 Ml kEMy_; =0, k=1,...,2N—1.
ot ox

Il comporte 2NN équations et 2N 4 1 inconnues : les moments My pour £k =0,...,2N. En
général, nous ne pouvons pas expliciter les moments de f et le systéme n’est pas fermé. Une
relation de fermeture peut étre obtenue grice au choix d’une forme a priori de f permettant
d’exprimer ses moments. La méthode classique d’approximation, que nous utilisons dans
la section est celle de la QMOM [76]. La forme a priori de f est une somme de masses
de Dirac centrées en des abscisses et pondérées par des poids. Cette méthode est détaillée
dans la sous-section Nous proposons ensuite, dans la section d’utiliser le modéle
multi-water-bag comme nouvelle relation de fermeture. Ce modéle a été présenté dans le
chapitre précédent. Une fois la relation de fermeture établie, nous pouvons résoudre ce
systéme d’équations par une méthode de volumes finis, sur maillage en x.
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3.1. Application de la méthode des moments au systéme d’équations de Vlasov-Poisson
1D

Le grand intérét de cette méthode est que le systéme obtenu ne dépend plus de la
variable vitesse. La complexité du probléme est donc réduite par rapport a 1’équation
de Vlasov. En contrepartie, nous sommes amenés a résoudre un systéme dont le nombre
d’équations peut étre grand. Plus nous considérons de moments, plus les résultats sont
précis mais cotiteux. N peut ainsi étre choisi en fonction des capacités de calcul et de la
précision souhaitée.

3.1.3 Application au systéme d’équations de Vlasov-Poisson

Nous appliquons maintenant la méthode des moments au systéme d’équations de Vlasov-
Poisson 1D adimensionné, dans le cas d’un plasma avec un fond d’ions neutralisant, con-
sidéré sur le domaine [0, Ly], Ly € R

of ~of  LOf _

E%‘U@‘f‘Ea—O,

oF oo
a%.—/_oo fd'l)—n(),

ou ng est la densité constante du fond d’ions neutralisant et F (z,t) est le champ électrique.
Nous imposons des conditions périodiques en espace

(3.15)

f0,0,t) = f (Le,v,t),  E(0,t) = E(Lg,t) (3.16)
et ajoutons la condition
Ly
/ E(z,t) dv =0 (3.17)
0

pour que le probléme soit bien posé. Pour coupler le champ électrique au systéme aux
moments, nous 'exprimons en fonction des moments de f.

Equation du champ électrique

L’équation de Poisson (la seconde du systéme (3.15])) se réécrit

1))
r (x,t) = Mo (x,t) — no. (3.18)
Le systéme d’équations aux moments (3.14]) se compléte ainsi en
oMy OM;
i U et S
ot " ox
oM, oM
=k Ml kEMy_1 =0, k=1,...,2N —1, (3.19)
ot ox
1))
B (z,t) = My (z,t) — ng.

Remarque 3.1.1. Nous pouvons choisir de remplacer l'équation de Poisson par l’équation
d’Ampére qui s’écrit

OE 1 [Le
E(x,t) = —/vf(a:,ut) dv+L$/0 /Uf(x,v,t) dvdx
1 fh=
= —M (z,t)+ - M (z,t) dx. (3.20)
z JO
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Cela est justifié dans la sous—sectionm et dans [78]. Dans ce cas, le systéme d’équations
auz moments se compléte en

oMy OM;
g0 -0
ot + Oz ’
OMy, ~ OMy4q
— —kEM;, 1 = =1,....2N —1
8t + 8ZU k k—1 07 k ’ ) y (321)
OF 1 [fle
— p— —M h— M .
| 5 (z,t) 1 (2, t) + . /. 1(z,t) dx

Les deux possibilités ont été testées numériquement. Nous avons cependant privilégié le
systeme de Vlasov-Ampére dans les résultats que nous présentons dans ce chapitre,
pour lesquels

1 [l
— My (x,t) dx = 0. (3.22)
L: Jo

Nos conditions initiales sont en effet telles que soit vrate & t = 0. Les équations
3.19), la périodicité du champ électrique et des moments et la condition de moyenne nulle
3.1 2]) nous donnent ensuite

L L L

z T M x
O My de = —/ My et [ EMy de
('9t 0 0 8.’E 0

Ly
= 0+/ E<8E+n0> dx
0 8x

L 2 L
= — =] d Ed
[ 3 (5) e [

= 0, (3.23)

ce qui implique pour tout t.

Le systeme (3.19) (ou (3.21))) est constitué de 2N + 1 équations & 2N + 2 inconnues.
Pour le fermer, nous choisissons une forme a priori de f qui consiste dans la méthode
QMOM en une somme de masses de Dirac. Nous présentons dans la section cette
approximation et la méthode utilisée pour déterminer les abscisses et poids des masses de
Dirac a partir des moments. Nous détaillons ensuite le schéma numérique mis au point pour
résoudre le systéme aux moments et présentons des résultats sur l’amortissement Landau
et l'instabilité double faisceau. Dans la section [3.3] nous utilisons le modéle multi-water-
bag comme nouvelle forme de f. La méthode de résolution et des résultats numériques sont
présentés.

3.2 Fermeture par des masses de Dirac

La premiére approche utilisée pour fermer le systéme aux moments consiste & supposer
que f s’écrit (ou peut étre approchée) sous la forme d’une somme de masses de Dirac
pondérées. C’est la méthode QMOM [76] que nous appliquons au systéme d’équations de
Vlasov-Poisson 1D.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.1 Approximation par des masses de Dirac

Pour fermer le systéme aux moments , nous souhaitons approcher f par des
masses de Dirac, comme proposé dans les méthodes QMOM [76] et DQMOM [49, [42].
Soit NV € N* le nombre de moments considérés pour établir , nous introduisons N
poids positifs n; > 0 (car f(z,v,t) > 0) et N vitesses u; dépendants de = et ¢, pour
i=0,...,N —1, tels que f (z,v,t) puisse étre approchée par

N-1
flmvt) =Y ni(z,t)dv—u(zt)), (3.24)

=0

ou d est la masse de Dirac (voir la définition |1.2.2). Les moments de f ont alors pour
expression

N-1
My (z,t) = Z n; (x,t) /vké (v —u; (x,t)) dv
i=0
N-1
= ng (z,t)uf (z,t), Vk. (3.25)
i=0
Connaissant les moments My, de f pour k =0,...,2N —1, nous devons résoudre le systéme

de 2N équations aux 2N inconnues n;, u;, @ = 0,..., N — 1 donné par (3.25) pour k =
0,...,2N — 1.
Probléme de réalisabilité des moments

L’existence des n;, u;, ¢ = 0,..., N — 1, correspond au probléme de réalisabilité des
moments de Markov. Nous renvoyons aux différents travaux [66, 42], [103]. Soit ’ensemble
F des fonctions de distribution f s’écrivant sous la forme ((3.24)

N-1
f:{f t.q. AN, n; >0, u;, i =0,..., N—1 : f:znié(v—ui)}. (3.26)
=0

Un vecteur de P moments (Mo, . .. ,Mp_l)T est dit atteignable ou réalisable s’il appartient
a I’ensemble
1
v
Mp = / ) fdv pour feF,. (3.27)
oP-1
En particulier, si la résolution du systéme (3.25) pour £ =0,...,2N — 1 conduit & un ou
plusieurs poids strictement négatifs, I’ensemble des 2N moments My, k =0,...,2N — 1,

n’est pas réalisable car f est positive ou nulle [103].
Le probléme numérique sous-jacent est de construire un schéma numeérique pour 1’évo-
lution en temps des moments qui assure que le vecteur

(Mg*, ... aM;JJVril)T € Moy st (Mg,... aMgN—l)T € Mo, (3.28)

ou t" = n x At, At étant le pas de temps du schéma. Des travaux de Desjardins, Fox et
Villedieu [42] montrent qu'un schéma cinétique sous condition CFL

A
At< 20 (3.29)

max; |u;|’
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

ou Ax est le pas d’espace, vérifie .

Sous réserve de réalisabilité des moments, nous pouvons trouver les n;, u;, 1 =0,..., N—
1, définis de maniére a ce que approche au mieux f. Ils fournissent en outre une
expression de Moy en considérant pour k = 2N et permettent de fermer le systéme
aux moments . Détaillons maintenant la résolution du systéme donné par ((3.25)).

Résolution dans le cas N =2
Lorsque N = 2, le probléme revient a résoudre le systéme

My = ng + nq,

My = ngug + nyug,
M2 = nou% + nlu%,
Ms = noug + nlu?.

(3.30)

Nous utilisons la méthode proposée par Desjardins, Fox et Villedieu dans [42] qui se résume
dans notre cas & la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soient quatre moments My, k = 0,...,3 donnés et soient
M1 \/]\4{)]\42—]\412 1 3 2 q/2
Up = My’ Tp = M, v = M, (Ms — Mou,, = 3Moo,up) , @ = =

\/ 43 + 408

Le systéme de 4 équations a 4 inconnues a alors, & permutation des indices 0 et 1
prés, une unique solution donnée par

( 1
no =5 + | Mo,
1
ny = 5 - iuo:
” (3.31)
U)=Up — 4| —O
0 D no j23)
+ |2
UL = U —o0
1 P n p

Démonstration. La preuve de lexistence est essentiellement calculatoire. Pour les calculs
et pour la discussion sur 'unicité, nous renvoyons a larticle [{2).

Meéthode de Newton

Lorsque N est plus grand, nous sommes amenés & utiliser une technique générale pour
trouver la relation de fermeture. Il s’agit de résoudre le systéme d’équations donné par
pour k =0,...,2N — 1 en utilisant la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour
le probléme qui nous concerne, nous n’avons pas pu établir de résultat de convergence
de cette méthode. Nous avons pu remarquer en pratique que, pour qu’elle converge, son
initialisation nécessite la connaissance d’une valeur trés proche de la solution. Cela pose
évidemment des difficultés et nous a conduit & chercher de maniére empirique la bonne
initialisation au premier pas de temps de notre schéma. Ensuite, nous l'initialisons & partir
des valeurs connues au pas de temps précédent. Nous présentons d’abord cette méthode,
avant de 'appliquer a notre systéme.

Supposons que nous ayons a résoudre un systéme non linéaire de N équations contenant
les N inconnues (z1,x2,...,TN)

fi<l’1,$’2,...,xN):0, Z:L,N (332)



3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Un développement de Taylor au voisinage du vecteur X = (z1,x9,...,2zy) donne pour
tout j=1,...,N

i X+0X)=f; (X)+ Z afl dz; + O (6X ), (3.33)

j=1
avec 06X = (0x1,0x9,...,0xyN). En supposant que nous connaissions une valeur X0 =
(xgo),xéo), . (0)> telle que X (©) 45X soit solution et en négligeant les termes en §X2,

nous obtenons un systéme d’équations linéaires en § X

Zafl = —fi (3.34)

81‘]
pour tout ¢ = 1,..., N, ou encore
N
ZO@j(Sl‘j = BZ (3.35)
j=1
avec a;j = gg; et B; = —f;. En résolvant ce systéme, par exemple par la décomposition
LU, nous obtenons une nouvelle solution xM = (ajgl),mg), .. ,:Eg\l,)), oll pour tout ¢ =

1,...,N, xgl) = xz(»o) + dx;. Nous réitérons ce procédé, jusqu’a ce que dz; soit inférieur a un
seuil choisi, signifiant que la solution X (k) obtenue est suffisamment proche de la solution
exacte.

Remarque 3.2.1. Le choiz de X O st tres important et déterminant pour la convergence
de la méthode. Dans de nombreuz cas, il est cependant trés difficile d’estimer la solution,
ce qui rend cette méthode inutilisable.

Résolution pour N quelconque

Dans le cas général, le systéme a résoudre est le suivant
N-1
MO = E nj,
J=0
N-1
M1 = E njuj,
J=0

(3.36)

N-1

2 : 2N—-1
MQN_l = njuj .

7=0

En posant
My My no
YO B I VA e DO Vsl B
My_q Mgév_1 nN-1
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

1 1 e 1 uév ul oL u%_l
N+1 N+1 N+1
() Ul e UN-—1 u0+ Uy + uNi_l
Va — . . . . et Vb — . . . . )
-1 ~1 N-1 2N—1  2N-1 2N-1
Uo Uy Un—1 Ug 1 UN—1
(3.36]) s’écrit sous la forme
M,=V.N, (3.37)
My, =V,N.

Les inconnues sont les matrices V,, V et le vecteur . Nous écrivons donc l'inverse de
V. et faisons les calculs suivants de maniére formelle. La résolution de ce systéme se fait
en plusieurs étapes que nous détaillons.

Etape 1. Nous remarquons d’une part que V, est la transposée d’une matrice de Van-
dermonde

1 () c. u]QV—l
T 1 Ul e u{v_l
Vo=Vy,, ot Vg,=1] . , . . . (3.38)
I un-—1 UN:%
Nous avons d’autre part
up 0 0 0
0 w O 0
VUN=Vy, on U=| = T e (3.39)
0 -+ - 0 uy_s 0
0 -+ --- 0 0  un_g

La seconde équation du systéme (3.37)) se réécrit ainsi (formellement)
My,=V,N=V,V,'M,=V,U"V M, (3.40)

et devient
VM, -U VM, =0. (3.41)

Etape 2. Pour calculer V;l, nous passons par le calcul formel de V;T}L. Nous considérons
le systéme matriciel

1 Zo e Jiév_l ap Yo P (.To)
1 oz . 2t ai B n B P (z1) (3.42)
1 zy_1 ... x%j ay — 1 yn — 1 P([L‘N_l)
avec .- Nt
P(t)=> ait' =) wLi(t), (3.43)
i=0 i=0
ol les L; sont les polynémes de Lagrange
(T — T
L (t) = M (3.44)

a Hk;ﬁi (@i — x)’
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

de telle sorte que

1 i =
Li(z)) = 8 = { o (3.45)
0 sinon
Nous posons
agp Yo
ai n
A= . , Y= . , (3.46)
anN — 1 YN — 1
nous avons alors formellement
VinA=Y <= V_ 1Yv=A (3.47)

En identifiant les coefficients en ' dans I'équation (3.43)), nous obtenons a; = b;, ot b; est
le coefficient en t* de Zﬁ\gl yiLi (t), pour i = 0,...,N — 1. Le calcul de ces coefficients

peut par exemple étre effectué par un logiciel de calcul formel.

Propriété 3.2.1. Avec ces notations, le terme de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne
de V;ﬂ{b est le coefficient en y;_1 dans b;_1.

Corollaire 3.2.1. Comme V, =V nous avons V' = (V;WlZ)T Le terme de la i-iéme

ligne et de la j-iéme colonne de V;l est le coefficient en y;_1 dans bj_q. L’inverse de V,
est donc formellement explicitée.

Etape 3. Nous sommes donc amenés a la résolution du systéme d’équations non linéaires

ViiM,-U"vV,'M,=0 (3.48)
dont les inconnues sont les u;, ¢ = 0,..., N — 1. Nous utilisons pour cela la méthode
de Newton présentée précedemment. Nous calculons avec un logiciel de calcul formel la

Jacobienne du systéme (3.48)), c’est-a-dire la matrice (aij = gg?) ou f; est la i-éme
J Z]

équation de et X = (z1,22,...,2n) = (ug,...,un—1) est le vecteur inconnu. La
méthode de Newton nous permet de trouver les u;, ¢ = 0,..., N — 1, solutions du systéme
(13.48]).

Au premier pas de temps, nous initialisons X de maniére empirique, jusqu’a trouver
une initialisation pour laquelle la méthode converge. Dans nos applications et pour NV petit,
nous remarquons que linitialisation peut é&tre assez grossiére. Aux pas de temps n > 0,
nous initialisons X & partir de sa valeur au pas de temps n— 1. Comme la solution n’évolue
pas beaucoup en un pas de temps, la méthode de Newton est alors efficace.

Etape 4. Tl nous reste a résoudre le systéme
M,=VN. (3.49)

Comme V, ne dépend que des u;, elle est maintenant connue. L’inconnue est le vecteur
N. Nous résolvons cette équation matricielle en utilisant la décomposition LU de V.

Remarque 3.2.2. La matrice V, transposée d’une matrice de Vandermonde, est mal
conditionnée. Cela pose des problémes numériques qui nous empéchent de prendre N grand.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.2 Reésolution numeérique

Nous avons vu dans la sous-section précédente comment calculer les poids n; et les
vitesses u;, ¢ = 0,..., N — 1, des masses de Dirac & partir des 2N premiers moments de
f. L’expression pour k = 2N nous donne le moment d’ordre 2N (c’est-a-dire le
2N + 1l-iéme) du systéme aux moments et nous permet de fermer ce systéme. Nous
détaillons dans cette sous-section les schémas utilisés pour la résolution numeérique de ce
systéme d’équations aux moments couplé au champ électrique.

Discrétisation en espace

Nous considérons le domaine [0, L,|, L, € R, avec des conditions périodiques pour f,
ses moments et E

F(Ly,v,t) = f(0,0,8), My (Ly,t) = My (0,8), ¥k, E(Lg,t)=E(0,8). (3.50)

Soit IN; un entier, notons x; = %, j=1,..., Ny, les points de maillage et Az = %

T

le pas d’espace.

Discrétisation en temps

Soit At le pas de temps, nous notons t" l'instant nAt. En supposant connus les moments
et le champ électrique initiaux, nous devons utiliser un schéma numérique pour calculer
M, (x5, t"*1) et B (x;,t"1), pour tous k = 0,...,2N—1,j =1,..., N, et n entier positif.
Pour les approximations en espace et en temps, nous utilisons les notations suivantes

) & f (0,87, MP;~ My (x;,0"), EP~ B (x),t"). (3.51)

Une étape en temps de ’algorithme se résume &
— calculer les poids et vitesses des masses de Dirac au temps t" par I'une des méthodes
présentées dans la sous-section & partir des moments M, (méthode de [42)]
pour N = 2, méthode de Newton pour N > 2),
— calculer les moments et le champ électrique au temps t"*! par un schéma numérique
pour le systéme fermé grace & I'étape précédente.

Schéma pour le champ électrique

L’équation sur le champ électrique (3.20) est discrétisée par un schéma de volumes finis

sous la forme
n+1 _ n
EjT - Ej

o AT~
At = —My; + L Z My ;. (3.52)
¢ 5o

Remarque 3.2.3. Dans nos applications, Z;V:”fl My, = 0.

Schéma pour le systéme aux moments

Nous proposons d’utiliser un schéma cinétique pour le systéme aux moments : lorsque
la vitesse v est positive en x;, 'information vient des points x;, j < 4, lorsque v est négative
elle vient des points x;, j > 7. Nous discrétisons ainsi la partie transport en x de I’équation
de Vlasov sous la forme

~— (0t (=) o (= 1)) (3.53)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

ou

_l’_

v" =max (0,v) et v~ =min(0,v). (3.54)

En multipliant 1’équation de Vlasov par v* et en utilisant ce schéma cinétique, nous
obtenons (par des calculs similaires a ceux de la sous-section et en discrétisant en
espace et en temps en utilisant un schéma de volumes finis)

M”'.H—Mn- +o0 1
b [T 0 (= ) o (f A7) o

At Az (3.55)
En remarquant que
+o00 +oo
/ vt f do = / o LE du (3.56)
—00 0
et en utilisant I’approximation (3.24)), nous avons
+o00 400 N-1
/ Pt fdv = / Than Z njd (v —u;) dv
—o0 0 §=0
N-1 Too
= n; / RS (v — ) do
j=0 0
N-1 E+1
; i >0
= Yoy {“J S , (3.57)
= 0 s1 u; <0
que l'on peut encore écrire
too N-1
/ vPot f do = Z nju;ru?, (3.58)
P prd
et de méme
Too N-1
/ v f dv = Z n]u]_u;c (3.59)
oo =
Nous utilisons alors le schéma
Mn—'l—l — M™. 1 N-1 n n
ki ki + k + k
At +A7$Z [(njuj uj)i a (njuj uj)i—l
3=0 (3.60)
— E\" - E\" LE™ M _
+ (njuj uj)iﬂ — uj>i —kE; My, ; =0
qui peut s’écrire sous la forme
At
Myt = My = < (Fie (Mg, M) = Fie (Mg, M) + RALEP My ;- (3.61)
avec le flux numérique
N-1 N .
k -k
F (M}, M}?,) = Z [(”J’“j%‘)l + (njuj uj>J , (3.62)

1=

oul=1,....Nyetr=1,...,N,.
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

3.2.3 Reésultats numériques : amortissement Landau et instabilité dou-
ble faisceau

Nous présentons dans cette sous-section ’étude de deux cas tests classiques en physique
des plasmas : 'amortissement Landau et I'instabilité double faisceau. Nous détaillons les
initialisations correspondantes et présentons quelques résultats numériques obtenus sur
Iénergie électrique (voir la définition

£(t) = / B (2,1) da, (3.63)

le champ électrique et la densité de charge. Nous comparons la méthode des moments avec
relation de fermeture par des masses de Dirac, notée MfD, & une méthode PIC considérée
comme référence (avec N, = 128 et 10° particules).

Amortissement Landau

Nous appliquons d’abord la méthode MfD & la résolution du systéme d’équations de
Vlasov-Poisson dans le cas de I'amortissement Landau.
La fonction de distribution initiale correspondante s’écrit
1 .2
f(x,v,0) = (1 + acos (kyz)) \/72?6 2, (3.64)
avec « et k, deux parameétres réels, la longueur du domaine L, étant liée a k, par la
relation

L,=2". (3.65)

Il s’agit d’une petite perturbation d’amplitude paramétrée par a d’un équilibre Maxwellien.
Elle se décompose en effet en une fonction d’équilibre
1 v?

fo(v) = E(? (3.66)

et une perturbation

bil (l’,U,O) = a(msx/(fj;x)e_f- (367)

La densité constante du fond d’ions neutralisant est donnée par (voir la sous-section [1.2.5)

+oo
no — / fo (v)dv = 1. (3.68)
— 0o
A Pinstant initial, le champ électrique vérifie I’équation de Poisson lb et la condition
de moyenne nulle (3.17). Nous avons donc
OFE Feo

%(1’,0) = . f(z,v,0)dv — ng

= Q. COS (KpX e 2avu
/;oo ( ) V 27

= «acos (kyx) (3.69)

et le champ s’écrit
E(z,0) = kﬁ sin (ky) . (3.70)

T
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Calculons maintenant les moments de f & I'instant initial. Nous avons

+oo
Mo@0) = [ fw0)d
1 [re 2
= (1+acos(kxx))m/oo e 2 dv
= 1+ acos(kyx). (3.71)

Par ailleurs

M (x,0) = /+Oovf(:v,v,())dv

. 1 oo 2
= (14 acos(kyz)) / ve” 2 dv, (3.72)
27 J o
et
+o0o 2 »2 +oo
/ ve  2dv = |:—€_2:| =0 (3.73)
donc
M; (z,0) = 0. (3.74)

Ensuite, nous avons plus généralement

+0o0
My (z,0) = / P f (z,v,0) dv

—00

1 oo v
= (14 acos(kyx / vPe T dv
( (ko)) o= |

1 +oo 2
= (14 acos(kyx)) —(k —1) / VP 2e T do
V2T —00

= (k—1) My (z,0) (3.75)

car une intégration par parties donne

oo 2 T e
/ vie  2dv = / VT ve” 2 du
— 00 — 00

»2 +oo “+oo »2
= [—vk_le_ﬂ — / —(k—1)v"2e T dv
—00

—00

+oo »2
= (k- 1)/ v 2e™ T do. (3.76)

Nous pouvons donc initialiser les moments de f par récurrence et noter que ceux d’ordre
impair sont nuls. Quant aux poids et vitesses de I'approximation de f, nous les initialisons
par l'une des méthodes de résolution présentées dans la sous-section
Les résultats obtenus avec 4, 6 et 8 moments sont présentés Figure[3.I]pour les paramétres

N, =1024, k, = 0.5, = 5x 1073, et Figurepour les paramétres N, = 1024, k, = 0.2,
a = 5x1072. Nous y représentons sur une échelle semi-logarithmique I’évolution en temps
de T’énergie électrique donnée par la méthode MfD et nous la comparons & celle
obtenue par la méthode PIC considérée comme étant la référence. Cette méthode PIC
est détaillée dans la sous-section ou dans [6]. L'énergie électrique présente, d’aprés
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electrique
log ¢ Energie electrique )
'

log { Energic

4= nfp —— 6 - HfD ——

Tenps t Tenps t

log ¢ Energie electrique )

[ 5 18 15 20
Tewps t

FIGURE 3.1 — Amortissement Landau k = 0.5, &« = 5 x 1073 - Energie électrique au cours
du temps : 4 moments (en haut & gauche), 6 moments (en haut & droite) et 8 moments (en
bas), méthode MfD (en bleu) comparée a la méthode PIC (en rouge).

la théorie de Landau, des oscillations dont l'amplitude décroit linéairement (en échelle
logarithmique), le systéme revenant a son état d’équilibre.

Cette quantité est bien représentée au début de la simulation, et la durée pendant
laquelle sa représentation est proche de celle de référence augmente avec le nombre de mo-
ments. Nous sommes cependant limités en nombre de moments car la méthode de Newton
ne converge pas toujours, et parce que le temps de résolution augmente fortement avec le
nombre d’inconnues.

Nous représentons également le champ électrique E (x,t) sur la figure et le premier
moment My (x,t) sur la figure a différents instants t = 1, t = 5 et t = 8 et les
comparons aux mémes quantités obtenues par la méthode PIC. Nous avons pris 8 moments
et N, = 1024 pour la méthode MfD, ainsi que les paramétres k, = 0.2 et a = 5 x 1072,

Au temps t = 1, le champ électrique et le premier moment sont trés bien représentés.
Ils commencent & s’éloigner de la solution exacte au temps ¢t = 5 et ne sont plus représentés
correctement au temps t = 8. Les irrégularités de My obtenu par la méthode PIC corre-
spondent & du bruit numérique, inhérent & cette méthode et di a la représentation de f par
des particules. La méthode des moments a ’avantage de représenter trés bien les moments
au début de la simulation, sans ce bruit numérique. Par contre, en temps plus long, elle
n’est plus assez précise.
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!
&

log ¢ Energie electrique )
f
4

PIC ——
4= nfp ——

Tenps t Tenps t

-1

-2

-3

-4

-5

log ¢ Energie electrique )

-7

-8

8 5 10 15 20
Tewps t

FIGURE 3.2 — Amortissement Landau k = 0.2, &« = 5 x 1072 - Energie électrique au cours
du temps : 4 moments (en haut a gauche), 6 moments (en haut & droite) et 8 moments (en
bas), méthode MfD (en bleu) comparée & la méthode PIC (en rouge).

Instabilité double faisceau

Nous étudions ensuite le cas de deux faisceaux de vitesses moyennes opposées vy et —vg
qui se rencontrent. La fonction de distribution initiale correspondant & ce cas d’instabilité
double faisceau est

1 (v=v9)? (v+vg)? )
z,0,0) = (1+acos(kzx)) —— e 2  +e 2 . 3.77
Fl.0,0) = (1 -+ acos () 5 .1
La stabilité de la solution dépend des valeurs de «, k; et vg. La longueur du domaine vérifie
(3.65). Nous décomposons f en une fonction d’équilibre et une perturbation

1 (v=v0)? (v+vg)?
folv) = <e‘ 2 +e 2 > (3.78)
2/ 27
kg (w=vg)? (v+vg)?
fi(z,0,0) = acozs(\/T:U) <e 2 e ) (3.79)
s

La densité constante du fond d’ions neutralisant est donnée par (voir la sous-section [1.2.5))

1 TOO (v—vg)? (v+vg)?
ng = v) dv = e 2 +e 2z dv. 3.80
o= [fow) av= o= [ (3.0
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8.1 a.1

Chanp electrique E
°

Champ electrique E
=

-8.05 -8.85

-8.1 -8.1

PIC —— PIC ——
8 - Hfp —— 8 - HfD ——
-8,15 -8,15

Position x Position =

0.1

Chanp electrique E

-8.85

=-8,1

PIC ——
8 - HfD ——

-8.15

o 5 18 15 28 25 38 35
Position x

FIGURE 3.3 — Amortissement Landau k = 0.2, &« = 5 x 1072 - Champ électrique aux temps
t = 1 (en haut a gauche), t = 5 (en haut & droite) et ¢ = 8 (en bas) avec 8 moments,
méthode MfD (en bleu) comparée a la méthode PIC (en rouge).

A Dinstant initial le champ électrique vérifie

aj(xao) = /+Oof($’v7o)dv_n0

ox e

_ (v—vg)? _ (vtvg)?

1 +oo
= acos(kyxr) —— e 2 +e 2 dv
( ) 2\/ 27'[' /oo
1 +o00 (v—vp)2 +o00 (vtv0)2
= «cos (kzx) —— </ e dv+/ e dv). (3.81)
2\/ 27T —00 —0o0

En faisant le changement de variable w = v — vg dans la premiére intégrale et w = v + vg
dans la seconde, nous avons dw = dv et

+oo (U7U0)2 +o0 w?

/ e 2 dv = / e 2 dw, (3.82)
oo (v+v, )2 +00 w?

/ ey = / e duw. (3.83)
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Prenier nonent H_8

Prenier nonent H_9
"

PIC ——
8 - HfD ——

18

Prenier nonent H_8

35 a 5 18 15

Position =

25 38

PIL ——
8 - HfD ——

15 28
Position x

18 25 38

FIGURE 3.4 — Amortissement Landau k = 0.2, « = 5 x 1072 - Premier moments M aux
temps ¢t = 1 (en haut & gauche), t = 5 (en haut a droite) et ¢ = 8 (en bas) avec 8 moments,
méthode MfD (en bleu) comparée a la méthode PIC (en rouge).

D’ou

o
ox
E (z,0)

(z,0)

Ce calcul donne de plus

k=0,...,2N -1

Mk (l’, 0)

2 +o0 w2
acos (kzx) EWor /_OO ez dw = acos (kyx), (3.84)
= kﬁ sin (kp) . (3.85)

ng = 1. Calculons maintenant les moments initiaux de f, pour

ka(w,v,()) dv

+oo
[Toson
(14 acos (kyx)) 20/2r </oo

—+00
</
—00

_ (w=vg)?
'Uke 2

_ (wtvg)?
vFe 2 dv> .

dv

(3.86)
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3.2. Fermeture par des masses de Dirac

Le changement de variable w = v — vy dans la premiére intégrale et w = v + vg dans la
seconde donne

+00 2
My (2,0) = (14 acos (kxx))%}% </_ (w~+vo)* e 7 dw

+o0 w2
—|—/ (w — )" e_2dw>

—00

_ (1+acos(kzx))2\/%/:o zk:(;?)wk—jvé

=0
k . . . 2
+ (;C) Wk (=17 0] | e dw
=0
= (1 k !
= (14 acos(kzx)) 2\/ﬂx
k . . +o0 L w2
Z (?) v} <1 + (—1)]> / wh e duw, (3.87)

J=0

ou

k!
’?) S L (3.88)
(J gk —j)!

. U}2
L’expression (1 + acos (kzx)) \/% fj;o w*Je~"2 dw correspond au moment d’ordre k —
j de la fonction densité initiale de 'amortissement Landau, que l'on a calculé dans le
paragraphe précédent. Nous notons

My_j = (1 + acos (k) \/12? /;oo wh e T dw (3.89)
ces quantités connues pour k —j = 0,...,2N — 1. Nous écrivons alors
1 . N~
My, (2,0) = 3 (ﬁ) vl (1 n (—1)9) My,_;. (3.90)
j=0

Or pour j impair, nous avons 1 + (—1)j = 0. Nous pouvons donc écrire 1’égalité sous la
forme

. [k/2]
1 . 0y ~
My (2,0)=5 > (j?) 2 My =y (gq) V2 Mg (3.91)
7=0,j pair =0

ou [k/2] désigne la partie entiére de k/2. C’est sous cette forme que nous avons initialisé
les moments de f dans le cas de 'instabilité double faisceau.

Les résultats obtenus pour 8 moments sont présentés Figure pour les parameétres
N, =1024, k, = 0.2, « = 5 x 1073 et pour plusieurs valeurs de vg (1.3 : cas stable, 2.4 et
3 : cas instables). Nous y représentons en échelle semi-logarithmique I’évolution en temps
de I’énergie électrique donnée par la méthode MfD et la comparons & celle obtenue
par la méthode PIC.

La solution correspond a celle de référence au début de la simulation puis s’en éloigne.
Augmenter le nombre de moments nous permettrait 1a aussi d’avoir une meilleure résolu-
tion, mais nous sommes limités par 'utilisation de la méthode de Newton. Les problémes
numeériques étant liés & la matrice du systéme dont la résolution est nécessaire pour
obtenir la relation de fermeture, nous proposons dans la section suivante d’utiliser une
autre forme de f, conduisant & une nouvelle relation de fermeture.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag
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FIGURE 3.5 — Instabilité double faisceau k = 0.2, o = 5 x 1072 - Energie électrique au
cours du temps : vg = 1.3 (en haut & gauche), vg = 2.4 (en haut a droite), vg = 3 (en bas)
avec 8 moments, méthode MfD (en bleu) comparée & la méthode PIC (en rouge).

3.3 Fermeture par le modéle multi-water-bag

La fermeture par une somme de masses de Dirac est difficile & utiliser dans nos ap-
plications. Le nombre de moments considérés est limité & 8 pour des raisons numériques
lites & la méthode de Newton et au mauvais conditionnement du systéme & résoudre.
Nous proposons dans cette section une nouvelle relation de fermeture pour le systéme aux
moments.

11 s’agit d’utiliser le modéle multi-water-bag, présenté dans le chapitre [2) comme forme
a priori de f permettant de fermer le systéme aux moments. Nous ’appliquons au systéme
d’équations de Vlasov-Poisson. Nous nous intéressons dans un premier temps a ’amortisse-
ment Landau et & I'instabilité double faisceau. Ensuite, nous étudions de maniére succincte
Palgorithme de Gosse et Runborg [52], applicable & des fonctions de distributions parti-
culiéres ne prenant que les valeurs 0 et 1. C’est un algorithme rigoureux qui nous évite
d’utiliser la méthode de Newton.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

Approximation

Le modéle multi-water-bag consiste & chercher f sous la forme d’une fonction constante
par morceaux en vitesse (2.26)). Avec cette expression, les moments de f s’écrivent

. VEk (3.92)

La encore, la résolution du systéme de 2N équations aux 2N inconnues U;t, 7=0,...,N—1,
donné par (3.92) pour £k =0,...,2N — 1 nous permet d’écrire May et de fermer le systéme

aux moments (3.21)).

Résolution
En notant
M, vf;—vl_Q UJ"\;,—UR,Q
+ — + —
2M, 4 v — v vy — Uy
1 . .
~ : A2 N ' N N . N
M = NMy_4 VA= o lv= v =y vl =y
. +N+1 _N+1 +N+1 _N+1
(N+1)MN AN ) — U S Uy — Uy
2N Moy — 42N _2N L2N _oN
2N-1 v = Uy Uy
le systéme non linéaire
VA-M=0 (3.93)

est équivalent 4 avec k = 0,...,2N — 1. Nous proposons de résoudre ce systéme
(13.93). Nous appliquons pour cela la méthode de Newton présentée dans la sous-section
Pour l'initialisation du vecteur inconnu X au premier pas de temps, nous utilisons la
stratégie développée dans la sous-section Aux pas de temps n > 0, nous initialisons
X a partir de sa valeur au pas de temps n — 1. La matrice Jacobienne (a;) ; du systéme

7
(13.93)) s’écrit ici

Ay . An — A — Ay
2?}+A1 “ o 21}+AN —2'[)_141 e —QU_AN
g N ! Y (3.94)
oNv AL L 2N T AN —2Ne AL L 2Ny Ay

Elle est plus simple que dans le cas de la somme de masses de Dirac. En effet, I’équation
était alors du type

v, iM,-U VM, =0, (3.95)
les inconnues intervenant dans V', Let UYN. La méthode de Newton, avec une décomposition

LU pour inverser (3.94]), est maintenant plus rapide et nous pouvons donc considérer plus
de moments.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

3.3.1 Reésolution numeérique

Pour résoudre le systéme aux moments (3.21)), nous utilisons le méme schéma cinétique

(3.55) que dans la sous-section et le schéma (3.52) pour le champ électrique. La
nouvelle approximation de la fonction densité (2.26)) donne

/Jroovkarfdv = /+Oovk+lzN:Aj (H (v}"—v) —H(v{—v))dv
—00 0 j=1
N 00
= Jz; A /0+ aan (H (v;r - U) - H <U; - v)) dv.  (3.96)

Or
oo
/ Tl (H (vj"' — v) —H (vj — v)) dv
0
U+ . v+k+2 N
Jo? VP rdy = yr) siovy <0<v  (3.97)
i U+ U+k+2—y.7k+2
- f”Uji ’Uk+1d’l) = % si 0< 'Uj_ ’
0 si v;-r <0
que ’on peut aussi écrire
+00 ’U—.i_k+1 /U‘_k+1
k+1 + - _ I -+
/0 v (H(vj —v>—H<vj—v>>dv—vj w12 Y Gy (3.98)
ou .
+T + T +
v; = max (vj ,0) et v; =min (Uj ,()) . (3.99)
De méme
+o00 N 0
/ R~ fdv = ZAj/ e (H (v;r - v) - H (v]_ - v)) dv (3.100)
—00 j=1 —00
et
0 U_';,_kJrl - k+1
k+1 + - — ot 2 - J
/_OOU (H(Uj —v)—H(vj —U))dv—vj 12 Y e (3.101)
Nous utilisons donc le schéma numérique
At
Mqujl = MI?% N (Fk (Ml?w Ml?,i—i—l) — Fy (M;Zﬁi-l’ Ml?z)) + kAthnMI?—l,i (3.102)

avec le flux numérique

N k+1 _k+1 n
n n ++ v;r —+ Uj
F (Mg, Mii,) = ;AJ k2 Y ky2 l

N ’U+k+1 U7k+1 n
Ao 2 7 L 1
+; ]<vj e el k+2) : (3.103)

oul=1,....Nyetr=1,...,N,.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

3.3.2 Application a I’amortissement Landau et a I’instabilité double fais-
ceau

Dans un premier temps, pour valider notre modéle et montrer 'intérét de cette approx-
imation, nous appliquons notre méthode aux deux cas tests étudiés dans la sous-section
3.2.3] & savoir Pamortissement Landau et 'instabilité double faisceau. Nous nous intéres-
sons comme précédemment & I’évolution en temps de I’énergie électrique , au champ
électrique et au premier moment. Nous comparons tout d’abord notre méthode des mo-
ments avec relation de fermeture donnée par le modele multi-water-bag, notée MfW, & une
méthode PIC considérée comme référence (avec N, = 128 et 10° particules). Dans le cas
de l'amortissement Landau, nous comparons ensuite notre méthode MfW & la méthode
multi-water-bag classique, présentée dans le chapitre [2] et notée MWB.

Avant cela, expliquons comment nous initialisons les constantes et contours permettant
d’écrire f sous la forme donnée par le modéle multi-water-bag.

Initialisation de ’approximation

Nous devons initialiser les constantes A; et les vitesses v;c pour 5 =1,..., N permet-
tant d’approcher la fonction densité initiale, ainsi que les moments de f. Pour cela, nous
calculons les moments initiaux de f de maniere analytique. Nous en déduisons les A; et vjc
qui approchent au mieux f par la méthode présentée précédemment utilisant 1’algorithine
itératif de Newton.

Pour initialiser la méthode de Newton, nous nous fixons une vitesse maximale V4.

(f est approchée par 0 pour |v| > V) et nous choisissons N fonctions vitesses v;r
pour j = 1,..., N dans Uintervalle [0, V,,4,]. Une premiére possibilité est de les choisir a
intervalles réguliers

vt = Ve, pour j=1,...,N. (3.104)

J N

Une seconde possibilité est de donner plus d’importance aux petites vitesses. Pour cela
nous pouvons choisir par exemple

iG+1)

’U;_ = mvmaw, pour ] - 17...,N. (3105)
Dans les deux cas nous prenons v, = —vj V j =1,...,N a linitialisation. Nous intro-
duisons ensuite
N
Se=)_ A, (3.106)
j=k

et nous choisissons de donner & S; la valeur a I’équilibre de la fonction densité initiale au
point milieu

+
% pour k=1 et pour k=2,...,N. (3.107)

Ay est alors donné par

N N
{Ak =2k A~ 2mken 4 =Sk = St powr k=1, N —1, (3.108)

Any = Sn.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

Amortissement Landau

La fonction de distribution initiale est donnée par (3.64)). Le champ électrique et les mo-
ments sont respectivement initialisés selon ([3.70)) et (3.71)-(3.74)-(3.75). Nous comparons
d’abord notre méthode MfW & la méthode PIC sur I’énergie électrique, le champ électrique
et le premier moment, puis au modéle multi-water-bag classique (MWB) sur les mémes
quantités.

Nous représentons 1’énergie électrique au cours du temps obtenue par notre
méthode MfW et nous la comparons & celle obtenue par la méthode PIC considérée comme
référence. Les parameétres choisis sont les mémes que dans la section précédente (méthode
des moments avec fermeture par des masses de Dirac), afin de pouvoir les comparer. Figure
ils correspondent & N, = 1024, k, = 0.5, @ = 5 x 1073 et nous considérons 12, 16 et
20 moments. Figure nous avons pris N, = 1024, k, = 0.2, a = 5 x 1072 avec 8 et 12
moments. Si la Jacobienne est plus facile & inverser que dans le cas d’une approximation
par des masses de Dirac, 'initialisation de la méthode de Newton au premier pas de temps,
qui revient au choix de Vpqz, est par contre délicat. En effet, un intervalle de longueur
d’autant plus petite que le nombre de moments est grand convient. Nous ’avons déterminé
de maniére empirique. Ce probléme est aussi rencontré et évoqué dans [11]. C’est pour cela
que nous nous sommes limités & 12 moments dans le cas k = 0.2, « = 5 x 1072,

-3 -3

-4t -4t

&
&

'
&

log { Energie electrique )
4
log ¢ Energie electrique )

PIC —— PIC ——
13 = HFH —— 16 = HFH ——

8 5 18 15 28 8 5 18 15 20
Tenps t Tewps t

log ( Energie electrique )
&

[ 5 10 15 20
Tenps t

FIGURE 3.6 — Amortissement Landau k, = 0.5, & = 5 x 1073 - Energie électrique au cours
du temps : 12 moments (en haut & gauche), 16 moments (en haut a droite) et 20 moments
(en bas), méthode MfW (en bleu) comparée a une méthode PIC (en rouge).
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

log ¢ Energie electrique )

PIC —— PIC ——
8 = HfH —— 12 = HFH ——

] 5 108 15 20 ] 5 18 15 20
Tenps t Tenps t

FIGURE 3.7 — Amortissement Landau k, = 0.2, « = 5 x 1072 - Energie électrique au
cours du temps : 8 moments (& gauche) et 12 moments (& droite), méthode MfW (en bleu)
comparée a une méthode PIC (en rouge).

Nous représentons également le champ électrique E sur la figure [3.8] et le premier
moment My sur la figure [3.9] & différents instants t = 8, ¢t = 15 et ¢t = 20 et les comparons
aux mémes quantités obtenues par la méthode PIC. Nous avons considéré 8 et 12 moments
et N, = 1024 pour notre méthode MfW, ainsi que les paramétres k, = 0.2, a = 5 x 1072,

Le champ électrique et le premier moment sont trés bien représentés au début de la
simulation. Par la suite, au bout d’'un temps qui augmente avec le nombre de moments,
ils s’éloignent de leur solution de référence. En comparant ces résultats aux figures [3.3] et
correspondant & une simulation avec les mémes parameétres mais avec 8 moments et
une approximation de f par des masses de Dirac (méthode MfD), les résultats sont ici
bien meilleurs. Au temps ¢t = 8, notre méthode MfW donne des résultats sur E et My plus
proches de la référence PIC que la méthode MfD, pour un méme nombre de moments (égal
a 8). De plus, augmenter le nombre de moments améliore ces résultats, or nous ne parvenons
pas a le faire avec la méthode MfD (voir la sous-section pour les explications). La
méthode MfW semble ainsi mieux adaptée a ce type de cas tests. En outre, la méthode des
moments (MfD ou MfW) permet d’éliminer le bruit numérique qui apparait sur My avec
la méthode PIC.

Enfin, nous comparons les résultats donnés par notre méthode MfW a ceux du modéle
MWRB, présenté dans le chapitre précédent. Figure 3.10] nous tracons 1’énergie électrique au
cours du temps, pour les paramétres N, = 1024, k, = 0.5, « = 5 x 1073 avec 20 moments
(ou 10 couples de contours pour le modéle MWB) et pour les parametres N, = 1024,
kr = 0.2, a =5 x 1072 avec 12 moments (ou 6 couples de contours).

Cette étude montre que notre méthode des moments utilisant le modéle multi-water-bag
donne des résultats trés proches de ceux du modéle multi-water-bag classique.

Des résultats similaires sont présentés pour le champ électrique et le premier moment.
Figure nous représentons le champ électrique pour les paramétres N, = 1024, k, =
0.2, @« =5 x 1072 et 12 moments (ou 6 couples de contours) aux temps t = 15 et ¢t = 20.
Figure [3.12] nous représentons le premier moment pour les mémes paramétres, aux meémes
instants.

Sur ces quantités également, notre méthode MfW donne des résultats similaires & ceux
du modéle MWB.
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FIGURE 3.8 — Amortissement Landau k = 0.2, &« = 5 x 1072 - Champ électrique aux temps
t = 8 (en haut a gauche), t = 15 (en haut a droite) et t = 20 (en bas), méthode MfW avec
8 moments (en bleu) et 12 moments (en vert) comparée & une méthode PIC (en rouge).

Instabilité double faisceau

Pour le second cas test, la fonction de distribution initiale est donnée par . Le
champ électrique et les moments sont initialisés selon et respectivement.

L’évolution au cours du temps de I'énergie électrique donnée par notre méthode
MfW est représentée Figure [3.13] pour 16 moments avec les paramétres N, = 1024, k, =
0.2, « = 5x 1073 et trois valeurs de vy (1.3, 2.4 et 3). Nous la comparons & celle obtenue par
une méthode PIC considérée comme référence. La difficulté d’initialisation de la méthode
de Newton au premier pas de temps nous limite ici & 16 moments. Cela est tout de méme
suffisant pour représenter correctement 1’évolution de ’énergie électrique, notamment dans
les cas instables.

3.3.3 Application a des solutions instables particuliéres - algorithme de
Gosse et Runborg

Nous n’avons pas de résultat de convergence de la méthode de Newton et nous avons vu
qu’elle était a l'origine de difficultés numériques. Nous présentons dans cette sous-section
un algorithme rigoureux permettant de retrouver les parameétres multi-water-bag a partir
des moments de f. Cet algorithme a été proposé par Gosse et Runborg [52].
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temps ¢t = 8 (en haut a gauche), ¢ = 15 (en haut a droite) et ¢ = 20 (en bas), méthode
MfW avec 8 moments (en bleu) et 12 moments (en vert) comparée a une méthode PIC (en

rouge).
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FIGURE 3.10 — Amortissement Landau - Energie électrique au cours du temps : k, = 0.5,
a =5 x 1073 et 20 moments (4 gauche), k, = 0.2, « = 5 x 1072 et 12 moments (& droite),
méthode MfW (en bleu) comparée & une méthode PIC (en rouge) et a la méthode MWB

(en vert).
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FIGURE 3.11 — Amortissement Landau & = 0.2, @ = 5 x 1072 - Champ électrique aux
temps ¢ = 15 (& gauche) et t = 20 (& droite) avec 12 moments, méthode MfW (en bleu)
comparée a une méthode PIC (en rouge) et a la méthode MWB (en vert).
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FIGURE 3.12 — Amortissement Landau k = 0.2, & = 5 x 1072 - Premier moment aux temps
t = 15 (a gauche) et ¢ = 20 (a droite) avec 12 moments, méthode MfW (en bleu) comparée
a une méthode PIC (en rouge) et a la méthode MWB (en vert).

Lorsque f reste réguliere au cours du temps (proche de I’équilibre thermodynamique
Maxwellien par exemple), le modele multi-water-bag approche correctement la solution
exacte, quitte & considérer un nombre N assez grand. Nous souhaitons nous intéresser
& des solutions qui se déstabilisent au cours du temps, qui font apparaitre des filaments
ou des vortex, que nous avons évoqués dans le chapitre 2] De telles instabilités sont sou-
vent rencontrées dans les plasmas de tokamak. Les v;t étant des fonctions de x et de t,
elles ne peuvent pas étre multivaluées en z. Pour représenter une fonction de distribution
présentant beaucoup d’irrégularité, des filaments ou des vortex, une valeur élevée de N
doit étre considérée, ce qui pose des problémes numériques liés & 1’algorithme de Newton
(initialisation difficile, résolution coiiteuse du systéme, temps de calcul, etc.).

Nous proposons alors une étude préliminaire d’un autre algorithme, moins général :
celui présenté par Gosse et Runborg dans [52]. Nous nous intéressons en particulier a des
solutions qui peuvent étre décrites de maniére exacte par le modéle multi-water-bag a
I'instant initial. Les fonctions de distributions initiales sont donc constantes par morceaux
en v. Nous nous restreignons aux fonctions qui ne prennent que deux valeurs : 0 et 1. Nous
avons ainsi Vj, A; = £1. Sous cette condition, nous pouvons utiliser I’algorithme de Gosse
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FIGURE 3.13 — Instabilité double faisceau k, = 0.2, @ = 5 x 1072 - Energie électrique au
cours du temps : vop = 1.3 (en haut a gauche), vog = 2.4 (en haut a droite) et vg = 3 (en
bas) avec 16 moments, méthode MfW (en bleu) comparée a une méthode PIC (en rouge).

et Runborg [52] pour résoudre le systéme donné par (3.92) pour £ =0,...,2N — 1.

Algorithme de Gosse et Runborg

Gosse et Runborg proposent dans [52] d’étudier Iinversion du probléme fini des mo-
ments de Markov qui peut se formuler de la maniére suivante :

Sotent N moments My, donnés, k =0, ..., N—1, trouver une fonction densité mesurable
bornée et un réel u > 0 tels que

— Jo f(w)v* dv= My, k=0,...,N -1,

— |f (v)| =1 presque partout sur [0, u],

— f n’a pas plus de N — 1 points de discontinuité sur |0, u].

Proposition 3.3.1. La solution de ce probléme est une fonction constante par morceaus
prenant ses valeurs dans {—1, 1} presque partout sur |0, u[ et changeant de signe en au plus
N — 1 points notés vy, tels que 0 < vy < --- < vy =u (voir [5Z)]).

Remarque 3.3.1. Trouver l’ensemble {vi} & partir de l'ensemble { My} est un probléme
mal conditionné lorsque les vy deviennent proches les uns des autres.

On s’intéresse dans [52] & un probléme légérement différent :
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

— f prend ses valeurs dans {0,1}, ce qui est restrictif mais permet tout de méme
d’étudier les phénomeénes de filamentation,
— nous nous restreignons & des entiers N pairs, ce qui a toujours été le cas dans les
études que nous avons menées précédemment puisque nous considérions 2N moments.
Nous présentons rapidement les différentes étapes de cet algorithme et renvoyons a l'article
de Gosse et Runborg [52] pour l'analyse et la justification de cet algorithme.

Notons
My=(k+1)Mg, Vk=0,....,2N -1 (3.109)

(les indices k sont décalés par rapport a Uarticle [52]).

Etape 1. Nous construisons les matrices

1 0 0 0 1 0 0 0
— My 2 0 0 M, 2 0 0
A= . . : , B = : :
—Myn_3 My 2N—-1 0 Mon_3 My 2N -1 0
~Myn_og -+ —M; —My 2N Myy_o -+ My My 2N
(3.110)

. - I - T
Etape 2. Soit M = (MO,Ml, e ,MgN_l) , nous résolvons les systémes linéaires de

Toeplitz (triangulaires inférieurs)

Aa=M et Bb= M, (3.111)

dont les inconnues sont les vecteurs a et b.

Etape 3. Nous construisons les matrices A1 et A a partir du vecteur a@ = (ay, as, . . . ,agN)T
selon
a a2 an a2 as Tt AN+
az a3z -+ AN+ as ag - GN42
A= ) . . . , Ag = ) . . . (3.112)
aN GN+1 -t G2N-1 GN+1 AN+42 -*°  G2N
ainsi que les matrices By et Bg & partir du vecteur b = (b1, bo, ... ,ng)T de la méme
maniére.

Etape 4. Nous résolvons alors les problémes aux valeurs propres généralisées

AQ’U = uAl'v, BQU = uBl'v. (3.113)
Ces problémes sont résolus par la subroutine DGGEV de Lapack (en Fortran). Les con-
tours U;t, j =1,...,N en sont les solutions u. Nous renvoyons le lecteur a [52] pour la
justification.

Nous appliquons maintenant cet algorithme au systéme d’équation de Vlasov-Poisson
avec trois conditions initiales différentes, pour N allant de 1 a 3.
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3.3. Fermeture par le modéle multi-water-bag

Solution décrite par un water-bag

La fonction de distribution considérée s’écrit a l'instant initial

£ (2.0,0) = {1 si ve [v] (2,0),0] (z,0)] (3.114)
o 0 sinon ’ .

vy (2,0) = —vg(1+ecos(kzx)), (3.115)

v (2,0) = wvo(1+ecos(kyz)). (3.116)

Nous faisons évoluer vf[ au cours du temps et nous les tracons & plusieurs instants dans
Pespace des phases (x,v). Nous comparons notre méthode MfW a une méthode PIC (voir
[6] ou la sous-section considérée comme référence. Les paramétres numériques sont
N, = 1024, At = 0.9Az ~ 2.76 x 10~2 pour la méthode MfW et N, = 128, At = 1072 et
10% particules pour la méthode PIC. Initialement, les particules sont distribuées pseudo-
aléatoirement dans le domaine

(x,v) € [0, Ly] % [U1_ (z,0) ,’Uf_ (w,O)] , L= i—ﬂ

xX
Elles évoluent dans ’espace des phases grace aux équations du mouvement. Nous les tracons
alors dans I’espace des phases aux mémes instants que vf

Nous choisissons les paramétres vg = 0.5, € = 0.5 et k; = 0.2. Nous représentons vit et
les particules de la méthode PIC dans I'espace des phases aux instants ¢t = 0, 2, 5, 10, 20
et 50 sur la figure [3.14]

Tant que la solution ne présente pas de filaments (représentations a t =0 ou t = 2), la
méthode MfW la décrit parfaitement. En effet, les particules sont uniformément réparties
dans le domaine (z,v) € [0, Ly] x [v] (z,t),v{ (x,t)] & ces instants. Lorsque des filaments
apparaissent (représentation a t = 5), notre méthode MfW présente un choc (voir la section
. Les contours vli ne peuvent pas étre multivalués. Cette méthode ne parvient pas a
représenter les filaments, le coeur de la solution est cependant bien décrit (représentations
at=>5,t=10out = 20). En temps trés long, la solution présente beaucoup de filaments
et la méthode MfW ne la décrit plus convenablement (représentation a ¢t = 50).

Figure nous tragons l’évolution en temps de I’énergie électrique pour ce
méme cas test. Nous comparons notre méthode MfW (en bleu) & la méthode PIC (en
rouge). Nous voyons que cette quantité est bien représentée, méme aux temps pour lesquels
la fonction de distribution ne ’est plus correctement.

(3.117)

Solution décrite par deux water-bags

Nous considérons maintenant la fonction de distribution qui s’écrit a 'instant initial

1 si we [vQ_ (x,0), v (w,())] U [vf (2,0) ,v;r (a:,O)]

f(@,0,0) = { : (3.118)

0 sinon
avec
vy (2,0) = —;vo (1 4+ ecos(kz)), (3.119)
vy (2,0) = —%vo (14 ecos (kzx)), (3.120)
v (z,0) = %vo (1 + ecos (kzx)), (3.121)
vy (z,0) = ;vo (1 4+ ecos (kzx)) . (3.122)
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Vitesse v
vitesse v

8 5 18 15 28 25 38 35 a 5 18 15 28 25 38 35
Position u Position x

Vitesse v
vitesse v

L L L -4 L L L L L
a 5 10 15 20 25 38 33 a 5 10 15 20 25 38 35
Position x Position x

Vitesse v
vitesse v

8 5 18 15 28 25 38 35 8 5 18 15 20 25 38 35
Position x Position »

FIGURE 3.14 — Solution décrite par un water-bag - v (en bleu) et particules (en rouge) :
t=0,2, 5,10, 20 et 50 (de gauche & droite et de haut en bas).

Nous faisons évoluer vli et ’U;: au cours du temps et les tracons & certains instants
dans l'espace des phases (z,v). Nous comparons notre méthode MfW & une méthode PIC
considérée comme référence. Les paramétres numériques sont N, = 1024, At = 0.9Ax ~
2.76 x 1072 pour la méthode MfW et N, = 128, At = 1072 et 6 x 10° particules pour
la méthode PIC. Initialement, les particules sont distribuées pseudo-aléatoirement dans le
domaine

(z,v) €[0,Ly] x ([vy (%,0),v7 (z,0)] U [v} (2,0),v5 (z,0)]), Ly=7—. (3.123)
Elles évoluent dans I’espace des phases selon les équations du mouvement. Nous les tracons
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Lo

Ervergle elecinioue

FIGURE 3.15 — Solution décrite par un water-bag - Energie électrique au cours du temps :
méthode MfW (en bleu) comparée & une méthode PIC (en rouge).

alors dans I’espace des phases aux mémes instants que les contours.

Nous choisissons les paramétres vg = 0.5, € = 0.5 et k, = 0.2. Nous représentons vf, véﬁ
et les particules de la méthode PIC dans l’espace des phases aux instants t =0, 2, 3, 4, 5
et 10 sur la figure [3.16]

La aussi, la solution est parfaitement décrite par la méthode MfW tant qu’il n’y a pas de
filaments (représentations a ¢t = 0 et t = 2). Les contours vf:, vgc présentent un choc lorsque
des filaments apparaissent car elles ne peuvent pas étre multivaluées (représentation a
t = 3). Cependant, le cceur de la solution et son vortex sont décrits de maniére satisfaisante,
bien que les filaments ne le soient pas (représentations & ¢ = 4 et ¢ = 5). En temps plus
long, la méthode MfW ne décrit plus la solution avec assez de précision (représentation a
t =10).

Figure nous tragons 1’évolution en temps de I'énergie électrique pour ce
meéme cas test. Nous comparons notre méthode MfW (en bleu) & la méthode PIC (en
rouge). Malgreé les difficultés a représenter la fonction de distribution, 1’énergie électrique
est bien approchée par notre méthode.

Limites de la méthode

Le probléme de multivaluation rencontré dans les deux exemples précédents ne peut
pas étre résolu en augmentant le nombre de contours considérés. En effet, augmenter N
conduirait & avoir (sur toutes les mailles & I'instant initial puis sur les mailles ne présentant
pas de filaments) plus de fonctions vitesses (ou contours) que le minimum nécessaire pour
décrire f. La seule solution pour décrire f de maniére exacte par le modéle multi-water-bag
serait alors de confondre certains contours. Or l’algorithme de Gosse et Runborg [52] utilisé
pour résoudre le systéme aux moments est instable lorsque plusieurs contours sont trop
proches.

Remarque 3.3.2. Nous avons remarqué empiriquement que la méthode de Newton ne
converge pas dans un tel cas. Nous sommes donc confrontés a un probléeme du méme type
avec les deuz algorithmes.

Une premiére solution que nous pouvons envisager est d’ajuster N en fonction du temps
et du nombre minimal de moments nécessaires sur chaque maille pour la description de f.
L’idée est d’augmenter N localement, sur les mailles ol des filaments apparaissent et de le
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1.5 a
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Position x Position x
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Position » Position x

FIGURE 3.16 — Solution décrite par deux water-bags - v, v (en bleu) et particules (en

rouge) : t =0, 2, 3, 4, 5 et 10 (de gauche a droite et de haut en bas).

diminuer lorsque deux fonctions vitesses deviennent trop proches, en les fusionnant. Nous
n’avons étudié que la réduction du nombre de contours. Nous présentons un résultat pour
une solution décrite & l'instant initial par trois contours.

La fonction de distribution s’écrit a ’instant initial

1 si v e vy (2,0),05 (z,0)] Uo7 (z,0),0] (z,0)]
f(@,v,0) = U [vs (2,0),v5 (z,0)] , (3.124)

0 sinon
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FIGURE 3.17 — Solution décrite par deux water-bags - Energie électrique au cours du temps :
méthode MfW (en bleu) comparée & une méthode PIC (en rouge).

avec

vy (2,0) = —1.2Xx v (1+ecos(kzx)), (3.125)
vy (2,0) = —1.1Xx v (1+ecos(kzx)), (3.126)
v] (2,0) = —vo(1+ecos(kyz)), (3.127)
v (2,0) = wo(1+ecos(kyz)), (3.128)
vy (2,0) = 1.1 x vy (1 +¢ecos (k7)) (3.129)
vi (2,0) = 1.2 x vy (1+ecos (k). (3.130)

Nous faisons évoluer Ufc, Uél: et vf au cours du temps. Lorsque plusieurs contours

deviennent proches sur une maille, nous les fusionnons localement. En pratique, les contours
sont en effet discrétisés sur la grille de I’espace. Nous nous fixons une valeur seuil d’écart
es, de maniére empirique, en dessous de laquelle I'algorithme de Gosse et Runborg devient

instable. Si |v]i1Z - vji ;| < es pour n’importe quels contours vjil et vjiz, nous écrivons
9 b
U;-; ;= UjJ; ;= v;; ;> Oll vj'g ; est le contours le plus proche des deux autres, et ne considérons
b b b b

plus que 2N — 2 inconnues sur cette maille. Le nombre de moments est donc désormais
local. Cela permet de stabiliser I’algorithme.

Remarque 3.3.3. La démarche inverse, consistant a augmenter le nombre de moments
lorsque cela est nécessaire, est plus difficile & mettre en ccuvre et n'a pas été implémen-
tée. L’idée peu avancée que nous avons est basée sur la détection des chocs, impliquant la
nécessité d’augmenter le nombre de moments sur la maslle.

Nous choisissons les paramétres vg = 0.5, € = 0.5 et k; = 0.2. Nous tragons donc les
contours ainsi que les particules de la méthode PIC dans I'espace des phases (x,v). Nous
prenons ici N, = 2048, At = 0.9Az ~ 2.76 x 10~2 pour notre méthode MfW et N, = 128,
At = 1072 et 105 particules pour la méthode PIC.

La figure [3.18| correspond aux instants ¢ = 0 et t = 0.1, avant que la fusion de contours
ne soit nécessaire. Nous représentons ensuite les contours fusionnés sur certaines mailles
ainsi que les particules aux temps ¢t = 0.2 et ¢t = 1 sur la figure [3.19| et tracons la fonction
de distribution f reconstruite & t = 0.2 et & ¢ = 1 sur la figure [3.20] en la comparant aux
particules de la méthode PIC.
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Vitesse v
vitesse v
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FIGURE 3.18 — Solution décrite par trois water-bags - Contours (en bleu) et particules (en
rouge) a t = 0 (& gauche) et t = 0.1 (& droite).

3.4 Conclusion et perspectives

La méthode des moments présentée dans ce chapitre consiste a résoudre un systéme
aux moments dépendant de x et de ¢, au lieu de I’équation cinétique qui dépend en plus
de v. Le colit numérique est ainsi réduit. La résolution du systéme aux moments nécessite
une relation de fermeture, obtenue en considérant une forme a priori de la fonction de
distribution des particules. Le choix de cette forme a priori est trés important car la
précision et le coiit de la méthode en dépendent. Trés bien adaptée a des solutions proches
de I'équilibre thermodynamique, cette méthode manque de précision lorsque la fonction
de distribution s’en éloigne. Nous ’avons appliquée au systéme d’équations de Vlasov-
Poisson 1D. Une équation sur le champ électrique est couplée au systéme aux moments.
Nous résolvons I’équation sur le champ électrique et les équations sur les moments par des
schémas de volumes finis, avec un flux cinétique pour le terme provenant du transport en
espace de ’équation de Vlasov.

Nous avons dans un premier temps utilisé la quadrature proposée dans la méthode
QMOM [76] pour résoudre le probléme de la relation de fermeture. Le choix de I'approxi-
mation de la fonction de distribution par des masses de Dirac permet de fermer le systéme
aux moments. Pour fixer les poids et les abscisses des masses de Dirac, nous utilisons la
méthode de résolution proposée par Desjardins, Fox et Villedieu [42] ou utilisons dans un
cas plus général la méthode de Newton. Nous avons étudié deux cas tests classiques en
physique des plasmas : 'amortissement Landau et I'instabilité double faisceau. Les résul-
tats obtenus sur I’énergie électrique montrent que la solution est trés bien approchée par
notre méthode au début de la simulation, et le reste d’autant plus longtemps que le nom-
bre de moments augmente. Nous sommes cependant limités en nombre de moments par
la méthode de Newton. En effet, elle devient difficile & initialiser et plus cotteuse lorsque
le nombre d’inconnues augmente, ce qui nous empéche de considérer un nombre trop im-
portant de moments (supérieur a 8). Cette difficulté est due a l'inversion de la matrice
Jacobienne du systéme liant les moments aux inconnues. Elle est donc directement liée au
choix de 'approximation de f par une somme de masses de Dirac.

C’est pourquoi nous avons proposé une nouvelle forme a prior: de f, pour laquelle la
matrice Jacobienne est plus simple. Cette forme est donnée par le modéle multi-water-bag,
présenté dans le chapitre 2] Ce modéle nous permet effectivement de considérer un nombre
de moments plus grand et de représenter de maniére satisfaisante ’énergie électrique sur
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FicurE 3.19 — Solution décrite par trois water-bags - Contours fusionnés sur certaines
mailles (en bleu) et particules (en rouge) a ¢t = 0.2 (en haut) et ¢ =1 (en bas).

un temps plus long. La méthode de Newton est plus rapide, mais elle est par contre plus
difficile & initialiser, ce qui nous limite & nouveau (& 12 ou 20 moments selon les conditions
initiales). Si I’énergie électrique est mieux représentée par la méthode PIC de référence en
temps long, elle induit un bruit numérique qui altére le premier moment de f assez tot
dans la simulation. La méthode des moments n’est pas bruitée et donne une représentation
de My de meilleure qualité en temps court.
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F1GURE 3.20 — Solution décrite par trois water-bags - Fonction de distribution f reconstru-
ite a partir des contours (& gauche) et particules de la méthode PIC (& droite) a t = 0.2
(en haut) et t =1 (en bas).

En alternative & la méthode de Newton pour laquelle aucune preuve de convergence
n’existe et qui implique des difficultés numeériques, nous avons présenté l’algorithme rigoureux
de Gosse et Runborg [52]. Notre étude en est restée a un stade peu avancé. Nous nous
sommes intéressés a des solutions particuliéres, décrites initialement de maniére exacte par
1, 2 ou 3 contours et ne prenant que les valeurs 0 et 1, ce qui nous permet d’appliquer 1’al-
gorithme proposé par Gosse et Runborg. Nous avons voulu mettre & I’épreuve la méthode
des moments avec relation de fermeture par le modeéle multi-water-bag (MfW) en I'appli-
quant & des solutions qui se déstabilisent au cours du temps. Le but étant d’observer son
comportement et d’évaluer qualitativement la quantité d’information qu’il contient. Enfin,
une premiére idée pour stabiliser I’algorithme de Gosse et Runborg a été évoquée.

La méthode des moments est trés intéressante, tant du point de vue purement numérique
car elle a un coiit comparable a celui des méthodes fluides tout en étant plus précise, que
par sa diversité. La forme a prior: de f peut étre choisie de plusieurs facons. Nous util-
isons classiquement une somme de masses de Dirac, nous avons proposé d’utiliser le modéle
multi-water-bag, et d’autres formes pourront aussi étre envisagées et étudiées. L’inversion
du systéme aux moments pour reconstruire f peut étre effectuée par différents algorithmes.
Il serait intéressant de poursuivre notre étude de l’algorithme de Gosse et Runborg, de le
rendre plus stable et de le généraliser aux cas ou f prend des valeurs quelconques. Enfin,
une autre perspective serait d’utiliser une méthode particulaire, soit pour représenter les
contours par des particules, soit pour coupler la méthode MfW présentée ici & une méthode
PIC. L’idée étant dans ce dernier cas de créer des particules lorsqu’un choc, ou de maniére
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équivalente un filament, apparait. Les filaments seraient ainsi représentés par des partic-
ules et résolus par une méthode PIC alors que le reste de la solution serait représentée
par le modeéle multi-water-bag et résolu par la méthode des moments. Un couplage fluide-
cinétique est un bon compromis entre précision et cofit numérique, mais il présente des
difficultés d’interaction entre la partie fluide et la partie cinétique. Nous avons étudié des
méthodes hybrides et les avons appliquées au systéme d’équations de Vlasov-Poisson 1D,
puis au modéle de Vlasov-Poisson-BGK 1D pour un plasma collisionnel. Ces études sont
présentées dans la partie suivante.

6]
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Deuxiéme partie

Couplage fluide-cinétique pour
I’équation de Vlasov et le modéle
Vlasov-BGK

Les méthodes multi-fluides étudiées dans la partie précédente sont de grand intérét
dans de nombreuses applications unidimensionnelles. Lorsque la solution reste suffisamment
proche de I'équilibre thermodynamique, elles présentent une précision comparable a celle
de la méthode PIC tout en étant moins cotiteuses numériquement. Mais lorsque la solution
devient plus irréguliére, elles ne parviennent pas a conserver assez d’information pour
représenter convenablement la dynamique du systéme.

Pour profiter de ces performances tout en augmentant la précision, nous pouvons cou-
pler une méthode fluide (ou multi-fluides) & une méthode cinétique. Un tel couplage est
basé sur une décomposition de la fonction de distribution f en une partie macroscopique
et une partie microscopique. La partie macroscopique, & savoir la Maxwellienne corre-
spondant & I’équilibre thermodynamique de f, est alors résolue par une méthode fluide
(ou multi-fluides) de fagon trés performante. La partie microscopique, qui correspond a
une perturbation de ’équilibre thermodynamique, est résolue par une méthode cinétique
permettant de représenter ses irrégularités avec précision. Les parties macroscopiques et
microscopiques ne sont pas indépendantes et le couplage proprement dit demande une
attention particuliére.

Nous présentons dans cette deuxiéme partie deux schémas hybrides couplant un modéle
fluide & un modéle cinétique. Dans le premier chapitre, nous présentons un couplage entre
la méthode Particle-In-Cell (PIC) et la méthode des moments, appliqué au systéme d’équa-
tions de Vlasov-Poisson unidimensionnel. Nous nous intéressons dans le second chapitre
au développement d’un schéma préservant ’asymptotique appliqué & un plasma avec col-
lisions modélisé par les équations de Vlasov-Poisson-BGK. Une méthode de volumes finis
avec flux de Rusanov est alors couplée & une méthode PIC.
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CHAPITRE 4

Méthode des moments couplée a une
méthode Particle-In-Cell pour
I’équation de Vlasov-Poisson

Nous présentons dans ce chapitre un couplage de la méthode des moments, étudiée dans
la premiére partie, et de la méthode Particle-In-Cell (PIC) [6]. La méthode hybride issue
de ce couplage est similaire aux méthodes d f [89], [17]. La fonction de distribution f tend
a I’équilibre thermodynamique vers une distribution Maxwellienne notée fy qui s’exprime
en fonction de la densité p, de la vitesse moyenne u et de la température 7' du systéme

2
fo(p,u,T,v): 14 exp<—(v—u) )

VorT 2T

Nous décomposons alors f en cette fonction d’équilibre fy et une perturbation §f = f — fo
et nous nous ramenons 4 un systéme de deux équations couplées : une sur fy et une sur
of.

L’équation sur fy est résolue par une méthode fluide. Nous utilisons ici la méthode des
moments [77] décrite dans le chapitre 3| Nous nous ramenons & un systéme d’équations sur
les trois premiers moments de fy. Ceux-ci sont directement liés & p, u et T'. La relation de
fermeture est obtenue par I’expression de fy en fonction de p, u et T

La meéthode PIC, décrite par exemple dans le livre de Birdsall et Langdon [I13], dans
Particle de Sydora [99] ou dans la thése de Barthelmé [6], est une méthode particulaire. La
fonction de distribution est représentée par des particules numériques. Celles-ci évoluent
dans I’espace des phases grace aux équations du mouvement données par et .
Cette méthode est trés utilisée en physique des plasmas pour sa facilité d’implémentation et
sa capacité a capturer des effets cinétiques & moindre coiit. Elle est également appliquée a
Pastrophysique, les particules numériques représentent alors des astres [2]. Elle a néanmoins
I'inconvénient de créer du bruit numérique, en raison de la représentation de f par des
particules. En utilisant cette méthode uniquement pour résoudre la partie microscopique
4 f, le bruit numérique est diminué.

Un tel couplage fluide-PIC est appelé une méthode df. Ces méthodes ont d’abord
été développées pour des fonctions de distribution qui restent proches de leur équilibre
thermodynamique connu analytiquement. Nous pouvons citer les travaux de Parker et Lee
[89] en gyrocinétique, de Aydemir [3] qui fait le lien avec les méthodes de Monte-Carlo pour
justifier la réduction du bruit numeérique, ainsi que de Hu et Krommes [56]. f est alors écrite
sous la forme f(z,v,t) = fo(x,v) + df (z,v,t) avec fo(z,v) connue. Une méthode PIC
appliquée a la perturbation § f permet de résoudre I’équation sur f. Le bruit numérique ne
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porte que sur J f, il est donc réduit par rapport & une méthode PIC appliquée a la fonction
de distribution f totale. Les méthodes §f ont ensuite été généralisées pour un équilibre
dépendant du temps, en proposant de résoudre ’équation sur ’équilibre par une méthode
fluide. L’hypothése importante pour que la méthode soit efficace est que |5f] = |f — fol
reste petit devant f. Brunner, Valeo et Krommes ont considéré un plasma avec collisions
leur donnant I’équilibre Maxwellien comme choix naturel pour fy [I7]. Allfrey et Hatzky
proposent dans [I] une technique plus générale pour assurer que f reste proche de fo.

Nous présentons dans une premiére section la méthode PIC et la méthode §f avec
équilibre connu analytiquement. La deuxiéme section est dédiée & la mise en équations du
couplage méthode des moments-méthode PIC ainsi qu’a la méthode de résolution proposée.
Des résultats numériques sur amortissement Landau et sur un cas stable de rencontre de
deux faisceaux sont présentés dans la troisiéme section.

4.1 Meéthodes PIC et o f

Nous présentons dans cette premiére section les méthodes PIC et § f sur lesquelles notre
étude de couplage fluide-cinétique s’appuie. Pour simplifier, nous considérons ici un espace
unidimensionnel (1D). L’espace des phases (z,v) a deux directions.

4.1.1 Méthode PIC

La méthode Particle-In-Cell (PIC), présentée dans [6], [I3] ou encore [99], est une
méthode particulaire mixte Lagrangienne-Eulérienne souvent utilisée pour résoudre les
équations cinétiques, notamment en raison de son faible coGt numérique. Elle consiste a
représenter les particules physiques (ions ou électrons) par un ensemble de N, macro-
particules numeériques. Nous notons zy, (t) la position, vy (t) la vitesse et wy, () le poids de
la k-iéme particule numérique, pour k = 1,...,N,. Nous approchons alors la fonction de
distribution f (x,v,t) par une somme de masses de Dirac centrées en les positions et les
vitesses de ces macro-particules et pondérées par leurs poids

Np

f@0,8) ~ fa, (@,0,8) = > wi (86 (x — a2 (£) 6 (v — vk (1) . (4.1)

k=1

Algorithme

Pour la résolution de I’équation de Vlasov couplée aux équations de Maxwell ou a
I’équation de Poisson par la méthode PIC, nous utilisons 1’algorithme suivant :

— génération d’un maillage en x sur le domaine d’étude [xg, L + o], X0 € Ret L, € R;
nous noterons par la suite N, le nombre de points du maillage, Az le pas d’espace,
et x; =x9+1Ax, 1 =0,..., N, — 1, les points du maillage,

— Initialisation des positions, des vitesses et des poids des particules de facon & représen-
ter au mieux f (z,v,t = 0),

— & chaque pas de temps :

— calcul des sources, c’est-a-dire de la densité de charge p = [ f dv et/ou de la
densité de courant J = [vf dv sur le maillage, par déposition,

— calcul du champ électrique E et éventuellement magnétique B sur le maillage, par
résolution de I’équation de Poisson ou des équations de Maxwell par un schéma de
volumes finis, d’éléments finis, de Galerkin Discontinu, etc.,

— émission de nouvelles particules si le cas test le nécessite,
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4.1. Méthodes PIC et 6 f

— calcul du champ électrique E et éventuellement magnétique B aux positions des
particules, par interpolation,

— déplacement des particules dans 'espace des phases (z, v), par résolution des équa-
tions du mouvement et , et évolution des poids des particules si ’équa-
tion cinétique contient un terme source.

Cet algorithme est schématisé ci-dessous.

Génération Calcul des champs
du maillage / sur le maillage

Initialisation Calcul des R
des positions densités de charge mlssmﬁl €
et vitesses et de courant sur le HOI}C‘_/'G leS

des particules maillage par déposition particules
Interpolation

Déplacement ‘

des particules des champs sur
les particules

Précisons quelques-unes de ces étapes.

Initialisation

Il existe plusieurs fagons pour initialiser les positions et vitesses des particules. Nous

en citons quelques-unes et renvoyons a [6] pour plus d’explications.

— Déterministe : nous choisissons un maillage quelconque de 1’espace des phases, nous
prenons comme coordonnées initiales (zy (t = 0), vy (¢t = 0)) les barycentres des mail-
les et pour poids wy (t = 0) U'intégrale de f (z,v,t = 0) sur la maille correspondante.
Cette initialisation présente beaucoup de symétries, ce qui conduit & un important
bruit numérique.

— Monte-Carlo : nous choisissons les positions et vitesses initiales des particules de
maniére aléatoire (plus précisément pseudo-aléatoire) en fonction de la densité de
probabilité associée a f (z,v,t =0). Les poids sont alors tous égaux. Le tirage de

particules par des suites aléatoires conduit & une convergence en \/1]7 En utilisant
P

des suites 4 faible discrépance dites quasi-aléatoires, comme la suite de Hammersley,
la convergence est meilleure : en N%? Nous parlons alors de méthode « quiet-start ».
Le taux de convergence est indépendant de la dimension de ’espace des phases.

— Aleéatoire uniforme : nous choisissons les positions et vitesses initiales des particules
de maniére aléatoire uniformément réparties dans I'espace des phases. Le poids de la

particule k est alors initialisé &

L, x L,

N,

Wk (t = 0) = f (l’k,’l)k;,t = 0) (4.2)

L, étant la longueur du domaine en x, L, celle du domaine en v. Chaque particule
concentre ainsi la mesure d’un petit domaine de ’espace des phases de taille %
. , . . . p
Il est par ailleurs nécessaire de se fixer un domaine en vitesse :

v e [_Vma;m Vma:v]v LU = 2Vmaa:7 (43)
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4.1. Méthodes PIC et 6 f

Vimaz étant choisi de telle sorte que la trés grande majorité des particules physiques ne
dépasse pas cette vitesse.

Déposition et interpolation

Le calcul des forces agissant sur les particules se fait en trois étapes :

— calcul des sources p et J aux points du maillage x;, ¢ = 0,..., N, — 1, par déposition
des charges : nous obtenons p; et J; Vi=0,..., N, — 1,

— résolution des champs sur la grille grace & I’équation de Poisson ou aux équations de
Maxwell : nous obtenons F; et B; Vi=0,..., N, — 1,

— interpolation des champs sur les particules, c’est-a-dire calcul de la force s’exercant
sur la particule k : nous obtenons Fy ~ E (zy), By =~ B (xf).

Pour calculer p; et J;, les densités de charge et de courant aux points du maillage, nous

introduisons pour chacun des points du maillage x;, ¢ = 0,..., N, — 1, une fonction de
forme S; vérifiant les propriétés suivantes :

— 5; est intégrable & support compact autour de x;, Vi=0,..., N, — 1,

— S; est une régularisation de la masse de Dirac centrée en x;, Vi=0,..., N, — 1,

— Pensemble des S; forme une partition de 'unité

Ny—1
Y Si(z)=1, VazeR (4.4)
1=0

Les expressions continues (données par ([1.46) et (1.47))

Np
p(z,t) = /f(:p,v,t) dv = " wid (x — zp (1)), (4.5)
k=1

Np

J(z,t) = /vf (z,0,t) dv="> wyvy ()0 (z — (1)), (4.6)

k=1

conduisent &
NP
pi(®) = [ p@0Si(@) do =Y e () S (o (1), (4.7
R k=1

NP
Ji(t) = / J(x,t) S; () dx = Zwk (t) v (t) S; (xx (2)) - (4.8)
R k=1
En général, pour calculer le moment de f d’ordre p au point x;, nous utilisons I’expression
My;(t) = /Mp (x,t) S; (z) dx
R
= / / VP f(x,v,t) dv S; (z) dx
R JR
NP
= > W ()] (1) Si (zx (1)) (4.9)
k=1

Un maillage cartésien uniforme autorise a utiliser des fonctions translatées d’'une méme

fonction de forme S (z) : S; (z) = S (x; — x).
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4.1. Méthodes PIC et 6 f

Pour interpoler les champs aux positions des particules, nous utilisons la méme fonction
de forme comme fonction d’interpolation. Les expressions de E}, et B} sont données par

No-1

Ep(t) = ‘ E (x4,t) S (x; — xx (1)), (4.10)
-

By (t) = B (xi,t) S (xi — (1)) - (4.11)
=0

Nous utilisons souvent une fonction B-spline d’ordre 0 ou 1 comme fonction de forme.

Définition 4.1.1. La B-spline d’ordre £ est définie par la relation de récurrence

1 .
A < Ax/2,

By (z) = (Bp* By—1) (x), avec By(z)= {Am 8% 2] z/ (4.12)

0 sinon,

* dénotant le produit de convolution.
Nous avons en particulier

1 |1—|z|/Ax, si |z < Az,
Bi(z)=— 4.13
1 (@) Az {O sinon. ( )

Remarque 4.1.1. On parle de méthode « Nearest Grid Point » lorsque l'on ulilise une
fonction spline d’ordre 0 comme fonction de forme, et de méthode « Cloud In Cell » lorsque
la spline utilisée est d’ordre 1.

Remarque 4.1.2. Dans certaines simulations, notamment lorsque [’équation cinétique n’a
pas de terme source, les poids des particules sont constants au cours du temps wy, (t) = wg,
k=1,...,Np. Lorsqu’ils sont initialisés par la méthode de Monte-Carlo, ils sont tous égaux
wi (t) =w, k=1,...,Np,. Dans les autres cas, il est nécessaire de trouver une équation
permettant de les calculer o chaque pas de temps. Celte équation sera détaillée dans les
différentes applications.

Remarque 4.1.3. Si la méthode PIC a l'avantage d’étre facile & implémenter, son prin-
cipal inconvénient est la création de bruit numérique di au caractere probabiliste de la
représentation de f par des particules.

4.1.2 Meéthode of

Lorsque la fonction de distribution f reste proche d’un état d’équilibre fy connu an-
alytiquement : f (x,v,t) = fo (z,v,t) + df (z,v,t), nous pouvons envisager d’appliquer la
méthode PIC uniquement & la perturbation df. C’est la méthode df décrite dans [89],
[3] ou [56]. L’objectif est de réduire le bruit numeérique inhérent a la méthode PIC en ne
représentant que la perturbation par des particules. En contrepartie, il faut mettre en place
un couplage entre la résolution de §f et la solution d’équilibre analytique. Cela se traduit
par une équation différentielle ordinaire sur les poids des particules.

Prenons en exemple I’équation de Vlasov et réécrivons-la avec la décomposition de f

ath (QI,’U,t) +’Ua$f0 (I’,’U,t) +F($,’U,t) 8va (I’,'U,t)

4.14
+00 f (z,0,t) + 00,0 f (z,v,t) + F (x,v,t) 0,0 f (x,v,t) =0, (4.14)

83



4.2. Couplage de la méthode des moments et de la méthode § f

ou F est la force s’exercant sur les particules. fy étant connue en tout temps, nous obtenons
une équation sur § f avec un terme source dépendant de fy

0 f (x,v,t) + 00,0 f (x,v,t) + F (x,v,t) 0,0 f (x,v,t) = —di fo (z,v,t), (4.15)
ou d; désigne la dérivée
d Oz ov
dy = i a&; + a&, + 0. (4.16)

Cette équation est résolue par splitting :
— nous résolvons d’abord

00 f (x,v,t) + 00,0 f (x,v,t) + F (z,v,t) 00 f (x,v,t) =0 (4.17)

en faisant se déplacer les particules dans ’espace des phases griace aux équations du
mouvement (1.6) et (1.20), comme dans la méthode PIC classique,
— nous résolvons ensuite

0l f (x,v,t) = —difo (z,v,1) (4.18)

pour prendre en compte le terme source. Pour cela, nous faisons évoluer les poids des
particules, soit en résolvant une équation en temps sur wg, k = 1,..., N, [99], soit
en exprimant wy (t) V¢ [1]. Nous renvoyons a ces deux références pour les détails.
Nous pouvons étendre cette méthode au cas ou la fonction d’équilibre fy n’est pas
connue analytiquement en tout temps, si nous pouvons la faire évoluer par une méthode
fluide [17], [I]. La section suivante est dédiée & la résolution du systéme d’équation de
Vlasov-Poisson par un couplage de la méthode § f pour la perturbation et de la méthode
des moments pour la fonction d’équilibre.

4.2 Couplage de la méthode des moments et de la méthode
of
Nous considérons le systéme d’équations de Vlasov-Poisson 1D (présenté dans la sous-
section [1.2.5)

ﬂ+vﬂ+Eg

ot T TEG, T Y (4.19)
dE +00
= = —n0+/oo f dv, (4.20)

ol ng est la densité constante du fond d’ions neutralisant. Comme dans la méthode § f, nous
décomposons f en une partie d’équilibre et une perturbation. Nous écrivons tout d’abord
les équations vérifiées par ces deux fonctions, ainsi que celle sur le champ électrique. Nous
présentons notre méthode de résolution dans une seconde sous-section. Nous proposons
d’utiliser une meéthode 0 f avec évolution de 'équilibre par la méthode des moments, la
perturbation étant résolue par une méthode PIC. Nous détaillons alors le schéma utilisé
pour 'équation sur fy et I’évolution des poids des particules représentant d f.

4.2.1 Mise en équations

Nous supposons que la fonction de distribution f peut s’écrire comme la somme d’une
fonction d’équilibre fy et d’une perturbation ¢ f

f=fo+df, (4.21)
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4.2. Couplage de la méthode des moments et de la méthode § f

ou I'équilibre est une Maxwellienne qui s’écrit

— (v —Uu 2
Jo(p,u, T, v) = \/;T—Texp <()> (4.22)

avec p = p(z,t) la densité de charge de f, u = u (z,t) la vitesse moyenne des particules
(voir la définition et T =T (z,t) la température (voir la definition [3.1.5)). Ces trois
quantités sont liées aux trois premiers moments de f. De simples calculs nous permettent
de vérifier qu’avec cette écriture les trois premiers moments de fy sont égaux a ceux
de f et donc que ceux de 0 f sont nuls. En posant

1
m(v) = v , (4.23)
v?/2

nous avons ainsi la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Les trois premiers moments de 0 f sont nuls en tout temps

/m(v) Of (z,v,t) dv=0, Vt. (4.24)

Cette propriété permet de conserver la structure micro-macro de la décomposition de f.
Rien n’assure a priori qu’elle soit vraie numériquement. Le non respect de cette propriété
peut conduire a des instabilités ou & du bruit numeérique.

Equation sur f,

L’équation de Vlasov (4.19) se décompose en (4.14)) ot F' est ici réduit au champ
électrique E. L’équation sur fy s’écrit donc

O fo (z,v,t) + vOyfo (z,v,t) + E (x,t) Opfo (z,v,t) = S (x,v,1), (4.25)

avec S le terme source dépendant de J f

S (z,v,t) = — (O f (x,v,t) + v0,0 f (z,v,t) + E (x,t) 0,0 f (z,v,1)). (4.26)
Cette équation est résolue par la méthode des moments. Le schéma cinétique implémenté
est décrit dans la sous-section 4.2.21
Equation cinétique sur §f

IL’équation sur la perturbation est donnée par avec F' réduit a FE
0o f (x,v,t) + 0050 f (x,v,t) + E (z,t) 0,0 f (z,v,t) = —di fo (x,v,1). (4.27)

Cette équation est résolue par une méthode PIC avec splitting :
— nous résolvons d’abord la partie transport

00 f (z,v,t) + 00,0 f (x,v,t) + E (2,t) 0,0 f (z,v,t) =0 (4.28)

en déplacant les particules,
— nous résolvons ensuite

0o f (x,v,t) = —difo (z,v,1) (4.29)

en faisant évoluer les poids des particules.
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Equation sur le champ électrique
L’équation de Poisson s’écrit

Tt = —no+ [ @) do

= —no—l—/fo(a:,v,t) dv+/5f(a;,v,t) dv
= —no+p(x,t). (4.30)
Cette équation est résolue par un schéma de volumes finis.

Remarque 4.2.1. Si la proposition[{.2.1 n’est pas vérifiée numériquement, nous utilisons
plutot

OF

B (x,t) = —ng+pg, (z,t) + psy (x,1), (4.31)

ou py, est le premier moment de fo et psy celui de o f.

Nous sommes donc amenés a résoudre le systéme d’équations

8th (l’,’U,t) + Uaxfo (I‘,U,t) + E(ﬂj’,t) 3vf0 (Z’,U,t) = S($>U7t) )

at(sf (1’,1},1&) + Uaxdf (Z’,U,t) +E (l’,t) 8U5f (:c,v,t) = _dtf[) (CU,U,t), (4 32)
oF '
I (w,t) = —no + p(z,1)

avec S donné par . L’algorithme de résolution proposé pour le systéme est le
suivant :
— nous résolvons I'équation sur fy par la méthode des moments avec un schéma ciné-
tique,
— nous résolvons I’équation du champ électrique aprés calcul des densités de charge,
— nous résolvons I’équation sur § f par une méthode PIC.
Dans la sous-section suivante, nous détaillons la discrétisation des trois étapes de cet algo-
rithme. FEnsuite, nous décrivons linitialisation de fo et §f.

4.2.2 Méthode de résolution

Nous considérons un domaine périodique de période L, € R et nous restreignons notre
étude a l'intervalle [0, L,]. Nous discrétisons cet intervalle en N, points x; = iAx, i =
0,...,N, — 1, ou Az est le pas d’espace. Nous nous fixons également un pas de temps At
et notons t" = nAt. Nous notons u]' 'approximation d’une quantité wu (x;, t").

Nous présentons les schémas utilisés pour résoudre chaque équation du systéme ,
puis linitialisation de la partie équilibre et de la perturbation.

Résolution de I’équation sur f

Nous décrivons tout d’abord la discrétisation de ’équation sur fy donnée par (4.25)).
Nous souhaitons utiliser la méthode des moments avec un schéma cinétique décentré en
vitesse.

Notons

(4.33)
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La partie transport en espace de fy (v0, fo) est alors discrétisée en

1
Ax (W (S8 = 13im1) o7 (fosr — f34)) - (4.34)

Nous faisons de méme pour la partie transport en espace du terme source (—vd,0f) et
obtenons

1 o - )
En utilisant (4.34)-(4.35) et en prenant les trois premiers moments de (4.25)), nous la

discrétisons sous la forme

n n n n —n —-n ~,+n ~tn "N ~—n
with W N G" -G n G -G LBV — G -G, Gy, -G,
At Az Ax Lo Az z :
(4.36)
ou
p
W = m (v) fo dv = pu , (4.37)
¥ §(T+u?)
0
VvV = m (v) Oy fo dv = p |, (4.38)
R pu
i
G = / vm (v) fo (xi,0,t") dv =: Gﬁn ) (4.39)
R* G:r:n
i\3
G
& = [ omasne do= | G (4.40)
R+ G~«:En
i3

et m (v) est le vecteur donné par (4.23)). D’apres la propriété 4.2.1) nous avons

/m(v)éf dv=0 et /m(v)@véf dv =0, (4.41)
R R

c’est pourquoi ces termes n’apparaissent pas dans le schéma (4.36]). Cette méme propriété
implique
GH=0 et Gj,=0 (4.42)

Le détail des calculs de C:’fg et des ij pour j € {1,2,3} est donné en annexe

Connaissant W7, nous en déduisons pf, u}* et T;*. Nous calculons alors Gfg et chjn, je
{1,2, 3}, grace aux expressions données dans l’annexe . La connaissance supplémentaire
de E}' nous permet de calculer W?H avec 1}

Résolution de I’équation sur le champ électrique

La densité de charge pss est calculée dans chaque maille suivant avec une B-spline
d’ordre 0 comme fonction de forme. La densité py, est quant a elle connue sur chaque maille
grace au schéma de la méthode des moments. L’équation est alors discrétisée sur
chaque maille et résolue par transformée de Fourier rapide. Le champ électrique est ensuite
calculé en chaque particule par interpolation suivant .
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Résolution de I’équation sur §f

L’équation ({.27) est résolue par une méthode PIC, présentée dans la sous-section [£.1.1]
La présence du second membre impose une résolution par splitting :
— nous résolvons d’abord la partie transport

06 f (x,v,t) + 000 f (z,v,t) + E (x,t) 0,0 f (x,v,t) =0 (4.43)

en déplacant les particules grace aux équations du mouvement,
— nous résolvons ensuite

Ol f (x,v,t) = —difo (z,v,1) (4.44)

en faisant évoluer les poids des particules.
Détaillons ces deux étapes.

Déplacement des particules Les positions x, et les vitesses vy, des N, particules con-
sidérées sont connues au temps n. Nous les calculons au temps n 4+ 1 grice aux équations

du mouvement (|1.6)) et (1.20)) qui s’écrivent ici

dxy,

i, R 4.4
g Uk, (4.45)
dvy,

— = FE ) 4.4
- () (4.46)

Nous utilisons en pratique un schéma de Verlet [97]

vy = vy E" (z}), (4.47)
41
ittt = xk+Atvk 2 (4.48)
At
ot = + 24 E”“( ) (4.49)

Ce schéma nécessite le calcul de E™t! (mzﬂ) qui est effectué juste aprés I'étape (4.48)).

Evolution des poids Pour prendre en compte le terme source dépendant de fp, nous
faisons évoluer les poids des particules. Nous nous appuyons sur I'idée proposée par Allfrey
et Hatzky dans [I] en remarquant que dans notre cas, les particules sont initialement
réparties uniformément dans le domaine [0, L] X [—%7 %] de I'espace des phases. Partant
de 'expression 0 f = f — fp, nous avons

ITCH-I — 5f( 7L+1 ]Z+1,tn+1) L]];ILU
P
= (f (et o) = fo (Y, ,’;‘“,t”“))%. (4.50)
p

Or, f étant solution de ’équation de Vlasov, elle est constante le long des caractéristiques
(voir la sous-section [2.1.1)) donc

F gt opthamt ) = f (2,00, 0) (4.51)

et nous obtenons

Ly Ly

w]::l+1 — (f (ﬁg,vk, ) fO( ﬂ+17 Z+1’tn+l)) Np 7 (452)
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ce qui nous permet de calculer les poids wy, & = 1, N, au temps n + 1, connaissant
fo (xﬁ“, UZH, t”“). Cette derniére est donnée par

n+1 n+1 n+1\2
v —u
fO ($Z+1,vn+l,tn+1) — P exp (( k n+11€ ) > ’ (453)
\/2r Tt 21y,

les quantités pZ'H, uZ'H, Tg“ étant interpolées de la méme facon que le champ électrique,

c’est-a-dire suivant (4.10]). La fonction de forme utilisée ici est une B-spline d’ordre 0.

Initialisation

Expliquons maintenant comment nous initialisons sur chaque maille x; le vecteur W
de la partie fluide

p
W = / m (v) fo dv = pu , (4.54)
: {1+ )

ainsi que les positions xj, vitesses v et poids wy, des particules représentant la perturbation.

La fonction d’équilibre fy est donnée par (4.22)). Nous en déduisons les quantités p (z, 0),
u(x,0) et T (x,0) en calculant analytiquement les trois premiers moments de fp. La densité
de charge initiale est alors donnée sur chaque maille par l'intégrale

0 1 (X .

La vitesse moyenne u? et la température TZ»0 sont obtenues par un calcul similaire. Ceci

nous permet d’initialiser W9 pour i =0,..., N, — 1.
La perturbation est représentée par un ensemble de NV, particules de positions xy, de
vitesses vy, et de poids wy, k =1,..., N,. Elle est approchée par
NP
Of (w,v,t) = > wi (86 (x — 2 (£)) 6 (v — vk (1) . (4.56)
k=1

A Dinstant initial, les particules sont réparties uniformément dans le domaine
[Oa Lx] X [_Vmaxa Vma:v] (457)

de ’espace des phases, par un tirage pseudo-aléatoire de leurs positions et vitesses. Viaz
est une vitesse choisie telle que la trés grande majorité des particules physiques vérifie
|vg (1) | < Vinaz, ¥ t. Nous notons L, = 2V;,4, la longueur du domaine en vitesse. Les poids
des particules sont initialisés par

L,L,

wp = 0f (zf,vp,0) ~ (4.58)
p

Chaque particule représente une petite aire de ’espace des phases, égale a Lﬁ,—i”, comine le

suggere 'écriture (4.58)).
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4.3. Résultats numériques

4.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous appliquons notre couplage de la méthode des moments et
de la méthode 6f, noté MDf, aux équations de Vlasov-Poisson et la comparons a la
méthode PIC ainsi qu’a la méthode df sans évolution de I’équilibre, notée Df. Nous
étudions notamment ’évolution en temps de ’énergie électrique

E(t) = / E (z,t)* dz. (4.59)
Nous présentons un cas d’amortissement Landau et un cas d’instabilité double faisceau.

Amortissement Landau

Nous nous intéressons tout d’abord & I’amortissement Landau. Nous avons initialement

f(z,v,0) = (1+ acos(kyx)) \/12?61)22, (4.60)

que nous pouvons décomposer en un équilibre fy et une perturbation 0 f qui s’écrivent

fo(2,0,0) = \/12?6“5, (4.61)
Of (z,v,0) = aws(\/%x)e_if, (4.62)

avec «a et k, deux parameétres réels, la longueur du domaine L, étant liée a k, par la

relation L, = 2—: Cela nous donne initialement le vecteur inconnu
P 1
W (z,v,0) = pu = 0 (4.63)
§(T+u?) 3

d f est représentée par des particules. Celles-ci sont uniformément réparties (de maniére
pseudo-aléatoire) dans I'espace des phases a I'instant initial. Nous choisissons les paramétres

ko =05 et a=5x 107 (A= ~1.99 x 107%). La figure [£.1| donne l'allure a ¢ = 0 de 6 f

approchée par IV, = 10° particules, avec N, = 128.

Remarque 4.3.1. Une autre possibilité est d’utiliser la décomposition

qui conduit au vecteur initial
p 1+ acos (kzx)
W (z,v,0) = pu = 0 (4.65)
E(T +u?) 2 (1+ acos (ky))
et qui vérifie
/m (v)of (z,v,0) dv=0. (4.66)

Cette décomposition donne des résultats numériques similaires o ceux de la précédente.
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delta f
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8.8813
a.881
8.8883
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-0.8815
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Position X
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FIGURE 4.1 — Amortissement Landau - Perturbation df a t = 0 représentée par 10° par-
ticules uniformément réparties dans ’espace des phases.

Ref
PIC ——
HDf ——

log ¢ Energie electrique )

FIGURE 4.2 — Amortissement Landau - Energie électrique au cours du temps : N, = 128,
At = 1072, N, = 105, couplage MDf (en bleu) comparé & la méthode PIC (en rouge) et &
une solution quasi-analytique (en vert).

Nous comparons ensuite I’évolution au cours du temps de l'énergie électrique
obtenue avec notre couplage MDf & celle obtenue avec la méthode PIC classique (sur f
totale), pour k, = 0.5, @ = 5 x 1073. Nous prenons tout d’abord les mémes paramétres
numériques pour les deux méthodes : N, = 128, At = 1072 et N, = 109, et représentons
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4.3. Résultats numériques

de plus une solution quasi-analytique, notée Ref, sur la figure [4.2]

Notre méthode de couplage MDf reste proche de la solution quasi-analytique sur un
temps plus long que la méthode PIC, ce pour les mémes parameétres numériques et notam-
ment le méme nombre de particules. Nous voyons plus particuliérement que notre couplage
permet de réduire le bruit numérique inhérent & la méthode PIC, da a la représentation de
la fonction de distribution par des particules. La méthode MDf est tout de méme bruitée,
mais le bruit ne porte que sur la perturbation ¢ f, alors qu’il porte sur la fonction de dis-
tribution totale f dans le cas de la méthode PIC. Le bruit numérique diminue lorsque ’on
augmente le nombre de particules. Cela implique qu’avec notre couplage MDf, nous pou-
vons considérer moins de particules, ce qui réduit le temps de calcul. Cependant, la partie
fluide de notre méthode nécessite une discrétisation plus fine du domaine et est soumise a
une condition de type CFL.

Pour mieux évaluer le gain de notre méthode, nous avons ajusté les parameétres N,
At et N, du couplage MDf et de la méthode PIC, afin de trouver (empiriquement) les
parameétres minimaux qui conduisent & un bruit numérique d’ampleur comparable pour les
deux méthodes. Nous représentons les résultats Figure [d.3] les parameétres étant N, = 128,
At = 0.04, N, = 10* pour notre couplage MDf et N, = 32, At = 0.2, N,, = 10° pour la
méthode PIC. A résultats équivalents, le couplage MDf nécessite environ 100 fois moins de
particules sur ce cas test. Les pas de temps et d’espace sont par contre plus contraignants,
mais le gain est tout de méme satisfaisant puisque la simulation représentée Figure 4.3 a
duré 14 secondes pour notre méthode MDf et 48 secondes pour la méthode PIC.

-3.5 T
PIC ——
e ——
At ]
-4.5
-
-5.5
- -

-6.5

-7 b

log ¢ Energie electrique )

=7.5

-8 [

-8.5

FIGURE 4.3 — Amortissement Landau - Energie électrique au cours du temps : couplage
MDf{ (en bleu) et méthode PIC (en rouge) avec des paramétres numériques optimisés pour
chaque méthode.

Dans cet exemple de ’amortissement Landau, nous connaissons une fonction d’équilibre
analytique. En effet, la Maxwellienne
1 2

fo(z,v) = Vo (4.67)

convient. Il est donc possible d’appliquer la méthode df sans évolution de l’équilibre,
présentée dans la sous-section Nous ne faisons qu’évoluer en temps la perturbation
0 f donnée a I'instant initial par . Nous comparons alors notre méthode de couplage
MDf a la méthode 6 f, notée Df. L’énergie électrique est représentée au cours du temps sur
la figure , pour les paramétres numériques N, = 128, At = 1072 et N, = 10°.
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log ¢ Energie electrique )
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FIGURE 4.4 — Amortissement Landau - Energie électrique au cours du temps : N, = 128,
At = 1072, couplage MDf (en bleu) et méthode §f notée Df (en rouge), comparées 2 la
solution quasi-analytique (en vert).

La méthode §f donne de meilleurs résultats que notre couplage MDf. Ceci est normal
puisque la méthode 4 f utilise I’expression analytique de I'équilibre Maxwellien alors que le
couplage calcule I’équilibre & chaque pas de temps, sur une grille de ’espace. Cependant,
quitte & prendre N, grand, le couplage donne des résultats trés satisfaisants. Comme nous
I'avons vu précédemment, le bruit numérique est réduit par rapport a une méthode PIC,
ce qui permet de prendre moins de particules et ainsi de diminuer le temps de calcul. Par
ailleurs, le couplage MDf est plus général que la méthode § f puisqu’il ne nécessite pas la
connaissance analytique de la fonction d’équilibre.

Double faisceau : cas stable

Etudions maintenant I’évolution de deux faisceaux de particules Maxwelliens qui se
rencontrent. Rappelons la fonction de distribution f initiale
2 2
f(z,v,0) = (1 + acos (kzz)) 2\}% <e(v 7 + e~ ) . (4.68)
La vitesse initiale des deux faisceaux est +wvg. Pour une petite valeur de vg, la solution
tend vers un équilibre Maxwellien du type . Nous initialisons donc fy comme dans
I’amortissement Landau par et 0f par f— fo.

Nous représentons sur la figure I’évolution de I’énergie électrique au cours du
temps obtenue avec les paramétres k, = 0.2, « = 5 x 1073 et vy = 1.3 pour notre couplage
MDf{ (en bleu), la méthode PIC (en rouge) et la méthode §f sans évolution de I’équilibre
Df (en vert). Les parameétres numériques, choisis de maniére empirique, correspondent a
ceux minimaux pour lesquels les résultats ont convergé et sont les suivants : N, = 128 pour
les trois méthodes, IV, = 5 x 10° pour la méthode PIC et N, =3x 10° pour les méthodes
MDf et Df.

Dans ce cas, la solution est initialement éloignée de 1’équilibre, c’est pourquoi les méth-
odes de décomposition MDf et Df nécessitent beaucoup de particules. Le gain est moins
important par rapport & la méthode PIC que dans le cas de ’amortissement Landau, mais
il permet tout de méme de ne considérer que 3 x 105 particules au lieu de 5 x 10°. Les
méthodes MDf et Df donnent ici des résultats trés similaires. En particulier, notre couplage
MDf ne demande pas une discrétisation plus fine que la méthode Df.
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FIGURE 4.5 — Double faisceau, cas stable - Energie électrique au cours du temps : couplage
MDf (en bleu) comparé a la méthode PIC (en rouge) et a la méthode Df (en vert).

4.4 Conclusion

La méthode PIC est trés utilisée en physique des plasmas, notamment pour sa précision
et la facilité de son implémentation. Elle présente cependant du bruit numérique da a la
représentation de la fonction de distribution f par des macro-particules. La méthode § f
permet de réduire ce bruit numérique en appliquant une méthode PIC & une partie micro-
scopique de f uniquement. Elle repose sur ’hypothése que f reste proche d’une fonction
d’équilibre fp, connue analytiquement, ou calculée numériquement par une méthode fluide.

La méthode §f présentée dans ce chapitre utilise la méthode des moments pour I’évo-
lution de la fonction d’équilibre. Appliquée au systéme d’équation de Vlasov-Poisson 1D
dans le cas de 'amortissement Landau, elle prouve son efficacité par rapport & une méthode
PIC appliquée a la fonction de distribution f totale. Le bruit numérique est en effet réduit
et & résultats équivalents, moins de particules sont nécessaires, ce qui permet de dimin-
uer le temps de calcul. Puisque nous connaissons dans ce cas une expression analytique
de I’équilibre, cette méthode est logiquement moins précise qu’une méthode 0 f utilisant
Pexpression analytique de fp. De fortes variations en x demandent une discrétisation fine
du domaine pour notre méthode, ce qui n’est pas le cas des méthodes PIC ou §f. Par
ailleurs, lorsque nous appliquons notre couplage a des solutions qui sont moins proches de
I’équilibre, le gain en nombre de particules n’est plus aussi élevé, comme nous ’avons vu
sur un cas stable de deux faisceaux qui se rencontrent. Enfin, rien n’assure a priori que les
trois premiers moments de la perturbation restent nuls numériquement au cours du temps.
Cela peut créer du bruit numérique supplémentaire et notre méthode pourrait ainsi étre
améliorée en assurant la conservation de la structure micro-macro au niveau numérique.

Notre méthode de couplage est plus générale que la méthode Jf sans évolution de
I’équilibre et prend tout son intérét lorsque 1’équilibre évolue au cours du temps et qu’il
n’est pas connu analytiquement. Dans le chapitre suivant, nous ’appliquons au modéle de
Vlasov-Poisson-BGK 1D décrivant un plasma avec collisions. Il est dans ce cas nécessaire de
calculer numériquement la partie macroscopique de f & chaque pas de temps. Le couplage
fluide-cinétique proposé est alors trés efficace. De plus, une étape supplémentaire assure
numeériquement la conservation de la structure micro-macro.
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CHAPITRE 5

Décomposition micro-macro pour le
modéle Vlasov-BGK avec particules

Le développement d’un couplage fluide-cinétique tel que celui présenté dans le chapitre
précédent permet de réduire le temps de simulation tout en conservant une précision suff-
isante. La méthode §f avec évolution de I’équilibre thermodynamique par un schéma de
volumes finis permet notamment de réduire le bruit numérique lié & la méthode PIC. A ré-
sultats équivalents, moins de particules sont nécessaires, ce qui diminue le colit numérique
de la méthode. Son application au systéme d’équations de Vlasov-Poisson en une dimension
d’espace nous a permis de valider notre modéle. Mais comme ['équilibre thermodynamique
est dans ce cas une Maxwellienne dont nous connaissons une expression analytique, son cal-
cul numérique n’est pas nécessaire. Cette méthode hybride prend tout son intérét avec des
systémes plus complexes, tels que le modéle de Vlasov-Poisson-BGK. Le travail présenté
dans ce chapitre a été développé en collaboration avec Nicolas Crouseilles et Mohammed
Lemou et a été accepté pour publication dans la revue Kinetic and Related Models [25].

En plus de la grande dimensionnalité du probléme, les plasmas peuvent faire apparaitre
de petites échelles, comme le rayon de Larmor (voir la définition ou la longueur de
Debye (voir la définition . Les simulations numériques deviennent dans ce cas un vrai
défi. Pour mesurer le degré de raréfaction d’un plasma, on utilise souvent la notion de
libre parcours moyen (« mean free path » en anglais) qui représente la distance moyenne
parcourue par une particule entre deux collisions successives, ou le nombre de Knudsen
(voir la définition . Lorsque ce dernier devient petit, les collisions ne peuvent plus
étre négligées et ’équation de Vlasov se voit rajouter un second membre correspondant a
un opérateur de collisions.

En raison du nombre de variables et du caractére multi-échelles des plasmas, les méth-
odes s’appuyant sur une grille de I'espace des phases ne peuvent pas étre utilisées pour
décrire avec précision un probléme complet tridimensionnel (I’espace des phases a alors 6
dimensions). Elles sont en effet trop complexes & mettre en ceuvre numériquement dans un
tel cas. Les méthodes particulaires sont par contre trés utilisées pour des simulations de
situations réelles en raison de leur faible cott d’implémentation [13]. Cependant, elles sont
affectées par un bruit numérique important, en raison de leur caractére probabiliste. Les
schémas en temps standards peuvent en outre présenter une contrainte importante sur la
condition de stabilité, dépendant de petits parameétres, comme le libre parcours moyen.

Le principal objectif de ce chapitre est de construire un schéma préservant ’'asymp-
totique (« Asymptotic-Preserving » ou AP) basé sur une méthode particulaire pour les
équations de Vlasov-Poisson-BGK a la limite hydrodynamique. Le concept de schéma AP
a été introduit par Jin [62]. En utilisant I’approche micro-macro développée par exemple par
Lemou et Mieussens [73], Bennoune, Lemou et Mieussens [7] et Crouseilles et Lemou [29],
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nous décomposons la fonction de distribution f en une partie d’équilibre macroscopique
et une perturbation microscopique. L’équation cinétique de départ est alors reformulée de
maniére équivalente en un systéme couplé ou la partie macroscopique est un modéle de
type Euler et la partie microscopique est une équation de type Vlasov. Notre stratégie
est de discrétiser la partie macroscopique sur une grille en espace et d’approcher la par-
tie cinétique par une méthode particulaire. Plusieurs difficultés se posent en raison de la
nature particulaire de notre approche. Tout d’abord, la partie macroscopique du systéme
couplé fait apparaitre des flux dépendants de la partie cinétique. La partie microscopique
approchée par des particules doit donc étre projetée sur la grille pour étre utilisée dans le
calcul de la partie macroscopique. Ensuite, les trois premiers moments de la partie ciné-
tique sont nuls. Cette propriété doit étre assurée au cours de la simulation pour conserver
la cohérence de la structure micro-macro du systéme couplé. Or le calcul des moments de
la partie cinétique ne 'assure a prior: pas. Les propriétés de conservation ne sont alors
plus respectées, ce qui est en pratique une source de fluctuation numérique et de bruits
indésirables. C’est pourquoi une procédure d’ajustement est nécessaire. De plus, la résolu-
tion particulaire de la partie cinétique nécessite un splitting entre la partie de transport et
les termes sources, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent. Enfin, une stratégie
semi-implicite adéquate permet de surmonter la difficulté induite par le terme raide et
conduit & un schéma préservant ’asymptotique.

La stratégie utilisée est donc AP et permet 'utilisation d’un pas de temps At in-
dépendant du libre parcours moyen [22], [46]. Notons que ce pas de temps est également
indépendant de la condition CFL usuelle pour le transport de la partie cinétique puisque
nous utilisons ici une approche particulaire. Le pas de temps reste cependant contraint par
la structure hyperbolique de la partie macroscopique.

Le schéma numeérique obtenu satisfait les propriétés intéressantes suivantes :

— il présente moins de bruit numérique qu’une méthode particulaire standard,

— le cotit du modéle micro-macro est réduit en régime fluide car peu de particules sont
nécessaires pour la partie microscopique,

— 1l préserve 'asymptotique au sens ou il est consistant avec ’équation cinétique en
régime raréfié et dégéneére en une approximation uniformément (par rapport au nom-
bre de Knudsen) consistante et déterministe de I’équation limite dans le régime fluide.

La littérature concernant la construction de schémas AP pour les équations cinétiques
dans différents contextes est vaste. Mentionnons par exemple des travaux basés sur la
décomposition de domaines, séparant le domaine macroscopique ou fluide du domaine mi-
croscopique ou cinétique, ceux de Crouseilles, Degond et Lemou [28] ou de Degond, Jin et
Mieussens [37]. Ce type de méthodes fait face & une difficulté naturelle liée & la gestion de
Iinterface entre les deux domaines. Il existe un autre type de schéma AP pour les équations
cinétiques, basé sur 'utilisation de techniques de relaxation temporelle, ou 'opérateur de
collision de Boltzman est discrétisé par une méthode spectrale ou de Monte-Carlo. Nous
pouvons citer les travaux de Pareschi et Russo [88, 87| ou de Gabetta, Pareschi et Toscani
[50]. D’autres techniques ont également été développées pour construire des méthodes
numériques multi-échelles, basées sur une stratégie de splitting [22], une procédure de pé-
nalisation [45] [46], ou une décomposition micro-macro [73}, 7, [29]. Nous choisissons de suivre
la stratégie micro-macro car il s’agit d’'une méthode pouvant étre appliquée a différentes
asymptotiques (diffusion, fluide, & champ fort, etc.).

Ces approches utilisent généralement un maillage de 'espace des phases et la résolution
numérique a un codit constant par rapport au nombre de Knudsen. Mais en régime fluide,
une grille raffinée en vitesse n’est pas nécessaire, seuls quelques points sont suffisants. C’est
pourquoi nous proposons de coupler une méthode particulaire & une stratégie AP basée
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sur une décomposition micro-macro. Utiliser une méthode particulaire pour la partie mi-
croscopique de la décomposition nous permet de ne prendre qu’un nombre trés réduit de
particules en régime fluide. Nous adoptons pour cela une approche similaire & celles pro-
posées dans [39, 40, [84] [60] 38|, afin d’obtenir une discrétisation particulaire de I'inconnue
microscopique dans le modéle couplé. Une discrétisation semi-implicite permet de constru-
ire un schéma AP en régime fluide. Notre approche présente également des similarités avec
la méthode de Degond et Dimarco [35] et de Degond, Dimarco et Pareschi [36] ainsi qu’avec
la méthode d f présentée dans [17, [I8] ou dans le chapitre |4 Mais ici, le schéma numeérique
préserve 'asymptotique et 'approximation par des particules est uniquement utilisée sur
la partie microscopique, ce qui permet de réduire le cotit de calcul en régime fluide. De
plus, un couplage avec I’équation de Poisson est considéré dans notre modéle.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous rappelons des propriétés classiques du
modéle de Vlasov-Poisson-BGK et de sa limite fluide. Nous développons ensuite le modéle
micro-macro puis détaillons la méthode numérique utilisée. Des résultats numériques sont
enfin proposés pour illustrer 'efficacité de la méthode.

5.1 Modéle BGK et son approximation fluide

Nous considérons un plasma neutre dans lequel les collisions entre particules ne sont
pas négligeables. Nous nous intéressons au mouvement des électrons. Les ions supposés
immobiles constituent un fond neutralisant de densité ng = 1. Les électrons sont représentés
par une fonction de distribution f (z,v,t) > 0. Ils évoluent dans le domaine 2 de Pespace
des phases, @ = [0,L,] x R, L, € R, sous 'effet d'un champ électrique auto-consistant
E (x,t).

Nous présentons dans cette premiére section le systéme de Vlasov-Poisson-BGK ainsi
que son approximation fluide.

5.1.1 Présentation du modéle BGK

Nous modélisons ce plasma avec collisions par le modele BGK. f et E vérifient alors
I’équation de Vlasov-BGK

Ouf +v0uf + BO.f = Q). 6.1

couplée & I’équation de Poisson

O E (z,1) :p(zc,t)—lz/Rf(x,v,t) dv —1, (5.2)

ou x € [0,L,] est la position, v € R la vitesse et ¢ > 0 le temps. Le paramétre ¢ est le
nombre de Knudsen, donné par la définition [1.3.3]

Définition 5.1.1. Q (f) est Uopérateur de collision de BGK (pour Bhatnagar, Gross et
Krook), qui est un opérateur de relazation vers ['équilibre. Il s’écrit

QU)=MU) - [, (5.3)
ot M (U) est la Mazwellienne correspondant a l'équilibre thermodynamique de f.

Définition 5.1.2. M (U) est donnée par

_p v — ul?
M) 0) = e (—2T> , (5.4)
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avec p la densité, u la vitesse moyenne et T la température (voir les définitions et

.

Comme aucune confusion n’est possible, nous notons indifféremment M = M (U) (v) =
M (z,v,t). Nous notons U le vecteur des trois premiers moments de f (densité, quantité
de mouvement et énergie)

p
U = / m(v) f(v) dv= U , (5.5)
8 2 (pu? + pT)

avec

m (v) = (5.6)

N ESESE

Propriété 5.1.1. Par définition de M, M et f ont les mémes trois premiers moments en
v, ils sont égaux a U :

U (z,t) :/Rm(v)f(:z:,v,t) dU:/Rm(’U)M(.’L‘,U,t) dv. (5.7)

Nous considérons des conditions périodiques pour f et E, ainsi

f(0,v,t) = f(Ly,v,t), YveR, t>0 (5.8)
et
E(0,t) = E(L,,t), Vt>D0. (5.9)
Pour que le probléme soir bien posé, nous ajoutons la condition de moyenne nulle du champ
électrique
Ly
/ E(z,t)de =0, Vt>0, (5.10)
0
ainsi que la condition initiale
f(z,v,t) = fo(z,v), Vrxel0,Ly], veR. (5.11)

5.1.2 Approximation fluide

Décrivons maintenant les lois de conservation de (5.1 ainsi que ses modéles asympto-
tiques a la limite e — 0. En multipliant (5.1) par m (v) (donné par (5.6))) et en intégrant
par rapport & v, nous obtenons

O (mf) + 0 (vmf) + E(md,f) =0, (5.12)

oul nous utilisons la notation

() = /f dv. (5.13)

Cela est équivalent au systéme

p pu 0
Oy pu + 0. | pu?+pT | = pE . (5.14)
3 (pu? + pT) 3 (V) puk
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Quand ¢ tend vers zéro dans , la fonction de distribution tend vers la Maxwellienne
M (U) donnée par . Les collisions raménent en effet f vers son équilibre thermody-
namique. Le systéme précédent peut alors étre fermé, le flux de chaleur <v3f> = <v3M (U)>
est exprimé en fonction de U et nous obtenons le modeéle fluide limite

pu 0
oU + 0, pu? + pT = pE |. (5.15)
% (pu2 + 3,0T) U puly

Lorsque ¢ est petit, nous pouvons aussi utiliser le développement de Chapman-Enskog,
qui permet de se ramener a un systéme d’équations de transport plus général que le mod-
éle . En utilisant ce développement, des termes correctifs d’ordre € peuvent étre
ajoutés au modéle , ce qui conduit aux équations de Navier-Stokes compressibles
pour les plasmas. Plus précisément, dans notre contexte unidimensionnel, les deux pre-
miéres équations (densité et quantité de mouvement) sont inchangées mais le terme source
—e0; (k0,T), ou la conductivité thermique k = (3/2)pT dépend de U (voir [5]), s’ajoute
a léquation sur I’énergie. Cette correction est développée dans la sous-section [5.2.2]

5.1.3 Schémas préservant ’asymptotique

Quand ¢ est petit, le libre parcours moyen devient petit comparé 4 la taille du domaine,
le modele cinétique (5.1)-(5.2) dégénére (au moins formellement) en les équations d’Euler-
Poisson ou de Navier-Stokes-Poisson, qui sont les modéles pertinents en ce régime. Mais
quand ¢ est d’ordre 1, ces modéles ne décrivent pas correctement le plasma.

Nous souhaitons développer un modéle adapté aux différentes valeurs de € en constru-
isant un schéma préservant 'asymptotique (« Asymptotic Preserving » ou AP). Le concept
de schéma AP a été introduit par Jin dans [62]. Nous pouvons en donner la définition suiv-
ante (voir aussi [82], [34] ou [63] par exemple).

Définition 5.1.3. Soit P un probléme dépendant d’un paraméire € et soit un schéma
numérique associé Py ou h désigne les pas de temps et d’espace. Nous notons PO le probleme
limite quand € — 0. Le schéma numérique Py est dit préservant 'asymptotique s’il est
uniformément stable par rapport & €, avec un codt numérique indépendant de € et s’il
conduit & un schéma consistant avec P° quand € — 0, ce indépendamment de h et de la
condition initiale.

Propriété 5.1.2. Un schéma préservant l'asymptotique vérifie le diagramme

P =X by
e—0 Es—>()

0

Pl—7=7 P,

quelle que soit la condition tnitiale.

Les schémas standards sont soumis & une condition du type h = O (g) qui devient trés
contraignante a la limite € — 0. La condition de stabilité indépendante de € rend le schéma
utilisable. Il s’agit ainsi de construire un schéma pour lequel h est indépendant de €, ce qui
permet de réduire le colit numérique a la limite.
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5.2. Dérivation du modéle micro-macro et limite asymptotique

Un schéma préservant I'asymptotique a ’avantage d’étre valable & la fois pour € de
Pordre de 1 et a la limite € — 0. Les problémes présentant différentes échelles (e trés petit
dans une partie du domaine, plus grand dans une autre) peuvent ainsi étre résolus avec un
modéle unique, ce qui nous évite la gestion d’une interface et les problémes de conditions
aux limites liés.

Remarque 5.1.1. Dans notre cas, le probleme P correspond & équation cinétique de
Vlasov-BGK donnée par . La limite est le modéle d’Euler ou de Navier-Stokes com-
pressible.

Tout comme dans [7], nous travaillons avec le modeéle simple de BGK, pour lequel
une décomposition micro-macro est utilisée afin de construire un schéma AP & la limite
fluide. Comme nous ’avons dit précédemment, un champ électrique auto-consistant est ici
considéré. Un important apport de notre travail est le fait que la partie cinétique du modéle
micro-macro est discrétisée par une méthode particulaire, alors qu’une grille de I'espace
des phases est utilisée dans [7]. De cette maniére, nous construisons un schéma qui possede
les deux propriétés suivantes :

— le bruit numérique observé dans les méthodes PIC classiques est fortement réduit

par la décomposition micro-macro,

— la méthode PIC n’est utilisée que pour la partie microscopique et le nombre de
particules considérées peut étre trés petit en régime fluide. Cela évite des calculs non
nécessaires dans ce régime et réduit le cotit numérique.

Rappelons que malgré leur bruit numeérique et leur convergence lente, les méthodes PIC sont
beaucoup utilisées pour simuler des situations réelles de par leur grande flexibilité et leur
faible cotit numeérique. Nous renvoyons le lecteur & [13] pour les applications physiques et
a [23] pour une analyse mathématique. Dans notre contexte, une des principales difficultés
est de maintenir la structure micro-macro au cours du temps. En effet, les trois premiers
moments en vitesse de la partie cinétique doivent étre nuls en tout temps et le schéma
numérique que nous proposons ici a été développé de fagon & garantir cette propriété.
Dans l'esprit de la procédure de « matching » proposée par Degond et Dimarco dans [35],
I’algorithme contient une étape supplémentaire qui assure que les trois premiers moments
de la partie cinétique de la décomposition sont numériquement égaux a zéro.

Dans la section suivante, nous détaillons le modéle micro-macro et lui appliquons la
procédure de Chapman-Enskog afin d’obtenir sa limite asymptotique.

5.2 Dérivation du modéle micro-macro et limite asympto-
tique

Cette section est dédiée a la dérivation du modéle micro-macro & partir de ’équation de
Vlasov-BGK, suivant 'idée développée dans [7]. La seule différence avec la décomposition
présentée dans cet article est la présence dans notre modéle d’un champ électrique auto-
consistant que nous devons intégrer & la décomposition.

5.2.1 Dérivation du modéle micro-macro

Nous commencons par décomposer f sous la forme suivante

2
f=M+g, avec M:\/;TTexp<—“’2jf">, (5.16)
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5.2. Dérivation du modéle micro-macro et limite asymptotique

ou p est la densité, u la vitesse moyenne, T' la température et g une fonction de z, v et t.
Les variables macroscopiques p, u et T sont liées aux trois premiers moments de f par la

relation (5.5)). La propriéte implique le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.1. Les trois premiers moments de g sont nuls, ¢’est-a-dire

/ m (v) g dv = 0. (5.17)
R

Remarque 5.2.1. Le corollaire assure de conserver au cours du temps la structure
micro-macro du systéme. Pour la cohérence de la décomposition, doit étre vérifié
numériquement en tout temps. Une étape spécifique est ajoutée a notre schéma pour l'im-
poser. Elle est détaillée dans la sous-section|5.5.2,

Définition 5.2.1. L’opérateur de transport T est défini par T f = v0,f + EO,f.
En utilisant (5.16]) et la définition [5.2.1] équation de Vlasov-BGK (5.1)) s’écrit

1
OM+0g+TM+Tg= —29 (5.18)

Notons IIys la projection orthogonale dans L? (M _ldv) associée au produit scalaire

(P )as = (M) (5.19)

sur ’espace
N (Lg) = Span {M,vM, \UI2M} , (5.20)

ot N (Lg) est le noyau de Popérateur linéaris¢ Ly de @Q. L’expression explicite de cet
opérateur de projection est donnée dans [7], nous la rappelons dans la propriété suivante.

Propriété 5.2.1. La projection 1l est donnée par

My () = <¢>+(U—U)<(U—U)¢>+<|U-U|2_1)<<\U—UI2_1)SD>] v

P T 2T 2 T
(5.21)
Elle vérifie la proposition suivante.
Proposition 5.2.1. Pour M et g donnés par , nous avons
(I —1IIn) (M) = 0, (5.22)
M (g) = 0, (5.23)
Iy (Og) = 0. (5.24)

Démonstration. Nous renvoyons au Lemme 3.1 de [7].

Cette projection est utilisée pour dériver de ((5.18) une équation macroscopique sur M
(ou de maniére équivalente sur U) et une équation microscopique sur g. En appliquant

(I —TIp7) a (5.18)) nous obtenons

(I —T) (M + TM) + (I~ Tlas) (g + Tg) = — (I ~Thr)(g) . (5.29)
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5.2. Dérivation du modéle micro-macro et limite asymptotique

En utilisant la proposition nous trouvons une équation sur la partie microscopique
g+ (I —TIay) Tg = % g — e (I —Thy) TM]. (5.26)
En appliquant maintenant II; a et en utilisant la proposition nous avons
oM + 1y T (M +g) =0, (5.27)
puis en prenant les trois premiers moments de nous obtenons
U + (m (v) TM) + (m (v) Tg) =0. (5.28)

Comme TM = v0,M + EJ,M, nous trouvons une équation sur la partie macroscopique
de notre systéme micro-macro

U + 0, F (U) + 0, (vm (v) g) = S(U), (5.29)

ou le terme F (U) (qui correspond au flux d’Euler usuel) et le terme source S (U) sont
donnés par

ou 0
F(U)= pu? + pT , S(U)=| pE |. (5.30)
%pu3 + %pTu puFE
Finalement, le modéle micro-macro d’inconnues (g, U, E) peut s’écrire sous la forme
1
Og+(I-Ta)Tg = —[-g—ec( —In)TM], (5.31)
U + 0, F (U) + 0p(vm (v)g) = S(U), (5.32)
oL.E = p—1, (5.33)

ou Ilps est définie par (5.21), U par (5.5), T par (5.2.1), le flux d’Euler F (U) et le

terme source S (U) sont donneés par (5.30), (-) dénotant U'intégration en v et m (v) donné
par (5.6). Il est formellement évident que le systéme ([5.31))-(5.32))-(5.33)) est équivalent a
I’équation cinétique de départ. Cela est résumé dans la proposition suivante.

Proposition 5.2.2. (Formelle)

(i) Si (f,E) est une solution de (5.1)-(5.9)-(5.3)- avec les données initiales
5.11), alors (U,g,E) = ((m(v) f), f — M, E) est une solution de (5.31)-(5.32)-(5.35)-

5.1() avec les données initiales
U(t=0)=(m()f(t=0), gt=0)=f(t=0)-ME=0). (534

(i1) Inversement, si (U, g, E) est une solution de (5.31)-(5.39)-(5.33)-(5.10) avec les
données initiales (5.34)), alors (m (v)g(t)) =0 et f = M + g est une solution de (5.1))-

5.2.2 Développement de Chapman-Enskog

Nous expliquons briévement comment le modéle limite (¢ — 0) est formellement obtenu
a partir de (5.1). Puisque le modéle micro-macro est équivalent au modele cinétique d’orig-

ine, la procédure de Chapman-Enskog est appliquée a (5.31))-(5.32)-(5.33). De (5.31)), nous
déduisons facilement g = O (¢) quand € — 0. En multipliant (5.31)) par €, nous avons donc

g = —a(I—HM)TM+O(62) ,
= —e(I—Ty) (w0, M + E9,M) + O (%),
= —e(I —Ty) (00, M) + O (?), (5.35)
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car EO,M € N (Lq) et donc (I — I )(EQ,M) = 0. Injectée dans (5.32) cette expression
de g donne

U + 0, F (U) =S (U,g) + 0, (vm (v) (I — pr) (v9, M)) + O (€?) . (5.36)

Le dernier terme correspond aux termes de correction de Navier-Stokes (voir [7]) et peut
étre calculé pour obtenir

0
c0, (om (v) (I — Tag) (0, M) = 0 . avec k= ng. (5.37)
£0y (k0. T)

5.3 Approximation numérique

Nous présentons dans cette section notre méthode numeérique, développée pour ré-
soudre le modeéle micro-macro (5.31)-(5.32)-(5.33) et construire un schéma AP efficace.
La principale différence de notre approche par rapport a [7] est la résolution de la partie
microscopique par une méthode particulaire, alors qu'une grille de ’espace des phases est
utilisée dans [7]. Nous nous attendons a ce qu’une telle méthode soit plus rapide qu’une
méthode Eulérienne (surtout en dimension plus grande). D’autant plus lorsque l'on consid-
ére des régimes hydrodynamiques car la fonction g est alors petite (d’ordre ¢) et qu’il n’est
plus nécessaire de conserver une grille raffinée de ’espace des phases. Une discrétisation
grossiere de la partie microscopique (avec peu de points) est suffisante et une méthode
particulaire est alors mieux adaptée. Comme nous ’avons évoqué précédemment, une dif-
ficulté de notre approche est de maintenir la structure de la décomposition micro-macro
au cours du temps, ce qui se traduit par la propriété (mg (t)) = 0, Vt > 0. Nous observons
numériquement que le non-respect de cette propriété génére beaucoup de bruit dans les
simulations. Ce bruit est par contre fortement réduit lorsque la structure est exactement
conservée dans le temps. L’étape permettant d’imposer la conservation de cette structure
présente des similarités avec la procédure de « matching » présentée dans [35] ou avec la
méthode 6 f [18] [17]. Cette approche est ici rendue systématique par ['utilisation d’une pro-
jection numérique, directement dérivée de 'opérateur de projection Iy, défini par (5.21)).

Une itération de notre méthode se résume en les trois étapes suivantes :

— résolution de la partie microscopique par une méthode particulaire, en 1'oc-

currence la méthode PIC,

— étape de projection pour annuler numériquement les trois premiers moments de g,

— résolution de la partie macroscopique avec une méthode de volumes finis, dans

laquelle les particules sont utilisées pour évaluer (vmg).

La méthode particulaire présente un grand intérét en régime fluide car peu de particules
suffisent pour approcher g. Nous observons de plus dans les régimes cinétiques que, pour un
nombre de particules donné, la méthode présentée ici parvient & réduire le bruit numérique
observé dans la méthode PIC, tout comme le fait la méthode ¢ f [18, 17| ou la méthode
présentée dans le chapitre précédent.

Dans la suite, nous considérons une grille uniforme de l'espace x; = (i — 1) Az, i =
1,..., Ny, avec Az = L;/N,, N, étant le nombre de points et L, la longueur du domaine
en espace. Des conditions périodiques sont imposées aux bords. Le pas de temps est noté
At (t" = nAt,n > 0), la direction en vitesse est approchée par un intervalle de longueur
L, et nous notons N, le nombre de macro-particules.

Nous présentons les principales étapes de notre algorithme dans les sous-sections suiv-
antes.
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5.3. Approximation numérique

5.3.1 Approximation de g par des particules

Nous présentons dans cette sous-section la premiére étape de notre méthode. Il s’agit
de résoudre 1’équation microscopique (5.31) par une méthode PIC (présentée dans la sous-

section 4.1.1)) sur g.
Méthode PIC sur g

L’équation (5.31)) présente une partie de transport et un terme source. L’approche
classique pour résoudre une équation cinétique collisionnelle par la méthode PIC consiste
en un splitting en temps entre la partie transport

Og+Tg=0, (5.38)
ou Tg =v0,g+ Ed,g, et la partie collisionnelle (ou terme source)
g =S(9), (5.39)

ou S (g) est un terme source général (par exemple un opérateur de collision) qui dépend
de x, v et t.

La fonction de distribution g est alors approchée par un ensemble fini de N,, particules
numeériques de la facon suivante

Np
g(x,v,t) = Zwk )6 (x—xr(t) 6 (v—uvi (t)), (5.40)
k=1
ou zy (t) représente la position, vy (t) la vitesse et wy (¢) (K = 1,...,N,) le poids de la

k-iéme particule (voir [95] 60, 84] [40] 38, B9] ou la sous-section 4.1.1)). En particulier, wy (¢)

est lié & g par la relation

L,L,
Ny ’

wi (1) = g (x4 (1), ve (1), 1) (5.41)

Dans la premiére étape du splitting (partie transport), les poids wy, sont constants en temps
et nous avons a résoudre les équations du mouvement (1.6))-(1.20) qui s’écrivent ici

e = v, (5.42)
%(t) — B (t),0). (5.43)

Cette étape correspond a la méthode PIC classique (voir [13]). Le champ électrique E est
quant & lui obtenu en résolvant ’équation de Poisson. Un schéma standard peut étre utilisé,
comme le schéma d’Euler : connaissant x, v}l (qui sont des approximations de xy, (t") et

v (t")) et E (z7,t"), nous calculons z} ! et vt par
aptt = a4+ At o, (5.44)
ot = W+ At E (2, t"). (5.45)

Des schémas plus précis, comme le schéma d’ordre 2 de Verlet (4.47)-(4.48))-(4.49) [97],
peuvent étre utilisés. En général, E (z,t") est connu sur une grille uniforme de espace
(xi);. L’équation de Poisson est alors résolue par transformée de Fourier rapide (FFT
pour « Fast Fourier Transform »). Une interpolation est ensuite nécessaire pour calculer

E (x},t") (voir la sous-section [4.1.1]).
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Lorsque ’équation cinétique présente un terme source S, la seconde étape du splitting
consiste & modifier les poids wy (t) selon ’équation différentielle ordinaire

L )= e 1), (5.46)

ou si (t) est le poids associé au terme source S.

Propriété 5.3.1. L’approzimation de la fonction S en (zy,vi) est liée au poids correspon-
dant par
L.L,

sk (t) =S (xg (t) vk (2), 1) N,

(5.47)

Remarque 5.3.1. Cette propriété est consistante avec .

Remarque 5.3.2. La vitesse des particules évolue sutvant sans aucune contrainte.
La taille du domaine en vitesse L, évolue avec la vitesse mazimale (en valeur absolue) des
particules Vimqr et peut donc dépendre du temps. Numériqguement, considérer un Vmq, et
un L, fizes n’a cependant pas d’influence sur les résultats car la contribution des grandes
vitesses est négligeable : les poids wy correspondants sont trés petits (car physiquement, trés
peu d’électrons atteignent ces vitesses).

Nous pouvons utiliser un schéma au choix pour résoudre (5.46)), comme par exemple le
schéma d’Euler

Wt = W7 At 7. 5.48
k k k

Nous rappelons ici le calcul des moments de la fonction de distribution g donnée par
(5.40) sur la grille uniforme (x;),. Pour cela, les particules sont régularisées par une fonction

de convolution, par exemple une B-spline (voir la définition et [13]). A partir de ([5.40)),
le j-iéme moment en v de g est calculé & la position x = x; par

(V) |a=x, NZkag —:Uk)vk, (5.49)

ou Ty, vk, wi sont respectivement la position, la vitesse et le poids de la k-iéme particule,
(x;); la grille uniforme de I'espace et By > 0 est la fonction B-spline d’ordre £.

Remarque 5.3.3. Les tests numériques ont été réalisés jusqu’a 'ordre 1 (£ =1).

Nous décrivons maintenant la résolution numérique de 1’équation microscopique par la
méthode PIC et la stratégie utilisée pour obtenir un schéma préservant ’asymptotique.

Résolution numérique de ([5.31)) par la méthode PIC

Comme indiqué précédemment, nous considérons le splitting suivant :
— résolution de
og+Tg=0, (5.50)

— résolution de

Org = = (I = Iay) (TM) + Iy (Tg) = 2. (5.51)
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La premiére partie de ce splitting est effectuée grace a un solveur numérique pour (5.40)
qui consiste & déplacer les particules en utilisant par exemple le schéma d’Euler (5.44)-
. La seconde partie nécessite plus d’attention. Elle peut étre réduite & la résolution
de ’équation différentielle ordinaire

o 1) = o 0) + e 1) — 22, (5.52

ol oy, (t) est le poids associé & (I — ) (TM) et By (t) le poids associé a Iy, (Tg). Les
détails concernant le calcul numérique de II;; sont donnés dans la sous-section suivante.

Pour obtenir un schéma préservant 'asymptotique, il est nécessaire de considérer une
discrétisation implicite du terme raide wy(t) /e dans (5.52)). C’est pourquoi nous considérons
la disctrétisation suivante de

wn+1
with = wi — At o) + At B — At ’l_ , (5.53)

qui assure la stabilité du schéma par rapport a € pour tout pas de temps At fixé.

Expliquons maintenant comment nous calculons «ay, (t) et 5 (¢). En utilisant la propriété
nous obtenons les relations

an(t) = (1= Th) (TM) (2 (1), (8) 1) o (5.54)
B () = T (Tg) (o (1), i (1) 1) “or”. (5.5)

Les expressions de (I — IIy) (TM) et IIp (T g) sont données en Annexe[B.1] Nous pouvons
observer qu’elles dépendent de x et de v et qu’elles s’écrivent sous la forme polynomiale en

v
3

M (z,v) Zag () 0", (5.56)

ou les coefficients ay = ay (U,(?xU,ax(v?’g)) dépendent de linconnue macroscopique U,
de sa dérivée en espace 9,U et de 0, <v3g> (voir I'annexe . La Maxwellienne M ne
dépend que de U et sa forme est explicite en vitesse. Ainsi, le calcul de (I —IIys) (T M) et
II) (Tg) nous permet de calculer les poids ay et By par (5.54)-(5.55). U étant connu sur
la grille uniforme de I’espace (x;),, nous procédons comme suit :
— calcul de la dérivée en espace de U sur la grille (x;); par un schéma de différences
finies,
— calcul de <v3g> sur les points de la grille (x;); par puis calcul de sa dérivée en
espace par un schéma de différences finies,
— évaluation des fonctions (I —IIys) (TM) et s (Tg) en (xg,vg), une interpolation
linéaire est utilisée pour calculer U (z},) a partir de ses valeurs sur la grille (x;),.

5.3.2 Etape de projection : mise a zéro des moments de ¢

Dans cette sous-section, nous présentons la version discréte de la projection Iy, qui
assure en particulier qu'a chaque pas de temps nous ayons (mg) = 0. En effet, rien ne
garantit que cette propriété est satisfaite au niveau discret, puisque (Tg) # 0 et que
Pensemble de fonctions g telles que (mg) = 0 n’est pas stable par I'action de l'opérateur

T.
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Pour calculer la projection II; de ¢" !, nous cherchons une fonction dans le noyau du

linéarisé de I'opérateur de collisions N'(Lg) qui a les mémes trois premiers moments que

g™t Une telle fonction, que nous notons h (z,v) s’écrit sous la forme
h(z,v) =X(z)-m(v) M (z,v), avec A(z)e R, (5.57)
et satisfait
(mh) |x, = (mg" ™) |x,, i=1,...,N,. (5.58)

L’idée principale est alors de déterminer A (z) € R3 tel que I'équation soit satisfaite
au niveau discret (trois inconnues a déterminer sous trois contraintes). L’inconnue micro-
scopique est ensuite remplacée par (I — IIy;) g" Tt = g"*! — h qui satisfait par construction
(m(g"™t —h))|x,=0,Vi=1,...,N,.

En pratique, cette procédure est appliquée aux poids. En notant +; les poids associés
a la fonction h

L,L L,L
Vi = h(z, vk) ;, == X(xg) - m(vg) M (zx,vp) ;V -, (5.59)
P P
les poids wZ'H de g™t sont alors remplacés par wZH — 7. Nous assurons ainsi au niveau

discret que les trois premiers moments de ces nouveaux poids sont égaux & zéro, comime
souhaité. Cela correspond en quelque sorte & 'application de 'approximation discréte de
Popérateur (I — IIys), ce qui est consistant avec le modeéle continu.

Nous détaillons maintenant le calcul de la fonction h, qui s’apparente donc & la version
discréte de Il (g"“). Notons pg les poids de la Maxwellienne M, nous avons d’aprés
(15.3.1))

L.L,
pr = M (g, vk) N (5.60)
P
Tout d’abord, nous décomposons A (z) sur la base des B-splines de degré ¢
Ny
A(@) = XBi(z—xj), X €eR (5.61)
j=1
Les moments de h en x; sont alors
(m(v)h(z,0)|x; = (Mm(v)A(z) m(v)M(z,0))
NP

Q

m (vg) A (wx) - m (vg) peBe (7 — %)
k=1

1
e

Ne
m () | D AjBe(wx — ;) | -m (or) peBe (wk — xi)
j=1

Na: NP
= Zm(vk) ®m(vk)pkBg (l‘k —Xj)Bg (xk —XZ‘) )\j-
j=1 \k=1

(5.62)

Calculer h revient a trouver A € R3M+ solution du systéme linéaire U g=AXou X € R3Nx
est le vecteur dont les composantes sont A; € R3,5 = 1,...,N,, et A est une matrice
(3N, x 3N,) dont les blocs 3 x 3 notés A; ; sont

NI’

Aij= Y _m(u)®m(ve)piBe(zr — %) Be(wp —xi) |, 6,5=1,...,Np. (5.63)
k=1
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5.3. Approximation numérique
Nous avons ainsi a résoudre pour chaque i = 1,..., N, le systéme linéaire
Ng
Ug(Xi) = Z Ai7j)\j- (564)
j=1
Nous détaillons dans la suite les ordres que nous avons testés : £ =0 et £ = 1.

Ordre 0

La décomposition de A (z) s’écrit
No
A(x) = NBo(z—x;), AjeR, (5.65)
j=1
avec By donnée par (4.12), de telle sorte que les moments de h au point x; soient

1
(mh) |x, = A2 Z m (vg) @ m (vg) pr. | Ai-

L’égalité U, (x;) = (mh) |x, est alors équivalente au systéme linéaire 3 x 3

Ug (xi) = Aii, (5.66)
avec
Mo; Myi; Ms; ‘
Ai: Ml,i MQJ' Mg’l‘ et Mj: Z pk’l)i. (567)
Mo Ms; My k/loy—X;|<Ax/2

Dans ce cas, le systéme (3N, x 3N,) est découplé et nous avons seulement & résoudre N,
systémes linéaires 3 x 3. Une fois que les coefficients \; € R3 sont déterminés pour chaque

1=1,..., N, les poids v de h sont calculés selon
e L.L L.L
W= Y_ AjBo (xx —x;) - m (vg) i ﬁ[ = = Xj, - m (vg) pe ;V 3 (5.68)
j=1 p p

ou les indices jj, sont tels que la k-iéme particule z), satisfasse |z, — x;,| < Ax/2. Les
poids de g"T! sont alors remplacés par wzﬂ — k- Tous ces calculs sont réalisés au niveau
discret, ce qui nous permet d’avoir des conservations discrétes exactes jusqu’a la précision

machine.

Ordre 1

Nous voulons étendre la procédure a la fonction B-spline d’ordre 1 donnée par

(5.69)

1 |1—|z|/Az, si|z| < Az,
B - =
! (ac) Az {O sinon.
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Les moments de h en x; sont maintenant

Np
(mh)|x, ~ > X(xx) m(vp) m (v) peBr (21 — %)
k=1
= Z A (zg) - m (vg) m (vg) peB1 (zr — X5)
rpE€l;
+ ) Alar) - m(ox) ™ (ve) prBa (2 — %)
zp€li—1
= Al%ze:z A (zk) - m (vg) m (vg) pr (1 - xkA;Xi>
+A1xx EZI A (zg) - m (vg) m (vg) pr <T> : (5.70)

Mais si x € I;, alors A (z) s’écrit

A (Z‘k) = )\iBl (LL’k - XZ‘) + Ai+1Bl (xk — Xi—H)

- ()R () 671
et si x € I;_1, nous avons
A(zk) = Xi—1Bi(zg — xi-1) + N B (v — x3)
SRR e
Avec pi. donné par et
Ori = (x5 — xi) /A, (5.73)

les moments de h s’écrivent alors

1

(mh) |x, = N % m (v) @ m (vg) i (1 — Ox )
Tl (3

+ Z m (v,) @ m (vg) Py iy | A

el
1
T A2 Z m (vg,) @ m (vg) Prbr,i (1 — Ori) | Aiga
ENSE
1
tA2 > m(o) @m (o) pr (1= Ohi1) i1 | A
| Ze€li1
1
= gz A+ Bidi + Aidic), (5.74)

ou A; et B; sont donnés par (pour i =1,...,N,)

My; Mi; Mo Noi Nii Noj
A= | My; My; Ms; |, Bi=| Nii; Nog Niz; |, (5.75)
My; Ms; My No; N3; Ny
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et Mj,ia Njyi,j:(),...,él,izl,...,Nx par

Mji = Zvipk(l—Gk,i)Hk,z-, (5.76)
I}CGIZ'

Nji = > vipe(L—0e)*+ D vipebf, . (5.77)
I}CGIZ' Qchlifl

Nous pouvons écrire cette relation sous la forme d’un systéme (3N, x 3N,) U, = AX o

Uy=U,(x1),....Us(xn, ) € RN A= (Ay,...,An,)" e R3N= (5.78)
et
Bl A1 03 - A ANI
Al B2 A2 03 e 03
1 05 A2 B3 . - 03
A=— 5.79
Az? : . . _ . 0 ; (5.79)
03 ... 03 An,2 Bn,1 An,_1
avec 03 la matrice 3 x 3 remplie de zéros (nous avons utilisé les conditions périodiques).
Les poids wl’;‘“ de ¢g"*! sont alors remplacés par wZH — v, avec
N,
= L,L
=D ABu (= ;) - (00) P (5.80)
j=1 b
de telle sorte que nous ayons par construction
NP
(wi™ =) m (vp) By (2, — xi) = Uy (xi) = Uy (x;) = 0. (5.81)
k=1

Remarque 5.3.4. Cette stratégie peut étre généralisée assez facilement & des fonctions
B-splines d’ordre supérieur. Plus ['ordre est élevé, plus la matrice A du systéme linéaire
est grande et pleine, ce qui peut rendre son inversion cotdteuse. Cependant, la matrice reste
symétrique et conserve une structure diagonale par blocs. Son inversion peut donc étre
optimisée en utilisant un solveur spécifique, de facon & ce que cette étape ne soit pas trop
cotteuse par rapport au reste de [’algorithme.

5.3.3 Résolution numérique de (5.32]

Pour la partie macro, nous utilisons une méthode de volumes finis standard sur le mail-
lage uniforme (x;);, comme le schéma de Lax-Friedrich ou de Rusanov. D’autres méthodes
numeériques efficaces de la littérature peuvent étre appliquées (voir [79]).

Nous devons résoudre ’équation macroscopique

U + 0, F (U) + 0y (vm (v) g) = S (U), (5.82)

ou F (U) est le flux d’Euler et

sw)=| pE |. (5.83)
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5.3. Approximation numérique

L’équation (5.82)) peut s’écrire de maniére équivalente
U + 0, F (U)=8(U,yg), (5.84)

avec S (U, g) = 8 (U) -8, (vm (v) g). Une discrétisation par des volumes finis nous donne

n n At n n Q"
UMt = U7 = o (Fihap = Fiag) + At S, (5.85)

ol F;L_H /2 €st choisi comme étant le flux de Rusanov, c’est-a-dire

(F(Un) + F(UY) = aip12 Ui = Uy)) (5.86)

[NCR

F?+1/2 =

avec a;; 1/ le maximum des valeurs absolues des valeurs propres du Jacobien de F' sur les
mailles i et (7 4+ 1).

Remarque 5.3.5. Le flur de Rusanov est un bon compromis entre simplicité et diffusion
relativement faible dans nos applications numériques. Le flux de Laz-Friedrichs o été testé,
mais il était trop diffusif. D’autres flux numérigues, plus précis, peuvent étre utilisés, tels
que le flur de VFRoe. Mais leur implémentation n’a pas été nécessaire pour nos simulations.

Le terme source S est approché par

n+1>

n

8/ =5 (Up.g") ~ SUT) - <<Umg

1

e =m0 ) e
Az ’ '

ol X;41/2 correspond au milieu de la maille [x;,x;41],Vi = 1,..., N;. Les termes qui font

intervenir g ne sont rien d’autre que des moments de g qui sont calculés selon (5.49)).

5.3.4 Propriété « asymptotic preserving »

Dans cette sous-section, nous montrons (formellement) que le schéma numérique présenté
précédemment préserve 'asymptotique. En effet, la résolution de la partie microscopique
(5.53)) conduit &

A\ 7!
wpt! = <1 + 6) (wp — Atay + At By, (5.88)

ot af correspond au poids de (I —Iym) (TM™) et 5 a celui de IIjs (T g"). Remarquons

que
1 €

1+At/5:Kt

R . . - n+l _

a la limite e — 0. Quand € est petit, 1) nous donne ainsi directement que wy ™ = O (¢)
et le schéma numérique dégénére en une discrétisation consistante des équations d’Euler.
De plus, si nous considérons le premier ordre en € pour w,?“, nous avons a partir de (5.88)

+O(e?) (5.89)

wptl = —eal + 0 (7). (5.90)

Puisque la position et la vitesse des particules ne sont pas modifiées pendant cette étape,
nous obtenons aprés cette étape

Npart

gt (1‘2“, UZH) ~ —¢ Z apd(x —x)d(v—up), (5.91)
k=1
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qui, en termes de fonction de distribution, signifie que

gt = —e(I—TIy) (TM™) + O (%)
= —e(I—y) (w0 M") + O (7). (5.92)
Cela correspond exactement au terme obtenu dans la section [5.2.2]

Les moments de vg™™! doivent alors étre calculés pour étre injectés dans 1’équation
macroscopique (5.85)). Cela est fait comme dans la sous-section Nous obtenons

n

(om (I = Tar) W0, M) s, — (vom (I = TLa) (00, M) |y, ,
Ax
(5.93)
Le dernier terme est une approximation consistante du terme correctif de I'’équation de
Navier-Stokes

0
e (vm (v) (I — Tpp) (V9 M) = 0 : (5.94)
£(3/2) pT' (9,T)

ce qui assure que le schéma présenté vérifie la propriété AP souhaitée pour ’équation de
Navier-Stokes.

Remarque 5.3.6. Comme suggéré dans [72, [29], il est possible d’extraire le terme de
diffusion venant de (I — ;) (T M) afin de le considérer dans la partie macroscopique. En
injectant ['expression de ¢" 1 dans les flux cinétiques de ’équation macroscopique
, nous obtenons

n . At . .
UZ-+1 = U; _E( i+1/2 i_1/2>+AtSi
eAt (vmg™) |xi+1/2 — (vmg™") |1‘¢_1/2 At
et At ( Az vl S Ni_1)2)
At . .
Az <<vaMv3$g ) 254 — (mllar (0829")) \ari_l/z)) ) (5.95)

ot le terme N1/ est la diffusion de Navier-Stokes

0
_ 0 . (5.96)
(3/2) (pT (02T))i41 /2

La conséquence de cette opération est que le terme de diffusion de Navier-Stokes peut étre
implicité comme dans [T2, [29] de sorte que le schéma obtenu vérifie la propriété AP et

que le schéma numérique asymptotique associé fasse apparaitre implicitement les termes
de diffusion de Navier-Stokes.

(vm (I —IIps) (0O M™))

|$z‘+1/2

5.3.5 Algorithme

L’algorithme global est alors le suivant :
1. avancer les particules en utilisant le schéma d’Euler (5.44))-(5.45)),

2. calculer, sur la grille spatiale, les quantités TM, Ty (T M) et 11y, (Tg) en utilisant
la formule de déposition (5.49)),
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5.4. Résultats numériques

3. calculer les nouveaux poids selon ((5.53),

4. remplacer g par (I —IIps) (g) pour assurer que les trois premiers moments de g sont
numeériquement nuls (voir la sous-section [5.3.2]),

5. calculer <v3g> selon 1D
6. avancer la partie macroscopique selon ((5.85)).

Le colit numérique de cet algorithme est du méme ordre qu'un solveur particulaire
pour le modeéle de Vlasov-Poisson-BGK ——. En effet, les étapes ajoutées par
le modéle micro-macro ont un cofit de l’ordre du nombre de particules N,. En pratique, le
colit numérique du modéle micro-macro est environ le double de celui d’une méthode PIC
standard appliquée au modéle de Vlasov-BGK. Cependant, notre stratégie qui consiste
a utiliser une méthode PIC pour la partie cinétique permet de capturer le régime fluide
avec trés peu de particules, comme nous le verrons dans la section suivante présentant les
résultats numeériques.

5.4 Reésultats numériques

Nous présentons ici plusieurs résultats numeériques obtenus avec le modéle micro-macro
(5.31)-(5.32)-(5.33)), en utilisant Palgorithme présenté précédemment. Nous nous intéres-
sons & la simulation de cas tests classiques en physique des plasmas. Quand e est d’ordre
1, le modele micro-macro (appelé MiMa) est comparé a la discrétisation PIC classique du
modéele Vlasov-BGK (noté PIC-BGK), alors que pour des petites valeurs de e, nous le
comparons aux modeéles de Navier-Stokes ou d’Euler (notés respectivement NS et Euler).
Ces deux derniers modéles sont résolus par une méthode de volumes finis avec un flux de
Rusanov, comme présenté dans la sous-section Nous donnons aussi quelques résultats
obtenus par un solveur déterministe, sur grille, de I’équation de Vlasov-Poisson-BGK.

5.4.1 Test 1 : Amortissement Landau linéaire

Nous considérons d’abord un amortissement Landau avec une perturbation de faible
amplitude. Dans ce cas, le systéme non linéaire est proche de sa forme linéarisée. La
condition initiale s’écrit

Fmut=0) = —— exp (—”2> (14 qcos (kat)), z€ [0, 2”] , (5.97)

1
V2T 2 ka:
avec le nombre d’onde choisi égal & k, = 0.5 et @ = 1072, Pour le modéle micro-macro, la
condition initiale s’écrit

1+ acos (kzx)
U(z,t=0)= 0 , g(x,u,t=0)=0. (5.98)
1+ acos (kzx)

Pour les équations d’Euler et de Navier-Stokes, nous considérons
1+ acos (k;x)
U(z,t=0)= 0 . (5.99)
1+ acos (kzx)

Nous utilisons les paramétres numériques suivants :

— PIC-BGK : N, =128, At = min (0.1, Ce¢),
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— Mi : = — __ CAz
MiMa : N, = 128, At = m([ul - V3T)

_ : - — _ CAz*
NS : Np =512, At max(|u|+v3T)’

— Euler : N, =128, At = CAx,
avec C' = 0.4. En effet, la méthode PIC n’induit aucune restriction sur le pas de temps mais
un traitement explicite de ’équation sur les poids (partie collisionnelle) implique une con-
dition At = Ce pour le modéle PIC-BGK. Par ailleurs, le modéle MiMa est uniquement re-
streint par la condition de stabilité macroscopique induite par le solveur d’Euler : la vitesse

. . . CL. yr Az
maximale étant donnée par (!u\ + \/?F), la condition de CFL s’écrit At < ma(Jul /T

Nous prendrons différentes valeurs pour le nombre de particules dans les méthodes PIC-
BGK et MiMa, afin de voir son influence dans les différents régimes : fluide, intermédiaire
et non-collisionnel.

Pour ce test, nous nous intéressons & I’évolution en temps de I'énergie électrique

£(t) = / B (2,0 da. (5.100)

Les oscillations de celle-ci s’amortissent de maniére exponentielle au cours du temps, d’aprés
la théorie de Landau non-collisionnelle.

Nous représentons 1’évolution de ’énergie électrique en échelle semi-logarith-
mique. La théorie de Landau non-collisionnelle indique que cette quantité présente des
oscillations dont 'amplitude décroit linéairement. Lorsque 'on considére un opérateur de
collision, cela reste vrai mais le taux de décroissance dépend alors de €. Plus précisément,
quand € tend vers 0, ce taux doit converger vers 0 car le régime fluide ne capte pas 'amor-
tissement Landau. Les figures et illustrent cela en comparant MiMa (le modéle
micro-macro) pour différentes valeurs de £ a ’équation d’Euler. La propriété AP est veri-
fige sur cette figure puisque les résultats du modéle micro-macro se rapprochent de ceux du
modéle d’Euler quand ¢ tend vers 0, & At fixé. En particulier, quand ¢ = 10~% (Figure ,
le régime fluide est trés bien simulé puisque les deux courbes sont quasiment superposées.

log { Energie electrique )
log ¢ Energie electrique )

Euler
HiHa, eps=1 —— Hika,
vgrid, eps=1 —— vgrid,

8 5 18 15 28 8 5 18 15 20
Tenps t Tewps t

FIGURE 5.1 — Test 1 - Energie électrique au cours du temps : MiMa avec N, = 5 x 103 (en
bleu) comparé a Euler (en rouge) et & Vlasov-Poisson sur grille (en vert), pour ¢ = 1 (a
gauche) et ¢ = 0.5 (& droite).

Figure[5.3] nous comparons les résultats de MiMa et de PIC-BGK a ceux des équations

de Navier-Stokes pour € = 0.1. Le nombre de particules a été choisi de sorte & assurer
la convergence pour MiMa (c’est-a-dire qu’augmenter le nombre de particules ne modifie
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electrique

log ¢ Energie electrique )

log { Energic

-12 - Euler
HiMa, eps=8,1 —— Euler
vgrid, eps=8.1 —— Hila, eps=10"-4

[ 5 18 15 20 [ 5 18 15 20
Tenps t Tenps t

FIGURE 5.2 — Test 1 - Energie électrique au cours du temps : MiMa avec N, =5 x 103
(en bleu) comparé a Euler (en rouge) et Vlasov-Poisson sur grille (en vert) pour e = 0.1 (a
gauche) et ¢ = 10~% (a droite).

pas visuellement les résultats de MiMay). Nous observons que les trois modéles donnent des
résultats trés similaires jusqu’a t &~ 10. Aprés ce temps, PIC-BGK ne présente plus un bon
comportement & cause de son bruit numérique inhérent. Par contre, MiMa et NS restent
trés proches jusqu’a la fin de la simulation. Dans le régime intermédiaire (¢ = 0.1), MiMa
a donc un trés bon comportement comparé a PIC-BGK.

-2

log ( Energie electrique )

NS ——
PIC BGK
Ni‘.Ha

Tenps t

FIGURE 5.3 — Test 1, e = 0.1 - Energie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et
PIC-BGK (en vert) avec N, =5 x 10°, comparés a NS (en rouge).

Nous nous intéressons maintenant & de plus grandes valeurs de € et comparons le mod-
éle micro-macro & une discrétisation PIC du modéle de Vlasov-BGK. Nous représentons
d’abord ’énergie électrique obtenue avec MiMa et avec PIC-BGK pour € = 1 et ¢ = 10,
sur la figure Nous observons que PIC-BGK perd beaucoup de précision lorsque nous
atteignons des valeurs proches du niveau du bruit numeérique (aprés t ~ 15). Les résultats
de MiMa sont trés bons puisque nous reproduisons pendant un temps beaucoup plus long
le comportement correct de ’énergie électrique (la pente est égale & —0.135, ce qui est trés
proche de la valeur théorique —0.1533 & la limite non-collisionnelle [97]), cela en utilisant
le méme nombre de particules que PIC-BGK.

Nous cherchons ensuite a savoir s’il est possible de faire baisser le niveau du bruit
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PIC BGK —— PIC BGK ——
HiHa —— HiHa ——

lectrique )
&

_

e

log ¢ Energie electrique )

log { Energie e
&

[ 5 108 15 28 25 30 35 a8 [ 5 18 15 28 25 38 35 a8
Tenps t Tenps t

FIGURE 5.4 — Test 1 - Energie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) avec N, = 5 x 10°, pour € = 1 (a gauche) et e = 10 (& droite).

numérique de PIC-BGK en ajoutant des particules. Sur la figure nous montrons que
cela est possible, mais que PIC-BGK n’atteint pas la précision de MiMa, méme avec plus
de particules. Une explication est la suivante : MiMa ne décrit que la partie microscopique
g par des particules et pas la fonction de distribution totale f. Le bruit numérique n’affecte
ainsi que g avec MiMa, et g reste petit dans les simulations, alors que toute la fonction f
est affectée par le bruit avec PIC-BGK. Il est difficile de quantifier I’amélioration induite
par Paugmentation du nombre de particules, mais sur la figure nous voyons qu’un trés
grand nombre de particules serait nécessaire avec PIC-BGK pour obtenir un niveau de
bruit aussi bas qu’avec MiMa.

-2

Energie electrique log |IECE)IIfL 23

| PIC BGK, Hp=2.5x168"6 ——

HiHa, Np=5x10"5 ——

[ 20 48 68 88 100 120
Tenps t

FIGURE 5.5 — Test 1, ¢ = 10 - Energie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu)
comparé a PIC-BGK avec différentes valeurs de N, : 10° (en mauve), 5 x 10° (en rouge)
et 2.5 x 10° (en vert).

Nous nous intéressons maintenant & des diagnostiques en espace. Sur la figure nous
tracons la densité de charge (1 —p) & deux instants fixés (¢ = 0.2 et ¢t = 0.4), en fonction de
x, pour MiMa et PIC-BGK avec ¢ = 1. Comme nous 1’avons déja observé précédemment,
avec le méme nombre de particules le bruit numérique est fortement réduit en utilisant la
décomposition micro-macro par rapport a 'approche PIC-BGK.

Figure [5.7], nous tracons la fonction de distribution totale f = M + ¢g. Nous comparons
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8,815 8,82
PIC BGK —— PIC BGK ——
HiHa —— HiHa ——

Densite de charge 1-rho

-8,015
8

FIGURE 5.6 — Test 1, ¢ = 1 - Densité de charge (1 — p) aux temps ¢ = 0.2 (a gauche) et
t = 0.4 (a droite), pour PIC-BGK (en rouge) et MiMa (en bleu) avec N, =5 x 10°.

celle donnée par MiMa a celle obtenue avec 'approche PIC-BGK, au temps t = 20 et pour
¢ = 1. Nous avons ici une illustration supplémentaire du bruit numérique de PIC-BGK
comparé i celui de MiMa. Le bruit numérique de 'approche micro-macro est trés petit
et ne concerne que la fluctuation g. La différence entre les fonctions de distributions f
obtenues par MiMa et par PIC-BGK est tracée Figure [5.8]

Nous regardons aussi le comportement du flux de chaleur pour différentes valeurs de
e. Nous avons en effet vu dans la sous-section que la discrétisation semi-implicite
du modéle micro-macro permet de retrouver les asymptotiques de Navier-Stokes. Pour
vérifier ce point, nous comparons les flux de chaleur donnés par I’équation de Navier-
Stokes (—3/2)pTd,T a ceux donnés par le modéle micro-macro (1/e) [ |v — ul3fdv. La
différence de ces deux quantités doit étre d’ordre e. Figure la différence en norme
L? des deux flux de chaleur est tracée en fonction de € a t = 1. L’étude a été réalisée
avec différents nombres de particules, afin d’observer I'influence de N,. Le bon ordre est
retrouvé puisque nous observons un comportement linéaire. Cela est aussi illustré Figure
ot les deux flux de chaleur (de NS et MiMa) sont tracés au temps ¢t = 1 en fonction
de z. Nous observons que lorsque € diminue, les deux flux se rapprochent. Les oscillations
apparaissant sur le flux de MiMa sont dues & la discrétisation de g par des particules.

Nous avons de plus regardé les quantités conservées. Nous avons tout d’abord vérifié
que la masse totale

/ [ dvdz (5.101)

// of dvdx (5.102)

étaient exactement conservées. L’énergie totale

V/zﬁf dvdm+/E2 dm} (5.103)

nest pas exactement conservée : des variations de Pordre de 0.1% sont observées pour
MiMa, quel que soit £ > 0.

et la quantité de mouvement totale
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f ( PIC BEK ) f { HiHa }

0.45 6.4
5 8,45 e 8.4
0.33 8.4 0.3 0.35
o3 0,35 aézg 0.3
0.2 0.3 E 8,25
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0.05 g 8,85 0.15
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[ [}
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(] (]
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FIGURE 5.7 — Test 1, e = 1 - Fontion de distribution f de PIC-BGK (en haut a gauche),
f =M + g (en haut a droite), g (en bas a gauche) et M (en bas a droite) de MiMa, au
temps ¢t = 20 avec N, = 5 x 10°.
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FiGURE 5.8 — Test 1, ¢ = 1 - Différence fyrinva — fric o0 fuarime est la fonction de
distribution obtenue par MiMa et fp;c celle donnée par PIC-BGK, au temps ¢ = 20 avec
N, =5 x 10°.

Pour assurer que les trois premiers moments de g restent nuls au cours de la simulation,
nous avons implémenté une étape spécifique, détaillée dans la sous-section [5.3.2] Cette
étape permet de conserver la structure micro-macro du systéme. Le non-respect de cette
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FIGURE 5.9 — Test 1 - Erreur sur les flux de chaleur 4 ¢t = 1, avec N, = 512, At = 1073,
pour différentes valeurs de N, : 10° (en vert), 5 x 10° (en bleu), pente 1/6 (en rouge).
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FIGURE 5.10 — Test 1 - Flux de chaleur de NS (en rouge) et MiMa (en bleu) a t = 1 avec
N, = 10° et N, = 512, pour £ = 0.1 (en haut & gauche), 1072 (en haut a droite) et 1073
(en bas).

structure conduit a la création de bruit et & une perte de qualité des résultats. Nous tracons
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5.4. Résultats numériques

Figure[5.11]1a densité de charge a t = 5 pour € = 1 obtenue sans l'étape de projection, avec
une projection d’ordre 0 et avec une projection d’ordre 1. La correction des poids réduit
sensiblement le bruit numérique. Mais ’apport d’une correction d’ordre 1 par rapport a
une correction d’ordre 0 n’est pas évidente.

8,886

0.884 -

0.882

Densite de charge 1-rho
=

-8.002

-8.884

-8.686

Position x

FIGURE 5.11 — Test 1, ¢ = 1 - Densité de charge a ¢ = 5, avec N, = 5 X 10° et une
correction des poids d’ordre 0 (en vert), d’ordre 1 (en bleu) et sans correction (en rouge).

5.4.2 Test 2

Nous étudions dans cette sous-section un second cas test, dans lequel la fonction de
distribution initiale n’appartient pas au noyau du linéarisé de 'opérateur de collisions.
Nous considérons

4
v
f(z,u,t=0)= exp (—v2/2) (1+ acos(kzx)), =z €[0,2m/ky], (5.104)
3V 2
avec le nombre d’onde k, = 0.5 et o = 5 x 1072, Pour le modéle micro-macro, U a
initialement ’expression

1+ acos (kzx)
U (z,t=0) = 0 , (5.105)
5(1+ acos (kzx))

et pour la partie microscopique, g s’écrit initialement (les calculs sont effectués dans I’an-

nexe

1 ke 4
(@ vt =0) = + acos (kzx) <U

Nirs 5 D (—v?/2) — \}S exp (—v2/10)> . (5.106)

Pour les équations d’Euler et de Navier-Stokes, nous considérons

1+ acos (kzx)
U (z,t =0) = 0 . (5.107)
5(1+ acos (kzx))

Nous nous intéressons aux mémes diagnostiques que pour le premier cas test. Les mémes
paramétres numériques sont également considérés. L’équation d’Euler est maintenant ré-
solue avec C' = 0.1.
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5.4. Résultats numériques

Sur les figures et |5.13] nous représentons l'énergie électrique donnée par ((5.100)
pour MiMa et Euler : nous étudions la convergence du modéle micro-macro vers 1’équation
d’Euler quand e tend vers zéro. La propriété AP est mise en évidence Figure 5.14] ou la
norme L' de g est tracée en fonction du temps. Pour la norme L', nous avons choisi

2wkl (5.108)

Euler

Euler
HiHa, eps=5x10°-2

electrique

log ¢ Energie electrique )
& i

log { Energie

[ 5 18 15 20 ] 5 18 15 20
Tenps t Tenps t

FIGURE 5.12 — Test 2 - Energie électrique au cours du temps : MiMa avec N, =5 x 103
(en bleu) comparé a Euler (en rouge), pour ¢ = 0.1 (& gauche) et e = 5 x 1072 (& droite).
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Hita, eps=18"-4
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FIGURE 5.13 — Test 2 - Energie électrique au cours du temps : MiMa avec N, =5 x 103
(en bleu) comparé a Euler (en rouge), pour ¢ = 1072 (a gauche) et £ = 10~% (a droite).

Tout comme dans [106], nous observons que g devient de l'ordre de € bien qu’il ne le
soit pas au temps t = 0 (nous avons en effet ||g(t = 0)||z1 ~ 5 x 1072). La propriété AP
est satisfaite pour cette condition initiale qui n’est pourtant pas trés proche de I’équilibre,
méme lorsque nous prenons un nombre assez petit de particules.

Lorsque l'on considére de plus grandes valeurs de €, nous voyons sur la figure [5.15
que MiMa parvient & donner de bons résultats comparé & PIC-BGK qui souffre du bruit
numérique inhérent & la méthode PIC, ce qui empéche I'énergie électrique de diminuer
jusqu’a ’erreur machine.

Comme dans le premier cas test, nous présentons les fonctions de distribution f de
PIC-BGK et MiMa sur la Figure [5.16] au temps ¢ = 10. Bien que g ne soit pas petit,
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5.4. Résultats numériques
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FIGURE 5.14 — Test 2 - Evolution en temps de ||g(t)||1 (échelle semi-logarithmique) pour
MiMa avec N, = 5 x 103 et ¢ = 1072 (en haut a gauche), e = 107* (en haut & droite),
€ =10"7 (en bas).
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Tenps t

FIGURE 5.15 — Test 2 - Energie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) pour £ = 1 avec N, = 5 x 10°.

nous pouvons observer que le bruit est bien plus petit avec I’approche micro-macro qu’avec
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5.4. Résultats numériques

PIC-BGK. Cela peut expliquer le bon comportement de MiMa par rapport & PIC-BGK.
Nous tragons également Figure la différence entre les fonctions de distribution f de
MiMa et de PIC-BGK.
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FIGURE 5.16 — Test 2, ¢ = 10 - Fonction de distribution f de PIC-BGK (en haut a gauche),
f = M + g (en haut a droite), g (en bas & gauche) et M (en bas & droite) de MiMa au
temps ¢ = 10 avec N, = 5 x 10°.

Nous avons en outre vérifié que la masse totale et la quantité de mouvement étaient
préservées exactement. Ce n’est pas le cas de I'énergie totale [ [ v? fdvdx + S E?dzx], mais
comme précédemment, elle est tout de méme bien conservée (de 1'ordre de 0.1% quel que
soit € > 0).

5.4.3 Cofit numérique

Un des principaux objectifs de ce travail est de parvenir a simuler le régime fluide a
bas cofit numérique avec un modéle cinétique. D’une part, 'approche micro-macro permet
de construire un schéma AP dont le cotit est indépendant de . D’autre part, I'utilisation
de particules permet de réduire le colit numérique car l'amplitude de g diminue quand &
devient petit.

Dans cette sous-section, nous étudions le nombre de particules nécessaires quand € varie.
A chaque € donné, nous associons le nombre de particules N, pour lequel la convergence est
atteinte. Notre critére de convergence est I’énergie électrique. Figure [5.18] nous observons
que la convergence est atteinte pour N, = 5 X 103 quand € = 1072 et N, = 500 est suffisant
quand € = 1074,
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5.4. Résultats numériques

£ ( HiMa ) - f ( PIC BGK )
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Ficure 5.17 — Test 2, ¢ = 10 - Différence farinre — frrio o0 faringe est la fonction de
distribution obtenue par MiMa et fp;c celle donnée par PIC-BGK, au temps ¢ = 10 avec
N, =5 x 10°.
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FIGURE 5.18 — Test 1 - Nombre de particules nécessaires pour ¢ = 1072 (a gauche) et
e = 1075 (a droite).

De nos observations numeériques pour € compris dans l'intervalle [0.001,0.1], nous pou-
vons déduire la loi empirique suivante N, ~ C7exp (6'2503) pour N, = 128. Cela est
présenté Figure [5.19] avec C7 ~ 2000, Cs = 15.5 et C5 =~ 0.6.

Puisque la complexité de 'algorithme MiMa est en O(N,), N, étant toujours plus grand
que N, le gain en termes de temps de calcul est amélioré par rapport & une approche sur
grille de I’espace des phases dont la complexité est au moins de I'ordre de O(Ngz Ngv) ol dy
(respectivement d,) est la dimension en espace (respectivement vitesse). Si nous regardons
la comparaison entre PIC-BGK et MiMa, nous observons dans le tableau [5.1] que le cott
de MiMa pour un pas de temps est & peu prés le double de celui d’un pas de temps de
PIC-BGK et la complexité des deux méthodes est en O(N,).

Bien que la complexité des deux méthodes soit la méme, PIC-BGK présente plus de
bruit numérique dans tous les régimes. Pour réduire ce bruit, plus de particules sont néces-
saires qu’avec MiMa. En particulier, quand € est petit, PIC-BGK nécessite un grand nombre
de particules alors que MiMa donne des résultats trés précis avec un N, trés petit (voir
Figure . Pour une précision équivalente, MiMa est ainsi plus rapide que PIC-BGK.
Les temps de calcul sur CPU des simulations conduisant aux résultats de la figure [5.20]sont
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FIGURE 5.19 — Test 1 - Nombre de particules nécessaires en fonction de e.

N, =128 N, =128 N, =128
N, =5x10° | N, =1x 105 | N, =5 x 106
MiMa 0.46 s. 0.92 s. 4.65 s.
PIC-BGK 0.24 s. 0.48 s. 2.42 s.

TABLE 5.1 — Colit numérique pour un pas de temps de MiMa et PIC-BGK.

donnés dans le tableau . Remarquons que la simulation de PIC-BGK pour e = 107* a
été réalisée avec un schéma d’Euler implicite pour I’équation sur wyg, ce qui permet d’utiliser
un pas de temps At similaire pour MiMa et PIC-BGK. Cependant, dans ce régime, MiMa
n’a besoin que de trés peu de particules, c’est pourquoi le temps de calcul est & nouveau
plus petit pour MiMa que pour PIC-BGK.

Param. =10 | Param. | e=0.1| Param. |[e=10"*
MiMa | N,=5x10° | 768s. | N, =10° | 153s. | N, =500 | 11s.
PIC-BGK | N, =5x10° | 1391s. | N, =10° | 694s. | N, =10° | 230s.

TABLE 5.2 — Temps de calcul de MiMa et PIC-BGK pour les simulations représentées dans
la figure [5.20

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un schéma préservant ’asymptotique utilisant une méthode par-
ticulaire est proposé pour le modéle de Vlasov-Poisson-BGK a la limite fluide. Ce schéma
numérique est basé sur une décomposition micro-macro. La propriété AP est assurée par un
schéma semi-implicite pour traiter le terme source raide. Le principal intérét de I’approche
présentée ici par rapport aux précédents travaux de décomposition micro-macro réside
dans 'utilisation d’une méthode PIC pour discrétiser la partie microscopique alors qu’'une
méthode de volumes finis est utilisée pour la partie macroscopique. De cette maniére, le
colit numérique des simulations est réduit dans le régime fluide. De plus, a la limite non-
collisionnelle, une telle approche a la propriété importante de réduire le bruit numérique
qui est usuellement observé dans les méthodes PIC standards. C’est une conséquence de
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FIGURE 5.20 — Test 1 - Energie électrique au cours du temps : MiMa (en bleu) et PIC-BGK
(en rouge) pour ¢ = 10 (en haut a gauche), e = 0.1 (en haut & droite) et £ = 107* (en
bas), les paramétres numériques sont donnés dans le tableau

la stratégie de décomposition micro-macro et de 1’étape supplémentaire qui permet de
maintenir cette structure au cours du temps.

Des opérateurs de collision plus complexes, comme celui proposé dans [40] pour I'équa-
tion de Boltzmann des semi-conducteurs, pourraient également étre considérés en combi-
nant cette approche a des techniques de relaxation, comme dans [72] par exemple. Une
étude de la limite de diffusion est également envisagée, et éventuellement de la limite
incompressible. Enfin, une extension de cette approche a des dimensions supérieures est
possible.

Elle nécessiterait 'implémentation de la méthode PIC en dimensions 2 ou 3 et perme-
ttrait de réaliser des simulations plus complexes. Une étude de la méthode PIC en deux
dimensions d’espace fait ’objet de la partie suivante. Deux approches sont utilisées avec
pour objectif commun de simuler une diode en géométrie axisymétrique en résolvant le
systéeme d’équations de Vlasov-Maxwell.
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Troisiéme partie

Méthode Particle-In-Cell en
géométrie axisymétrique pour
Vlasov-Maxwell, application a une
diode et parallélisation sur GPU

Les méthodes multi-fluides ou hybrides fluides-cinétiques présentées dans les deux par-
ties précédentes permettent de réduire la complexité du systéme. Elles ont été testées
sur des problémes en une dimension d’espace simplifiés mais contenant tout de méme de
nombreuses difficultés liées & la simulation numérique des plasmas : filamentation, petites
échelles, etc. Leur généralisation & des problémes en deux ou trois dimensions d’espace peut
cependant s’avérer difficile. C’est pourquoi elles sont encore peu utilisées pour des simula-
tions de problémes réels. On leur préfére en effet les méthodes particulaires et notamment
la méthode PIC qui s'implémente facilement en plusieurs dimensions d’espace. Ces méth-
odes sont par contre plus cotiteuses. Mais avec les progrés informatiques, la parallélisation
sur des clusters d’ordinateurs ou sur des cartes graphiques, de telles simulations deviennent
réalisables en un temps raisonnable.

Nous nous intéressons dans cette partie a la simulation numérique d’une diode & cath-
ode hémisphérique, pouvant par exemple étre utilisée pour la production de rayons X.
Cette diode est modélisée en deux dimensions d’espace, en géométries cartésienne et ax-
isymétrique. Des électrons sont émis de la cathode sous Deffet d'un champ électrique. Le
faisceau de particules est alors soumis a un champ électromagnétique. Nous sommes ainsi
amenés & ’étude du systéme d’équations de Vlasov-Maxwell.

L’équation de Vlasov est résolue par une méthode particulaire, en I’'occurrence la méth-
ode PIC. Deux approches sont étudiées. Le premier chapitre de cette partie est dédié a
I’étude d’une méthode PIC-éléments finis basée sur I'analyse isogéométrique. Le domaine
physique est envoyé par une transformation géométrique sur un domaine carré appelé
« patch ». Les particules sont alors considérées sur le patch et les équations de Vlasov et
de Maxwell sont résolues dans ce patch. Dans un cadre plus général, nous y étudions la
méthode PIC en géométrie curviligne. Le chapitre suivant présente le développement d’une
méthode PIC-Galerkin Discontinu sur carte graphique (ou GPU). Les particules évoluent
cette fois dans le domaine physique. Des résultats numériques sont présentés dans les deux
chapitres, nous y exposons en particulier la diode & cathode hémisphérique en géométrie
axisymétrique.
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CHAPITRE 6

Méthode PIC en géométrie
curviligne et application a une diode
a cathode hémisphérique

Bien que les méthodes multi-fluides ou les couplages fluides-cinétiques soient promet-
teurs et permettent de résoudre avec un cofit raisonnable les problémes unidimensionnels,
ils sont encore difficiles & utiliser en deux ou trois dimensions d’espace. C’est pourquoi les
simulations réelles sont souvent effectuées par des méthodes cinétiques. La méthode PIC,
facile & implémenter, est souvent privilégiée. Mais les méthodes cinétiques sont cotiteuses.

Pour réduire leur complexité, nous pouvons nous appuyer sur la géométrie du probléme.
Les systémes réels peuvent en effet présenter des symétries ou des invariances dont la prise
en compte permet de réduire le nombre important de variables. Par contre, le domaine
considéré est parfois complexe et difficile & modéliser de maniére exacte.

De nouvelles possibilités ont été apportées récemment par Hughes, Cottrell et Bazilevs
[57,24] et par Hughes, Reali et Sangalli [58] avec le développement de I’analyse isogéométrique,
mettant en avant les fonctions B-splines. Ces fonctions sont trés utilisées en modélisation
numérique, a la fois pour l'interpolation et pour décrire le domaine de calcul en Concep-
tion Assistée par Ordinateur (CAO). L’analyse isogéométrique, proposant d’utiliser ces
fonctions comme fonctions de base de la méthode d’éléments finis ainsi que pour la de-
scription du domaine, crée alors une interface entre simulation et modélisation numérique.
Les transformations géométriques a base de splines ou de NURBS (pour « Non-Uniform
Rational Basis Splines ») simplifient la plupart des applications et s’adaptent notamment
aux courbures du domaine de calcul. Celui-ci est transformé en un domaine de référence
carré, appelé « patch », dans lequel les calculs sont effectués.

Pour résoudre les équations de Vlasov-Maxwell, nous proposons de coupler une méthode
Particle-In-Cell (PIC), présentée dans la sous-section [£.1.1] dans la theése de Barthelmé [6]
ou dans le livre de Birdsall et Langdon [I3], & une méthode d’éléments finis basée sur
I’analyse isogéométrique. Une question de grande importance se pose alors : devons-nous
faire évoluer les particules de la méthode PIC dans le domaine physique ou directement dans
le patch 7 Le premier choix implique d’effectuer, a chaque pas de temps, une transformation
géométrique pour que les densités de charge et de courant calculées & partir des particules
soient écrites dans le patch, et une transformation géomeétrique inverse pour calculer les
champs connus sur le patch en chaque particule, afin de les déplacer. Le second choix
impose la connaissance des équations du mouvement dans le patch, ainsi que I'expression
des densités de charge et de courant en fonction des particules. Ce probléme est en fait
plus général : il correspond & 'utilisation de la méthode PIC en géométrie curviligne.

C’est a 'occasion du CEMRACS 2010, dans le cadre du projet IsoPIC financé par le
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6.1. Méthode PIC en géométrie curviligne

CEA Gramat, que nous nous sommes intéressés a un tel probléme. En collaboration avec
Aurore Back, Ahmed Ratnani et Eric Sonnendriicker, nous avons développé un code PIC-
éléments finis axisymétrique basé sur I’analyse isogéométrique. Nous utilisons des splines
comme fonctions de base de la méthode d’éléments finis, comme fonctions de forme pour les
particules ainsi que pour définir le domaine de calcul. Nous nous intéressons en particulier a
Pétude d’une diode a cathode hémisphérique. A priori tridimensionnel (3D), son domaine
est modélisé en coordonnées cylindriques (z,7,6). Nous pouvons cependant supposer que
les inconnues sont indépendantes de 6 et considérer la géometrie bidimensionnelle (2D)
axisymeétrique (z,7). Cette hypothése, justifiée par la géométrie de la diode, nous permet
de réduire la complexité du probléme. Une diode est constituée d’une cathode chargée
négativement et d’'une anode chargée positivement. Elle est vide & l'instant initial, mais en
imposant une différence de potentiel des électrons sont arrachés de la cathode. Soumis alors
& un champ électromagnétique, ils se déplacent vers ’anode, comme schématisé Figure 6.1
Ce faisceau d’électrons est représenté par une fonction de distribution f vérifiant I’équation

Anode

Traiectoire d'un électron

—— /

=

FIGURE 6.1 — Schéma d’une diode & cathode hémisphérique.

de Vlasov. Pour la résoudre, nous utilisons une méthode PIC. Une grande attention doit
étre portée a I’émission des particules. Les champs électriques et magnétiques sont quant
& eux solutions des équations de Maxwell. La géométrie permet de counsidérer le mode
transverse électrique (TE). Ces champs sont résolus par une méthode d’éléments finis
basée sur I'analyse isogéométrique. Ce travail a fait I’objet d’une publication dans les actes
du CEMRACS [4].

Dans ce chapitre, nous étudions tout d’abord dans un cadre général la méthode PIC en
géométrie curviligne. Nous posons le probléme et discutons les différentes possibilités qui
se présentent. Une deuxiéme section est dédiée a ’application & la diode. Nous y dévelop-
pons notamment les équations de Maxwell en mode 2D transverse électrique en géométrie
axisymeétrique ainsi que la loi d’émission des particules. La partie analyse isogéométrique
n’est pas développée ici mais nous renvoyons aux travaux de Ratnani et Sonnendriicker
[93] ou a la thése de Ratnani [92] pour plus de détails a ce sujet.

6.1 Meéthode PIC en géométrie curviligne

Nous présentons dans cette section certaines particularités de la méthode PIC en
géométrie curviligne. Nous évoquons plusieurs points de vue, notamment ceux utilisés
dans le travail du CEMRACS 2010 [4] et dans le chapitre suivant, concernant une méthode
PIC-Galerkin Discontinu en géométrie axisymétrique avec des éléments courbes.

Considérons un domaine physique €2 présentant éventuellement des courbures, et prenons
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6.1. Méthode PIC en géométrie curviligne

en exemple la diode 2D représentée Figure [6.1] Afin de modéliser © de maniére exacte,
deux alternatives sont possibles.

— La premiére consiste & mailler ) par des éléments courbes et a envoyer chaque maille
vers une méme maille de référence, un carré [0, 1] x [0, 1], par une transformation
géométrique bijective F1.

Maille de

référence {)

Maille
physique

C’est le point de vue souvent adopté dans les méthodes d’éléments finis ou de Galerkin
Discontinu car cela permet de ne stocker que les matrices calculées sur 1’élément
de référence. Les équations de Maxwell sont résolues dans le domaine physique en
transportant les différentes matrices intervenant dans le probléme de la maille de
référence dans chaque maille de ce domaine.

— La seconde consiste & modéliser le domaine ) par des fonctions de type splines de
fagon & pouvoir envoyer un domaine carré vers €2 par une transformation géométrique
bijective F. C’est le point de vue adopté par I'analyse isogéométrique. Ce domaine
carré est maillé et est appelé « patch » (voir [93, 02]).

Patch /

Domaine physique T

Les équations de Maxwell sont réécrites dans le patch et y sont résolues par une

méthode d’éléments finis en utilisant comme fonctions de base les fonctions de type

splines ayant permis de modéliser le domaine.
Le couplage des équations de Maxwell & ’équation de Vlasov résolue par une méthode
PIC apporte de nouvelles questions, concernant la gestion des particules. Avec le premier
point de vue, les particules évoluent dans le domaine physique qui est représenté, dans le
cas de la diode, en géométrie axisymétrique. Une premiére sous-section décrit de maniére
succincte la méthode PIC dans cette géométrie et nous permet de nous familiariser avec
les changements de coordonnées. Nous utilisons cette approche dans le chapitre [7] Avec le
second point de vue, il nous faut choisir le domaine (physique ou patch) dans lequel nous
faisons évoluer les particules. Ce choix aura des conséquences sur le calcul numérique des
densités de charge et de courant ainsi que sur les équations du mouvement. Nous présentons
dans les sous-sections suivantes les différentes approches.

6.1.1 Meéthode PIC en géométrie axisymétrique

Lorsqu’un domaine a priori 3D représenté en géométrie cylindrique (z,r,6) présente
une invariance dans la direction #, nous pouvons nous ramener & une coupe 2D de ce
domaine et considérer la géometrie axisymétrique (z,7). C’est le cas de la diode a cathode
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hémisphérique que nous souhaitons étudier. La méthode PIC s’écrit facilement dans cette
géomeétrie, comme nous allons le voir. Les deux points délicats concernent les équations du
mouvement et I’expression des densités de charge et de courant.

Equations du mouvement en coordonnées axisymétriques

Pour déplacer les particules dans le domaine physique représenté en géométrie ax-
isymétrique, nous devons réécrire les équations du mouvement (|1.6)) et (1.20) dans cette
géométrie. Partons des coordonnées cylindriques et notons

z
X=1r la position, V = T la vitesse physique et
0 ré
. (6.1)
z
X=\|r la vitesse généralisée.
0
En géométrie axisymétrique, nous avons 6=0.
L’équation (1.6 devient simplement
dX .
— = X. 6.2
o (6.2)

Pour obtenir I'expression de 'accélération (|1.20)), nous proposons d’utiliser I’approche La-
grangienne présentée dans la sous-section[I.1.2] En mécanique Lagrangienne, le Lagrangien
L s’écrit

L=FE.—-E, (6.3)

ou E, est I’énergie cinétique et £, I’énergie potentielle du systéme. En coordonnées cartési-
ennes 3D

x rcos 6 Vg T
x=|y |=| rsinf |, v=| v |=|19 |, (6.4)
z z Vs z

I’énergie cinétique d’une particule de masse m et de charge ¢ soumise & un champ électro-
magnétique s’écrit

1
E.= §m|v|2, (6.5)
ce qui donne
1 .2 2 s2 1 .2 2742 | 22 1 2
Ec=§m(x + 7 +Z)=§m(r + 70 +Z>=§m!V!- (6.6)
Notons d’autre part

A,
Ax =1 A, (6.7)

Ay

et ¢ les potentiels vecteur et scalaire tels que

B. E,
Bx = B, =VANAx et Ex = E, = -0, Ax — Vo, (68)
By Ey
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en axisymétrique ainsi que

Ay
Az = | 4y (6.9)
A,
le potentiel vecteur cartésien tel que
By Ey
B,=| By | =VANA; et Ep=| E, | =—-0;Az —Vo. (6.10)
B, E,

Une transformation covariante du potentiel vecteur A donne

or 00 0z

A, = —A +—A —A,
ox + oz ! + ox
in6
= cosfA, — i Ap (6.11)
cos

A, = sinfA, + Ap (6.12)

T
or o0 0z
AZ = &Ar + %AQ + &Az

= A, (6.13)

Apres quelques calculs simples, I’énergie potentielle ), qui s’écrit en coordonnées cartési-
ennes

Ey=—q(v-Ag— ) (6.14)

devient en coordonnées axisymétriques

E,=—q (X-AX—¢). (6.15)
Avec Dinvariance suivant 6, nous avons = 0 et obtenons donc en géométrie ax-
isymétrique
. 1
L (X,X,t) = om (£ 47%) + Az + A= 9). (6.16)

Les impulsions généralisées sont définies par

p. = 0:L=mzi+qA;, (6.17)
pr = O:L =mr+qA,. (6.18)

Nous calculons ainsi

0.L = q(0:A.24 0.Ap7 — 0.9), (6.19)
L = q(0-AL2+ 0, A — 0,0), (6.20)
dip: = mZ+qdiA,, (6.21)
dipr = mi+ qdiA;. (6.22)

Les équations d’Euler-Lagrange (1.15]) s’écrivent ici

dip. = 0.L, (6.23)
dipr = O.L, (6.24)
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et donnent alors

mZ = q(8A2+6Ar 0, A2 — 0, A1 — 0t A, — 0.0)

= q((0:A, — 0, AL) 7 — O4A, — 0.9),

= q (ng + E,) et de maniére symétrique (6.25)
mit = q(—2Bp+ E,). (6.26)

L’équation (|1.20)) s’écrit donc

‘g:;(E+XAB>. (6.27)

Remarque 6.1.1. En azisyméirique, les équations et s’écrivent de maniére
équivalente

X

nl— 2

7 \ 4 (6.28)

av q

— = —(E+VAB). 6.29

= LE+vAB (6:29)

Densités de charge et de courant en géométrie axisymétrique
La fonction de distribution des particules s’écrit
NP
FX, V) =) wid (X = X5 (1) 6 (V = Vi (1), (6.30)

k=1

ou X, Vi et wy désignent respectivement la position, la vitesse physique et le poids (ici
constant) de la k-iéme particule. Les densités de charge et de courant données par (4.5)) et
(4.6]) s’écrivent
NP
p(Xat) = qzwké(X_Xk (t))a (631)
k=1
Np
J(X,t) = q> wpVid (X - Xi (). (6.32)
k=1

Ces quantités doivent ensuite étre discrétisées aux points du maillage. L’utilisation
d’une fonction de forme d’ordre 0 (méthode « Nearest Grid Point ») simplifie grandement
la gestion des mailles courbes. Nous passons par 1’élément de référence pour trouver la
maille dans laquelle se trouve chacune des particules. Il nous reste ensuite & calculer

pet) = ) w (6.33)

k/X 1 (t)€Q

Jo(t) = > wVi(t), (6.34)

k/ Xk (t) e

sur chaque maille 2, du domaine physique €. Si nous souhaitons utiliser des fonctions de
forme d’ordre supérieur S;, translatées d’'une méme fonction de forme définie sur la maille
de référence, nous sommes amenés a trouver l'expression de p et de J sur la maille de
référence. Nous renvoyons au calcul général présenté dans la sous-section suivante.
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6.1.2 Particules dans le patch

L’idée de l'analyse isogéométrique est de résoudre les équations de Maxwell dans le
patch, en y effectuant tous les calculs. Pour gérer les particules, plusieurs choix sont pos-
sibles. La premiére approche, que nous proposons dans cette sous-section, consiste & con-
sidérer également les particules de la méthode PIC dans le patch et donc a y effectuer les
calculs permettant de résoudre I’équation de Vlasov. C’est le point de vue adopté dans
le projet IsoPIC du CEMRACS [4]. La transformation géométrique F et son inverse ne
sont utilisées qu’a l'initialisation et au temps final pour la visualisation. Cette approche
nécessite par contre la connaissance des équations du mouvement des particules dans le
patch, afin de les déplacer, ainsi que I’expression des densités de charge et de courant dans
le patch. Détaillons ces deux points.

Equations du mouvement en coordonnées quelconques

Le patch est envoyé par une transformation géométrique F, a priori quelconque, sur
le domaine physique représenté par exemple en géométrie cartésienne ou en géométrie
axisymeétrique. Le systéme de coordonnées du patch est donc quelconque et dépend de F.
Notons

q= ( 2 > la position, wvq = ( zs > la vitesse physique dans le patch et
n

. (6.35)
q= ( f/ > la vitesse généralisée dans le patch.

Pour y déplacer les particules, nous devons écrire les équations du mouvement dans ces
coordonnées quelconques, dépendantes de F. Nous utilisons pour cela ’approche Lagrang-
ienne présentée dans la sous-section [I.1.2]

Partons, par exemple, d’'un domaine physique représenté en géomeétrie axisymétrique.

Notons
(P
F = < 2 > (6.36)

(A )en=tn. (637

la transformation telle que

L’équation (|1.6]) s’écrit ici
9 _ . (6.38)

Cherchons maintenant ’accélération des particules dans le patch. Nous avons

dr  Or 0§ 87‘@_67‘- or

) 0z . 0z,

et donc

R (G R ) L (G N

p (Oror | 9202\ o
ocon  ocon) "
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En posant
or\ 2 92\ 2
M, = — — 42
: (85) +<8£) ’ (6:42)
or\? 92\ 2
M, = — — 4
! (8n> " (377) ’ (6.43)
oror 0z 0z
= 4= 44
nous pouvons écrire
. . 1 ) .9 :. : -
L(q,q.t) = gm (Mc® + My +2Meyii) + q (A + A — 0) . (6.45)

Nous calculons alors

oL 1 (0Mc ., OM OMe, 0A¢ .  0A,. 0
% m<8;£2+ 1?42 5”5ﬁ)+q<5§+"ﬁ ¢>,(6.46)

2 o€ o€ o€ oc e
OL 1 (OMegy My OMey N | (0Ac  0A). 00
oL : .
x - " (Msé + M&nn) + ¢4, (6.48)
oL , .
5 = (M + Meyé ) + Ay, (6.49)
doL y . OMg .y OMg .. OMg, ., OMg, ..
&t of m<M§§+M5nn+ 855 + an né + an + o€ £n
DA¢ . OAe . 0A;
+q<a£§+ 6nn+ 8t)’ (6.50)
doL _ o o OMey o OMey ;0 OMy o OM, ;.
DA, . OA,. 04,
+q(a£§+ ann+ at>' (6.51)

Nous en déduisons les équations du mouvement

hid . o 1 8M£ ) 1 aMn aM&] .9 8M£ .
m(Mgé’—l-Mgnn) = m<—28€§ + ( ———|n —Tnﬁn

2 8{ 877
04, 0. 000
+q( oc "o "o o ) (6.52)
i ¢ = 1%_ aMf"] 'Q_EaMn 2 8M77 ..
m(MnU-i-M&nf) = m(<2 an o€ )f 5 oy 7 o &n
+q<8n§_ o€ * o _an>' (6.53)
Or 0A 0A
= _ Y4 U
B=VANA= o8 o (6.54)
et
: 04,  0Ac) .
€ 0 g _Tn n
] = ] = 0A 0A :
anB= )l oA _od)¢ | (6.55)
0
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nous obtenons donc

. ) 10M 10M, OMey\ ., OM; ..
Meé + Meyii = ( 55 552 (28577_877&7> 2_(97]56”)
q
+1(qAB+B), (6.56)
. . 1 0M, oM, 10M,, . oM, ..
Mol Meet. = ((2 o 577) oy o a§n5”>
q
+2(qAB+B),, (6.57)

ou [ (respectivement |n) signifie que ’on considére la coordonnée suivant £ (respectivement
n). Aprés linéarisation, calcul des coefficients et simplifications, nous trouvons

dé

det (J) =+ EKey + 7Ky + 205 Kne
q . .
dn : . ¥
det (J) a §2KE,§ - 772Kn,£ — 208 Kene
q . .
avec
Kee = HeVe, Key = HeVy, Kyy = HyVy, (6.60)
Km& = H,Vg, Kfn,é = H&nV@ Kén,n = H&nvm
ou
He = (ai}é)v H, = (a?ﬁ)v Hey = <8FZ>
0 0 0E0
o, o & (6.61)
Ve = _@ ’ Vi = _om >
O on
et
det (J) = o 0Fy, OF| 0F; (6.62)

as oy In O¢

correspond au déterminant du changement de variables. Les équations du mouvement dans
le patch sont ainsi explicitées. Elles sont cependant complexes.

Densités de charge et de courant dans le patch

L’autre particularité de la méthode PIC écrite dans le patch est le calcul des densités
de charges et de courant sur chaque maille €y du patch liée a la maille 2, du domaine
physique par

F (QO = Q. (6.63)

Partons & nouveau de 'expression de p et J en géométrie axisymétrique, données respec-

tivement par (6.31) et (6.32). Comme expliqué dans la sous-section [4.1.1] nous pouvons
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utiliser une fonction de forme Sy pour calculer ces quantités aux points du maillage. Nous
avons alors

NP

pilt) = [ p(X.)5(X) dX = 3w, (X (), (6.64)
R k=1
Np

T = [TX0SX) dX = S wVis, (X)) (6.65)
R k=1

Les particules étant repérées dans le patch, il est plus commode d’écrire ces densités en
fonction des positions écrites dans les coordonnées quelconques q. Pour cela, nous utilisons
une propriété importante de la masse de Dirac.

Propriété 6.1.1. Soit F un changement de coordonnées tel que F (q) = X . La masse de
Dirac vérifie alors

3(X) =0 (F @) = g ) (6.66)

ot qq est un zéro de F.

Nous avons alors pour la densité de charge p

Np
p() = [ p(X.0)5.X) X =q;wk/Ra<X ~ X (1)) 5 (X) dX

Np
= 43w [ 5(F (@)~ Fla (). (F a) det () (q) da
k=1 R

Np
- qEWk/H§6<q—qk<t>>Se<f<q>>m dq
= qujwksé (F (g (1)) - (6.67)
Pour la densité de ccl:;;ant J, nous avons
Np
Jo(t) = /RJ(X,t) Sy (X) dX:q;kak/Ré(X—Xk (t)) S¢ (X) dX
= qikakSe (F (g (1)) - (6.68)

Remarquons ici que la vitesse de la particule en géométrie axisymétrique V' intervient
dans le calcul de J. Or c’est la vitesse dans le patch qui est connue. Cette étape nécessite
donc d’appliquer la transformation géométrique pour calculer la vitesse dans le domaine
physique.

Sy (F) est une fonction de forme sur le patch, que on peut écrire Sp. Nous obtenons
les expressions

Np

pe(t) = q) wiSe(qy(t), (6.69)
k;pl

Je(t) = ¢ wkViSe(ay(t)). (6.70)
k=1
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Sur le patch, nous pouvons aussi considérer une unique fonction de forme S telle que chaque
Sy est une translatée de S : Sy (q) = S (g, — q). Nous utilisons alors

Np

pe(t) = q) wiS(q —qp(t), (6.71)
k]\:pl

Je(t) = q)_ wViS(q —qi (). (6.72)
k=1

Pour revenir au cas de la sous-section [6.1.1] si nous souhaitons utiliser une unique
fonction de forme en géométrie axisymétrique, nous sommes obligés de nous ramener & une
maille de référence, en géométrie quelconque, par le calcul précédent. Nous utilisons alors
les expressions et ot S est & support compact autour de la maille de référence.

6.1.3 Particules dans le domaine physique

Comme nous 'avons vu dans la sous-section précédente, faire évoluer les particules
dans le patch nécessite a chaque calcul de la densité de courant de connaitre la vitesse
des particules dans le domaine physique, alors qu’elle est par défaut connue dans le patch.
Il faut de plus implémenter les équations du mouvement en géométrie quelconque, qui
sont complexes. Une autre approche consiste a considérer les particules dans le domaine
physique, tout en résolvant les équations de Maxwell dans le patch dans ’esprit de ’analyse
isogéométrique.

Les particules sont déplacées en utilisant les équations du mouvement dans le domaine
physique , qui ont une expression trés simple. Elles sont données par — en
géométrie cartésienne et par — en géométrie axisymétrique.

Les densités de charge et de courant sont calculées sur chaque maille 2y de €. Le calcul
de J nécessite la connaissance des vitesses des particules dans €2, que nous avons. Si nous
souhaitons utiliser une unique fonction de forme S, nous nous ramenons au calcul de p; et
Jy dans une maille de référence et utilisons les expressions et . La vitesse Vi,
est toujours celle du domaine physique et nous la connaissons.

Comme les équations de Maxwell sont résolues dans le patch, c’est le couplage pro-
prement dit entre les particules et les champs qui pose des difficultés. Nous devons d’une
part connaitre les densités de charge et de courant dans le patch, puisqu’elles intervien-
nent comme terme source des équations de Maxwell. D’autre part, nous devons évaluer les
champs électrique et magnétique aux positions des particules dans le domaine physique,
afin de les déplacer. A chaque pas de temps, nous sommes ainsi amenés a

— appliquer la transformation géométrique F pour évaluer les champs électriques et

magnétiques, connus dans le patch, aux positions des particules dans le domaine
physique,

— appliquer la transformation géométrique inverse F ! pour connaitre dans le patch

les densités de charge et de courant, calculées dans €.

Les avantages de considérer les particules dans le domaine physique et non dans le
patch sont les suivants : les équations du mouvement sont plus simples & implémenter, la
vitesse des particules, utilisée dans le calcul de J, est directement connue. L’inconvénient
est de devoir effectuer a chaque pas de temps la transformation géométrique puis la trans-
formation géométrique inverse pour le couplage avec les équations de Maxwell résolues
dans le patch. Nous n’avons pas testé numériquement cette approche et n’avons donc pas
pu comparer les performances des deux méthodes.
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6.1.4 Meéthode hybride

Pour concilier les deux approches, nous pouvons envisager de mettre en ceuvre une
méthode hybride. Les équations de Maxwell sont la encore résolues dans le patch. L’idée
est de considérer les positions des particules dans le patch et leurs vitesses dans le domaine
physique €.

L’équation sur la vitesse est résolue dans 2. Elle a ainsi une expression simple. Les
champs électrique et magnétique, connus dans le patch, doivent étre évalués aux positions
des particules, également connues dans le patch. E (g, t) et B (gy,t) sont donc facilement
obtenues. Une transformation géométrique nous permet de les connaitre dans € et de faire
évoluer les vitesses des particules.

L’équation sur la position s’écrit trés simplement dans tous les systémes de coordonnées.
Dans le patch, elle est donnée par . La vitesse dans le patch de chaque particule est
nécessaire, nous devons la calculer a partir de celle connue dans €.

Les densités de charges et de courant sont calculées sur chaque maille du patch, selon
et . Les vitesses V' du domaine physique sont directement connues. Cela
permet une résolution directe des équations de Maxwell dans le patch.

Cette méthode hybride n’a pas été testée numériquement. Il serait trés intéressant de
le faire car elle présente plusieurs avantages. D’une part, les équations du mouvement ont
une expression simple, que ce soit pour les particules ou pour la vitesse. D’autre part, le
couplage entre les champs et les particules ne nécessite que la transformation de grandeurs
évaluées pour chaque particule : E (qy,t), B(q,t) pour 'équation sur la vitesse et Vi
pour I’équation sur la position.

6.2 Meéthode PIC axisymétrique appliquée & une diode a
cathode hémisphérique

L’analyse isogéométrique développée par Hugues [57, 24], 58] a été appliquée aux équa-
tions de Maxwell et a la physique des plasmas par Ratnani et Sonnendriicker [93]. Nous
nous appuyons sur ce travail pour développer une méthode PIC-éléments finis permettant
de simuler numériquement une diode & cathode hémisphérique. Cette diode, représen-
tée Figure est a priori tridimensionnelle (3D) et adaptée a la géométrie cylindrique
(z,7,0). Nous pouvons cependant faire I’hypothése d’une invariance dans la direction 6. La
géométrie axisymétrique (z,r) est donc suffisante et permet de réduire notre étude a un
probléme bidimensionnel (2D). Un des intéréts de ’analyse isogéométrique réside dans la
possibilité de modéliser la courbure du domaine.

Comme nous l'avons évoqué dans la section précédente, le domaine est ramené & un
patch par une transformation géométrique. La résolution des équations de Maxwell g’ef-
fectue dans le patch. Plusieurs approches sont envisageables pour la méthode PIC. Nous
les avons précisées précédemment. Nous avons choisi dans ce projet d’utiliser la méthode
détaillée dans la sous-section : les particules sont considérées dans le patch. Nous ne
revenons pas sur les équations du mouvement ni sur 'expression des densités de charge et
de courant. Nous ne détaillons pas non plus ’analyse isogéométrique mais renvoyons aux
travaux [93], 92].

Nous développons dans cette section les équations de Maxwell en mode 2D transverse
électrique, en géométries cartésienne et axisymétrique. Nous présentons ensuite le fonc-
tionnement d’une diode et notamment la loi d’émission des particules. Quelques résultats
numériques sont enfin présentés.
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6.2.1 Equations de Maxwell en mode 2D transverse électrique

Dans la diode 3D, le champ électromagnétique vérifie les équations de Maxwell —
(1.83)-(1.84)-(1.85). La géométrie du domaine nous permet cependant de les réduire au
mode 2D TE. Donnons leur écriture, d’abord en géométrie cartésienne puis en géomeétrie
axisymétrique.

Ecriture en géométrie cartésienne

Lorsque le champ électrique est orthogonal & la direction de propagation du champ,
nous pouvons considérer le mode 2D transverse électrique. En coordonnées cartésiennes

x
z=1[ vy |, (6.73)
z
les champs sont réduits a
E, 0 Iy
E=| E, |, B= 0 et J=| Jy (6.74)
0 B, 0

et nous supposons qu’ils ne dépendent pas de la variable z. Nous avons pour un vecteur

Uy Oy, — O, uy
u=| u, |, rotu=| O,uy —Ou, et div u = Oyuy + Oyuy + O,u,. (6.75)
U, Ortly — OyUy
Les équations d’Ampére (|1.82) et de Faraday (|1.83]) deviennent
OE, —8,B. = —J,, (6.76)
OE, +0,B. = —J, (6.77)
OB. + 0,E, — 9,E, = 0. (6.78)
Ecriture en géométrie axisymétrique
En géometrie 2D axisymétrique (z,7), nous avons
E, 0 J.
E=(E |, B=| o et J=1| J |. (6.79)
0 By 0

Ces champs sont indépendants de la variable 0, ¢’est 'hypothése qui nous permet de nous
placer dans cette géométrie. Nous avons de plus pour un vecteur

Uy % (0 (Tug) — Dpuy) 1 1
u=| u |, rotu= %aguz — D, ug et divu = =0, (ru,)+—0pug+ 0 u,.
r r
ug O Uy — Opthy
(6.80)
Les équations ((1.82) et (1.83) s’écrivent alors
1
OB, =0, (rBy) = —J., (6.81)
OE, +0.By = —J, (6.82)
8By + 0.E, — ,E, = O. (6.83)
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En les multipliant par r, nous obtenons

O (rE,) — 0, (rBg) = —rd,, (6.84)
O (rEy) + 0, (rBy) = —rJy, (6.85)
Oy (rBg) + 0, (rE.) — 0, (rE,) = —E.. (6.86)

6.2.2 Fonctionnement d’une diode et loi d’émission des particules

Dans certaines applications physiques, et notamment dans le cas de la diode étudiée
dans cette partie, des particules doivent étre créées au cours de la simulation. En effet, c’est
un champ électrique qui vient extraire des électrons de la cathode au cours du temps. Pour
émettre ces particules numériquement, nous devons nous donner des critéres en accord avec
la physique du probléme. Nous les présentons ici dans le cas de la diode.

Une diode est constituée de deux semi-conducteurs : une cathode riche en électrons
et une anode qui en est déficitaire. Si 'on applique & l’anode une tension positive par
rapport a la cathode de sorte que la différence de potentiel créée soit supérieure & une
valeur seuil, les électrons sont arrachés de la cathode et se déplacent vers I'anode. Ce
phénomene permet le passage du courant. On peut utiliser un tel dispositif pour produire
des rayons X : les électrons sont accélérés vers I’anode par un champ électrique puis ralentis
brutalement par les charges opposées constituant l’anode, ce qui provoque un rayonnement.
Numériquement, nous pouvons imposer un champ électrique négatif & entrée de la diode
et le faire se propager. S’il est assez fort, il extrait sur son passage des électrons de la
cathode. Nous regardons maille par maille si le champ satisfait les conditions d’émission
de particules.

Lorsque les particules sont des électrons, nous avons la charge ¢ < 0, le poids wg > 0
Vk=1,...,N, et la composante normale du champ électrique E - n doit étre positive
pour extraire des électrons. Nous repérons tout d’abord les mailles émettrices L dans le
patch, il s’agit des mailles touchant la cathode notée C. I’émission d’électrons doit annuler
le champ normal & la cathode, c’est-a-dire la quantité E -n sur OLNC, ou n est le vecteur
normal sortant de la cathode. Physiquement, des électrons sont en effet émis tant que cette
quantité est positive. Nous devons en outre conserver la loi de Gauss

div E = p. (6.87)

Intégrons cette relation sur une maille L

/L div B = /L ). (6.88)

/div E-[ E-n (6.89)
L OL

La formule de Stokes donne

Par ailleurs, la quantité de charge présente dans L s’écrit

QL:/LPZQ > whe (6.90)

k/qL€L

Nous obtenons la relation

E-n:/ E-n+ E-n=gq Z W+
AL aLNC AI\C e
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Or nous souhaitons annuler

/ E -n,
aLNC

donc apres injection des particules, nous voulons vérifier la relation

E-n=q Z Wk = qr.

AL\C Karer

La loi d’émission utilisée se résume & effectuer les deux étapes suivantes a une fréquence
donnée d’itérations (pas forcément a chaque pas de temps, afin d’alléger le cotit numérique)
dans chaque maille émittrice L.

Etape 1. Si % < 0 sur 0L N C, nous calculons le manque de charges négatives

QL =—qr +/ E - n, (6.91)
OL\C

ou

w=q Y w (6.92)

k/q,€L

est la charge contenue dans la maille L avant ’émission des particules.

Etape 2. Si % > 0, nous créons ny particules dans L : leurs positions sont choisies
aléatoirement dans la maille (ou une partie de la maille), leurs vitesses sont nulles (ou
numériquement proches de zéro) et leurs poids vérifient

1
wk:f@, kzl,...,nL. (693)
gnL
Apres I’émission, nous avons ainsi
qr = E - n, (6.94)
L\C

ce qui est compatible avec la loi de Gauss et qui tend & imposer la condition E-n = 0
sur la cathode. Le choix de ny, dépend du maillage et du nombre total de particules que nous
souhaitons avoir dans le domaine afin d’obtenir une bonne précision. Dans nos simulations,
nous prenons souvent ny = 10.

Remarque 6.2.1. Si la premiére condition % < 0 sur OL N C n’est pas vérifiée, nous
n’émettons pas de particules dans cette maille. La seconde condition % > 0 peut étre

remplacée par % > s, avec un seuil s € RT pour ne pas émettre des particules de poids
trop petits, qui alourdissent les calculs sans améliorer significativement les résultats.

Nous devons par ailleurs détecter les particules qui sortent du domaine. Nous ne les
déplacons plus et les remplacons au cours de la simulation par des particules nouvellement
créées afin de gagner de I'espace de stockage.

Remarque 6.2.2. Les applications pour lesquelles des particules sont présentes a l'instant
wnitial nécessitent un solveur de Poisson pour que la loi de Gauss soit vérifiée a t = 0.
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6.2.3 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette sous-section les résultats numériques de la diode & cathode
hémisphérique.

Nous étudions qualitativement ’extraction de particules dans le domaine représen-
tant la diode. Nous imposons & l'entrée de la diode une tension qui croit linéairement
jusqu’a atteindre une valeur seuil et qui est ensuite constante. Les particules sont émises
sur la cathode sous les conditions décrites dans la sous-section Figure nous
représentons le champ électrique E, et les particules aux temps (adimensionnés) t =
25, 50, 75, 100, 125, 150, 175 et 200. Le pas de temps choisi est At = 1072.

6.3 Conclusion

La méthode PIC est trés utilisée en physique des plasmas ou pour ’étude de faisceaux
de particules chargées. Elle permet de résoudre ’équation de Vlasov couplée aux équations
de Maxwell. Lorsque le domaine de calcul présente des courbures, différentes méthodes
sont possibles pour son implémentation. Nous en avons présentées quelques-unes dans ce
chapitre.

Nous pouvons notamment nous appuyer sur 'idée de l'analyse isogéométrique : un
maillage carré appelé patch est envoyé par une transformation géomeétrique a base de splines
sur le domaine éventuellement courbe 2. La résolution des équations de Maxwell se fait par
une méthode d’éléments finis utilisant comme fonctions de base les splines ayant permis
de modéliser le domaine. La question qui se pose alors est de savoir si nous considérons
les particules dans le patch ou dans . Nous avons proposé plusieurs approches. Si les
particules sont considérées dans le patch, nous devons écrire les équations du mouvement
en coordonnées quelconques. Celles-ci s’avérent complexes. Pour calculer les densités de
charge et de courant, il est nécessaire de connaitre la vitesse dans €2, alors qu’elle est
par défaut calculée dans le patch. Cette approche facilite par contre le couplage entre les
particules et les champs. Si les particules sont considérées dans le domaine physique, les
équations du mouvement sont simples et le calcul des densités de charge se fait directement
dans €. Le couplage avec les champs nécessite par contre, & chaque pas de temps, une
transformation géométrique pour évaluer les champs aux positions des particules dans €2
et une transformation inverse pour obtenir les densités de charge et de courant dans le
patch. Une méthode hybride considérant les positions dans le patch et les vitesses dans 2
est également envisageable.

A Toccasion du CEMRACS 2010, nous avons développé un code PIC 2D axisymétrique
basé sur l'analyse isogéométrique. Les particules sont considérées dans le patch et les équa-
tions du mouvement en géométrie quelconque sont donc implémentées. Nous nous placons
en mode transverse électrique pour les champs. Ce code est appliqué a la simulation d’une
diode a cathode hémisphérique. Pour conserver la physique du probléme, une attention
particuliére est portée a la loi d’émission des particules. Plusieurs perspectives sont envis-
agées. Tout d’abord, nous pourrions implémenter les autres approches présentées ci-dessus :
particules dans le domaine physique et méthode hybride. Ensuite, I'implémentation d’un
solveur de Poisson permettrait de considérer des simulations plus générales, avec des par-
ticules présentes dans le domaine dés I'instant initial. Enfin, une parallélisation de ce code
sur carte graphique devrait réduire le temps de calcul de maniére significative.

Dans le méme ordre d’idée, nous avons programmeé une méthode PIC-Galerkin Discon-
tinu en géométries 2D cartésienne et axisymétrique sur carte graphique. La courbure de la
diode n’est plus traitée par 'approche analyse isogéométrique mais en utilisant un maillage
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DB: result_PIC.021.silo DB: result_PIC.041.silo
Cycle: 0 Cycle: 0

0 o 3%, 30 o
user: Anais user: Anais
Wed Dec 15 13:26:36 2010 Wed Dec 15 13:26:18 2010

DB: resulf_PIC.061.silo
Cycle: 0

user: Anals user: Anals
Wed Dec 15 1321:412010 Wed Dec 15 1321:312010
DB: result_PIC.101.silo DB: result_PIC.121.silo
Cycle: 0 0

user: Anais user: Anais
Wed Dec 15 13212212010 Wed Dec 15 1321:122010

user: Anais user: Anals
Wed Dec 15 13:21:04 2010 Wed Dec 15 13:20:16 2010

FIGURE 6.2 — Diode & cathode hémisphérique - Champ électrique E, et électrons aux temps
t =25, 50, 75, 100, 125, 150, 175 et 200 (de gauche a droite et de haut en bas).

de ) par des éléments courbes. La résolution des équations de Vlasov et de Maxwell se fait
dans le domaine physique : les particules évoluent dans ). Cette méthode est présentée
dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 7

Méthode PIC - Galerkin Discontinue
sur GPU

Nous avons présenté dans le chapitre précédent une méthode PIC-éléments finis basée
sur 'analyse isogéométrique, en géométrie axisymeétrique, permettant de résoudre le sys-
téme d’équations bidimensionnel de Vlasov-Maxwell en mode transverse électrique. L’ob-
jectif était de simuler une diode & cathode hémisphérique en représentant sa géométrie
courbe par des fonctions de type splines. Cette méthode a donné des résultats encour-
ageants mais nous avons rencontré plusieurs difficultés, dont celle de modéliser exactement
le domaine (le coin conduisant & une transformation continue mais pas C! a di étre ar-
rondi). Nous proposons dans ce chapitre une seconde approche permettant de simuler une
diode & cathode hémisphérique. Elle consiste a remplacer le solveur Maxwell isogéométrique
par une méthode de Galerkin Discontinu d’ordre élevé, avec un maillage contenant des élé-
ments courbes. Le solveur Maxwell et le solveur PIC sont développés sur carte graphique
afin de réduire les temps de calcul. C’est & notre connaissance le premier code PIC-Galerkin
Discontinu développé sur GPU.

La méthode PIC, présentée dans la sous-section ou dans la these de Barthelmé [6],
permet de résoudre 'équation de Vlasov pour des particules se déplacant sous 'effet d’un
champ électromagnétique. Les équations de Maxwell régissant ce champ sont ici résolues
par une méthode de Galerkin Discontinu [74] couplée a une technique de correction de la
divergence [81] afin d’assurer numériquement la conservation de la charge (1.48]).

Comme dans le chapitre précédent, notre objectif est d’appliquer le modéle de Vlasov-
Maxwell & la simulation d’une diode. Un champ électrique intense extrait des électrons
de la cathode et les pousse vers I’'anode. Ce dispositif est utilisé pour générer des rayons
X, par exemple. La géométrie de la diode est bidimensionnelle (2D) axisymétrique. Nous
avons développé un code pouvant s’appliquer a des simulations 2D cartésiennes ou 2D
axisymétriques. Les résultats obtenus en géométrie cartésienne ont fait ’objet d’une pub-
lication avec Philippe Helluy dans les actes du CEMRACS 2011 [26] et ont en outre gagné
le 4-iéme prix du concours international AMD OpenCL innovation challenge en décembre
2011 [86] (sous l'intitulé « Numerical simulation of a medical X-ray generator on GPU »).

En géométrie bidimensionnelle, le systéme de Vlasov-Maxwell a 5 variables (2 variables
de positions, 2 variables de vitesses ainsi que le temps) et les calculs peuvent étre lourds.
Nous avons programmé ce code en langage OpenCL (« Open Computing Language ») afin
de pouvoir l'exécuter sur une carte graphique (ou GPU pour « Graphics Processing Unit »)
ou sur un CPU (« Central Processing Unit ») multi-cceur de facon & réduire le temps de
calcul. Nous proposons en outre d’utiliser un maillage contenant des éléments courbes pour
approcher au mieux la cathode hémisphérique.

La méthode de Galerkin Discontinu [96] [74] est trés bien adaptée a ce type de par-
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allélisation, nous nous attendons donc & de bonnes performances pour la résolution des
équations de Maxwell. La méthode PIC est par contre moins bien adaptée au GPU et une
attention toute particuliére doit étre portée & son implémentation pour la rendre efficace.
Nous utilisons un algorithme de tri sur GPU des particules afin d’améliorer le parallélisme
[53].

Nous présentons dans une premiére section la méthode de Galerkin Discontinu ap-
pliquée aux équations de Maxwell avec correction de la divergence. La section suivante
est consacrée & l'architecture et a la programmation sur carte graphique. Nous présentons
dans une troisiéme section plusieurs résultats numeériques, sur des cas académiques et sur
la diode a cathode hémisphérique, ainsi que les performances obtenues en termes de temps
de calcul.

7.1 Meéthode de Galerkin Discontinue

Pour la résolution des équations de Maxwell, nous utilisons la méthode de Galerkin
Discontinu (GD) avec deux types de flux numeériques : les flux décentré et centré. La méth-
ode de GD a été introduite par Reed et Hill dans [96] et Lesaint et Raviart dans [74]
pour des problémes de transport de neutrons. Elle a ensuite été analysée et étendue par
plusieurs auteurs. Pour les aspects théoriques, nous renvoyons le lecteur aux travaux de
Johnson et Pitkdranta [64]. Son extension & des systémes non linéaires de lois de conser-
vation a beaucoup été étudiée par Cockburn et ses co-auteurs, voir par exemple [20]. Pour
des applications au systéme d’équations de Maxwell, nous renvoyons le lecteur par exemple
a [14], 44, 21] et aux références incluses.

Nous détaillons cette méthode appliquée a la résolution numérique des équations de
Maxwell avec correction de la divergence. Ces équations en géométries cartésienne et
axisymétrique, la formulation faible pour un flux numérique décentré et pour un flux
numérique centré, une estimation de l’énergie et les conditions aux bords utilisées sont
également présentées.

7.1.1 Correction de la divergence

Théoriquement, si la loi de Gauss est vérifiée initialement
divE=p a t=0 (7.1)
et si nous avons conservation de la charge
Op+divd =0 Vi, (7.2)

alors la loi de Gauss reste vraie en tout temps (voir la remarque . Mais n’est
pas forcément vérifiée numériquement. Cela peut ne pas avoir d’influence sur les résultats,
mais dans certains cas cela peut conduire & des instabilités ou des erreurs non négligeables
entre la solution exacte et celle calculée, surtout sur des temps longs. Pour conserver
cette propriété numériquement, plusieurs solutions sont possibles. La premiére consiste &
utiliser des éléments finis adaptés a la condition de divergence, comme ceux introduits par
Nédélec [83]. 11 est aussi possible d’utiliser un algorithme spécifique de calcul du courant qui
satisfait la conservation de la charge discréte. Nous pouvons citer les travaux de Villasenor
et Buneman [104], d’Esirkepov [43] et la méthode du « zigzag » [101]], adaptés a un maillage
cartésien et ceux de Campos Pinto, Jund, Salmon et Sonnendriicker pour des méthodes
d’élements finis sur maillage non structuré [90]. La solution que nous avons retenue consiste
a corriger numériquement la loi de Gauss a chaque pas de temps au moyen d’un schéma
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explicite. Ce type de technique est facile & programmer dans un solveur GD. Munz et ses
co-auteurs ont présenté dans [81] (ou dans [33] pour la MHD) une méthode de correction
de la divergence pour des solveurs de Maxwell. Cela consiste & introduire dans le systéme
de Maxwell deux paramétres réels x > 0 et x;, > 0 et une fonction ¢ qui va jouer le réle
d’un paramétre de Lagrange. La fonction ¢ satisfait ’équation additionnelle

0rp + xdiv E = xp — quﬁ (7.3)
P

Nous réécrivons les équations de Maxwell-Ampeére (1.82)) et de Maxwell-Faraday (1.83))
avec correction de la divergence en mode 2D transverse électrique dans les géométries
cartésienne et axisymétrique. Nous notons  le domaine, 99 son bord et T' € R™ le temps
d’étude.

Géométrie cartésienne

En géométrie 2D cartésienne, le systéme d’équations de Maxwell avec correction de la
divergence s’écrit

O E, — 8sz +x0:0 = —Jg, (74)
OE, + 0,B. + X0y = —J, (7.5)
0B, + 0,E, — 0,E, = 0, (7.6)
06 + X (0B + 0,B,) = xp— . (7.7)

Xp

Le nouveau systéme est hyperbolique (voir la définition , avec des vitesses caractéris-
tiques non nulles. Nous constatons que si ¢ = 0 nous retrouvons exactement le systéme de
Maxwell classique. Par ailleurs, le parameétre de Lagrange ¢ vérifie aussi une équation des
ondes amorties

926 + Xlam — V%6 =X (dp+V - J), (7.8)
¥4

obtenue en prenant la divergence du couple (7.447.5) et en dérivant (7.7) par rapport au
temps. L'effet de la correction est donc de propager et de faire disparaitre les erreurs de

divergence par les bords, a la vitesse x. Le choix des conditions aux bords est donc essentiel
pour avoir une correction efficace.

Lorsque x = 0, nous retrouvons le systéme de Maxwell initial. La correction est active
lorsque I'on prend x > 0. x, — oo conduit & la correction dite purement hyperbolique.
Notons W le vecteur inconnu et S le vecteur terme source, ils s’écrivent

El- _Ja:
—J
W = g?: , S= Oy (7.9)
X
¢ Xp =5,

Nous pouvons alors écrire le systéme d’équations de Vlasov-Maxwell (7.4)-(7.5)-(7.6)-
(7.7), auquel nous ajoutons des conditions initiales et des conditions aux limites, sous la
forme matricielle

W + A'9W = S, sur  Q x [0,7], (7.10)
W(x)—Wip(x) € Vy(x), sur 02 x [0,T7, (7.11)
W (x,0) = Wo(z), a t=0. (7.12)
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Nous utilisons la convention de somme sur les indices répétés

A9, = A'9, + A%, (7.13)
avec
00 0 x 0 0 -1 0
. o010 > | 0o 0 0
A=1lo 100 4= 210 0 0 (7.14)
X 000 0 x 0 0

V4 est un sous-espace vectoriel de R* qui dépend de «, de dimension constante, qui permet
d’appliquer des conditions aux bords. W, est un champ incident et W la condition
initiale.

Nous considérons les équations au sens des distributions. Il s’ensuit que si la
solution W admet une surface de discontinuité spatiale 3, orientée par une normale n,
alors nous avons la relation de saut

[A'nW] =0, (7.15)

ou [Q] désigne le saut de la quantité @ a travers X.
Le systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre ((7.10) est linéaire et
hyperbolique.

Définition 7.1.1. Le systéme est dit hyperbolique si pour tout vecteur (nl,ng)T €
R?, la matrice A'n; = A'ny + A®ny est diagonalisable avec des valeurs propres réelles.

Dans notre cas, la matrice A'n; est symétrique, le systéme est un systéme dit de
Friedrichs. Ses valeurs propres sont (—ry,—r,r,rY) avec r = \/n% —i—n%. I’existence et
I'unicité de la solution d’un tel systéme avec conditions aux limites ont été étudiées par
Lax et Philips [TI] et par Rauch [94] (voir aussi [54]). Nous ne détaillons pas ici la théorie des
systémes de Friedrichs (voir par exemple [94]), nous rappelons juste les résultats importants
pour notre étude.

Nous supposons d’abord que W, = 0 et S = 0. En multipliant le systéme par
W et en intégrant par parties sur {2, nous obtenons I'estimation d’énergie

1 1 ..

8,5/ W -W 4+ —A'n,W -W =0. (7.16)

Q2 o0 2

Pour assurer la décroissance de ’énergie au cours du temps il suffit qu’en tout point & du
bord, '

VW eV, (x), A'ni(x) W -W >0. (7.17)

Cette condition, dite de monotonie ou de positivité, assure 'unicité de la solution du
probléme de Cauchy. Pour 'existence, il ne faut pas imposer trop de conditions aux limites.
Cela se traduit par la condition, dite de maximalité,

dimV}, (z) est égal au nombre de valeurs propres positives ou nulles de A'n;, (7.18)
en comptant leur multiplicité. '

Cette condition est liée a I’étude du probléme d’évolution adjoint, obtenu formellement par
intégration par parties sur 2 x [0, 7],

— W — A9;W = 0, sur Q x[0,7], (7.19)
W(z) € VF(x), sur 09x][0,T], (7.20)
W (x, T) = Wy(x), a t=T. (7.21)
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La condition aux limite adjointe est donnée par
# i T
Vi = (A'nV,) . (7.22)

Intuitivement, 'unicité de la solution du probléme adjoint va entrainer l'existence de la
solution du probléme direct. Pour ’existence, il suffit donc que I’espace vectoriel V})# vérifie
lui aussi la condition de positivité . Il n’est alors pas difficile d’obtenir la condition
de maximalité . Notons que les conditions et impliquent également
que les parties spatiales des opérateurs directs et adjoints sont des opérateurs maximaux
monotones, ce qui permet d’appliquer a ces deux problémes d’évolution le théoréme de
Hille-Yosida [54].
Dans la suite, nous supposerons que ’espace vectoriel des conditions aux limites V}, est
le noyau d’une matrice M
Vi, = Ker M. (7.23)

Les conditions aux limites s’écriront donc aussi

M (z) (W — W) =0 Va € 9. (7.24)

Géométrie axisymétrique

En géométrie axisymétrique, les opérateurs divergence et rotationnel sont donnés par
(6.80]) et le systéeme de Maxwell avec correction de la divergence s’écrit

0,F. — %ar (rBy) + x0s6 — —J. (7.95)
OE.+ 0,Bg+ x0¢ = —J, (7.26)
0By +0.,E, —0.E, = 0 (7.27)
1
at¢ +X <ar (TET‘) + aZEZ> = XP— lqb (728)
r Xp
En le multipliant par r, nous obtenons
Ot (rE,) — 0y (rBg) + x0, (r¢) = —rd, (7.29)
8t (TET) + az (TBH) + Xar (T(b) = X¢ - TJT’ (7'30)
Oy (rBy) + 0, (rE,) — 0, (rE,) = —E, (7.31)
0 (rg) + x 0y (rEy) + 0. (rE.)) = xrp— v, (7.32)
p
Nous écrivons
rE, —rd,
o rE, . —rJr + x¢
W = vBy | S = _E. (7.33)
ro XTp = =T

afin de nous ramener a une écriture analogue a (7.10))-(7.11)-(7.12)) en coordonnées cartési-
ennes, avec les mémes matrices A' et A% données par (7.14) et la convention de somme
sur les indices répétés s’écrivant ici

A9, = Ao, + A%0,. (7.34)
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7.1.2 Formulation faible

Nous considérons le probléme aux limites ([7.10)-(7.11)-(7.12). Soit un découpage du
domaine de calcul £ en un nombre fini d’ouverts disjoints

(Q)ecr  tels que Q= U, Qy. (7.35)

Nous supposons que sur chaque €y et & chaque instant ¢ la restriction de W (+,t) est dans
(H1(2))%. Cette propriété définit 'ensemble

H={W :Q—R tq Wyg,<c(H (Q)"} (7.36)

dans lequel nous cherchons W a chaque instant. Le domaine de régularité de W est défini
par

R = U,y (7.37)
et I’ensemble de ses discontinuités est
D = U0y (7.38)
(voir la figure [7.1]).
R
Bo
H s

FIGURE 7.1 — Nlustration du domaine €.

D est orienté par un vecteur normal unitaire

n= < o > - ( e ) en cartésien, n = < " > = ( 1tz ) en axisymétrique. (7.39)
2 Ny no n,

Nous supposons que ce vecteur normal est orienté vers 'extérieur de 2 sur 92 N D. Nous
notons alors W, la valeur de W du coté —n et Wi sa valeur du c6té n de la discontinuité.
Nous considérons des fonctions tests ¥ € H qui ont les mémes discontinuités que l'inconnue
W. La difliculté est bien siir que H n’est pas inclus dans un espace de fonctions continues
sur ) et que par conséquent nous ne pouvons pas assimiler W & une mesure avec ce choix
de fonctions tests.

Avec ces notations, nous pouvons écrire la formulation faible suivante, basée sur un flux
centré :
trouver W (t) € H tel que ¥ ¢ € H etV t, on ait

/RatW.qur/R(A’BiW) ~¢+/m (A'n; (Wgr—Wp)) - (W) (7.40)
—I—/aQ(MWL)'TpL:/I%S'¢+/E)Q(Mwinc)"‘pb |

o
A'n; = Alng + A%ng. (7.41)

La formulation faible ne dépend pas de 'orientation choisie de D.
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Flux décentré

Avec un flux décentre, (7.40) se réécrit
/ OW -1 +/ (A'OW) -y +/ (A'n; (Wgr—Wp)) vp
R R DNQ
b A W W) [ MWy = [ S [ (MW,
DN oN R oN
(7.42)
ol Ain;-|r est la partie positive de A'n; et Aini_ sa partie négative, de telle sorte que
Alnf + A'n; = A'n;. (7.43)
Leur calcul est détaillé a la fin de cette sous-section. Nous obtenons les expressions

0 0 —no xni

; 0 0 ny  xN2
A'n; = 7.44
" —nN9 ni 0 0 ’ ( )
xn1 xnz2 0 0
n%-{-xn% nani(x—1) —ny Ym
T T
) —1 24xn3
Alnj _ 1 nzmix ) n? Txm ni xna ’ (7.45)
2 —n9 ni r 0
X711 X102 0 xr
na+xn? nani(x—1)
iy mba 2
. __n2ny — _n 2
A’ni = 5 T r ni Xn2 5 (746)
—n9 ni —r 0
Xni X2 0 —xr

avec r = \/n% —|—n%.

Proposition 7.1.1. La formulation faible ou est équivalente au probléme
auz limites - pris au sens des distributions.

Démonstration. Nous faisons la démonstration pour la formulation décentrée

(pour la formulation centrée, la preuve est presque identique). Nous commengons par choisir
une fonction test a support dans USy. Cette fonction s’annule donc sur D et sur 02. Nous
en déduisons donc qu’au sens de la dérivée usuelle, sur USYy,

HW + AW = S. (7.47)

Nous choisissons ensuite une fonction test C* a support compact dans Q. Alors sur D,
¥, =g Puisque A'n} + A'n; = A'n;, nous en déduisons

AW = A'n,Wp, (7.48)

qui est justement la relation de saut , Enfin, en choisissant une fonction test dans
C>°(Q) nous retrouvons la condition aux limites équivalente a .

Réciproquement, il suffit d’écrire UEDP, les relations de saut sur D et la condition aux
limites sur 0X), de multiplier par les fonctions tests adéquates et d’intégrer. La formulation
faible en découle car

[A'nW] =0« [A'nfW]=0et [A'n; W] =0. R (7.49)
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7.1. Méthode de Galerkin Discontinue

Choisissons maintenant un 2y donné. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que le vecteur normal n sur D est sortant & €2,. En prenant une fonction 1 dont le support
est contenu dans €2y, nous avons ¥ = 0 et

v |

(A"OW) -9 + / (A'ny (Wr—Wp)) -4y
Qq

Dot (7.50)
MW;)- = S - MW ;,..) ;.
* /89ﬁ894 ( L) ’(/;L /f;g ’(/; * /8906% ( ) ’(pL

Une intégration par parties donne

Q

[ow-w- [ woaow) [ (Anwi) v s [ (AW
Qy DNoy

Q 80Ny

+/ (A'n; (Wgr—Wp)) vy +/ (MW7) -9y
DNoSYy o0QNoy

— [ sews [ Wi,
Qp 12191a15/97)

(7.51)
et nous obtenons la forme conservative suivante, équivalente a (|7.42)
/ OW - — [ W (A'9) +/ (A'nf W + A'n; Wg) -4,
Q Q Doy, (7.52)
80NOQY, Q a0NAY
Flux centré
Avec un flux centré, nous avons ([7.40))
/8tW-¢+/ (AZ61W)’(/J+/ (AZ')”LZ' (WR—WL))-M
R R DO 2 (7.53)
s aawnp = [sws [ 0w v
[2/9) R o0
Des calculs similaires conduisent alors a
. 1 .
o o Dros, \2 (7.54)

+/ (M + A'n)Wyp) = [ S +/ (MW ,.) ;.
12,9]010,97) Qp 2991097

Ecriture générique

Notons f (W, Wg,n) le flux intérieur et f, (W, Wiy, n) le flux de bord. Le flux
intérieur peut s’écrire

1 . e .
f(WL, W R, n) = §A’nl (WL + WR) — §\A’m| (WR — WL) R (755)

ou . ' '
|A'n;| = A'nf — A'n; (7.56)
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7.1. Méthode de Galerkin Discontinue

et € est un paramétre tel que € = 0 conduise au flux centré
f(Wp,Wg,n)= %Aini (WL +Wg), (7.57)
et ¢ = 1 conduise au flux décentré
f (W, Wg,n)=An; Wr+ A'nf W, (7.58)
Le flux de bord s’écrit quant & lui
fy (W, Wine,n) = (M + A'n;) Wi, — MW .. (7.59)

Nous pouvons ainsi réécrire ((7.40)) de maniére générique sous la forme

/atw-w_ W-(Aiai¢)+/ (WL, Wern) v,
2 2 Doy (7.60)

+/ f,( Wr,Wine,n) - =/ S -,
00NO9, o

avec f donné par (7.57) pour un flux centré, par (7.58)) pour un flux décentré et avec fj,
donné par ([7.59)).

Remarque 7.1.1. Souvent, dans les schémas de volumes finis, nous utilisons une technique
d’« état fantéme » qui consiste & n'utiliser que le flux intérieur en donnant une valeur fictive
a W g qui s’écrit sous la forme A (n) W, avec une matrice A (n) bien choisie, telle que

fb (WL,WmC,n) :f(WL7A(n) WL,’I’L). (7.61)

I’approximation Galerkin Discontinu consiste alors & restreindre la formulation faible
4 un sous-espace de H de dimension finie. Nous pouvons, par exemple, considérer que les
champs approchés sont polynomiaux dans chaque ouvert €y. Le choix de £, correspond
alors a la construction d’un maillage non structuré de (). Un avantage de la méthode de
Galerkin Discontinu est que ce maillage n’est pas nécessairement conforme. Nous n’utilis-
erons cependant pas cette possibilité ici.

Calcul de A'nf

Pour obtenir les parties positive et négative de A'n;, nous commencons par la diago-
naliser. Ses valeurs propres sont (—rx, —r,r,rX), ol

r=/n? 4 n3, (7.62)

et les vecteurs propres associés sont (dans l'ordre)

—ni —n2 —n2 ni

—nN2 ni ny n2
0 ’ —r ’ r ’ 0 (7'63)
r 0 0 r
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Nous écrivons alors la matrice inversible P telle que P~ A%n; P soit diagonale

—-ni —ng —Ny N -rx 0 0 0
_ 1 —n2 ni ni n2 _ p-l4i. D _ 0 —r 0 0
P_\@ 0 —r r o |0 PEEPAWP=L 4
r 0 0 r 0 0 0 ry
(7.64)
Nous notons D™ la partie positive de D et D~ sa partie négative
0 00 O -rxy 0 0 0
0 00 O 0O —r 00
Dt = D = )
00 r O ’ 0 0 00 (7.65)
0 0 0 ry 0 0 00
Nous construisons alors
it it
Aint —pprp-t = 1| Rl MRy | (7.66)
2 —nN9 ni T 0
X1 X712 0 xr
1 _ngzxnfl) _nzziéx;l) —ng XN
. nan — ni+xn
Aips =PD P! = - | —7HF T M X2 | (7.67)
2 —nN9 n1 —T O
Xn1 X2 0 —xr
et calculons aussi
n%txn% n2n17(ﬂx—1) 0 0
) ) ) (x—1) n?+xn2
|Ain;| = Ain — Aip; = | =5 == 0.0 (7.68)
0 0 r 0
0 0 0 xr

7.1.3 Estimation de I’énergie

Pour étudier la stabilité de la méthode, nous faisons une estimation d’énergie sans
apport extérieur d’énergie, c’est-d-dire en prenant S = 0 et W, = 0. L’énergie £ est
définie par l'intégrale

1
sz/RQW?. (7.69)

Nous l’estimons pour un flux décentré, puis pour un flux centré.

Flux décentré
L’équation (7.42)) sans termes sources s’écrit
[oaw ws [ (aow)- v+ [ (Alnf We-WL) vy
b (A We- W) [ (MW =0
DNQ Q

0
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En prenant ¢» = W, nous obtenons

R R

(A'OW) - W + /
DNQ

+/Dm (A'n; (Wg—Wp)) -WL+/8

Nous avons

/&W-W
R

AOW) - W
| (aaw)

D’autre part

et

J,
J,

no 2
(At W) - W
N

7.1. Méthode de Galerkin Discontinue

(Alnf (Wr—-W,)) Wy
(7.71)
(MWL) Wy =0.

Q

(7.72)

(7.73)

(7.74)

— (|Alnl\ (WR — WL)) . (WR — WL)

(7.75)

ou [W] est le saut de W sur la discontinuité. Nous obtenons finalement le théoréme suivant.

Théoréme 7.1.1. Dans le cas d’un flux décentré,

oe+ [ Samiwy-wi+ [ ((3

lénergie vérifie 'équation

Aln; + M) WL> Wy =0 (7.76)

Démonstration. Les calculs précédents conduisent directement au théoréeme. B
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Une condition suffisante pour avoir une décroissance de l’énergie est

/aQ (@A” + M) WL) W >0. (7.77)

1 .
N = §Azni + M  est positive. (7.78)

Cela est vérifié si

Remarque 7.1.2. Une matrice réelle symétrique IN est positive si la forme quadratique
associée est positive ou nulle, c’est-a-dire si

(NX)-X>0 VX (7.79)

ou, de maniére équivalente, si ses valeurs propres (nécessairement réelles) sont toutes posi-

tives ou nulles. De plus, une matrice N non symétrique est positive st sa partie symétrique

w Uest. En particulier, toute matrice anti-symétrique est positive.

Cette propriété (7.78)) implique donc la stabilité et 'unicité de la solution.

Propriété 7.1.1. La condition implique la condition de monotonie sur Vp =

Ker M et donc l'unicité de la solution.

Démonstration. Soit X € V, = Ker M, nous avons

<<;Aini + M) X) X = (;AiniX) - X. (7.80)

Donc la positivité de %Aini + M implique la positivité de An; sur V. B

Cependant, 'existence de la solution n’est pas assurée par estimation de I’énergie.
Pour cela, nous avons & considérer la condition supplémentaire . Cette condition se
traduit ici par

dim Ker A'n; = dim Ker M. (7.81)

Cette condition assure que la partie spatiale de l'opérateur de Maxwell est maximale et
monotone et autorise 'application du théoréme de Hille-Yosida. La théorie est prouvée
dans [71] et également expliquée dans [54].

Remarque 7.1.3. Pour x > 0, nous avons dim Ker Aini_ = 2 et pour x = 0, nous avons
dim Ker A'n; = 3.

La condition implique en particulier que
Ker A'n; C Ker M. (7.82)
Sans correction de la divergence, c’est-a-dire lorsque y = 0, nous avons
Ker A'n; = {W,EAn=0et B=0}, (7.83)

et il est donc interdit de contraindre E - n sur le bord. Une conséquence de la correction
de la divergence est que, lorsque x > 0, nous avons Ker A'n; = 0. Cela nous permet de
considérer des conditions aux limites qui ne sont pas autorisées pour le systéme de Maxwell
classique. Il nous est maintenant possible d’imposer une valeur donnée & la composante
normale du champ électrique E -n sur le bord. Les conditions aux limites admissibles pour
le systéme de Maxwell avec correction de divergence sont étudiées par Mouysset dans [48].
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Flux centré

L’équation (7.53)) sans terme source s’écrit

[ow v [(aow) ps [ (anwp-wy) Lol
* " b (7.84)
+/ (MWL) ¢, =0.
oN

En prenant 9¥» = W nous obtenons

. , WreritW
: " pne ? (7.85)
+/ (MW7) - W =0.
o0
En utilisant ([7.73]), nous trouvons

1. .
Oy 5+/ *(Azni (WL—WR)) -(WL+WR)
DN 2

; Wr+W
+/ (Aln; (Wr—Wp))  —2 =L 5 L (7.86)
DN
1 .
+/ ((A’ni—kM) WL>-WL:0,
a0 \\2
et aprés simplification nous avons
1 .
8t5+/ <<2Aln,—+M) WL> Wi =0. (787)
o0

La méme condition est donc suffisante pour la décroissance de ’énergie. Elle implique
la stabilité et I'unicité de la solution. Pour avoir ’existence de la solution, nous ajoutons la
condition (7.81) automatiquement vérifiée pour les équations de Maxwell avec correction
de la divergence lorsque x est non nul.

7.1.4 Conditions aux limites

L’implémentation des conditions aux bords est trés importante pour assurer la sta-
bilité de la méthode. Comme nous l'avons évoqué dans la sous-section [7.1.2] il y a deux
approches pour imposer les conditions aux limites. La premiére consiste a trouver une ma-
trice M imposant la condition aux limites souhaitée et qui vérifie en outre la condition de
décroissance de ’énergie selon laquelle

1 .
N = Aln; + M, (7.88)

doit étre une matrice positive. Le cas limite correspond au cas ou elle est anti-symétrique :
la dissipation d’énergie est alors nulle. La seconde approche consiste & considérer un « état
fantome » qui nous dispense du calcul de M (voir la remarque . La seule propriété
généralement demandée & 1’« état fantome » est de conduire & une formulation consistante
avec les conditions aux limites a imposer. La décroissance de ’énergie n’est pas forcément
assurée, ce qui peut conduire & des instabilités. C’est pourquoi nous privilégions la premiére
approche.

Au vu des cas tests que nous souhaitons étudier, nous nous intéressons aux quatre
conditions aux limites suivantes :
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7.1. Méthode de Galerkin Discontinue

— condition d’absorption de Silver-Miiller,

— symétrie sur un axe,

— bord métallique ou condition de conducteur parfait,

— condition de périodicité.
Pour chacune des conditions, nous nous ramenons & la premiére approche et écrivons la
matrice M telle que N soit positive. Nous notons

El o ECL‘ L, . E1 . Ez . 2 -
< B, > = < E, ) en cartésien et < B, ) = < E > en axisymétrique (7.89)

et nous nous limitons au cas d’'un flux décentré, le cas centré s’obtenant par des calculs
similaires.

Condition d’absorption de Silver-Miiller

Pour imposer 'entrée d’un champ incident Wj,. par un ou plusieurs bords du do-
maine et pour permettre aux ondes de sortir du domaine par ce ou ces mémes bords, nous
considérons la condition d’absorption de Silver-Miiller

MW = MW, (7.90)
La matrice de conditions aux limites correspondante (voir [14])
M = —A'n; (7.91)

conduit & 1 1
N = §Ain,» +M = §\Aini|. (7.92)

Les conditions de Lax-Phillips ([7.78)) et ([7.81]) sont donc satisfaites. Cette condition d’ab-
sorption permet de plus, en laissant sortir les ondes, ’atténuation des erreurs de divergence.

Remarque 7.1.4. Nous pouvons nous ramener o ['approche « état fantéme » en prenant

f( Wi, Wine,n) =f (W, Wipe,n).

Condition de symétrie

Nous utilisons une condition de symétrie sans champ incident sur 'axe y = 0 (our =0

en axisymétrique) tel que
ni . 0
()=( ") -

Sur le bord de €2 correspondant & un tel axe de symétrie, '« état fantome » s’écrit

1 0 0 O Eq
o -1 0 o0 | —FE2L
AWL=1| o0 o o |™e=| 50| (7.94)
0 0 0 1 oL

La relation sur les flux intérieur et de bord (7.61)) nous donne
(M + A'n)) W = A'n; AW + A'nf W (7.95)

et se simplifie en '
MW =-An, (I-A)Wp, (7.96)
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ou I est la matrice identité. La condition aux bords s’écrit donc
MW =0, avec M =-A'n; (I-A), (7.97)

A étant donnée par ([7.94). Pour n donné par (7.93), nous avons

N[ —

(7.98)

onR O O
|
SN

0
1
0

< O X O

Les valeurs propres de N%NT sont (0,0, 1, x) donc N est positive. De plus, dim Ker M = 2

si x > 0 et 3 si x = 0. Les conditions de Lax-Philipps (7.78)) et (7.81) sont ainsi vérifiées
pour tout x > 0. La matrice IN n’est cependant pas anti-symétrique : elle dissipe de
I’énergie.

Conducteur parfait

Pour représenter un bord métallique (et notamment une cathode ou une anode), nous
considérons la condition de conducteur parfait, qui peut s’écrire

EAn=0. (7.99)

Comme nous avons introduit une correction de la divergence, nous devons aussi donner
une condition limite & la variable ¢. Cette condition n’a pas de sens physique. Elle doit étre
choisie de sorte & impliquer une bonne atténuation numérique des erreurs de divergence.
Nous proposons ici trois possibilités.

1. La premiére matrice proposée est compatible avec la solution évidente ¢ = 0 des
équations de Maxwell avec correction. Dans ce cas, les équations de Maxwell avec correction
de la divergence et les équations de Maxwell physiques sont en effet équivalentes. De plus,
cette condition assure que la correction reste nulle en 'absence de charges. La matrice

s’écrit
0 0 0 —xym —Xn1¢
- 0 0 0 —xno . B —xn2¢
M = ne —mg 00 , cequidonne MW = By — By | (7.100)
0 0 0 0 0

M est telle que
{W,EAn=0c¢t ¢ =0} =Ker (M) (7.101)
et la matrice IN s’écrit
0 0 —ng  —XxN1
0 0 ny  —xN2
ng  —nq 0 0
xni xn2 0 0

N = (7.102)

Elle est anti-symétrique et respecte la condition de dissipation . De plus, dim Ker M =
2si x > 0et 3sixy =0.La condition de maximalité est donc satisfaite, méme quand
X = 0 (voir [I4]). Les erreurs de divergence ne sont pas atténuées par cette condition aux
bords mais au contraire réfléchies dans le domaine de calcul. Cela ne pose pas de probléme
si les erreurs sont absorbées par une autre partie du bord du domaine.
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2. Une autre possibilité est de prendre

0 0 00 0
0 0 0 . 0
M = o 00 qui donne MW = 1o By — 1y By (7.103)
—xn1 —xnz 0 0 —xn1Ey — xnaEy
et qui est telle que
{(W,EAn=0et E-n=0}=Ker(M). (7.104)
La matrice
0 0 —ngo XN
_ 0 0 ny  Xn2
N = o g 0 0 , (7.105)

—xn1 —XxnN2 0 0

est également anti-symétrique et respecte les conditions de dissipation et de maxi-
malité , méme lorsque xy = 0. Cette condition n’est pas compatible avec les équations
de Maxwell physiques car rien n’indique que ¢ = 0. En pratique, nous constatons I'appari-
tion de valeurs de ¢ # 0 1a ou elle est appliquée. Dans ce cas il faut également ajouter un
mécanisme numérique pour retrouver ¢ = 0. Ce mécanisme consiste & créer des particules
dans la maille considérée, suivant la loi de Child-Langmuir. M est d’ailleurs compatible
avec la loi d’émission des particules, décrite dans la sous-section [6.2.2] qui doit justement
imposer E -n = 0 sur la cathode.

3. Nous pouvons enfin déduire une matrice M de '« état fantéme » souvent utilisé pour
imposer cette condition métallique

~1 0 0 0 —Eiy
B 0 1 0 0 B — By
AW = 0 o 1 o |WrT By :
—2yn1 —2xny 0 —1 —or —2x (M Ey L +n2kEa 1)

(7.106)
I’écriture des trois premiéres variables est classique, celle de la quatriéme variable est donnée
par Munz et ses co-auteurs dans [8I]. La relation sur les flux intérieur et de bord (7.61)
nous donne

(M + A'n;) Wi = Aln; AW, + A'nf W, (7.107)
et se simplifie en '
MW =-An; (I-A)Wp, (7.108)
ot I est la matrice identité. La condition aux bords s’écrit donc
MW =0, avec M =-A'n; (I -A), (7.109)

A étant donnée par ([7.106f). Nous commencons par vérifier que M impose la condition de
conducteur parfait (7.99). Sans perte de généralité, nous choisissons une direction

<Z;>:<é> (7.110)

Nous avons alors

x—-x*> 0 0 —x x—-x* 0 (1) -X
0 1 0 0 0 1 1 0
pr— pr— 2
M 0 Lo oo PN 0 S1 9o (7.111)
-x+x* 0 0 ¥ —3+x* 0 0 x
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La matrice M impose Es = 0, ce qui équivaut ici & E An = 0, ainsi que ¢ = (1 — x) Ej.
Elle est donc compatible avec les équations de Maxwell physiques uniquement pour y = 1.

. T .
Par ailleurs, les valeurs propres de % s’écrivent

1 1
(0, 1, -5 (—2 Fx—v1-2x+ 2x2) X =3 (—2 Fx+v/1-2x+ 2x2) x) . (7.112)
Une étude de fonction montre que

1
—o (2 VIm 2k 2®) x 20, V20 (7.113)

2

mais que

1 >0, Vyelo1],
—2(—2+x+\/1—2x+2x2){_ xe 0.1 (7.114)

<0, Vx>1.

Donc pour x < 1, la matrice IN est positive et respecte les conditions de dissipation (7.78)
et de maximalité ((7.81]) mais elle n’est pas anti-symétrique : elle dissipe de ’énergie. Pour
x > 1, la condition (7.78)) n’est pas vérifiee, ce qui peut conduire a des instabilités.

Si nous voulons imposer une plus grande décroissance de I’énergie, nous pouvons ajouter
a4 M un terme de dissipation égal & €I oti € € RT est un petit paramétre et I la matrice
identité.

Condition de périodicité

Nous avons également programmé une condition de périodicité. Un nouveau repérage
des mailles voisines est effectué modulo la période. Les mailles ayant une condition péri-
odique sont alors considérées comme intérieures : 'intégrale sur 9€) n’intervient pas.

7.2 Programmation sur GPU

Pour la résolution du systéme d’équations de Vlasov-Maxwell avec correction de la
divergence en mode 2D transverse électrique, nous couplons la méthode de Galerkin Dis-
continu (décentrée ou centrée) présentée dans la section précédente a une méthode PIC
(présentée dans la sous—section. Deux géométries sont considérées : cartésienne et ax-
isymétrique. Nous avons choisi de les programmer en langage OpenCL, de fagon a pouvoir
exécuter le code sur une carte graphique et & profiter de cette architecture pour réduire la
durée de nos simulations.

Dans cette section, nous présentons de maniére succincte ’architecture d’une carte
graphique ou « Graphics Processing Unit » (GPU), ainsi que le langage de programmation
que nous avons choisi d’utiliser, & savoir le langage « OpenCL » (pour « Open Comput-
ing Language »). Nous expliquons ensuite les conséquences d’une telle architecture sur
I'implémentation de notre méthode. Les conséquences sont différentes pour la méthode
de Galerkin Discontinu, dont 'implémentation sur GPU a par exemple été étudiée par
Klockner, Warburton, Bridge et Hesthaven dans [68], et pour la méthode PIC. Plusieurs
études de la méthode PIC sur GPU ont été réalisées. L’étape d’interpolation des densités de
charge et/ou de courant demande un travail particulier sur cette architecture et plusieurs
solutions sont possibles. Un algorithme est proposé et détaillé par Stantchev, Dorland et
Gumerov [98] pour une interpolation linéaire. D’autres travaux présentent les différentes
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étapes de la résolution des équations de Vlasov-Poisson en 2D, ’équation de Poisson étant
résolue par FFT. Nous pouvons par exemple citer ceux de Decyk, Singh [31] et Friedman
[32]. L’implémentation de méthodes particulaires sur GPU est également utilisée en astro-
physique. Nous renvoyons aux travaux en 3D de Aubert, Amini et David [2], qui utilisent
aussi une FFT pour ’équation de Poisson. Une étude détaillée des temps d’exécution sur
carte graphique y est présentée. Enfin, un couplage de la méthode PIC & une méthode
de volumes finis pour les champs électromagnétiques est présenté par Kong, Huang, Ren
et Decyk [69]. A notre connaissance, le code que nous présentons dans ce chapitre est le
premier couplage de la méthode PIC & une méthode de Galerkin Discontinu sur GPU.
Nous nous restreignons par contre a une interpolation d’ordre 0 et renvoyons aux travaux
précités pour une interpolation d’ordre plus élevé.

7.2.1 Qu’est-ce qu’un GPU?

Un GPU moderne est constitué, schématique-
ment, de mémoire globale (« global memory ») et
d’unités de calcul (« compute units »). Typique-
ment, nous avons quelques Gigaoctets (Go) de mé-
moire globale et quelques dizaines d’unités de cal-

GPU cul. Chaque unité de calcul est elle-méme consti-
tuée de quelques kilooctets (ko) de mémoire cache,
E £ aussi appelée mémoire locale (« local memory »)
E et de processeurs (« processing elements ») typ-
. <—’( PE2- —~ g iquement au nombre de 8. Le tout est dirigé depuis
qE, U1 I'ordinateur dans lequel est branché le GPU, aussi
E appelé hote (« host »). Figure nous illustrons
§ une carte graphique (virtuelle) contenant deux
© ~—~PE3 £ unités de calcul, chacune constituée de deux pro-
E cesseurs. Le méme programme peut étre exécuté
~——PE4 k g en méme temps sur tous les processeurs de toutes
cu 2 les unités de calcul. Les accés & la mémoire suivent

les trois régles suivantes :

|
e

— tous les processeurs ont accés & la mémoire glob-

Host ale,

— les processeurs ont accés uniquement & la mé-
moire locale de leur unité de calcul,

— P’accés a la mémoire locale est plus rapide que

FIGURE 7.2 — lllustration d'un GPU.  D’accés & la mémoire globale.

7.2.2 Langage OpenCL

Le langage que nous utilisons pour programmer sur GPU est ’'OpenCL. 1l contient
une librairie de fonctions en langage C pour piloter le GPU, ainsi qu'un langage proche
du C qui permet d’écrire les programmes, appelés « kernels », qui sont exécutés sur les
processeurs. Ce langage permet virtuellement d’avoir autant d’unités de calcul, appelées
alors « work-groups », et de processeurs, appelés « work-items », que ’on veut. Les taches
(« threads ») sont envoyées aux unités de calcul et aux processeurs physiques du GPU par
paquets grace & un mécanisme de file d’attente.

De plus, ce langage est portable, au sens ou il peut étre exécuté sur différentes cartes
graphiques, de marque différente, mais aussi sur un CPU (« Central Processing Unit »),
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qu’il soit uni-coeur ou multi-coeur. Il est en outre possible de gérer plusieurs plateformes
dans le méme programme, et notamment de partager le travail entre un CPU et plusieurs
GPU.

Pour une documentation détaillée de I’OpenCL, nous renvoyons au site du groupe
Khronos [67].

7.2.3 Meéthode de Galerkin Discontinu sur GPU

Nous présentons 'implémentation de la méthode de Galerkin Discontinu avec un flux
décentré. Le flux centré s’implémente d’une maniére similaire.

Nous discrétisons maintenant le domaine Q en N cellules (ou « mailles » ou « éléments
finis ») quadrangulaires, avec éventuellement des bords courbes. Ces cellules sont liées a
un carré de référence [0, 1] x [0, 1] par une fonction de transformation classique de type
élément fini quadratique. Nous noterons dans la suite du texte L une cellule générique
du maillage. Nous supposons que les cellules L respectent les discontinuités de la solution
exacte, c’est a dire la décomposition du domaine €2 en sous-domaines €2,. Quitte & introduire
des discontinuités fictives de la solution exacte, nous pouvons donc toujours nous ramener
au cas ou L = Q.

Base d’approximation

Nous décomposons le vecteur inconnu sur une base de N, fonctions polynomiales du
second ordre. Nous avons choisi de prendre N, = 8, qui est une puissance de 2 et qui est
donc particuliérement bien adapté & la programmation sur GPU. Plus précisément, sur
chaque maille L = €y, ce vecteur est approché par

Np—1
WL (x,t) >~ Z wL,j (w) wi, j (t) y (7.115)
7=0

(1r,;) étant des polynomes linéairement indépendants de P> (RQ). Dans la pratique, ces
polynomes sont définis & partir de I’élément de référence, le carré [0, 1] x [0, 1]. Soient (£, 7)
les coordonnées dans 1’élément de référence, & partir du systéme libre

{1, & n, €, 7% &, &, &0°} C Py (R?), (7.116)

nous construisons une famille orthonormée de polynémes @Z;j (&,m) pour le produit scalaire

1 1
(f.9) = /€ . /n _ Fematen) dnd. (7.117)

Nous évaluons ensuite 17, j () en se ramenant a la base orthonormée dans 1’élément de
référence. Nous utilisons pour cela une transformation affine F; d’'un triangle formé par
trois points du carré de référence vers le triangle correspondant de la maille de ’espace
physique, comme représenté Figure [7.3] Nous prenons alors

vrj(®) =0 (Fo (). (7.118)

L’intérét de cette approche est que sur un maillage droit, les fonctions de base du do-
maine physique sont encore orthonormées. Dans ce cas, les matrices de masse sont donc
diagonales. De plus, les fonctions de base dans ’espace physique sont données par une

1. Nous utilisons la convention sur le degré d’un polynéme d° (€*n”) = max (a, B).
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simple transformation affine. D’une part, cela nous évite d’'inverser une transformation
géométrique pour calculer les champs aux positions des particules dans la méthode PIC.
D’autre part, nous utilisons directement les coordonnées du point de Gauss dans ’espace
physique pour calculer les flux numériques. Nous épargnons ainsi un tableau stockant les
positions des points de Gauss dans 1’élément de référence ou une inversion de transforma-
tion géométrique. Si nous devions inverser la transformation géométrique, nous devrions
utiliser la méthode de Newton, cofiteuse et qui ne converge pas lorsque les éléments sont
trés déformés.

Maille de

référence /
f

Maille
physique

Ficure 7.3 — Transformation affine du triangle de la maille de référence vers le triangle
correspondant dans la maille physique.

Nous pouvons maintenant définir 'espace d’approximation. Soit A un parameétre mesurant
le diameétre des cellules. Avec I’abus de notation habituel, nous notons #; 'espace d’ap-
proximation

Hp = {W € H,VL,W [, € (vect {tp1---vrs})*}. (7.119)

En restreignant la formulation faible & cet espace de dimension finie, la formulation
devient :
pour toute maille L, et pour tout temps t, trouver W (xz,t) = > v ; (&) wr ; (t) tel que
VL = YL, on ait

/ YroWp — /(AiaiZ/)L)WL +/ YL(A'nf Wi+ A'n; W)
L L OLNQ (7_120)

i AW = S (W)

Nous obtenons un systéme d’équations différentielles ordinaires sur les wr, j (t) & ré-
soudre. La condition initiale est obtenue par la projection L? de la condition initiale exacte
sur 'espace d’approximation.

Implémentation sur GPU

La méthode de Galerkin Discontinu est initialisée sur le CPU. Par exemple, nous calcu-
lons et inversons les matrices de masse locales sur le CPU. Toutes les données sont ensuite
envoyées sur le GPU.

Pour calculer les dérivées en temps des inconnues wry, j (t), nous calculons séparément
les termes d’aréte et les termes de surface.

— Pour les termes de flux

AW + A'n; W, (7.121)
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ou de bord 4
(M + A'n;) W, (7.122)

nous associons un « work-item » a chaque point de Gauss de position g, de chaque
aréte et nous exécutons le programme OpenCL qui calcule le flux ou le terme
de bord en un point de Gauss, c’est-a-dire en * = g,. Nous stockons ces
termes pour chaque point de Gauss dans la mémoire globale.

— Pour les termes de surface

_/(AiaiwL)WL—/wLS, (7.123)
L L

nous associons un « work-item » & chaque fonction de base de chaque maille. Nous
récupérons les flux précédemment calculés et les intégrons.

— Dans la méme boucle, nous appliquons les matrices de masse inverses stockées a
I'initialisation. Les matrices de masse viennent du terme

/WLatWL = (/ %‘,L%,L) Oywr, ;(t). (7.124)
L L

Un grand avantage de la méthode de Galerkin Discontinu est que la matrice de masse
est diagonale par blocs.
En pratique, pour le calcul des intégrales sur les bords, nous considérons 4 points de
Gauss sur chaque aréte e de chaque maille L. Leur position est notée g;, et ils sont associés
a un poids wg. L’intégration numérique sur une aréte e s’écrit

4
/W” (@)= wp W"(gy). (7.125)
€ k=1

Nous fixons un pas de temps At vérifiant

Sy, 1 1
At < mi — , 7.126

= ML <PL> 2p + 1 max (1, x) ( )
ot St est la surface de la maille L, Pr son périmétre et p est le degré des polyndmes
considérés, p = 2 dans notre cas. Cette condition de stabilité (7.126]) est extrapolée de la
condition donnée dans [I00] en 1D. Nous notons t" = n x At pour tout n € N. Les vecteurs
des inconnues et des sources sont approchés a 'instant t" par

W' (z) ~ W (z,t =1t") et S"(z)~S(z,t=1"). (7.127)

Enfin, nous effectuons 'intégration en temps. Nous calculons le vecteur W & partir
d’un schéma de Heun d’ordre 2 ou de Runge-Kutta d’ordre 3 a bas cotit de stockage (« low
storage »). Le schéma de Heun d’ordre 2 s’écrit

W* = W" 4+ Atd,W™", (7.128)
1 At
wntl = 5 (W' W* + AtOW*) = W + 5 (OW" + HW?™).  (7.129)

Dans cette étape, le parallélisme est évident puisque le schéma de Heun est appliqué com-
posante par composante. Pour obtenir une méthode plus stable, ou pour étre autorisé a
prendre un pas de temps plus grand, nous pouvons utiliser un schéma de Runge-Kutta d’or-
dre plus élevé. Mais pour ne pas augmenter le nombre de données stockées en mémoire,
nous proposons d’utiliser un schéma d’ordre 3 « low storage ». Celui-ci contient autant
d’étapes que le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 classique, mais il ne nécessite pas plus
de stockage de données qu’un schéma d’ordre 2. Nous le détaillons dans 1’annexe [C]
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7.2.4 Meéthode PIC sur GPU

Pour résoudre 'équation de Vlasov, nous utilisons la méthode PIC présentée dans la
sous-section (voir aussi [6] et [13]).

S’il y a des particules a l'instant initial (cela dépend du cas test), nous initialisons leurs
positions, vitesses et poids sur le CPU, puis nous envoyons ces données sur le GPU. Nous
associons ensuite un « work-item » & chaque particule pour

— calculer les forces agissant sur elle, c’est-a-dire le membre de droite des équations

du mouvement (|1.6]) et . Nous cherchons la maille dans laquelle la particule
se trouve. Pour cela, nous faisons ’hypothése qu’aucune particule ne traverse plus
d’une maille en un pas de temps. A ce stade, le fait que le maillage est courbe, mais
conforme, permet de simplifier I’algorithme de recherche de la nouvelle maille. Nous
obtenons E (xy) et B (x)) en interpolant les champs a la position xy,

— déplacer les particules en utilisant le méme schéma en temps que pour les champs :

W est remplacé par ;. et vy dans (7.128])-(7.129)), O;x et Jyvy sont donnés par les
équations du mouvement ((1.6]) et (|1.20]).

Pour certains cas tests, nous devons émettre des particules a la cathode. Nous associons
alors un « work-item » a chaque maille émettrice. Comme expliqué dans la section
nous calculons la charge & émettre dans chaque cellule de la cathode et nous initialisons
les positions, vitesses et poids des particules nouvellement créées. En pratique, nous les
disposons aléatoirement dans la maille sur une épaisseur choisie. Les vitesses initiales sont
nulles ou numériquement proches de zéro.

La création de particules empéche la loi de Gauss de rester vraie numériquement. C’est
pourquoi nous avons ajouté la correction de la divergence. Pour augmenter son efficacité,
pour la laisser agir, nous n’émettons et ne déplacons les particules que tous les p pas de
temps du solveur de Maxwell : le pas de temps de I’équation de Vlasov, noté At,qrticies vaut
pAt, ou At est le pas de temps des équations de Maxwell. En pratique, nous choisissons
souvent p = 10.

Remarque 7.2.1. Dans certaines simulations, les particules sont relativistes. C’est pourquoi
nous avons également programmé la méthode PIC en mécanique relativiste. D’apres la re-
marque les densités de charge et de courant n’ont pas a étre modifiées. Par contre,
Uéquation du mouvement sur la vitesse, qui est donnée en mécanique classique par
doit étre modifiée pour correspondre a . Apres de simples calculs, nous obtenons
Uéquation sur v en relativiste

mdv—q(E—i—v/\B)x< _|"’|2>2. (7.130)

Calcul du courant

Toute la difficulté de I'implémentation de la méthode PIC sur GPU réside dans le
calcul du courant dans chaque maille. En effet, toutes les particules d’'une méme maille
doivent ajouter une contribution au courant de cette maille, qui est stocké dans une certaine
position en mémoire. Si nous associons un « work-item » & chaque particule et que toutes
les particules calculent et ajoutent leur courant en paralléle, plusieurs particules de la méme
maille vont ajouter leur contribution en méme temps a cette méme position. Nous aurons
alors un conflit d’écriture en mémoire, et en pratique certaines contributions seront perdues.
Il faudrait que les particules obtiennent chacune & leur tour un droit exclusif d’écriture.
Les opérations qui nécessitent ce type de verrouillage sont appelées opérations atomiques
en informatique. Cette solution est disponible dans les derniéres versions d’OpenCL, mais
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est trés colteuse en temps de calcul, car le parallélisme est alors perdu. Il est donc trés
important d’éviter ce type de verrouillage.

Nous devons ainsi trouver une autre organisation du calcul du courant. Tout d’abord,
nous trions les particules en fonction du numéro de la cellule dans laquelle elles se trouvent.
Ce tri est effectué grace a un algorithme optimisé pour GPU, décrit dans [53]. En balayant
(en parallele) la liste triée, il est ensuite facile de compter le nombre de particules de chaque
maille. Nous associons alors un « work-item » a chaque maille L et nous bouclons sur les
particules de L pour calculer et ajouter leur contribution au courant. A la fin de la boucle,
la somme des contributions est écrite a la position mémoire correspondante, sans conflit
puisque chaque cellule L n’accéde qu’a son propre courant. Rappelons que les contributions
au courant s’écrivent

/ ’(/JLJ = ZwkwL (sck) V. (7.131)
L kel
Il est aussi possible de trier les mailles en fonction du nombre de particules qu’elles conti-
ennent. Ce second tri permet aux processeurs d’une méme unité de calcul d’avoir approx-
imativement le méme nombre de particules a traiter et de ne pas s’attendre les uns les
autres trop longtemps a la fin de leur boucle.

7.3 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats numeériques. Aprés une étude de
convergence en espace et en temps pour vérifier les ordres de notre méthode, nous vérifions
les différentes conditions aux limites implémentées. Nous validons ensuite notre solveur
Maxwell puis le couplage PIC-Galerkin Discontinu sur plusieurs cas tests, en géométries
cartésienne et axisymétrique. Nous 'appliquons notamment & la diode & cathode hémis-
phérique. Enfin, nous faisons une étude de performance de notre code pour montrer 1’effi-
cacité et le gain en temps de calcul de la programmation sur GPU.

7.3.1 Etudes de convergence

Nous commengons par vérifier les ordres de convergence en espace et en temps de
notre méthode de Galerkin Discontinu. Dans cette sous-section, seules les équations de
Maxwell avec correction de la divergence sont résolues, sans terme source, c’est-a-dire sans
particules.

Convergence en espace

Nous testons tout d’abord l'ordre de notre méthode en espace, pour les flux décentré
et centré. Pour cela, nous considérons un disque de rayon 1 en géométrie cartésienne. Nous
le maillons avec des éléments rectangulaires et courbes, comme présenté sur la figure [7.4
Nous avons une condition limite de Silver-Miiller sur le bord, elle nous permet de propager
dans le disque 'onde plane suivante

By 0

E | cos(m(xz—1t))

BZ | cos(m(z—1t) |’ (7.132)
& 0

Nous représentons sur la figure le champ magnétique au temps ¢t = 1 dans un domaine
contenant 768 mailles. Figure nous tracons l'erreur en norme L? (et en échelle logarith-
mique) pour les flux décentré (en bleu) et centré (en vert) au temps ¢ = 1. Nous avons pris
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une petite CFL (égale a 1073) pour que l'erreur en temps n’ait pas d’impact. Le nombre de
mailles est compris entre 12 et 12288, pour un minimum de 968 itérations. La correction
de la divergence n’est pas nécessaire, nous avons donc pris x = 0. Nous obtenons un taux
de convergence égal & 3 pour le flux décentré et légérement supérieur pour le flux centré
(environ 3.6), ce qui confirme 'ordre élevé de notre méthode. La saturation de l'erreur
est probablement due & 1'utilisation de la simple précision dans notre implémentation. Son
utilisation est justifiée car a '’heure actuelle, les GPUs sont bien plus efficaces en simple
précision qu’en double.

FI1GURE 7.4 — Disque - Maillage contenant 768 éléments.

Decentre  #
Centre +

Pente -3

1

-2 | ]
08
06

-al ]
04
02
-0.000385 -6 4
-0.201
-0.401

-8 | ]
-0.601
-0.801
1 -18 ]

Bz
s . . . . . . .
1 1.5 2 2,5 3 3.5 q 4,5 5

FIGURE 7.5 - Onde plane (7.132) dans FI1GURE 7.6 — Onde plane ([7.132) dans un disque -

Erreur sur B, en norme L2 au temps ¢t = 1 pour un
flux décentré (en bleu) et centré (en vert), échelle
logarithmique dans les deux directions, pente —3
en rouge.

un disque - Champ magnétique au
temps t = 1, 768 mailles.

Cette onde plane se déplace a la vitesse (adimensionnée) 1. Nous proposons d’étudier
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également une onde plane se déplagant & la vitesse x. Celle choisie s’écrit

E, cos (7 (xt — x))
gz _ 8 . (7.133)
¢ cos ( (xt — ))

Nous représentons sur la figure ¢ au temps t = 1 dans un domaine contenant 768
mailles. Figure nous tragons lerreur en norme L2 (et en échelle logarithmique) au
temps t = 1 obtenue avec une petite CFL (égale & 2 x 1073, le pas de temps étant ensuite
divisé par ). Le nombre de mailles est compris entre 12 et 12288. Nous avons ici x = 2.
Le taux de convergence avant saturation est égal a 3 pour le flux décentré et environ 3.6
pour le flux centré.

Decentre  #
Centre

Pente =3

=

o

1 2k 1
0801
0601
—a b ]
0401
0201
0.000321 =6 1
02
-0
-8 | ]
-0
08
18 | ]
-1
Phi
_19 . . L L . . L
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 L]

FIGURE 7.7 — Onde plane (7.133) dans F1GURE 7.8 — Onde plane ([7.133) dans un disque -
. — Erreur sur ¢ en norme L2 au temps ¢ = 1 pour un
un disque - ¢ au temps t = 1, 768

mailles flux décentré (en bleu) et centré (en vert), échelle
’ logarithmique dans les deux directions, pente —3
en rouge.

Remarque 7.3.1. Nous calculons ici 'erreur entre la solution obtenue par notre schéma et
la solution exacte sur le domaine maillé, et non la solution exacte sur le domaine réel. L’er-
reur de maillage n’est donc pas prise en compte. Notre maillage est cependant quadratique,
ce qui latsse supposer que cette erreur est petite sur le disque.

Convergence en temps

Afin de vérifier 'ordre de convergence des schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 et d’ordre
3 « low storage » implémentés, nous résolvons I’équation

1
AW = —SW, (7.134)

dont une solution constante en espace est (pour chaque composante de W)

exp (—ét) (7.135)
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et calculons les erreurs en temps en norme L2. Nous représentons cette erreur calculée au
temps t = 1 en fonction du pas de temps At sur la figure[7.9|pour le schéma de Runge-Kutta
d’ordre 2 et sur la figure[7.10| pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage », en
échelle logarithmique dans les deux directions. Le pas de temps varie de 7.8125 x 1073 &
0.5. Avant saturation, nous retrouvons les ordres théoriques de convergence, & savoir 2 et

3.
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FIGURE 7.9 — Erreur en temps en norme L2
- Schéma RK 2 (en bleu), échelle logarith-
mique dans les deux directions, pente 2 en

FiGURE 7.10 — Erreur en temps en norme
L2 - Schéma RK 3 « low storage » (en bleu),
échelle logarithmique dans les deux direc-

rouge. tions, pente 3 en rouge.

7.3.2 Veérification des conditions aux limites

Cette sous-section est dédiée & la vérification des conditions limites implémentées. Nous
vérifions en particulier la stabilité de la condition de conducteur parfait. Ensuite, nous
validons la condition de Silver-Miiller par la résolution du Laplacien. Nous vérifions enfin
notre condition d’axe de symétrie sur la diode & cathode hémisphérique.

Stabilité des schémas en temps

Nous commencgons par donner une condition numérique pour assurer la stabilité en
temps des schémas utilisés. Nous nous appuyons pour cela sur la thése de Jund [65]. Les
systémes que nous considérons peuvent se réécrire sous la forme

W _ aw
dt

ou A est une matrice a coefficients constants. Nous notons At le pas de temps, t" = nAt
et p ordre du schéma en temps considéré. Un développement de Taylor a ’ordre p entre
les instants t” et t"*! nous donne

dW (t™) AP dPW (t™)
dt p! dtp

(7.136)

W (") = W (") + At + O (At (7.137)

L’équation (|7.136f) implique que d;‘:)V = APW et en notant W" l'approximation de W (¢"),

nous obtenons le schéma & l'ordre p

AtP
wntl = <I +AtA+ -+ Z)'Ap) w. (7.138)

172



7.3. Reésultats numériques

Notons alors A la matrice d’amplification

- AP
A=I+MA++ = A (7.139)

Le schéma est stable si || A|| < 1. Tl est en particulier si le rayon spectral de A, ¢’est-a-dire
sa plus grande valeur propre en module, est inférieur ou égal & 1. Toute valeur propre de
A s¢crit sous la forme
AtPNP
p!
ou A est une valeur propre de A. Nous pouvons alors déterminer la zone de stabilité du
schéma d’ordre p : il s’agit de ’ensemble

1+ AtA+ -+

(7.140)

P
Sp:{ueC tel que |1—|—u—|—---+'u'§1}. (7.141)
p!

Ainsi, le schéma d’ordre p et de pas de temps At est stable si toutes les valeurs
propres A de la matrice A sont telles que AAt € S,,.

Nous tragons Sy et Sg dans le plan complexe sur la figure [7.11] Remarquons que la zone
de stabilité des schémas d’ordre 2 est incluse dans celle des schémas d’ordre 3.

2 T T T T T 2.5

1,5

1|

8,5

°
Partie inaginaire
°

Partie inaginaire

-2.5 -2 -1.5 -1 -8.5 ] 0.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -8.5 ] 0.5
Partie reelle Partie reelle

FIGURE 7.11 — Zones de stabilité - Schémas d’ordres 2 (a4 gauche) et 3 (& droite) dans le
plan complexe.

Stabilité de la condition de conducteur parfait

Nous étudions tout d’abord la stabilité des conditions de conducteur parfait implémen-
tées. Comme nous l'avons vu dans la sous-section ([7.1.4), deux approches sont possibles.
Souvent, I’« état fantome » est utilisé, c’est le cas dans [81]. Nous avons pourtant montré
qu’il pouvait conduire & des instabilités pour x > 1. C’est pourquoi nous avons privilégié
I’autre approche, stable V x > 0, qui consiste & implémenter une matrice M des conditions
aux bords vérifiant les conditions de Lax-Philipps et . Cette matrice peut étre
donnée par ((7.100) ou (7.103).

Pour vérifier cela numériquement, nous calculons la matrice A de 1’équation ([7.136))
résultant de I'implémentation de ces différentes conditions métalliques. Nous calculons ses
valeurs propres A et étudions s’il est possible de trouver un pas de temps At pour lequel une
homothétie de rapport At envoie toutes les valeurs propres de A dans Sy C S3, c’est-a-dire

At € S C Ss, (7.142)
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auquel cas les schémas de Runge-Kutta d’ordres 2 et 3 implémentés sont stables.

Pour un pas de temps At = 1072, nous tracons dans le plan complexe les valeurs AAt
pour chaque valeur propre A de A. Figure nous tragons (en bleu) celles obtenues avec
I’approche « état fantdme » a gauche et celles obtenues avec I'implémentation de
notre matrice M donnée par a droite, pour x = 2, un flux décentré et un domaine
carré [0,1] x [0,1] contenant 16 mailles. Nous y dessinons également la zone de stabilité
Ss en gris. Avec approche « état fantéme », certaines valeurs propres de A sont positives.
Aucune valeur de At ne permet de vérifier pour ces valeurs propres positives. Cette
condition aux limites conduit ainsi & un schéma instable. Avec notre matrice M, ’ensemble
des valeurs AAt se trouve dans la zone de stabilité. Cette matrice, sous condition de type
CFL, conduit & un schéma stable.

Partie imaginail
®
2
v
"2 E>
=
=t
= = -
——ir
= =
# 4
====
""”‘. H Q"’.
Ea
Partie imaginaire
°
2

-2 -1.5 -1 -8.5 8 0.5 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -8.8 -8.6 -8.4 -8.2 ] 8.2
Partie reelle Partie reelle

FIGURE 7.12 — Condition de conducteur parfait - Valeurs AAt dans le plan complexe (en
bleu) : « état fantome » (& gauche) et matrice M (a droite) pour x = 2; zone de stabilité
Sy (en gris).

Nous tragons également Figure les valeurs AAt obtenues avec I'implémentation de
notre matrice M donnée par avec un flux centré (a gauche) et un flux décentré (a
droite), pour x = 1, un disque contenant 48 éléments et un pas de temps At =5 x 1072,
Nous remarquons que pour un domaine avec des éléments courbes, le flux centré conduit a
une matrice dont certaines valeurs propres sont positives, mais trés petites. Cela est di a
Perreur sur 'intégration numérique, qui n’est pas exacte sur des éléments courbes. Aucune
valeur de At ne permet de vérifier pour ces valeurs propres positives. Un petit pas
de temps permet cependant de stabiliser le schéma, les instabilités n’apparaissent alors
qu’en temps long. Avec le flux décentré, toutes les valeurs propres vérifient la condition de

stabilite (7.142).

D’autres cas ont été considérés, nos conclusions sont les suivantes :

— 'approche « état fantome » conduit & un schéma stable V y < 1 et instable
pour x > 1,

— Iimplémentation des matrices M données par ([7.100) ou ([7.103) conduit & un schéma
stable V x pour un flux centré ou décentré sur un maillage droit (sans éléments
courbes),

— l'implémentation des matrices M données par ((7.100]) ou ((7.103)) peut conduire & des
instabilités en temps long pour un flux centré sur un domaine contenant des éléments
courbes, alors qu'un flux décentré assure la stabilité du schéma.
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FIGURE 7.13 — Condition de conducteur parfait - Valeurs AA¢ dans le plan complexe (en
bleu) : flux centré (& gauche) et décentré (a droite); zone de stabilité Sy (en gris).

Résolution du Laplacien

Nous vérifions maintenant que les matrices implémentées pour les conditions métalliques
et de Silver-Miiller imposent effectivement les bonnes conditions.
A Détat stationnaire, I'équation de Faraday s’écrit

rot E = 0. (7.143)

Considérons un domaine de calcul simplement connexe, le champ électrique dérive alors
d’un potentiel scalaire : AV tel que

E = —grad V. (7.144)
En I’absence de charge, donc de particules, la loi de Gauss s’écrit
div E = 0. (7.145)
Le potentiel est donc solution du Laplacien, c’est-a-dire qu’on a
AV =div grad V = 0. (7.146)

Nous souhaitons ici vérifier que la résolution des équations de Maxwell, sans charges, revient
a I'état stationnaire & la résolution du Laplacien. Pour cela, nous considérons la fonction
suivante

V(2,y) =In (\/(x )t (y— b)2> +ln <\/(x Fa)? o+ (y— b)2> (7.147)

qui correspond a la présences de deux sources, situées en (z,y) = (a,b) et (z,y) = (—a,b),
a et b € R. Son gradient vaut

ov r—a v
dr (y —b)? + (z —a)? + 02+ (x+a)? (7.148)
al _ y—>b y—b

dy (y— 5)2 + (z — a)2 * (y — b)2 + (z —|—a)2. (7.149)

Le vecteur

(5)-(#)
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dérive encore d’un potentiel puisque

OB, OB, _ 3V 3V
Ox oy  0x2  0Oy?

= 0. (7.151)

Nous voulons vérifier que ce champ électrique ((7.150f), associé & un champ magnétique et
une fonction ¢ nuls, est une solution stationnaire des équations de Maxwell. Sur la droite
x = 0, nous avons

y—2>b
FE, (0, 22— 7.152
- (0,9) i (7.152
E,(0,y) = 0, (7.153)
qui est compatible avec la condition de conducteur parfait

EAn=Emn,—Emn, =E,=0. (7.154)

Nous propageons alors 'onde paramétrée par a = 1 et b = —1 dans le domaine
(z,y) € {(x —1/2)% 4+ (y—1/2)2 < 2,2 > o} (7.155)

avec une condition limite de conducteur parfait en x = 0 donnée par la matrice
et une condition limite de Silver-Miiller inhomogene sur les autres bords, pour imposer
le champ stationnaire. Les champs sont initialisés & 0 dans le domaine de calcul. Figure
[7.14] nous représentons le champ F, au temps ¢ = 100 dans le domaine maillé par 256
¢léments. Le champ E, est représenté sur la figure [7.16] Les champs B, et ¢ restent
nuls numériquement. Les erreurs en espace entre la solution calculée et la solution exacte
stationnaire sont tracées en norme L2 (en bleu) sur les figures pour FE, et pour
E,. La condition de CFL est prise égale & 5 x 1072, le nombre de mailles est compris entre
4 et 1024. L’ordre 3 de convergence en espace est retrouvé.

-7

* j ' j j Erreur Ex %
Pente -3

0388 -8
-0.397 ol
0426

e |
-0.456
0485 S

0514 ez b

-0.543

#

-0573 * *
-0.602
-0.631

-0.66
Ex

Ficurre 7.15 — Résolution du Laplacien - Erreur
sur B, en norme L2 au temps ¢ = 100 (en bleu),
de 4 & 1024 mailles, échelle logarithmique dans les
deux directions, pente —3 en rouge.

FIGURE 7.14 — Résolution du Laplacien
- Champ FE, au temps t = 100, 256
mailles.

Une étude similaire a été réalisée avec le potentiel

V (z,y) = —exp (x)sin (y) . (7.156)
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Erreur Ey *
Pente -3

0.0308

0.0051

-0.0206

-0.0462

-0.0719

-0.0976

-0123

-0.149

L*

-0175

-0.2

-0.226
Ey

FIGURE 7.17 — Résolution du Laplacien - Erreur
sur B, en norme L2 au temps ¢ = 100 (en bleu),
de 4 &4 1024 mailles, échelle logarithmique dans les
deux directions, pente —3 en rouge.

FIGURE 7.16 — Résolution du Laplacien
- Champ E, au temps t = 100, 256
mailles.

conduisant au champ électrique

ov .
E, = ~ 5 = XP (x)sin (y), (7.157)
E, = —%—Z = exp (z) cos (y) . (7.158)

Cette solution est compatible avec une condition limite de conducteur parfait en y = 0.
Les courbes d’erreur sont semblables & celles obtenues dans le cas des deux sources.

Nous souhaitons enfin valider les conditions limites de Silver-Miiller et de conducteur
parfait sur la diode a cathode hémisphérique représentée sur la figure [7.18] Nous avons des
conditions de Silver-Miiller & l'entrée de la diode (z = 0) et des conditions de conducteur
parfait ailleurs (sur la cathode et 'anode). Nous propageons un champ

[P |

i

Cathode

[ R

FiGuRre 7.18 — Coupe 2D de la diode & cathode hémisphérique.
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E, | -1 E, 10
B, (0,y,t) = 0 et B, (x>0,y,0) = 0 (7.159)
¢ 0 ¢ 0

dans ce domaine. Il crée une différence de potentiel entre la cathode et 'anode. A ’état
stationnaire et en I’absence de charge, ce potentiel doit étre solution du Laplacien. Avec le
logiciel FreeFem+-, nous résolvons le probléme aux limites correspondant

— AV (z,y,t) = 0, (7.160)
V(O,y>11t = —1l+y, (7.161)
V(O,y<-1,t) = —1—y, (7.162)
V(z,y,t) = 0 sur la cathode, (7.163)
V(z,y,t) = 1 sur lanode. (7.164)

Les champs obtenus avec notre solveur Maxwell a ¢ = 1000 sont comparés a ceux obtenus
avec FreeFem++. Une erreur d’au plus 1072 est relevée.

Condition de symétrie

Pour valider notre condition aux limites de type axe de symétrie, nous propageons
I'onde sur le domaine représenté Figure et sur ce domaine restreint a y > 0.
Une condition de symétrie est imposée en y = 0. Nous obtenons les mémes résultats sur
les deux domaines.

7.3.3 Applications numériques

Nous présentons dans cette sous-section plusieurs applications numériques. Le solveur
Maxwell a été validé par les différentes études de convergence. Nous souhaitons maintenant
valider le calcul du courant, I’émission des particules et simuler des cas tests physiques en
géométries cartésienne et axisymétrique.

Bobine

Pour vérifier le calcul du courant, nous étudions une bobine simple en géométrie cartési-
enne. Le domaine est un disque de rayon Ry = v/2. Des ions forment un cercle de méme
centre et de rayon R, < Ry, nous prenons ici R. = 1. Nous utilisons l'indice in pour
I'intérieur du cercle d’ions et l'indice out pour I'extérieur. La solution stationnaire exacte
s’écrit

Eac,in 0 Ea:,out 0

Ey n 0 Ey out 0
; - , : = 7.165
Bz,in 1 Bz,out 0 ( )

¢in 0 Qbout 0

Elle correspond a la solution du probléme aux limites suivant

W + AW = S sur Qx|[0,7), (7.166)
MW = 0 sur {(av,y) tel que /22 + y2 = Rd} x [0, T], (7.167)
W (x,0) = Wy(x) a t=0, (7.168)
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avec M = —Ain; la matrice des conditions de Silver-Miiller et W donné par (|7.165)). Le
terme source est une mesure donnée par

S (ZL', y) = Ox24y2=R, (.73, Z/) (7169)

o O R

En pratique, il est représenté par des particules distribuées aléatoirement sur le cercle de
rayon R.. Dans cet exemple, le couplage Vlasov-Maxwell est unidirectionnel, puisque nous
ne devons pas bouger les particules.

Le maillage utilisé est du méme type que celui présenté Figure[7.4] En particulier, le cer-
cle d’ions n’est absolument pas aligné avec les lignes du maillage. Bien que les champs soient
initialisés & la solution stationnaire exacte, une petite onde due aux erreurs numériques
va se propager & partir du cercle d’ions. Nous représentons sur la figure le champ
magnétique aux temps t = 0.5, alors que cette onde se propage, et t = 5, quand ’état
stationnaire est atteint. Nous avons ici 3072 mailles et 1000 particules. La solution
est retrouvée avec une précision satisfaisante. De petites oscillations dues & un phénoméne
de Gibbs apparaissent cependant sur le cercle d’ions.

1.51
1.31
11
0.902
07
. 0.498
0.296
0.0944
-0.107
. -0.309
-0.511

FIGURE 7.19 — Bobine - Champ magnétique aux temps ¢ = 0.5 (a gauche) et t = 5 (a
droite), 1000 particules, 3072 mailles.

1.51

0.901

0r

0.498

0.297

0.0953

-0.106

-0.308

-0.509

Vérification de la loi de Child-Langmuir

Nous étudions maintenant une diode dont la cathode et I'anode sont deux plaques
verticales paralléles, trés grandes par rapport & la distance qui les sépare. La cathode est
située en x = a, son potentiel est noté V (a) = V,. L’anode est située en x = b, et nous
notons V' (b) = V;. La distance entre les plaques est D = |b—a| et la différence de potentiel
est notée Vo = V3 — V4. Nous souhaitons vérifier la loi de Child-Langmuir, qui donne
une relation entre la différence de potentiel V4 et la quantité de courant Jop passant par
une surface unitaire de ’anode. Cela permet de valider notre loi d’émission. En géométrie
cartésienne non relativiste, cette loi est donnée par

ey [2]q[. 3
_ deo [2lal 5 (7.170)

Jor=gpz\[ 7 Vo
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Nous renvoyons par exemple a [102] pour les calculs. Nous travaillons plutot avec le champ
électrique et non avec la différence de potentiel. Des calculs simples basés sur 1’équation
E, (z) = —05;V (x) nous donnent une écriture du champ électrique E, en fonction du
courant de Child-Langmuir

4 9 2/3 m 1/3

Il est donc de la forme F, (z) = C x /3, ot C est une constante. La constante peut étre
déterminée par la connaissance du champ en un point, par exemple en x = b. Nous avons
ainsi

E, (b
E, (z) = bl/(g)xl/ 3, (7.172)

Remarque 7.3.2. Celte écriture est la méme en variables adimensionnées.

Pour représenter cette diode en géométrie cartésienne, nous prenons un domaine ) =
[0,1] x [0,1] périodique en y. Nous fixons la cathode en z =0

C={z=0}x[0,1]. (7.173)

Pour créer la différence de potentiel, nous imposons un champ électrique E, (z =1) = —1
par une condition de Silver-Miiller sur la seconde plaque située en x = 1

A={z=1} x[0,1], (7.174)
nous avons ainsi D = 1. Nous y considérons le probléme aux limites

MW = 0 sur Cx[0,T], (7.175)
My(W —Win) = 0 sur Ax[0,7], (7.176)

avec M la matrice des conditions métalliques donnée par ([7.100), Mo la matrice des
conditions de Silver-Miiller (7.91)) avec un champ incident imposé

Wine = (—1,0,0,0)" (7.177)

et des conditions périodiques en y =0 et y = 1.

Les champs sont initialisés & zéro dans le domaine. Nous discrétisons notre domaine en
256 mailles, appliquons une correction de la divergence paramétrée par x = 10 et x, = 1.
Le pas de temps du solveur Maxwell est At = 3.125 x 10~ et celui de la méthode PIC vaut
Atparticules = D0AL, de maniére & laisser agir la correction de la divergence. Nous émettons
40 particules par maille, aléatoirement réparties sur une épaisseur égale a 0.02. Figure [7.20]
nous représentons le champ électrique E, au temps final ¢ = 50, ainsi que ce champ avec
les particules (N, = 103923 au temps final). Nous remarquons qu’il est quasiment nul sur
la cathode, ce qui est compatible avec la loi d’émission. Fy et B, restent nuls au cours de
temps (de ordre de 1073), ¢ est de I'ordre de 10~2 sur ’anode et la cathode, nul ailleurs
(voir Figure [7.21).

Le choix de x est important car il correspond a la vitesse de dispersion des ondes créées
par les particules. Figure nous comparons la variable ¢ obtenue avec deux valeurs de
X : 1 et 10. Nous voyons que ¢ est plus grand lorsque x = 1 (la valeur maximale étant
atteinte sur 'anode), et qu’il est proche de 0 lorsque x = 10. Or la valeur théorique ¢ = 0
revient & la résolution classique des équations de Maxwell. Une grande valeur de x conduit
donc & une meilleure solution. D’ot 'intérét de I'implémentation de la condition métallique
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-0.00287 -0.00287
-0.099 -0.093
-0.195 -0.195
-0.201 -0.291
-0.387 -0.387
-0.483 -0483
-0.579 -0.578
-0.675 -0.675
-0.771 -0.771
-0.867 -0.867
-0.863 -0.863
Ex Ex

FIGURE 7.20 — Child-Langmuir - Champ E, (& gauche) avec particules (a droite) au temps
t = 50.

0.228 0.0395 ' p
0.202 0.0345 .
0.179 0.0294
0.156 0.0243
0.133 0.0193
0.1 0.0142
0.0868 0.00917
0.0637 0.00411 {1
0.0406 -0.000845
0.0175 -0.006 !
-0.00568 -0.0111

Phi Phi

FIGURE 7.21 - Child-Langmuir - ¢ obtenu avec x = 1 (a gauche) et avec x = 10 (& droite)
au temps t = 50.

par la matrice M et du flux décentré, qui assurent une stabilité du schéma V y, y compris
sur des maillages courbes.

Nous tracons également ’allure du champ E, en fouction de x au temps final pour
différentes valeurs de x sur la ﬁgure (en bleu). Théoriquement, il doit étre de la forme
avec Eg ine (b =1) = —1 (tracé en rouge). Nous voyons que le champ n’atteint pas
tout & fait sa valeur imposée en x = 1, mais qu’il s’en rapproche lorsque x augmente et
donc lorsque les erreurs de divergence sont évacuées du domaine plus rapidement.

Nous tracons enfin la quantité de courant sortant par la plaque x = 1 en fonction du
temps en variables dimensionnées pour différentes valeurs de y sur la figure (en bleu).
Nous voyons que cette quantité tend vers une valeur stationnaire. Celle-ci est comparée a la
valeur théorique donnée par la loi de Child-Langmuir qui pour Ey jne (b=1) = —1
vaut 0.553774 kA (tracée en rouge). Nous remarquons également que la quantité de courant
mesurée se rapproche de la valeur théorique lorsque x augmente.

181



Ex calclle
Ex theorigque

Champ Ex

+

Position x

Ex calcule
Ex theorigque

Champ Ex

+

Position x

7.3. Reésultats numériques

Ex calclle
Ex theorigque

Champ Ex

+

Position x

Ex calcule
Ex theorique

Champ Ex

+

Position x

FI1GURE 7.22 — Child-Langmuir - Champ E, () au temps final : calculé (en bleu) pour
x =1, x =5, x =10 et x = 20 (de gauche & droite et de haut en bas) et théorique (en

rouge).

Diode a cathode hémisphérique

Nous étudions enfin la diode & cathode hémisphérique en géométrie axisymétrique. Le
cas relativiste est considéré. Le domaine est celui de la figure La cathode est définie

Cz{&&ﬂx{yzOl}U{V@%%MWH1ﬂ:0J},

A=10,04] x {y = 0.2} U{z = 0.4} x [0,0.2].

par

et ’anode par

Nous considérons le probléme aux limites

OW + A'O;W
MW

My (W — W)
MW

W (z,y,0)

S sur Qx[0,7],

0 sur CUA,

0 sur ({x =0} x[0.1,0.2]) x [0,T],
0 sur ([0.3,0.4] x {y =0}) x [0, 77,
0 a t=0,

(7.178)

(7.179)

avec M la matrice des conditions métalliques donnée par ({7.100), Mo pour la condition
de Silver-Miiller ([7.91)) avec un champ incident

Winc (T) = (07 _Er,inc/ry 07 O)T
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Ficurge 7.23 — Child-Langmuir - Quantité de courant sortant par ’anode au cours du
temps : calculée (en bleu) pour x =1, x =5, x = 10 et x = 20 (de gauche a droite et de
haut en bas) et théorique (en rouge).

et M3 pour la condition de symétrie (7.97)). Le champ incident est ici dépendant de ¢ : il
croit linéairement jusqu’a atteindre une valeur seuil & l'instant ¢; puis est constant. Nous
prenons

354 si t <t

Erine () =155 & 4oy
.

(7.186)

Nous représentons le champ F, aux temps t = 0.22, ¢t = 0.33, ¢t = 0.55 et t = 5.5 sur
la figure [7.24] Les électrons sont extraits de la cathode au fur et & mesure que le champ
incident entre dans la diode. Une isolation magnétique se crée ensuite et « couche » le
faisceau d’électrons.

7.3.4 Performances

La programmation sur GPU réduit de maniére significative les temps de calcul. Pour
évaluer le « speedup », c’est-a-dire le rapport du temps de calcul sur deux architectures,
nous comparons les durées de simulation sur un CPU (AMD Phenom II x4 processeurs)
avec un ou plusieurs cceurs a celles sur GPU avec différentes cartes graphiques : une ATI
Radeon HD 5750 (nommée ATI) et une Nvidia GeForce GTX 470 (nommée Nvidia). Tous
les calculs sont réalisés en simple précision. Les transferts de données entre la mémoire du
CPU et celle du GPU ne sont pas comptés. Cependant, ils ne sont réalisés que deux fois :
a initialisation et & la fin du calcul.
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Er

Er

Er

FI1GURE 7.24 — Diode axisymétrique - Champ FE, et particules aux temps t = 0.22, ¢t = 0.33,
t =0.55 et t = 5.5 (de haut en bas).

Maxwell sans particules

Nous commencons par étudier les performances du solveur Maxwell seul. Nous consid-
érons une onde plane entrant dans un disque, sans particules, en géométrie cartésienne.
Nous allons jusqu’a t = 1 et considérons différentes valeurs de la CFL (0.05 et 0.01), le
maillage contenant 3072 ou 12288 éléments. Dans le tableau [7.1] nous donnons les temps
de calcul sur CPU (avec 1 et 4 coeurs) et sur les deux cartes graphiques. Le rapport entre
les temps de calcul sur 1 coeur du CPU et sur la carte Nvidia est également donné. Le
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7.3. Reésultats numériques

trés haut « speedup » confirme 'efficacité de notre implémentation sur des architectures
multi-cceurs. Une étude plus compléte des performances de la méthode de Galerkin Discon-
tinu sur GPU est présentée dans [68]. 11 est difficile de comparer des « speedup » calculés
sur des architectures de caractéristiques différentes, mais pensons avoir, objectivement, un
gain comparable a celui de [68].

Nb de Nb CPU CPU ATT | Nvidia | CPUiceeur/ GPUnvidia
mailles | d’itér. | 1 coeur | 4 coeurs (Speedup)
3072 329 185 s. 49 s. 4s. 1s. 185
3072 1644 | 925 s. 254 s. 16 s. 7 s. 132
12288 663 1581 s. | 464 s. 24 s. 9 s. 176
12288 3312 | 8133 s. | 2455 s. | 118 s. | 46 s. 177

TABLE 7.1 — Temps de calcul et « speedup », sans particules.

Vlasov-Maxwell

La méthode PIC n’est pas aussi bien adaptée & la parallélisation sur GPU. Les per-
formances des simulations avec particules ne sont pas aussi élevées, mais tout de méme
intéressantes. Elles sont données dans le tableau [7.2] Il s’agit d’une simulation de I’émis-
sion et du mouvement des particules dans une diode rectangulaire cartésienne, jusqu’au
temps t = 5. Différentes valeurs sont considérées pour le nombre de mailles et le nombre de
particules injectées par maille (nous donnons le nombre approché de particules présentes
dans le domaine au temps final). La comparaison entre les architectures est difficile, car le
tri des particules n’est pas nécessaire pour une simulation sur 1 seul coeur du CPU, or il est
quand méme effectué. C’est pourquoi nous donnons le « speedup » entre une simulation
sur les 4 coeurs du CPU, pour laquelle le tri est nécessaire, et sur la carte Nvidia.

Nbde | Nb | Nbde | CPU | CPU | ATI | Nvidia | CPUscoours/GPUnvidia
mailles | d’itér. | part. | 1 coeur | 4 coeurs (Speedup)
1024 2530 | 46000 | 723 s. 446 s. 45 s. 21 s. 21.2
1024 2530 | 92000 | 914 s. 611 s. 67 s. 31 s. 19.7
4096 2060 | 70000 | 4450 s. | 2319s. | 141 8. | 65 s. 35.7
4096 5060 | 110000 | 4809 s. | 2652 s. | 242 8. | 97 s. 27.3

TABLE 7.2 — Temps de calcul et « speedup », avec particules.

Afin d’estimer le cotit de la partie Vlasov, nous pouvons aussi regarder le « speedup »
entre un méme calcul avec et sans particules, sur la méme architecture. Nous résolvons
Maxwell puis Vlasov-Maxwell sur la diode rectangulaire cartésienne, jusqu’au temps t = 5.
Avec la carte Nvidia, nous obtenons les accélérations données dans le tableau [7.3] avec
les 4 coeurs du CPU, nous obtenons les valeurs du tableau [7.4l Dans les deux cas nous
constatons un ralentissement significatif (d’un facteur 3 & 10) a cause du couplage avec la
méthode PIC. Rappelons que le déplacement des particules n’est pas effectué a chaque pas
de temps...

Pour les simulations sur GPU, nous détaillons également le cotit de chaque étape :
meéthode de Galerkin Discontinu (GD), tri des particules (Tri) et méthode PIC (PIC). Les
résultats correspondants & une diode rectangulaire cartésienne sont donnés pour différents
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7.4. Conclusion

Nbde | Nb | Sans | Avec ~ 46000— | Avec/Sans | Avec ~ 92000— | Avec/Sans
mailles | d’itér. | part. 70000 part. 110000 part.
1024 2530 | 4s. 21 s. 5.3 31 s. 7.8
4096 5060 | 26 s. 65 s. 2.5 97 s. 3.7

TABLE 7.3 — Temps de calcul sur la carte Nvidia GeForce GTX 470, avec et sans particules.

Nbde | Nb Sans | Avec ~ 46000— | Avec/Sans | Avec ~ 92000— | Avec/Sans
mailles | d’itér. | part. 70000 part. 110000 part.
1024 2530 | 137 s. 446 s. 3.3 611 s. 4.5
4096 5060 | 1009 s 2319 s. 2.3 2652 s. 2.6

TABLE 7.4 — Temps de calcul sur les 4 ceeurs du CPU, avec et sans particules.

paramétres dans le tableau Les particules sont déplacées tous les 5x pas de temps du
solveur Maxwell.

Nb de Nb Nbde | x| GD Tri PIC
mailles | d’itér. | part.
256 1600 | 133818 | 1 | 0.8s. | 12.5s. | 154 s.
256 8000 | 101546 | 5 | 4.2s. | 125s. | 15.0 s.
256 8000 | 50769 | 5| 4.1s. | 125s. | 7.3 s.
1024 | 16000 | 99261 | 5 | 24.8s. | 25.1 5. | 24.0 s.

TABLE 7.5 — Temps de calcul de chaque étape sur la carte Nvidia GeForce GTX 470.

7.4 Conclusion

Nous avons développé un code PIC-Galerkin Discontinu sur GPU en géométries 2D
cartésienne et axisymétrique résolvant les équations de Vlasov-Maxwell. La méthode de
Galerkin Discontinu a déja été implémentée sur GPU (voir [68] par exemple). Plusieurs
études de la méthode PIC sur GPU ont également été menées, avec une résolution de
léquation de Poisson par FET ([2], [3I] ou [32]) ou du champ électromagnétique par
volumes finis ([69]). Mais c’est & notre connaissance la premiére fois que le couplage PIC-
Galerkin Discontinu est porté sur GPU. 1l permet de simuler de maniére trés performante
I’évolution de faisceaux de particules chargées soumises & un champ électromagnétique.

La méthode de Galerkin Discontinu implémentée sur cette architecture est trés efficace.
Les équations de Maxwell sont associées & une correction de la divergence afin de vérifier
numériquement la loi de Gauss. Les conditions aux bords conduisent & une solution stable,
méme en temps long, quelle que soit la vitesse de correction de la divergence choisie. L’ordre
de convergence en espace est de 3, les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 et d’ordre 3
« low storage » sont implémentées pour la discrétisation en temps.

La méthode PIC est moins bien adaptée & la parallélisation sur carte graphique. Elle
peut notamment conduire a des conflits d’écriture en mémoire, ce qui nous oblige & trier les
particules. Malgré cela, la méthode reste performante et le « speedup » satisfaisant. Pour
la simulation de diodes, les particules sont émises selon une loi respectant la physique du
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7.4. Conclusion

probléme. Nous avons ainsi vérifié la loi de Child-Langmuir dans le cas d’une diode plane
cartésienne.

La géométrie axisymétrique permet de considérer de nombreux cas tests, sur des do-
maines divers, éventuellement maillés par des éléments courbes. Nous avons ainsi simulé
I’émission d’électrons dans une diode & cathode hémisphérique.

Pour que notre code soit adapté a plus de situations, il serait intéressant d’implémenter
un solveur de Poisson, indispensable si des particules sont initialement dans le domaine. De
futurs travaux seront dédiés a 'utilisation d’une méthode de type moments pour remplacer
la méthode PIC. Cela devrait permettre de résoudre les équations de Vlasov-Maxwell avec
un « speedup » comparable a celui de notre méthode de Galerkin Discontinu seule.
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CHAPITRE 8

Conclusion générale et perspectives

Nous avons étudié dans ce manuscrit différentes méthodes numeériques pour résoudre
les équations de Vlasov-Maxwell ou de Vlasov-Poisson avec le souci du colit numérique.
Trois approches ont été proposées :

— les modéles multi-fluides prenant en considération des grandeurs macroscopiques du
systéme; ils permettent de diminuer le nombre de variables et donc de réduire le
cotut,

— le couplage d’'une méthode fluide peu coiteuse & une méthode cinétique trés précise,

— la programmation d’une méthode cinétique sur carte graphique.

La premiére partie concerne la méthode des moments. Nous avons étudié dans un
premier temps la méthode de résolution classique, qui s’appuie sur une écriture de la
fonction de distribution f sous la forme de masses de Dirac. Nous avons ensuite proposé
d’utiliser une nouvelle écriture de f, a savoir celle donnée par le modéle multi-water-bag.
Cette écriture est mieux adaptée aux cas tests que nous avons étudiés : 'amortissement
Landau et l'instabilité double faisceau. Si nous parvenons & approcher la solution pendant
une durée plus longue, cette méthode ne permet toutefois pas de représenter les instabilités,
telles que les filaments, qui peuvent apparaitre. Nous avons rencontré plusieurs difficultés
numériques. La résolution par la méthode de Newton du systéme non linéaire liant les
moments de f aux inconnues qui permettent de ’exprimer sous la forme choisie est trés
difficile. Cela nous empéche d’augmenter le nombre de moments considérés et donc la
précision. L’algorithme alternatif de Gosse et Runborg conduit quant a lui a des instabilités.

Plusieurs améliorations sont envisageables. La prise en compte d’un nombre de moments
local, évoluant difféeremment sur chaque maille, permettrait de stabiliser I'algorithme de
Gosse et Runborg. La difficulté étant de trouver une bonne stratégie pour gérer de maniére
locale le nombre de moments. Il serait également trés intéressant de généraliser cet algo-
rithme, qui ne s’applique pour Uinstant qu’a des fonctions de distribution ne prenant que
deux valeurs. Par ailleurs, il parait envisageable de coupler cette méthode multi-fluides a
une méthode particulaire. La précision serait alors améliorée en résolvant les petites per-
turbations de f par la méthode particulaire, par exemple la méthode PIC. La résolution
de la partie macroscopique de f par la méthode des moments permettrait de conserver un
cott raisonnable. Enfin, nous pourrions utiliser une méthode particulaire pour représenter
les contours de f. Les particules permettrait de suivre I’évolution de la solution forte de
I’équation de transport sur les contours, tout en étant peu nombreuses par rapport a une
méthode PIC. La difficulté de cette méthode est de suivre 'ordonnancement des particules,
sans quoi la reconstruction de f n’est pas possible.
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Nous avons par ailleurs présenté un couplage fluide-cinétique dans la deuxiéme partie de
ce manuscrit. Nous avons d’abord appliqué une méthode ¢ f avec évolution de 1’équilibre au
systéme de Vlasov-Poisson 1D. La différence avec la méthode ¢ f généralement utilisée est
que la partie fluide est résolue par un schéma cinétique. Il permet en outre de faire évoluer
un nombre de moments plus grand (non limité aux trois premiers). Nous avons ensuite
appliqué une méthode d f préservant 'asymptotique aux équations de Vlasov-Poisson-BGK,
avec une prise en compte des collisions paramétrées par le nombre de Knudsen . Les
apports de notre méthode sont les suivants :

— trés peu de particules sont nécessaires a la limite ¢ — 0, le colit numérique diminue
donc & la limite, contrairement aux méthodes de décomposition micro-macro usuelles
qui utilisent une grille de 'espace des phases et qui ont un cotlit constant par rapport
ae;

— comme dans toutes les méthodes d f, ne résoudre que la partie microscopique par une
méthode particulaire permet de réduire le bruit numeérique inhérent aux méthodes
PIC; a résultats équivalents, nous pouvons prendre moins de particules, ce qui réduit
le temps de calcul ;

— la propriété de préservation de l'asymptotique (AP) est vérifiée, ce qui n’est par
défaut pas le cas des méthodes d f classiques.

De plus, une étape de projection des moments de la perturbation a été implémentée, de
fagon & conserver numériquement la structure micro-macro du systéme. Sans cela, un bruit
numeérique perturbe les résultats.

Nous aimerions généraliser notre méthode a la dimension 2 en espace. Nous souhaitons
aussi étudier d’autres opérateurs de collision.

Dans la troisiéme et derniére partie, nous avons étudié une méthode cinétique (en
Poccurence la méthode PIC) en deux dimensions d’espace, en géométries cartésienne et
axisymétrique. L’objectif fixé était la simulation d’une diode & cathode hémisphérique.
Nous avons d’abord étudié dans un cadre général la méthode PIC en géométrie curviligne,
et présenté différentes possibilités pour 'implémentation de la partie Vlasov. Nous avons
également présenté les équations de Maxwell en géométrie 2D axisymétrique ainsi que la
loi d’émission des particules dans la diode. Ensuite, nous avons proposé d’implémenter une
méthode PIC-Galerkin Discontinu sur carte graphique. Les équations de Maxwell sont as-
sociées & une technique de correction de la divergence, afin de respecter numériquement la
loi de Gauss. Les différentes conditions aux limites considérées sont détaillées et validées,
tout comme le solveur Maxwell et ’émission des particules. Le cas de la diode & cathode
hémisphérique est présenté, ainsi que la simulation d’une bobine et d’une diode plane. En-
fin, nous démontrons l'efficacité de notre parallélisation sur carte graphique en comparant
les temps de calcul sur CPU et sur GPU. Notre solveur Maxwell est trés bien adapté a ce
type de parallélisation, les performances sont tres élevées. La méthode PIC est moins bien
adaptée, car le calcul du courant nécessite le tri des particules. L’accélération est tout de
méme satisfaisante.

Il serait intéressant d’implémenter un solveur de Poisson pour pouvoir considérer plus
de cas tests. Une autre suite envisagée pour ce travail est I'utilisation d’une méthode plus
efficace sur carte graphique que la méthode PIC pour la partie Vlasov, de type méthode
des moments par exemple.
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ANNEXE A

Annexe relative au chapitre

Nous détaillons dans cette annexe le calcul de C;’fcg et des GF J € {1,2,3}, définis

Z7-77

respectivement par (4.39)) et (4.40]).

A.1 Calcul de G,

Pour calculer Glig, nous nous appuyons sur 1’ et nous obtenons

ot v2 . +v2 .
Gy = U§5f (xi,0,t") dv= [ v ?6f (xq,v,t") dv
R

R+
AL vi (t)

= > wp(®)vf (1) k2 Si (@ (),
k=1

2

~— Uz n _v n
G,3 = v—0f (%4,0,t") dv= [ vT—0f (xi,v,1") dv
b 2 R 2

NP ’U2 (t)
= > wi(t)v; (1) kTSi (zx (1)),
k=1

ol nous rappelons que v = max (0,v) = %'vl et v~ = min (0,v) =

v—lv|

2

A.2 Calcul des G, j € {1,2,3}

.7

Calculons maintenant les intégrales Glij, je{1,2,3}.

Calcul de GF

+o0 +o0 2
+ . 14 _ ('U —u)
G/ —/0 vfy dv —/0 v 5T eXp( 5T ) dv.

dv
N donne

i — v-u -
Le changement de variable w = Nk dw =

G = \/m/\_/% ( Tw+u)exp<—2> T dw

27T e 2 %
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A.2. Calcul des G

z,j’ j € {17273}

Posons
+00 2 w2\ 2
I = /_u w exp (—2> dw = [— exp <—2>] i = exp <_2T> , (A.5)
VT T
+o00 2
J = / exp (_u;) dw
:/7%
400 2 0 2
= / exp (w> dw +/ exp <w> dw (A.6)
0 2 —u 2
JT
Comme . , . )
o 1 o0 V2
/ exp ) dw = / exp ) dw= —ﬂ, (A7)
0 2 2 /) 2 2
car exp (—%) est une fonction paire, et avec le changement de variable v = —%, dv =
—d—\/“%, nous avons
0 w? T
/ exp (—) dw = \/5/ exp (—1)2) dv, (A.8)
% 0
d’ou .
V2
J:Tﬂ \/i/ﬁexp(—UZ) dv (A.9)
0

Nous obtenons
T 2 V2 ot
af = o <_U>+PU<2W+¢§ / VT exp (—0?) dv)
0

pT u2> U 2 /\/IS*T 9
= exp|l—]+—=—|14+— exp (—v*) dv |, A.10

o p< 57 ) T3 ( 7 p (—v°) (A.10)
_ pT u2> U 2 /\/;Tr 9
Gy = - exp|l——|+—=—1|1—-— exp (—v*) dv |, Al
1 Z p(2T 2( [ e () (A1)

G| étant calculé de maniere similaire & Gf.

Calcul de G7

Par ailleurs, avec le méme changement de variable w = %, dw = d\/—ﬂ, nous avons
+o00 p —+o00 2 'UJ2
Gy = / v fo dv = / (\/Tw—i—u) exp <—)\/wa
0 27T J=x 2
VT
400 2 +o0 2
= \/’07 (/ Tw? exp <_u;> dw —i—/ u? exp (—g) dw
o \Jo #
+0oo w2
+/ Qﬁwuexp <—2> dw
:/7%
P ( 2
= L (TK +u J+2\/:7u1>, A2
o (A.12)

192



A.2. Calcul des Gzi], je{1,2,3}

ou
—+00 2 2 +oo 400 2
$ e () s e (5)] L [ e ()
—Uu u2
= 7= —op | T A3
ﬁeXp( 2T>+ (A.13)

Nous en déduisons

—u u? ™ Ver
Gy = \/LQTT (T (\/T exp <_2T> + \25 + \/i/or exp (—vz) dv)

2 0 2T

- p<m(T+“2)+\@(T+U2)/ﬁT6XP( )dv+fuexp<u2)>

P T pVTu _ﬁ
= 5 (T+ (1 + / exp ( dv) + o exp ( 2T> ) (A.14)

_ P 2 Vot B oVTu _ﬁ
G, = 5 (T+u (1 / exp ( dv) o exp ( 2T> . (A.15)

Calcul de G5

Enfin, nous avons avec le changement de variable w = qiﬁu, dw = %

G;’ = /0+003f0 2\/7 +oo<ﬁw+u>3exp<—u;>\/fdw

p +o00 w2 +oo w2
= / TVTw? exp <—) dw +/ 3Tw?u exp <—> dw
227 % 2 —u 2

VT

+oo w2 +o00 ,w2
+ / 3VTwu? exp <—2> dw +/ ud exp <—2> VT dw
T% u

%\:‘

VT

_ P 2 3
= 5 (TVTL+3Tuk +3VTW?l +u*7) | (A.16)

avec
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A.2. Calcul des Gzi], je{1,2,3}

Nous obtenons ainsi

Gf = 2\;% <Tﬁ<?exp( g;)—l-Qexp( ;‘;))
+3Tu<_uexp< “2>+r+f/mexp )dv)

2T

2 2 VaT
+ 3VTu? exp <_u> + u? 7r—F\@/\/ﬁexp (—v2) dv
2T 2 0

= P (u 27 (3T + u2) +uV2 (ST + u2) /VZ*T exp (—1)2) dv

2421 2 0

2

+ VT (u® +2T) exp (—;‘T))
G (1+/mexp dv>

()

G; = %(3T+ (1—/ﬁexp dv)
%; ( . —I—T> exp< QT) (A.19)
e erf (s) = = / exp (—v?) dv, (A.20)

nous obtenons

GE = p2 (li f<r>)ip2‘/\/2?exp<—§;), (A.21)
ST o()

Gf = 2(T+u)<1ierf<\/;%>>i N -
B (37 +u?) <1j:erf<\/27>>j:p2\/\2f7T <T+ >exp< ;‘;) (A.23)

La fonction erf est évaluée numériquement en faisant appel a la fonction « erf » en

(A.22)

Q
i
Il

Fortran.
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ANNEXE B

Annexe relative au chapitre

B.1 Détails des calculs de projection par I,

Nous utilisons les notations Tg = v0,g + Edyg et IIj; qui est donné par (5.21]). Nous
détaillons les calculs de Iy (Tg) et (I —IIpg) (TM).

Premier terme : 1, (7g)

Une intégration par parties nous donne (mFEd,g) = —E (m/g), avec m/' la dérivée de

m par rapport a v : m’ = (0, l,v)T. Puisque g € N(LQ)L, nous avons (mFEQd,g) = 0 et
donc

s (Edyg) = 0. (B.1)

Calculons maintenant IIy; (v0,g)

IIar (v0,9)
) ]\Z wsg) 4 2 <(UT— w)vdag) | (|v 2—Tu|2 B ;) <(|“—T“|2 - 1) vagcgﬂ

M [jv—u* 1\1,54
- o\ T 2) T (v'%9)
M (|jo—u 1 3

Nous pouvons réécrire Iy (T g) sous la forme d'un polynéme de degré 2 en la variable
v multiplié par une Maxwellienne

2
U (Tg) (z,0) = M (z,0) Z ag (z) v, (B.3)

=0

ot ay dépend de x & travers p, u et T et les dérivées en espace de <v3g> (voir )

Second terme : (I —1IIy) (TM)

Puisque le terme E9,M appartient & N (L), nous avons la relation

(I =) (EOy,M) = 0. (B.4)
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B.2. Calculs pour l'initialisation du second cas test

Calculons alors I (v0; M) dont 'expression est donnée par

e e
(et (5 )] o
Or nous avons
WOM) = 0, oM) = 3, (pu), (8.6)

(v—u)vo M) = 8z/v2M dv—uax/vM dv
= 0, (pu2 + pT) — udy (pu), (B.7)
‘”*“Fva M) = 1/(v3—2uv2+u2v)8 M dv
T N T ’

= % <8w/v3M dv — 2u8m/v2M dv + u?0, (pu)) , (B.8)

ou [ v3M dv = 3pTu + pu3. Nous obtenons donc

M (VO M) = ]\Z<8 (pu)—i-( T )[8 (pu® + pT) — udy (p u)]
v —ul?
+ ( 577 1T> 2 (pu? + pT) + (pu® + pT') Dyu
+ (u? 4 27) 9 (pu) + 2pud, T
v —ul?
- <’ 5T © ;) Ox (pu)> . (B.9)

Enfin, v0, M s’écrit

vO, M = v (B.10)

212 2T

2
i}+ 8u+<w o) 1>6T

En utilisant et (B.10), nous obtenons ’expression de (I — IIps) (T M). Nous pou-
vons le réécrire sous la forme d’un polynéme de degré 3 en la variable vitesse multiplié par
une Maxwellienne

(I —Ty) (TM) (z,0) = M (z,0) Y _ ag(z) ", (B.11)

ou ay dépend de z a travers p, u et T et les dérivées en espace Oyp, Oyu et 0;T (voir les

expressions et (B.10))).

B.2 Calculs pour l’initialisation du second cas test

Nous considérons le cas test correspondant & la fonction de distribution initiale

02
f(z,v,0) = (1 + acos (kyz)) U43\/1% exp <—2> . (B.12)
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B.2. Calculs pour l'initialisation du second cas test

Nous devons calculer la condition initiale de la partie macroscopique et celle de la par-
tie microscopique. Pour l'initialisation de la partie macroscopique, calculons les premiers
moments de f. Tout d’abord la densité

02
z,v,0) dv = (14 acos /U ex <—> dv
[ @0 (1+ avcos (k) = [ o' exp (=5
= (1+ acos(kyz)). (B.13)
La quantité de mouvement est nulle, et pour I’énergie, nous avons

/va(:c v,0) dv ) ! /Uﬁexp (—UQ> dv
Y 3v2r 2

= 5(1+ acos(kyx)). (B.14)

(14 acos (kyx)

Nous initialisons donc la densité par p (z,t = 0) = (1 4+ «cos (kyx)), la vitesse moyenne est
nulle u (z,t = 0) = 0 et la température est initialisée & T (z,t = 0) = 5. La Maxwellienne

)=
s’écrit alors ( ( )
1+ «cos (kpx v
M t=0)= — B.15
(0,0 =0) = L2508 < 10) (B.15)

Nous pouvons maintenant calculer Iy (f) en utilisant ( et les calculs précédents.
Nous obtenons

() = 2l ton+ (5-3)((5-1)1)]:
_ ]‘Z [p—i— (;’; - ;) (5<1+0‘C5°S(W)) - (1+ozcos(k:xx))>] ,
_ (+a Cfgﬂ(—kwa?)) - <_11J;>
— M(zv,t=0). (B.16)

g<mvv7t:0) = (I_HM)(f(x7U7t:O>)
= f(z,0,t=0)— M (z,v,t
1

— (14 acos (ko)) [7;4 exp (-”j) - \}gexp ( ;’;)} (B.17)
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B.2. Calculs pour l'initialisation du second cas test
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ANNEXE C

Annexe relative au chapitre

C.1 Schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 « low storage »

Le schéma de Runge-Kutta & bas cotit de stockage dérive du schéma de Runge-Kutta
classique, que nous rappelons ici en toute généralité.
Schéma de Runge-Kutta classique

Nous écrivons 1’équation différentielle ordinaire que nous souhaitons résoudre sous la
forme
{y’:f(t,y), (Cl)
y (t=0) = yo. '

Le schéma de Runge-Kutta d’ordre s classique consiste a calculer

s
yn+1 ="+ At Z b K; (C.2)
=1
avec
s
K,=f t" + AL, y”—i—AtZainj (03)
j=1

et ot les coefficients a;;, b;, ¢; sont choisis de fagon a obtenir une méthode d’ordre s. Nous
les rassemblons dans le tableau de Butcher

0 0
c2 | a1 O
c3 a3 azgz 0

Cs | As1 Qg2 Ag3 - 0

Voici par exemple un tableau de Butcher correspondant & un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 3

— o= O
Do

wing DN

-
-

et un tableau correspondant a un schéma d’ordre 4
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C.2. Equivalence entre les schémas classiques et « low storage »

= NN I= O

oH O Ol
wiH O Nl
O =

[N

Schéma a faible cotit de stockage (« low storage »)

Décrit par [105], [19] et [85], I'algorithme du schéma de Runge-Kutta « low storage »
est le suivant :

K = y"
Ky = A Ko + Atf (tn + ¢ At, Kl)
Ky = K1+ B1Ks
K> = Ao Ko + Atf (tn + C,‘At, Kl)
Kl = Kl + BQKZ (04)
K2 = ASKQ +Atf (tn —|-CZ'At, Kl)
K = K1+ B,K>
yn-‘rl — Kl
avec A1 = 0, et A;, i = 2,...,8, B;, 1 = 1,...,s, reliés aux coefficients du tableau de
Butcher par
Aj+1ai7j+1 + Bj pour j<i—1
a;;j = 4 Bj pour j=i—1, (C.5)
0 ailleurs
b, — {AiHle + B; pour z <s ‘ (C.6)
B; pour i=s

A partir d’un tableau de Butcher, il n’est pas toujours possible de trouver des coefficients
A;, B; vérifiant ces conditions. Il y a en effet plus d’équations que d’inconnues. Dans [19],
nous trouvons par exemple ces coefficients pour une méthode de Runge-Kutta d’ordre 3 :

0 1
1)1 Ay | By 0 | 3
3 _ 5 15
3 _3 15 = Ay | By = —133 gﬁ (C.7)
4 16 16 :
T8 E Az | Bs —1x | 15
6 10 15

C.2 Equivalence entre les schémas classiques et « low stor-
age »

Nous prouvons ici que le schéma « low storage » est équivalent au schéma classique
correspondant. La preuve est faite pour une méthode d’ordre 3. D’une part, nous avons
pour le schéma classique

k1 = Ory"
ko = Oy (y" + Atam@ty”) (08)
ks = Oy (y” + Ataglaty” + Ataszo0; (y” + Ata218ty”))
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C.2. Equivalence entre les schémas classiques et « low storage »

qui conduit &

yn—H _ yn + Atblc?ty"
+ Atbgat (y" + Ataglaty”)
+  Atb30; (y" + Ataglaty” + Atazo0; (y" + Ataglaty”)) . (Cg>

D’autre part, le schéma « low storage » s’écrit

K1 y"
K2 Ataty”
K1 =K1+ B1K>
=y" + B1AtOy"
Koy = AsKy + Ato K4
= Ay AtOyy™ + At (y” + BlAtaty")
K1 =K+ BK>
= y" + B1AtOw" + Ba Ao Atdyy™ + BaAtO, (y" + B1Atowy™)
Ky = A3Ksy + Ato K,
— A3 As Aty + AsAtd; (y" + BiAty")
+AtO; (yn + B1AtOwy"™ + Bo A Atowy™ + Bo Aty (y" + BlAtaty”))
y" = K1 + B3 K
=qy" + At (Bl + By Ay + B3A3A2) opy"
+At (By + B3A3z) 0y (y" + B1Atoy")
-l—Ath@t (y" + BlAt(?ty" + BgAgAtaty” + BQAtat (y” + BlAtaty”))

(C.10)
En identifiant les facteurs, nous obtenons les conditions suivantes
as1 = By
as1 = By + BaA,
azz = Bo
C.11
by = By + ByAy + B3A3Ay ( )
by = By + B3As
bs = Bs
mais (C.5)) et (C.6) s’écrivent
a1 = B
azz = Bo
az1 = Asasy + By
= A2By + By
bs = Bj (C.12)
by = Asbz + By
= A3B3 + B»
b1 = Asby + B
= AA3B3 + AsBy + By

ce qui prouve ’équivalence entre les deux méthodes. La preuve est similaire pour les autres
ordres.
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C.3. Equivalence entre le schéma de Heun et le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 « low
storage »

C.3 Equivalence entre le schéma de Heun et le schéma de
Runge-Kutta d’ordre 2 « low storage »

Nous montrons enfin que le schéma de Heun est équivalent & un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 2 « low storage ». Le schéma de Heun s’écrit

n+1x _ n n

yn+1 _ % (yn +yn+1* + At@ty”H*) — yn + % (atyn + atyn—i-l*).

Le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 « low storage » s’écrit quant a lui

— " + BIAtO"

Ky = AsKy + Ato Ky (C14)
= AgAtaty” + AtO; (yn + BlAtaty”)

y"t = K1 + ByKy
= yn + Ataty” (B1 + BQAQ) + BgAtat (yn + BlAtﬁty”) .

\

Pour avoir une équivalence entre ces deux schémas, nous prenons

B =1,

B_l

2—5; (C.15)
1/2-1

A= =1,

Cette équivalence nous permet de programmer de facon générique les schémas d’ordre
2 et d’ordre 3 que nous souhaitons utiliser.
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