Applications linéaires

C. Huyghe

. Déterminer si les applications f; suivantes sont linéaires :

fo:R3 = R3 fo(z,y,2) = (zy,2,9)

fo :RE =R fi(z,9,2)=Rr+y+2,9—2z2+Yy)

f3:R?2 = RY fy(w,y) = (y,0,2 — Ty, 2+ y)
fi:R3[X] = R®  f5(P) = (P(-1),P(0), P(1))

. Soient f et g, applications de C dans C, définies par f(z) = z et g(z) = Re(z).
Montrer que f et g sont linéaires sur C en tant que R-e.v., et non linéaires sur C

en tant que C-e.v.

. Soit E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de £ dans
lui-méme telle que f* =0 et f*~! #£ 0. Soit = € E tel que f"~ () # 0. Montrer
que la famille {x, f(x), f2(z),..., f* 1 (x)} est une base de E.

. Montrer que
1
f / f(t)dt
0
est une forme linéaire sur C*°(R)

. Soit E un espace vectoriel et f € L(E) tel que pour tout x € E, la famille
(z, f(z)) est lice.

1- Montrer que si x # 0, il existe un unique scalaire A, tel que f(z) = A z.
2- Comparer A, et A, lorsque (x,y) est libre.
3- Montrer que f est une homothétie.

. 1- Vérifier qu'il existe une unique application linéaire de R® dans R? vérifiant
f£((1,0,0)) = (1,1) puis f((0,1,0)) = (0,1) et f((0,0,1)) = (—1,1). Calculer
f((38,=1,4)) et f((z,y,2)) en général.

2- Déterminer Kerf. En fournir une base. Donner un supplémentaire de Ker f
dans R? et vérifier qu’il est isomorphe & Imf.

3- Montrer que 3 = dim(Kerf) + dim(Im(f)).

. 1- Vérifier qu'il existe une unique application linéaire de R® dans R? vérifiant

£((1,0,0)) = (1,1,0) puis f((0,1,0)) = (3,1,0) et £((0,0,1)) = (0, —2,0).
Calculer f((z,y,2)) en général.

2- Donner une base de Kerf.
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3- Donner une base de I'mf.

4- Montrer que 3 = dim(Kerf) + dim(Im(f)).

. Refaire I'exercice précédent avec f : de R? dans R3 vérifiant f((1,0,0)) = (1,2,0)

puis f((0,3,4)) = (5,6,0).

1- Donner une base de C comme C-espace vectoriel, puis comme R-espace vec-
toriel.

2- Montrer que tout endomorphisme de C comme C-espace vectoriel peut se

mettre sous la forme : f(z) = Az, avec A € C.

3- Désormais, on considere C comme R-espace vectoriel.

i. Soient a,b € C. Montrer que 'application : z — az + bz est R-linéaire.

ii. Montrer que tout endomorphisme de C peut se mettre sous la forme :
f(z) = az + bz, avec a,b € C. (Indication : on pourra procéder par
analyse/synthese en supposant d’abord que la propriété a démontrer est
vraie, afin de calculer a et b et ensuite en la démontrant).

iii. CNS sur a et b pour que f soit bijectif 7

Soient P = {(z,y,2) € R} 20 +y —2=0} et D = {(7,y,2) ER% 22 — 2y + 2 =
0,7 —y — 2z = 0}. On désigne par (e1, es,e3) la base canonique de R3.
1- Soit p la projection de R? sur P parallélement & D. Calculer p(u) o1 u a pour

coordonnées (x,y, z).

2- Soit s la symétrie par rapport & P parallélement a D. Calculer s(u) ou u a

pour coordonnées (z,y, z).

Soient E = R5[X] lespace vectoriel des polynomes de degré < 5, et F' = Ro[X],
A(X) un polynéme de degré 3 de E.
1- Montrer que (1, X, ..., X?) est une base de E et que dim(FE) = 6. Montrer

que F' est un sous-espace vectoriel de dimension 3.

2- Pour P € E, on pose Q(X) et R(X) le quotient de la division euclidienne
de P par A. Les polynomes @ et R sont donc uniquement déterminés par
deg(R) < 3 et

P(X)=A(X)Q(X) + R(X).
Soit f 'application : P — R. Montrer que f est linéaire et est un projecteur :
E — F. Déterminer Ker(f) et Im(f). Vérifier que Ker(f) et Im(f) sont
supplémentaires dans E. Donner une base de E provenant d’'une base de
Ker(f) et de Im(f).
Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) tel que f* — 3f + 2Id = 0. Montrer

que f est un isomorphisme.

Soit EF un K-espace vectoriel, F'; G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
E = F@G. Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Montrer que ¢ = Id—p
est un projecteur. A quoi est égal Ker(q) et Im(q)?



14. Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que f?2 = Id. On pose F =
Ker(f —1Id) et G = Ker(f + Id).
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Montrer que F' = {z| f(z) =z} et que G = {z | f(z) = —x}.
Soit

p= %(f + Id).
Montrer que p est un projecteur.
En déduire que £ = FEPG.
Soit x = y + z, décomposé suivant la somme directe précédente. Montrer que
Ve € E, f(x) =y — z. On dit que f est une symétrie vectorielle.
Soit B = R3, B = (u,v,w) une base de R?. Soit P = Vect(u,v) et D =
Vect(w). On définit une application linéaire f : R?® — R3 par f(u) = u, f(v) =
v, f(w) = —w. Montrer que f2 = Id, donc que f est une symétrie vectorielle

et donner la matrice de f dans la base B.

Soient £ un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 = f. On pose F =
Ker(f —Id) et G = Ker(f).

1-
2

Montrer que E = F P G.

Soit x = y + 2z, décomposé suivant la somme directe précédente. Montrer que
Ve € E, f(x) =y.

On dit que f est la projection sur F' parallelement a G.



