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4.25 Soit K un corps fini d’ordre ¢. En utilisant 1’exercice 77, montrer que le
groupe SL(n, K) est fini, d’ordre

("= 1)(@"—q) - (¢"—q"")
q—1 '

4.31 Examen, septembre 2008. Soit ¢ = S,, — {£1} 'homomorphisme « signa-

ture ».
(a) Quel est son noyau ? Pour simplifier, on note N ce sous-groupe.

(b) Soit 7 € S,, une transposition fixée. Montrer que H = {id, 7} est un

sous-groupe de S,,.

(c) Montrer que la restriction de ¢ & H est un isomorphisme. Déterminer
NNH.

(d) Montrer que tout élément g € S,, peut s’écrire, de fagon unique, sous la
forme g = nh, avecn € N et h € H.

4.33 Examen, janvier 2006. On munit ’ensemble G = Z x Z de la loi de compo-

sition interne définie par
(m,n)x (m',n') = (m+ (=1)"m’,n+n').

(a) Montrer que (G, ) est un groupe (dont on précisera 1’élément neutre et

I'inverse de chaque élément). Ce groupe est-il commutatif ?

(b) On considére les parties
H={(a,0)|a€Z} et K={(0,b) | be Z}

de GG. Montrer que H et K sont des sous-groupes et que chacun d’eux

est isomorphe a Z.



4.34

4.37

4.38

(¢) Montrer que l'application G — Z qui a (m,n) associe n est un homo-

morphisme de groupes.

(d) Montrer que H est un sous-groupe distingué de G mais que K n’est pas
distingué.

(e) A quel groupe bien connu le groupe quotient G/H est-il isomorphe ?

Groupe des rotations. On considére le groupe O,,(n) défini par
On(n) = {g € GL(n;R) |'g™! = g} C GL(m; R).

Montrer que
O} (n) = {g € On(n) | det(g) = 1}

est un sous-groupe distingué de O,,(n).

Déterminer tous les éléments de O;F(2) et montrer que ce groupe est com-
mutatif. En est-il de méme de O,,(2)? De O;(n) pour n > 37

[sométries d'un tétraédre régulier. On considére, dans I'espace euclidien de
dimension 3, un tétraédre régulier ABC'D. Montrer que toute isométrie
qui préserve ce tétraédre préserve ’ensemble de ses sommets. Soit GG ’en-
semble de toutes ces isométries. Montrer que G est un groupe, muni d’un

morphisme

G—>S4

vers le groupe des permutations des quatre points A, B, C et D.
Montrer que ce morphisme est injectif (une isométrie est déterminée par
les images des quatre sommets) et surjectif (toutes les permutations sont

atteintes, par exemple parce que toutes les transpositions sont atteintes).

[sométries d’un cube. Dans un cube, on dessine, a l'aide des diagonales
des faces, un tétraedre 7 comme sur la figure. Vérifier que ce tétraédre est

régulier.
(a) Montrer quil y deux tétacdres T et T’ réguliers sur le cube.

(b) Soit ¢ une isométrie qui préserve le tétraédre 7. Montrer que ¢ préserve
le cube et que ce sous-groupe est d’indice 2 (on pourra considérer ’action

de ¢ sur les deux tétraédres précédents).

(c) Combien le groupe des isométries du cube contient-il d’éléments ?



4.43 Soit n > 2 un entier. Soit a un automorphisme de S,,. Montrer que 1’'on a
alA,) = A,

4.49 Soient G et G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme de groupes, et
H’ un sous-groupe distingué de G’. On appelle H = f~'(H’). Montrer que
H est distingué dans G. Soit K un sous-groupe distingué de GG. Montrer
que f(K) est un sous-groupe de G’, mais qu’il peut trés bien ne pas étre
distingué.

4.50 Soient m et n des entiers strictement positifs.
(a) Déterminer I’ensemble des morphismes Z/mZ — Z/nZ.
(b) Déterminer Aut(Z/mZ).
(c¢) Déterminer Aut(Z/27 x 7./27,).



