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Feuille d'exercices 8 (quand les groupes opèrent ...)

5.1 Le groupe GL(n;R) opère sur Rn par (A, x) 7→ A·x. Montrer qu'il opère aussi

sur l'ensemble des droites vectorielles de Rn, par (A,L) 7→ A(L). Montrer

que cette opération est transitive.

5.2 Donner la décomposition de R2 en orbites sous l'action du groupe des rota-

tions On(2). Déterminer le stabilisateur d'un point.

5.6 On se donne un ensemble X sur lequel agit un groupe �ni d'ordre 156. On

suppose qu'un élément a ∈ X a un stabilisateur d'ordre 12. Quel est le

cardinal de l'orbite de a ?

5.7 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Supposons que |X| = 108 et

que |G| = 143. Montrer que G �xe au moins un point de X.

5.11 Examen, janvier 2006. Soit K un corps. Le groupe GL(2;K) opère naturelle-

ment sur l'espace vectoriel K2 (c'est-à-dire par A ·X = AX).

(a) Combien cette opération a-t-elle d'orbites ?

(b) On suppose désormais que K = Z/2Z, c'est-à-dire que K a deux élé-

ments. Combien d'éléments non nuls y a-t-il dans K2 ? Montrer que le

groupe GL(2;K) opère sur un ensemble à trois éléments, de façon que

l'application GL(2;K)→ S3 soit un isomorphisme de groupes.

5.12 Soient p un nombre premier et n un entier strictement positif. On considère

un groupe �ni G d'ordre pn dont l'élément neutre sera noté e. Soit H un

sous-groupe distingué de G tel que H 6= {e}. On considère l'application

α : G×H → H

(g, h) 7→ ghg−1.

(a) Montrer que α dé�nit une opération de G sur H.
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(b) Montrer que, pour cette opération, l'orbite de tout élément de H a un

cardinal de la forme pk avec k entier et 0 ≤ k ≤ n− 1.

(c) En déduire que H contient un élément du centre de G distinct de e.

5.14 Soit G un groupe �ni opérant sur un ensemble �ni X. On désigne par N le

nombre de G-orbites. Pour tout g ∈ G, on pose fix(g) = {x ∈ X | gx = x}.
On se propose de démontrer la formule de Burnside

N =
1

|G|
∑
g∈G

|fix(g)|.

(a) Soient E et F des ensembles �nis et S ⊂ E × F . Pour tout a ∈ E et

pour tout b ∈ F , on pose

Va = {v ∈ F | (a, v) ∈ S} et Hb = {u ∈ E | (u, b) ∈ S}.

Montrer que l'on a ∑
a∈E

|Va| =
∑
b∈F

|Hb|.

(b) Démontrer la formule de Burnside en appliquant le résultat de la ques-

tion précédente à

S = {(g, x) ∈ G×X | gx = x} ⊂ G×X.
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